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RESUMO

Este trabalho tem o objetivo de propor atividades, com o uso do GeoGebra, para o estudo
de fungoes elementares, direcionado para alunos da 1* série do ensino médio. O autor sugere
varias atividades construidas no GeoGebra para auxiliar a visualizacao e compreensao de
graficos, relacionando-as com a parte tedérica. Essas atividades, apresentadas na forma
de exemplos, foram feitas baseadas na minha experiéncia do autor em trabalhar com as
séries iniciais do ensino médio em escolas publicas do Estado do Rio de Janeiro. O roteiro
de construcao das atividades proposto para o GeoGebra, é um caminho alternativo para
exploracao de alguns topicos considerados relevantes no estudo das fungoes elementares.
Todos os graficos apresentados neste trabalho foram construidos no GeoGebra. Foi sugerido

no final de cada tépico, uma atividade proposta com a respectiva solucgao.

Palavras-chave: Funcgoes elementares. GeoGebra.



ABSTRACT

This work aims to suggest activities, with the usage of GeoGebra, for the study of
elementary functions, focused on students in the first year of High School. The author
suggests lots of activities built on GeoGebra to give support on graphics’ view and
comprehension, matching them with the corresponding theory. These activities, presented
as examples, were based on the author’s experience in working in the first years of High
School in public schools in Rio de Janeiro State. The building activities script suggested for
GeoGebra, is an alternative way to explore some topics considered relevant when studying
elementary functions. All the graphics used in this work were built in the GeoGebra. It

was suggested at the end of each topic, an activity with the corresponding answer key.

Key-words: Elementary functions. GeoGebra
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1 INTRODUCAO

A matematica sempre teve destaque na sociedade por estar presente no cotidiano
de todas as pessoas até mesmo nas atividades basicas. Embora o conhecimento sendo
essencial e valorizado na sociedade, a grande maioria dos alunos nao a domina e muitas

vezes tem aversao a este conteudo.

Como professor de matematica da rede publica de ensino, percebo que, a cada ano,
nossos alunos demonstram menos conhecimento dos conceitos fundamentais da matemaética.
A grande dificuldade esta na aplicacao destes conceitos na resolucao de problemas. Os
entes matematicos a que tais enunciados se referem nao parecem possuir qualquer elemento
concreto para os alunos, que, por isso, se mostram incapazes de representa-los de uma
forma qualquer. Diante dessa situagao, é que percebemos a importancia do uso dessas
novas tecnologias em sala de aula como elemento motivador, tornando as aulas mais alegres

e menos tradicionais.

Esse trabalho tem o objetivo de propor atividades para o estudo de fungoes
elementares, fazendo uso de novas tecnologias. O GeoGebra foi escolhido para se trabalhar
com o estudo de fungoes, com o intuito de estimular os alunos na transicao da parte tedrica

com a geométrica (grafica).

O segundo capitulo destaca a importancia do estudo de fungdo para o ensino médio
e as orientagoes curriculares dos PCNs. Foi feito um breve historico de Fung¢ao e do uso

das novas tecnologias no ensino da matematica.

No terceiro capitulo serd apresentado o GeoGebra, a instalacao, suas ferramentas

bésicas para se trabalhar com o estudo de fungoes.

No quarto capitulo sao propostas atividades no GeoGebra para se explorar alguns
topicos relevantes dentro do ensino de fun¢ao. Inicialmente é proposto o estudo do dominio
de uma funcao, mostrando a relagao direta com a representacao grafica. Sao propostas
atividades para as fungoes afim, quadratica, modular, exponencial, logaritmica e no final

o estudo do circulo trigonométrico, explorando o seno, cosseno e a tangente.
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2 A IMPORTANCIA DO ESTUDO DE FUNCOES NO ENSINO MEDIO

2.1 HISTORICO

A concepcao de fungao é uma das mais importantes da matematica, tendo evoluido
ao longo dos séculos. Essa noc¢ao de dependéncia entre variaveis se iniciou ha cerca de
6000 anos, todavia foi somente nos tltimos trés séculos que tivemos uma formacgao solida

do conceito de funcao com o estudo do calculo infinitesimal.

Segundo [6], a necessidade dos antigos povos de “contar” as ovelhas sem disporem
de um sistema apropriado para isso, associava a cada animal uma pedrinha, o que permitia
controlar a quantidade de ovelhas do rebanho. Percebe-se entao a forma de dependéncia
entre objetos. Foi dado o primeiro passo na direcao do conceito de “funcao”. Os Babilonios
também relacionavam tabelas feitas em argila, utilizando de certa maneira a ideia de

“funcao”.

Uma contribui¢do importante foi dada por Galileu Galilei (1564-1642). De acordo
com [6] , “.. o estudo do movimento realizado por Galileu originou um conceito mais
formal de funcionalidade ou de relacao entre variaveis...”, porém relata-se que nao houve
o uso de maneira formal como “dependéncia entre variaveis”. No ano de 1673, Leibniz
(1646-1716) no manuscrito Latino denominado “Methodus tangentium inversa, seu de
fuctionibus”, usou segundo [4], a terminologia de “constante” , “variavel” e “parametro” .
Mais tarde, entre 1694 e 1698, em uma correspondéncia entre Johann Bernoulli (1667-1748)
e Leibniz (1646-1716), foi usado o termo “fungdo” para o estudo de curvas por meios
algébricos, porém nao existe ainda no léxico matematico tal palavra. Bernoulli, em 1718,
publica um artigo contendo a defini¢ao de fungao de uma certa variavel, mas seu aluno

Euler(1707-1783) foi quem introduziu a notagao f(x) para fungao.

Nos séculos seguintes surgem numerosas aplicagoes da matematica em outras
ciéncias consolidando a relagao entre variaveis como modelo matematico para analise de
dados. Com a disseminac¢ao da teoria dos conjuntos no final do século dezenove surgiu a

defini¢ao formal de funcao.

2.2 ORIENTACOES CURRICULARES PARA O ESTUDO DE FUNCAO E AS NOVAS
TECNOLOGIAS

A importancia do estudo de fungoes é inquestionavel por apresentar um amplo

campo de aplicagdes praticas. Segundo []]:

“.. o conceito de funcdo desempenha também papel importante para

descrever e estudar através da leitura, interpretacdo e construgao de
graficos, o comportamento de certos fenémenos tanto do cotidiano, como
de outras areas do conhecimento, como a Fisica, Geografia ou Economia.
Cabe, portanto, ao ensino de Matematica garantir que o aluno adquira
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certa flexibilidade para lidar com o conceito de fungdo em situagoes
diversas e, nesse sentido, através de uma variedade de situagoes problema
de Matematica e de outras areas, o aluno pode ser incentivado a buscar
a solugdo, ajustando seus conhecimentos sobre fungoes para construir
um modelo para interpretacao e investigacdo em Matematica.”

Diante disso o conceito de fun¢ao apresenta um grande potencial por permitir

conexoes com outras areas do conhecimento e a prépria matematica.

De acordo com as Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio [§], os gra-
ficos devem ser tracados a partir de um entendimento global da relacdo de cresci-
mento/decrescimento entre as varidveis envolvidas no problema. Percebemos que o
tracado do grafico a partir de uma simples tabela nao permite avangar no entendimento

do comportamento global da funcao.

Na 1* série do ensino médio, os alunos nao tem maturidade suficiente para tanto.
E nesse momento que o uso do GeoGebra para construcao de graficos fard a conexao entre
a parte algébrica e a geométrica. Nesse contexto, [9] relata que:

“As principais vantagens dos recursos tecnologicos, em particular o
uso de computadores, para o desenvolvimento do conceito de fungoes
seriam, além do impacto positivo na motivacdo dos alunos, sua eficiéncia
como ferramenta de manipulacdo simbdlica, no tragado de graficos e
como instrumento facilitador nas tarefas de resolucao de problemas. A
utilizagdo de computadores no ensino provocaria, a médio e longo prazo,
mudancas curriculares e de atitude profundas uma vez que, com o uso
da tecnologia, os professores tenderiam a se concentrar mais nas idéias e
conceitos e menos nos algoritmos.”

Penso que o uso das novas tecnologias na sala de aula pode ser um grande aliado
no ensino da matematica, desde que se faga um planejamento adequado com objetivos a

serem alcancados.
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3 O SOFTWARE GEOGEBRA

3.1 HISTORICO

O GeoGebra é um programa de computador livre e gratuito de matemética dina-
mica. Foi criado por Markus Hohenwarter em 2001 durante seu projeto de mestrado na
Universidade de Salzburg. Esta disponivel em varios idiomas, inclusive em portugués no
enderego eletrdnico: http://www.geogebra.org/cms/pt_ BR/, onde encontra-se a versao
mais recente. Pode ser instalado em varias plataformas: Windows, Linux ou Mac OS, e
usado inclusive em tablets. O GeoGebra foi desenvolvido para fins educacionais, podendo
ser utilizado desde o ensino fundamental até o universitario. Apresenta varios recursos
para se trabalhar de forma dindmica com diversos campos da matematica. A principal
vantagem é utilizar na mesma tela objetos geométricos e algébricos que se interagem entre
si. Além disso, pode ser usado para criar figuras geométricas de excelentes qualidade visual

para serem usadas em editores de textos.

Uma ferramenta poderosa do GeoGebra é poder “movimentar” a figura na tela sem
modificar suas relagoes e propriedades. Essa forma de construir e movimentar as figuras
pode influenciar de forma positiva a aprendizagem, desde que as atividades propostas

sejam bem planejadas, com objetivos bem definidos.

O GeoGebra é um programa muito rico em recursos, todos muito simples de serem
trabalhados. Além disso, possui um tutorial na opc¢ao “ajuda” na barra de menu, com
explicagoes de manuseio do programa. A instalacao do programa GeoGebra ocorre de
forma simples, sendo necessario que se tenha a linguagem “Java” instalada e habilitada na
maquina. O usudrio poderd acessar o sitio eletronico [10], verificar a versao adequada ao

seu sistema operacional, descarregar e prosseguir com a instalacao.
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3.2 FERRAMENTAS BASICAS

O GeoGebra apresenta na tela inicial uma barra de menus e ferramentas, uma

janela de algebra, uma janela de visualizacao e um campo de entrada.

77 GeoGebra o = S

Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda
DG
DR = NS 06
bt 37| t././v 3 & 3| 3| . 7 ) ‘—:HV 0 -93
¥ Janela de Algebra b Janela de Visualizagio
B_
4_
2_
T T U T T T
4 2 0 2 4 g
2
Entrada: | ®

Figura 1 — Tela inicial do GeoGebra

No campo de entrada podemos, por exemplo, marcar pontos no plano cartesiano:

Entrada: | i ®

Figura 2 — Campo de entrada do GeoGebra
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Srquivo Editar Exibir DDQﬁES Ferramentas Janela Ajuda

5| % B 1S o] s =l N )
%'.v/{v”’f—v*’? v."/v ® N ) 7‘%? P 5|
b Janela deﬁxlgenra E] b Janela de"«'isualizagén |>-c"5
= Ponto |
- @ A=(2,1)
- @ B={(0,3) c
-3 C=(2,5) ® 51
4_
B
kL
2_
A
14 ®
T T T D T T T T T T T
3 2 1 0 1 2 3 4 5 8 7
-14

Figura 3 — Pontos A, B e C

Para representarmos o grafico de uma fungdo devemos utilizar o campo de entrada

tomando o cuidado para escrever as operagoes segundo a seguinte tabela:

’ Operadores \ Operacoes basicas ‘

+ Adicao

— Subtracao

* Multiplicagao

/ Divisao

- Potenciagao
sqri( ) Raiz quadrada

Tabela 1 — Exemplos de operadores

Ao digitar “2 z”7, “2z” ou “2* x”, o programa associa automaticamente a operagao

de multiplicagdo. Para representar a fungao f(z) = 42241 - devemos digitar no campo de

entrada f(z) = sqrt((4x "2+ 1)/(1 — x)). b
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Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

‘ ' A . s ‘ﬁw Yv ABclll a=2
.' i ) ,./.-/‘G" __,_.--'L.I""‘v bv’ ®'§' Q? = W T Q,v
¥ Janela de Algebra » Janela de Visualizagio
= Funcio |
: [ax241
el H(x) = g ———
(x) =
5_
o
-4 -3 -2 A o 3 2
-1

Figura 4 — Representagao da funcao f no GeoGebra

Ao iniciar a digitagdo no campo de entrada o programa fornece algumas sugestoes

para serem escolhidas. Veja na figura abaixo.

Se[ =Condicao=, =Entdo=]

Se[ =Condicao=, <Entdo=, =Sendo=] L4
Segmento[ <Ponto=, <Ponto= ]

Segmento] <Ponto=, =Comprimento= ]

SelecionarJanelaDeVisualizacdoAtival <Mumero da Janela (1 ou 2)=] -

4 |

M |

T

e T — L

Figura 5 — Comando “se” no campo de entrada do GeoGebra

Ao digitar o comando “se” o programa sugere uma lista de opc¢oes para serem

escolhidas. A faixa de opg¢oes é importante para podermos digitar de forma correta o

comando a ser usado.
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Na janela de algebra aparecem os termos: objetos livres e objetos dependentes.
Segundo [I], objetos livres sdo aqueles que podem se movimentar sem depender de outros
objetos. Ja os objetos dependentes foram “construidos” a partir de outros, podendo ser os
objetos livres. Geralmente eles ficam identificados na janela de algebra por cores diferentes,

sendo azul para objetos livres e a cor preta para objetos dependentes.

O GeoGebra apresenta também uma planilha, basta clicar em “exibir”, a seguir
clique em “planilha”. Uma planilha sera aberta no canto direito do video. O funcionamento

é bem semelhante as planilhas convencionais.

3 GeoGebra =R X ]
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
R SRS : @a
Aodeolo] 4Nl +] T
b Janela de Algebra [ | » Janela de Visualizagio ~ Planilha 5]
s Llin 1 |BEE|=~ B~

A & [ o ]

« [ v

Fntrada:

Figura 6 — Janela de planilha do GeoGebra

As colunas sao designadas por letras maitsculas (A,B,C,...) e as linhas sdo indicadas
por ntimeros (1,2,3,...). Nas células também podemos digitar as mesmas fungoes do campo

de entrada. E um recurso que pode ser usado na construcio de graficos a partir de tabelas.

No GeoGebra o separador decimal é representado por um ponto. Por exemplo,
para representar o nimero racional a = 8,16 devemos digitar: a= 8.16 , a seguir “enter”.
Desta forma, os nimeros decimais deverao ser digitados no GeoGebra utilizando o ponto

como separador decimal.
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4 ATIVIDADES COM O USO DO GEOGEBRA

4.1 ESTUDANDO O DOMINIO DE UMA FUNCAO

Objetivo: Estudar o dominio de fungoes através da andlise grafica com o uso do
GeoGebra.

Exemplo 1 Considere a funcao real dada pela formula:

z+1

fla) =21

Construa o seu grafico no GeoGebra e obtenha o seu dominio.

Nas fungoes racionais devemos impor a condi¢ao do denominador ser diferente de
zero, assim temos:
r—4#0=ua#4
Logo, o seu dominio é D(f) = {x € R;x # 4}
Construindo o grafico da fungao f no GeoGebra:

No campo entrada vamos digitar o seguinte: f(x) = (x+1)/(x-4) , a seguir “enter”. No

mesmo campo s: x=4, “enter”.
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Figura 7 — Gréfico da fungao f

Observa-se que a fungao nao esta definida para x=4. Nesse caso, podemos trabalhar
valores proximos de 4, a direita e a esquerda da reta x=4 (assintota vertical), observando o
comportamento do grafico da fun¢ao nessa proximidade. Desta forma estamos introduzindo,

W, ”

de forma intuitiva, o conceito de “limite”. O que acontece com a funcido quando “x
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aproxima de 4 pela direita? E pela esquerda? Essas perguntas podem ser feitas aos alunos

apés a construcao do grafico.

Exemplo 2 Construa e analise o grifico da fungao f(x) = i—f}l, para 0 < a < 5.

Usando o controle deslizante onde o valor de “a” ficara compreendido entre 0 e 5,
na fungado f(x)= (x+1)/(x-a). Na barra de ferramentas, clicaremos em controle deslizante,
marcando a primeira opgao. No campo de entrada digitaremos f(x)=(x+1)/(x-a), a seguir
pressione “enter”. Digite também, no mesmo campo, b: x = a, a seguir “enter”.

Ao variar o pardmetro “a” o grafico sofrera uma translagao para direita ou esquerda.

[1peh]

Nesse ponto fica evidente a relacao entre o ponto onde a funcao nao é definida “a” e a sua

representacao grafica. Note que ocorre uma descontinuidade na func¢ao no ponto x = a.

71

51

T

3

27

Figura 8 — Caso a =0
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Figura 9 — Caso a = 2

10

2

Figura 10 — Casoa =5
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Exemplo 3 Dada a fung¢io g: A C R = R, g(z) = /2 —x. Obtenha o seu dominio

(A) e analise o seu grifico.

Note que o radicando devera ser maior ou igual a zero, segue que:
2—x>20= 2z <2

Abrindo o GeoGebra, no campo entrada, digitar: g(x)=sqrt(2-x), pressione “enter”.

Figura 11 — Grafico da funcao g(x)

Através do grafico fica facil visualizar a variacdo que x pode ter em todo o seu
dominio, ou seja, r €] — 00,2]. Com esta atividade é criado um vinculo entre a parte
algébrica, as restrigoes que sao impostas a variavel x e sua relagdo direta com a aparéncia

do grafico.

Atividade proposta 1

Dada a fun¢gio A C R — R, g(x) = x;"—;, pede-se:
a) Construa o grdafico de g no GeoGebra,
b) Em quais valores de z, g(xr) ndo é definida?;

c) O que acontece com a imagem da fungao g quando x aproxima de 2 pela direita e pela

esquerda? Dica: Trace as retas verticais t =2 e x = —2;
d) Digite na caiza de entrada : assintotafg], a sequir “enter”;

e) Agora com as assintotas tracadas, o que acontece com a imagem de g quando x tende

para +00 e para —oo?
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f) Com base no grifico construido, obtenha o conjunto imagem de g

Solucgao da atividade 1

7 atividade 3_4.ggb

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

a)

[:]

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagio
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= Fungio
2

x

2 glx) = aoa

Figura 12 — Gréfico da fungao g

b) A fungio ndo estd definida para x = —2e x = 2

c¢) Pelo grifico temos que quando = se aproxima de 2 pela esquerda, g tende para —oo.
Quando z tende para dois pela direita, g tende para +oo.

d)

'y atividade 3 4.ggb

Arquivo Editar Exibir OpgBes Feramentas Janela Ajuda
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Figura 13 — Assintotas verticais e horizontal da funcao g
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e) g se aproxima de 1

f)Im(g)={yc Riy<0ouy>1}

4.2 FUNCAO AFIM

Objetivo: Esta atividade tem o objetivo de estudar a funcdo afim. Muitas vezes a
relacao entre os coeficientes e o grafico nao é bem entendida pelos alunos. O GeoGebra

ajudara na compreensao dessas relagoes com os respectivos graficos.
Exemplo 4 Investigando os coeficientes da fungio afim h(x) = ax + b,(a # 0).

No campo de entrada, digite a = 2, pressione enter. A seguir, b=3 , pressione enter.
Esses sao os pardmetros usados na func¢ao afim h(z) = ax +b. Veja que a e b representam,
respectivamente, a taxa de variagdo e o coeficiente linear da fun¢do. No campo entrada,
digite h(x) = ax + b, pressione enter. Na barra de ferramentas, marque intersegdo entre
dois objetos, a seguir clique na reta e no eixo Ox, procedendo da mesma forma com o eixo
Oy . Note que aparecerao os pontos A e B. Selecione com o botao direito o niimero b,
clique em propriedades, controle deslizante, mude o incremento para 0.5. Feche a janela.

Anime o nimero b e veja o que acontece com grafico da funcao h.

h(z) =ax+b

Figura 14 — Grafico da funcao h

Veja que a variagao do parametro “b” acarreta um deslocamento para cima ou
para baixo na reta, nao alterando a sua inclinacao ( taxa de variagdo ). Podemos manter o
valor de “b” fixo e alterar o valor de “a”. Facamos o seguinte, selecione o nimero “b” com
Y

o botao direito do mouse, desabilite “animar”. Selecione o nimero “a”, habilite “animar’

e veja o que acontece com a variagao da direcao da reta.
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Figura 15 — Grafico da fungao h

O valor do parametro “a” mede a maior ou menor inclinacao da reta com o eixo

Ox.
Exemplo 5 Cualculando a raiz da fun¢do afim no GeoGebra.

Considere a funcdo afim h(x) = ax + b. O zero da fungao h(x) é o nimero x, tal
que h(xzg) = 0. No gréfico representa a intersecao de h com o eixo Ox, nesse caso é a
abscissa do ponto A. Selecione o ponto A, va em propriedades, “exibir rotulo nome e valor”.
Ative a ferramenta “inserir texto”, marque formula latex e escreva o seguinte: raiz = zero
= $frac{-b}{a}$ = -[b]/[a]. Animando o nimero “a” , note que os diferentes valores para

a raiz da funcao sao as coordenadas que definem o ponto de intersecao A com o eixo Ox.

Figura 16 — Raiz da fungao h
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Exemplo 6 Solucao grifica de problemas contextualizados com a fungdo afim.

Esse problema foi extraido do exame vestibular (UFRJ), ano 2006.
Uma operadora de celular oferece dois planos no sistema pos-pago. No plano A, paga-se
uma assinatura de R$ 50,00 e cada minuto em ligagoes locais custa R$ 0,25. No plano B,
paga-se um valor fixo de R$ 40,00 para até 50 minutos em ligacoes locais e, a partir de 50

minutos, o custo de cada minuto em ligagoes locais é de R$ 1,50.

a) Calcule o valor da conta em cada plano para um consumo mensal de 30 minutos em

ligagoes locais.

b) Determine a partir de quantos minutos, em ligagoes locais, o plano B deixa de ser

mais vantajoso do que o plano A.

Solucao:

Equacionando o problema, temos:

No plano A:

A(x) = 0,25z 4 50, onde x representa a quantidade de minutos utilizada no més.

No plano B:

’

40 se 0 <z <50
B(x) =
40 + 1,50(x — 50) se & > 50

onde x representa a quantidade de minutos utilizada no més.

Utilizando o GeoGebra para representar graficamente as fungoes afins A(x) e B(x).
No campo de entrada, digite A(x)=fun¢ao[0.25*x+50,0,1000], pressione enter. Reduza o
zoom com o botao direito mouse.
No campo de entrada, digite B(x)=se[0<=x<=50,fun¢ao[40,0,50],se[x>50,fun¢ao[40+1.50*(x-
50),50,100]]], pressione “enter”.
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A(xz) = 0,25z + 50

20

0< < 50
x > 50

Bl 40,
(@) =1 40+ 1,50(x — 50),

Figura 17 — Grafico das fungoes A(x) e B(x)

Com o grafico representado no plano cartesiano, vamos responder as perguntas:

Para letra (a) , como queremos o valor da conta para um consumo x=30 minutos, vamos

digitar no campo entrada x=30 e calcular as interse¢oes com as linhas A(x) e B(z).

A=x) = 0,25z + 50

0< < 50
x > 50

Bla) — 40,
@) =9 40+ 1,50(z — 50),

Figura 18 — Intersegao de A(x) e B(x) com a reta vertical = = 30

No plano A, temos um valor de R$ 57,50 (ordenada do ponto C) e no plano B, o

valor cobrado é de R$ 40,00 (ordenada do ponto D). Para letra (b), temos que o valor

cobrado nos dois planos serd o mesmo no ponto de intersecao das duas semirretas, ponto

E, ou seja para x= 68 minutos. Portanto, a partir de 68 minutos o plano B deixa de ser
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mais vantajoso. Veja na figura abaixo, apds determinar a interse¢ao dos objetos A(x) e

B(x) na barra de ferramentas.

90

A(x) = 0,252 + 50

80

50+

|
[
[
I
!
40 >

B(x)

|

|

|

|

|

|

|

|

1 40, 0< < 50
T ] 40 +1,50(x — 50), x > 50

30

20

0 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160

Figura 19 — Intersecao de A(z) com B(x)

Atividade proposta 2
O preco cobrado em uma corrida de tdaxi depende de dois fatores: a bandeirada e distancia

percorrida em km. Considere dois tdxis que tem os precos sugeridos:
Tdxi Q: bandeirada R$ 4,90 e o quilometro rodado R$ 0,95;
Taxi S: Bandeirada R$ 3,50 e o quilometro rodado R$ 1,05.
Pede-se:

a) A equagio que expressa o prego cobrado em uma corrida em fung¢io da distincia

percorrida em km, para @ e S;

b) Construa os grdficos das fungoes do item (a) no GeoGebra; (dica: utilize o comando

fungao[funcdao, valor inicial, valor finall;

c) Com base no grifico construido no item anterior, obtenha a distancia percorrida para

que o valor pago seja o mesmo em @ e S;

d) Awalie o valor pago em cada caso.



Solucgao da atividade 2

a) Q(z) =4,90 + 0,95z e S(x) = 3,50 + 1,05x.

30

b)

73 atividade proposta 4 4.ggb

Arquivo Editar Exibir Opglies Ferramentas Janela Ajuda

1[5 [c) [ F NS E
| 4 ABC a

‘ Qv X:' /v T 5 W Q‘/v ® N &)

{4 _Ja_ns_.-l_a_deﬁ\lgebra _ b Janela de Visualizagao

= Funcdo

P Q(x) = 4.94+0.95x
@ S(x) =354 1.05%

224

204

184

16

144

12

Figura 20 — Gréficos de Q(z) e S(z)

c) Utilizando a ferramenta do GeoGebra intersecio de dois objetos seque que: A =

(14;18,2) , ou seja, os carros devem percorrer 14 km.

d) Com base no grdfico, é mais vantajoso o tdzi S para distincias menores de 14 km.

Para percursos maiores de 14 km, no tdxi () o valor cobrado serd menor.
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4.3 FUNCAO QUADRATICA

Objetivo: Trabalhar com os coeficientes da funcao quadratica, raizes e valor maximo

ou minimo.
Exemplo 7 Trabalhando os coeficientes da funcao quadrdtica.

Vamos considerar a fungiao quadrética f : R — R, f(z) = ax?® + bx + ¢ , onde
a € R*, b, c € R. A atividade realizada no laboratério de informatica possibilitard que
o aluno construa uma imagem, de forma dinamica, do grafico das func¢oes quadraticas
relacionando-a com as variagdes dos seus coeficientes a,b e c. No campo entrada, digitaremos
a=1,b=1 e c=1. Veja que criamos trés parametros que serao os coeficientes da funcao
quadrética f(z) = ax?® + bx + c¢. No campo entrada digite: f(z) = ax "~ 2+ bz + ¢, a seguir

“enter”.

f(z) = 122+ 1z +1

Figura 21 — Grafico da funcao f

O que acontece com o grafico da fun¢ao quando o parametro a ¢ igual a zero?

Podemos visualizar movendo o controle deslizante até “a=0".
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fz) =0z +1zx+1

Figura 22 — Grafico da funcao f

Veja que temos uma funcao do tipo afim, este caso nao nos interessa. Isto justifica
a condicao imposta na definicdo da funcao quadratica. Trabalharemos entdo com valores
positivos e negativos para a. Note que o parametro a # 0 define a concavidade da parabola,
ou seja , estando voltada para cima quando a é positivo e voltada para baixo quando a é
negativo. Com a possibilidade de “animar” o nimero “a”, fazendo com que possa ficar
negativo e depois positivo, o aluno pode visualizar e tirar as suas conclusoes com relacao

a concavidade.

Outra possibilidade de estudar o comportamento do grafico é variando apenas o
parametro b. Nesse caso vamos fixar os valores de a e ¢ . Podemos entdao “animar” o
nimero “b” e observar o que acontece com grafico de f. Vamos tracar uma reta tangente
ao grafico de f no ponto P(0,c) e observar a relagao que existe entre esta tangente e o valor
do parametro b. Podemos concluir que quando o grafico de f corta o eixo Oy no ramo
crescente, b é positivo. Caso contrario, b é negativo, ou seja, o ponto de interse¢cao com o
eixo Oy serd no ramo decrescente. Sendo igual a zero quando o vértice da parabola esta

sobre o eixo Oy.



flx)=2x*+2x+1
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Figura 23 — Grafico da funcao f quando b é positivo

P=(0.1) flz) = 20 — 4 +1

Figura 24 — Grafico da func¢ao f quando b é negativo
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_al

Figura 25 — Grafico da funcao f quando b é igual a zero

Na funcao quadratica o coeficiente “c” define a ordenada do ponto de intersecao
da parabola com o eixo Oy. Vejamos entdao com o auxilio do GeoGebra. Mantendo os
coeficientes a e b constantes, vamos variar o valor de ¢ para ver o que acontece com as
coordenadas do ponto P. Animando o nimero “c” no controle deslizante, verificamos que
a parabola é transladada para cima ou para baixo. Note que ¢ é ordenada do ponto de

intersegao da parabola com o eixo Oy. Segue na figura abaixo o ponto P(0,2).

a=2
—.—
h=3
—’—
c=2
_—
flz) =22 4+3x 42
' 4 1 & 8 10 12 12
_2_

Figura 26 — Intersecdo com o eixo Oy
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Exemplo 8 Relagio entre o sinal do discriminante, as raizes e a interse¢do com o €ixo
Oz.

O objetivo desta atividade é relacionar o sinal do discriminante com as raizes da
funcdo quadratica e sua posigdo em relagao ao eixo horizontal. O aluno podera criar suas
proprias fungoes quadraticas, visualizar o valor e sinal de delta calculado, e relacionar com

o seu aspecto grafico.

Aproveitando a construcao feita no item anterior, vamos relacionar o valor do
discriminate com as raizes e a posicao da parabola em relagao ao eixo das abscissas. No
campo entrada introduziremos os ntimeros: a = 1, “enter”, b = 2, “enter” e ¢ = 3, “enter”.
A seguir no mesmo campo, digite f(x) = ax ~ 2+ bx + ¢, pressione “enter”. Novamente, no
campo de entrada, va até ao final da linha clique em “a” e marque A. Digite b~ 2 —4xax*c.
Visualizamos uma parabola. Na lista de comandos, clique em inserir texto, marque férmula
Latex. Digite: A =b" 2 — 4ac. Clique em “objetos”, escolha “b”. Faga o mesmo para
inserir “a” e “c”, construindo assim a expressao:

\Delta =b " 2—4ac = (b))~ 2—4([a)(c])) =[A]Movimente devagar os seletores “a=..”,
“b=.." e “c=.." , que estao na tela, o aluno podera observar o valor de delta e sua relacao

com o grafico, a existéncia ou nao de suas raizes.

A=b>—4sarec=(—2)—4.(1).(4) = —12

Figura 27 — Delta negativo

Usando a mesma construgao vamos ativar a intersecao de dois objetos na barra
de ferramentas. Vamos clicar no grafico e no eixo Ox, para determinarmos as suas raizes.
Note que surgirao dois pontos A e B. As abscissas desses pontos serdo as raizes da funcao.

Movimente os seletores e veja o que acontece com o grafico e os pontos A e B.
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A=b—-4sxaxe=(—2)2—4(-2)(5) =44

Figura 28 — Delta positivo

O aluno observard que quando nao ha intersecao com o eixo Ox , delta negativo,

os pontos A e B ficam indefinidos na janela de algebra. Veja na figura abaixo:

Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda
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= Nimero

T

@ -2
el 5

-16

Boo

= Ponto
O Aindefinido
- Bindefinido

NN E

4 A=b—4dxaxe= (-2 —4(1)(5) =-16

Figura 29 — Delta negativo

Exemplo 9 Valor mdzximo ou minimo da funcdo quadrdtica.

Esse problema foi retirado do exame vestibular da UFPE, com adaptacoes.

Num voo com capacidade para 100 pessoas, uma companhia aérea cobra R$ 200,00 por

pessoa quando todos os lugares sdo ocupados. Se existirem lugares ndo ocupados, ao prego

de cada passagem serd acrescida a importancia de R$ 4,00 por cada lugar nao ocupado

(por exemplo, se existirem 10 lugares ndo ocupados o preco de cada passagem serd R$

240,00). Pede-se:
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a) Supondo que existam x (0 < x < 100) lugares vazios no voo, obtenha a expressao (Q)

que representa a quantia arrecadada pela empresa derea;

b) Represente graficamente QQ utilizando o GeoGebra. Altere a rela¢ao “EixoX:EixoY”
para 1:200;

c¢) Obtenha quantidade de lugares nao ocupados para que a empresa tenha faturamento

maximo;
d) Qual o valor maximo de Q7

e) Utilizando o comando: méaximo|<fungdo>,<valorinicial>,<valorfinal>], calcule as

coordenadas do ponto de maximo da funcao, e a seguir compare com os resultados
obtidos nos itens (c) e (d);

f) Utilizando o gréfico construido no GeoGebra, calcule a quantidade de lugares vagos

para que a quantia arrecadada no voo seja maior do que 20000. (dica: Digite no
campo de entrada ¢ > 20000)

Solucao:

a) De acordo com o enunciado, temos que o preco (P) pago por cada passageiro é de:
P(z) = 200 + 4z. Logo, a quantia arrecadada pela companhia serd de: Q(z) =

P(x)(100 — z) = (200 + 42)(100 — z) = Q(z) = —4z? + 200z + 20000, para
(0 <z < 100)

b) Na figura abaixo temos o grafico de Q(x):

£ exemplo_9.gb

Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

b Janela de Algebra b Janela de Visualizacio
= Funcdo
s Q(x) = —4 x® 4+ 200 x + 20000
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Figura 30 — Grafico da funcao Q(x)
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c¢) Devemos calcular a abscissa do vértice da fungao. Assim temos: x, = ;—;’ = % = 25.

Portanto, deverao ter 25 lugares vagos.
d) Calculando: Q(25) = —4(25)% + 200(25) + 20000 = 22500

e) Usando o comando: méximo[Q,0,100], encontramos o ponto A=(25,22500), que
representa o vértice da fungao Q(x). O resultado coincide com os valores calculados

nos itens (c¢) e (d). Veja na figura abaixo.

Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
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8]
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Figura 31 — Grafico da fun¢ao Q(x)

f) Digitando no campo de entrada ¢ > 20000, obtemos: 0 < z < 50, conforme a figura

abaixo. Portanto, 49 bancos vagos.
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7 exemplo_9.ggb
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Figura 32 — Gréfico da fun¢ao Q(x)

Atividade proposta 3

Esse exemplo foi extraido de [3], pdg. 180. Foram realizadas adaptagoes tanto no enunciado
quanto nas perquntas. Uma bola € lancada ao ar. Suponha que sua altura h, em metros,

em sequndos apds o langamento, seja h(x) = —x? + 4z + 6. Obtenha:

a) Construa o grifico da fung¢io no GeoGebra. Utilize o comando fungao[fungdo,valor

inicial, valor finall; Utilize o zero para o valor inicial.

b) Obtenha o instante que a bola atinge a sua altura mdzima; confronte com o resultado

obtido no GeoGebra com o comando maximo[fungao, valor inicial, valor final/.
¢) Qual a altura mdxima atingida pela bola?

d) Quantos sequndos depois do langamento a bola toca o solo? Confronte com o resultado

calculado no GeoGebra com o comando raizes[<fungio>, <valorinicial>,<valorfinal>].
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Solugao da atividade 3

a)

¥ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda

I ETEENEE R
‘%v'v/vﬁv ¥ b | A ol v_'_.—,‘%.
» Janela de Algebra '+ .Janela de Visualizagio
= Funcio ]
5 124
------ 4 H(x)= —x"+4x+6
= Ponto
@ A=(2,10)
@ B=(5.16,0) p
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8_
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i3 D 2 4 1 &

Figura 33 — Grafico da funcao h(z)

b) Calculando: z, = ;—f = :—;1 = 2 sequndos. No GeoGebra temos o ponto A=(2,10),

confirmando o resultado x = 2 sequndos.
c) A altura mazima € de 10 metros.

d) calculando a raiz temos: xo = 2++/10, que representa wm nimero irracional . Note que
no GeoGebra foi apresentado o resultado com aprorimacao de duas casas decimais,
ou seja, 5,16. O numero de casas decimais poderd ser aumentado utilizando “opgoes”,

“arredondamento’.
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4.4 FUNCAO MODULAR

Objetivo: Explorar as transformagoes nos graficos das fungoes afins e quadraticas

com o moédulo.
Exemplo 10 Modulo da fungdo afim.

Nesta atividade vamos explorar o comportamento da funcao afim utilizando a
ferramenta “abs” (valor absoluto ou médulo) no GeoGebra. No campo de entrada vamos
digitar: f_1(x) = x , tecle enter. A seguir clique com o botao direito sobre f(z),
propriedades, escolha estilo “linha tracejada” Veja que aparece representado uma fungao
linear. No campo entrada digite f_ 2(x) = abs(z), “enter”. Na figura abaixo temos
representadas as fungoes f; e fo. Note que houve uma reflexdo em torno do eixo Ox da

parte negativa de fi.

7 atividade 4_lggb =) ]
Arguivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda
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.
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-
”
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’
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o)

Figura 34 — Gréfico da fungdo modular

Exemplo 11 Translagio na direcio do eizo Oz.

Podemos também explorar o fato da translacao ser feita na dire¢ao do eixo Ox.
No campo de entrada digite “a=1", pressione “ enter”. A seguir , no mesmo campo digite
f(x) = abs(x+a), pressione enter. Clique com o botao direito em “a=1", “exibir objeto”.
Movimente lentamente o seletor e veja o que acontece com o gréafico da fungao f(x). Veja
que quando “a” é negativo, a translacdo acontece para direita e positivo para esquerda, na

direcao do eixo Ox.
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Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

. = D g
£ 3 =] :v =) %
» Janela de Algebra » Janela de Visualizagio [
- Funcio
@ f(x) = [x —3.9]
= Mimero
3 a=-39
I ) b 2 s 4
1
24
Entrada 3@

Figura 35 — Translacao na direcao do eixo Ox

Exemplo 12 Translagio na direcio do eizo Oy

A translacao pode ser feita na diregao do eixo Oy quando é somado uma constante
a funcao modular. Aproveitando a construcao feita no item anterior, vamos introduzir
um parametro b. No campo entrada, digite b=2, pressione “enter”. Clique com o botao
direito do mouse sobre f(x), vd em propriedades, bésico, definigao , altere a fungao : f(x)
= abs(x+a)+b. Movimente de forma lenta o pardmetro “b” e veja a transformagao feita

no grafico de f.

'3 atividade 4_3.ggb o]
trquivo Editar Exibir Opcbes Feramentas Janela Ajuda
D .
94
» Janela de Algebra b Janela de Visualizagio ) €
= Fungdo
@ f(x) = [k —2|+2
5 Nimero s a=-2
3 a=2 [
@ b-2 b=2
e
5
flz)=|z—-2|+2
).
a
2
4
o
i 3 2 1 o 1 2 3 ] s H 7 5 S o 11 2 T2 1
a
2
Entrada: 4@

Figura 36 — Translacao na direcao do eixo Oy
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Exemplo 13 Mddulo da funcdo quadrdtica

As mesmas propriedades podem ser trabalhadas com as fungoes quadraticas. Considere o
grafico da fungao quadratica f(z) = 2% — 4z + 3, feito no GeoGebra. Quando digitamos no
campo entrada “abs(f)”, a parte negativa de f é refletida em torno do eixo Ox, tomando o

aspecto da figura abaixo.

7 atividade 4_4.ggb
.l\rquwo Editar Exibir Dp(;oes Ferramentas Janela Ajuda

b Janela de Algebra b Janela de Vlsnal\za;ao
—_ Fun;ao

@ fx) =x—A4x+3
S g(x) = X —4x+3|

T T T T T T T T T T T T T
-4 -3 -2 -1 o ‘\i/B 4 5 ] 7 8 8 10 1
-1

Figura 37 — Reflexdo em torno do eixo Ox

Veja que essa transformagao pode ser explorada para outras fungoes cujo grafico

os alunos nao conhecem a técnica de construgao nesse ponto do curso, com o uso do

GeoGebra.

Atividade proposta 4

Construa o grifico da fungao: f(x) = |z|+|2—z| no GeoGebra. A seguir, responda

as perguntas:

a) Com base no grdfico construido, represente f por meio de vdrias sentengas.
b) f possui raiz? Por que?
c) A equagao f(x)=1 tem solucao? Justifique pelo grifico

d) Resolva a equagao f(x) = 4, utilizando o GeoGebra.
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Solucao da atividade 4

7 Atividade proposta 6_5.ggb
Arqulvo Editar Exibir Dp;oes Ferramentas Janela Ajuda

' Janela de Algebra > Janela de Visualiz an;ao
= Fungio

[ v f(x) =kl +[2—x|
= Ponto 18

L@ A=(3.4)
L@ B=(1,4)

= Reta

@ ay=1 14
LG by=4

o

Figura 38 — Grafico de f(x)

a) De acordo com o grdfico, temos:

2—2x sex <0
flz)=2 2 se0 <z <2,
—24+2x sex > 2

b) Nao, porque o grifico de f ndo intersecta o eixo Ox.
c) Veja que o grifico da fungao nao intersecta a reta horizontal verde y=1.
d) Os pontos de intersecao da reta (b) com o grifico de f sio A=(3,4) e B=(-1,4), desta

forma as raizes da equagao f(x) =4 sao -1 e 4.

4.5 FUNCAO EXPONENCIAL

Objetivo: Estudar a definicao e as propriedades do grafico da funcao exponencial
quando a base é maior do que 1 e quando esta compreendida entre 0 e 1. Resolugao de

equacgoes exponenciais graficamente.

Exemplo 14 FEstudando a definicao da fungdo exponencial com o GeoGebra
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A funcao exponencial é muito importante, pois descreve varios fenémenos do
cotidiano: fisicos, quimicos e biolégicos. Dado um niimero real a, positivo e diferente de 1,
define-se fungao exponencial de base a: f: R — R, f(z) = a® . A defini¢ao pode ser
estudada com o auxilio do GeoGebra: No campo de entrada digite a = 2, tecle “enter”

A seguir digite no mesmo f(x) = a " x, a seguir “enter”. Veja que temos uma fungao

exponencial de base a = 2.

¥ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

[l

b Janela deA\gebra ¥ Jane\a de\f’\sualh.acao
= Fungdo
@ Fx) = 2°
= Ndmero
L@ a=2 54

a

* f@)=2°

Figura 39 — Grafico da func¢do exponencial de base 2

Faca a = 1 no controle deslizante e veja o que acontece com o grafico.

¥ GeoGebra
Arquwo Editar Exibir ngﬁes Ferramentas Janela Ajuda

l
v | |

b Janela de Algebra b Janela de\f\suallm;ao
= Fung3o a4
e f(x) = 17
= Miimero a=1 — T
T N . flx) =1
44
a4
24
o
4 3 2 1 0 1 2 3 5 5 c 7 H H 10
1

Figura 40 — Caso base a = 1
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Note que nesse caso trata-se da funcao constante f(z) = 1.

No controle deslizante mude o valor da base a para zero veja o que aconteceu com
grafico da funcao.

7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
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Figura 41 — Base igual a zero, func¢ao constante para x > 0

Pelo grafico podemos concluir dois casos:

e a=0ex >0, trata-se da funcdo constante ( reta na cor azul na figura 41).

e o =0e¢x <0, temos uma indeterminagao matematica.

No controle deslizante torne a negativo, qualquer valor, por exemplo, a = —2.

7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

. \ = | a ABC||| =32
@ ] \:—/7 s ) | $V
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Figura 42 — Base negativa a = —2
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Na janela de visualizagao temos apenas os eixos coordenados. Veja que nao podemos

definir a fun¢do para bases negativas, pois poderiamos ter, por exemplo, f (%) =v—-2¢R
Exemplo 15 Analisando o grifico da fungao exponencial f(x) = 2*
Na janela de entrada digite: f(z) =2 " x , a seguir “ enter”. Veja que temos a

representacao grafica da fungdo exponencial. Algumas perguntas podem ser feitas aos

alunos:

fHz) =2

Figura 43 — Grafico da funcao exponencial de base 2

a) Essa funcao é crescente ou decrescente?
b) Qual é o seu dominio? E a seu conjunto imagem?

c¢) O que acontece com a fungao quando x tende para menos infinito? Serd que o grafico

de f toca o eixo Ox? Dé um zoom na parte negativa do eixo Ox para verificar.

d) E quando x aumenta o que acontece com y?

O grafico da funcao exponencial pode ser explorado utilizando a ferramenta zoom,
onde o aluno pode verificar nesse caso o seu crescimento em todo o seu dominio. Dando
um zoom na parte negativa do eixo Ox, fica evidente que o grafico de f se aproxima cada
vez mais do eixo, porém nao o tocando. Nesse ponto o aluno podera perceber de forma
intuitiva a ideia de limite e assintota. Com a ferramenta zoom utilizada sucessivas vezes, a

direita do eixo Ox, o aluno pode verificar também que a funcao é ilimitada superiormente.
Exemplo 16 Funcao exponencial decrescente
O decrescimento da funcao exponencial pode ser estudado utilizando o controle

deslizante na barra de ferramentas. Na barra de ferramentas clique em controle deslizante.

No intervalo limite valor minimo 0 e maximo 1 a seguir tecle “aplicar”. No campo de
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entrada digite f(z) = a "~ z, tecle “enter”. Ao variar lentamente o controle deslizante para

valores entre 0 e 1 temos uma funcao estritamente decrescente, veja o grafico abaixo.

¥ atividade 7_2.ggb
Arquivo Editar Exibir Opcfies Ferramentas Janela Ajuda

DEERECBRNG =0

* Janela de Algebra b Janela de Visualizagdo
= Fungdo
L@ f(x) = 0.2%
= Ndmero

flz) = 0.2

0.54

Figura 44 — Grafico da funcao exponencial de base 0,2

Podemos explorar, com a ferramenta zoom utilizada varias vezes, a aproximacao

do gréfico da fungao ao eixo Ox quando x tende para mais infinito.

Exemplo 17 : Resolvendo a equagao 2° = a

No campo de entrada digite: f(x) = 2"z, a seguir tecle “enter”. Na barra de
ferramentas clique em controle deslizante e a seguir na janela de visualizacao. Note que
aparece na tela a = 1. No campo de entrada digite g(z) = a, a seguir “enter”. Na barra
de ferramentas clique em interse¢do de dois objetos, a seguir clique em f(x) e g(x). Note
que aparece na janela de algebra A = (0,1), que representa o ponto de intersegao de f(x)
e g(x). Veja que estamos resolvendo graficamente e algebricamente a equagao 2% = a.
Movimentando o controle deslizante para valores positivos de a , a equagao apresenta

solucao.
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5 atividade 7_3.ggb
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Figura 45 — Intersecao do grafico de f com a reta horizontal g(x)

Para a < 0, veja que a equacao nao tem solucao. Na janela de visualizagao os

graficos nao se intersectam.

= Funcio
@ f(x) =2
@ glx) = —4
= Ndmero
i a=-4
= Ponto 104
- Aindefinido {
| a=-4
] 4.—
84 /
{
84 I."l
/
/
o //
24
flz) = 2
__——— 0
R a Tz o k) 1 4 & o z 4 & 8 10 12 14 18
2
glr) = 4

Figura 46 — Ponto de interse¢ao A indefinido

Exemplo 18 Quantas raizes tem a equacdo 2% = x% ?
Esse exemplo foi extraido do livro do Dante [3], pag. 244, e apresenta uma solucao

bem engenhosa utilizando o GeoGebra. No campo de entrada digite as duas fungoes
envolvidas, ou seja, f(x) = 2% e g(x) = 2. Na barra de ferramentas marque intersegao de

dois objetos, a seguir clique em f(x) e g(x). Veja que aparecem trés pontos comuns: A, B
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e C. Portanto, temos trés raizes para a equacao dada. Muitas vezes o processo grafico é

mais vantajoso que o algébrico. Os alunos nesse momento do curso nao conseguem resolver
algebricamente tal equacao.

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
. ®
%7 X? /7 i I;)v ®7 It:'}v ég‘v x-‘f ABCV _":i?
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2 f(x) = 2
----- @ g(x) =
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|
1
|
|
3 A=(0.77,0.59)
3 B=(2,4)
2 C=(4,16)

\
Figura 47 — Intersecao dos graficos f e g

T
=12

Atividade proposta 5

Dadas as fungoes exponenciais: fi(x)
Pede-se:

(1,5)" ; falw) = 27 ; fs(x) = 67 ; fa(x) = (10)"

a) Construa os seus grificos no GeoGebra, numa mesma tela de visualiza¢ao. O que

acontece com o grdafico da funcdo quando a base vai aumentando?

b) Idem para: fs(x) = (0,1)* ; fe(x) = (0,4)" ; f(x) = (0,8)" ; fs(z) = (0,99)*. Que

X
relagcdo existe entre a base da exponencial e a imagem da funcdo nesses casos?
Solugao da atividade 5

a) Como as bases sao maiores do que 1, as fungoes sao crescentes, logo as suas imagens
vao aumentando também.
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Figura 48 — Funcoes exponenciais de base maior do que 1

b) As bases destas fungoes sao menores do que 1. Note que sdo fungoes decrescentes, a

)
medida que a base se aproxima de 1, a curva torna-se mais suave, menor inclina¢do

¥ atividade proposta 7_6_b.ggb
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Figura 49 — Fungoes exponenciais de base menor do que 1
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4.6 FUNCAO LOGARITMICA

Objetivo: Compreender a fun¢ao logaritmica como a funcao inversa da exponencial.
Entender o comportamento do grafico da funcao logaritmica quando ocorre variacao na

sua base. Compreender o logaritmo natural de um ntmero real z(z > 0) como a area.
Exemplo 19 Grdfico da funcao Logaritmica

No GeoGebra os logaritmos sao listados na base “10” e na base “e”. Como queremos
mostrar em uma base qualquer, indicaremos o logaritmo de um nimero real x > 0 na base
a ,sendo a >0 e a# 1, fazendo uma mudanca de base. Segue que:

fla) =log, = = %

Na barra de ferramentas clique em seletor, a seguir na janela de visualizacao.
Note que aparece na janela de visualizacio a = 1 . No campo de entrada digite
f(x)=log (x)/log (a), a seguir “enter”. Movendo lentamente o controle deslizante, po-
demos observar o comportamento da fun¢ao log, x quando “a” estd compreendido entre 0
e 1( fungdo estritamente decrescente) e quando “a” é maior do que 1 (funcdo estritamente
crescente).

"% GeoGebra
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Figura 50 — Grafico da fungao logaritmica de base 0,7(funcao decrescente)
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3 GeoGebra
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» Janela de Algebra 3 Janela de V\sua\lmgao
= Fungio

=i
...... 9 f(x) = bgtztjj

= Ndmero a=3
2 a=3

9

Figura 51 — Grafico da funcao logaritmica de base 3 (fungdo crescente)

Exemplo 20 A funcdo logaritmica como inversa da fun¢do exrponencial

Vamos tracar os graficos de duas fungoes sendo uma exponencial de base “a” e

uma logaritmica de base “a”; sendo o niimero real “a” positivo e diferente de 1. Na barra

de ferramentas clique em controle deslizante a seguir clique no campo de visualizagao. No

campo de entrada digite f(x) = a”, a seguir “enter”. No mesmo campo de entrada digite

g(x)=log x/log a. Vamos tracar a reta bissetriz dos quadrantes impares, ou seja , h(z) = x.
Movimente lentamente o cursor e veja o que acontece com as posi¢oes dos graficos em

relacao a bissetriz dos quadrantes impares. Note que que a funcao f é inversa da funcao g

7 atividade 8_2.ggb
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Figura 52 — Gréfico das fungoes f e g
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Exemplo 21 O nimero “e” e o logaritmo natural de x

Muitas vezes os nossos alunos nao compreendem o significado do logaritmo natural
de um nimero real positivo x. Com o uso do GeoGebra, acredito que facilitara esse
entendimento. O numero irracional “e” também chamado de ntimero de Euler pode ser
encontrado como limite da sequéncia (1 + %)” com n € N*. Esse cdlculo pode ser feito no

GeoGebra utilizando a planilha. Fagamos o seguinte:

i) Clique em exibir — planilha
ii) Feche a janela “ campo de visualizagao”

iii) Numere as células A1 até A10 de 1 até 10. A partir da célula A1l numere com
poténcias de 10, como mostra a figura ao lado. Fica livre para acrescentar outros

valores na coluna A.
iv) No campo de entrada digite B1 = (1 + 1/A1) © Al, a seguir “enter”.

v) Selecione a célula B1, copie (ctrl 4 ¢) e cole nas demais.

~ Planilha
Ly | BEE =~ | B
— S |

1 1

2 2 | L
3 3

4 4

5 5 |

§ 6

7 7

8 8

9 9|

10 10

11 100

12 1000

13 10000 |

14 | 100000

15 | 1000000

16

17

Figura 53 — Planilha no GeoGebra
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s
b
b Janela deﬁlgebra El ~ Planilha
= Nimero SN 0 [BEE|=~ B~
O Al=1 - L
i D A [ B B o E F G
| 2
225
2.37037037037037
244140625
2.488319999999909
2 521626371742114
2 548499697040712
2.565784513950348
2.581174791713198
10 2.593742460100002
100 | 2704813820421528
1000 | 2.716923932235594
10000 2.718145926824926
100000 2718268237192298
1000000  2718280469095753
10000000 2718281694132082
100000000  2718281798347358

1000000000 2.71828205201156
10000000000 | 2718282053234788

Figura 54 — Aproximacao do niimero de Euler na planilha do GeoGebra
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A planilha mostra uma boa aproximacao para o nimero irracional de Euler.

Note que existe uma precisao até a quinta casa decimal. Segundo [5], o nimero de
Euler com os primeiros 510 digitos decimais é: e = 2,718 281 828 459 045 235 360 287 471
352 662 497 757 247 093 699 959 574 966 967 627 724 076 630 353 547 594 571 382 178
525 166 427 427 466 391 932 003 059 921 817 413 596 629 043 572 900 334 295 260 595
630 738 132 328 627 943 490 763 233 829 880 753 195 251 019 011 573 834 187 930 702
154 089 149 934 884 167 509 244 761 460 668 082 264 800 168 477 411 853 742 345 442
437 107 539 077 744 992 069 551 702 761 838 606 261 331 384 583 000 752 044 933 826
560 297 606 737 113 200 709 328 709 709 127 443 747 047 230 696 977 209 310 141 692
836 819 025 515 108 657 463 772 111 252 389 784 425 056 953 696 770 785 449 969 967
946 864 454 905 987 931 636 889 230 098 793 127 736 178 215 4...

Quando n aumenta indefinidamente a sequéncia (1 + %)” tende de forma lenta para

o numero irracional de Euler. Essa fungao exponencial de base “e” é muito importante na

Matemadtica e na descricdo de fendmenos naturais, segundo [3].

Agora que ja conhecemos o niimero irracional “e” podemos interpretar o logaritmo
natural de um nimero real a (a > 0), como sendo a area da regido compreendida entre o
grafico da hipérbole f(z) = % , 0 eixo Ox e as retas verticais = 1 e 2 = a. Segundo [7]
essa nocao de area é necessaria para se demonstrar tal limite. Passos para construcao no

GeoGebra:

i) No campo de entrada, digite f(x)=1/x, a seguir “enter”.

ii)Clique no seletor, a seguir na janela de visualizagdo, mude o nome para n, minimo zero,

maximo 100, incremento 1, clique em aplicar.
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iii) Clique novamente no seletor, a seguir na janela de visualiza¢do, nome a, minimo zero,
maximo 50, tecle aplicar.
iv) No campo de entrada, digite g(x) = In(a), a seguir “enter”.
v) No campo de entrada, digite x=1, a seguir “enter”.
Para calcular o logaritmo natural do ntimero a e interpreta-lo como area, vamos

utilizar a ferramenta “soma de Riemann inferior [ fungao, valor inicial de x, valor final de

x, numero de retangulos |, conforme a figura abaixo:

Somal <Listax ]

Somal <Lista>, <Nimero de Elementos= ]

Somal <Lista=, <Lista de Frequéncias=]

SomaDeRiemanAEsquerda[ =Funcio=, <Valor de x Inicial=, <Valor de x Final=, <Nimero de Retdngulos= |

laai| »

- SomaDeRiemanninferior] <Funcio>, <Valor de x Inicial=, <Valor de ¥ Final=, <Nimero de Retingulos= ]
e —|SomaDeRiemannsuperior, <Funcdo=, <Valor de xInicial=, =Valor de x Final=, <Numero de Retdngulos=] 2 B
Entrada Area: Somal

Figura 55 — Campo de entrada soma inferior de Riemann

Na fungao digitaremos 1/x, valor inicial igual a 1, valor final igual a “a” e para
retangulos “n”. Desta forma estamos calculando o logaritmo natural de a como uma
aproximacao por areas de retangulos. Fixaremos para a = 2, 7182818284 que é uma boa
aproximacgao para o numero irracional e. Para n=2 , temos dois retangulos, cuja soma de

suas areas ¢ 0,778177463. Veja na figura abaixo:

reta n=2
-——
a=2.718281828453045
P
- -
-
v/.
J _“——--..___________________
i
05 i 15 2 is 3 a5 A
g
Fd =z
/’ Area=0.778177463727256
/’
.ff
V.
/
Fi
;" " n

Figura 56 — Aproximacgao do logaritmo natural de e utilizando a soma das areas de dois
retangulos.
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Movimente lentamente o seletor de n e veja o que acontece na variacao da soma

das areas. Note que para n = 200, a soma das areas dos retangulos se aproxima de 1,
representando o valor do logaritmo natural de e.

7 atividade 8 3 2.gb

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

DEENE BN
\ { a

/'7 - = ®7 = 2 Ny
» Janela de Algebra [x] | » Janela de Visualizagao
= Funcdo reta

1
@ f(x) = -

x
@ glx) = In(x) 281
= Nimero a=2.718281828459045

o e A R

@ a=2.718281828459045
- =200 n=200
@ Area=0.997289966211178 24 —®
= Refa
—@ retax=1

@ s x=2.718281828450045

054

Area=0.997289966211178

054

Figura 57 — Logaritmo natural de e aproximado por soma de areas de retangulos, n = 200.

Atividade proposta 6
Na calculadora cientifica o logaritmo natural de 3 vale: 1,0986122886... Ulilize a construgao

feita no exemplo 21 para preencher a tabela abaizo em fungdo do numero de retangulos.

Compare com o resultado dado na calculadora cientifica.

’ Numero de retangulos ‘ In 3 = soma das areas ‘
2
4
8
20
60
120
2000
2000000

Tabela 2 — Atividade proposta 6
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Solugao da atividade 6

Como queremos calcular o logaritmo natural de 3, vamos alterar o valor de a para 3.
Clique em propriedades, bdsico, altere a definicao para 3, aperte “enter” Va em seletor, faca

n = 2 e anote o resultado na tabela. De forma andloga paran = 4,n =8, ---,n = 2000000.

’ Numero de retangulos \ In 3 = soma das areas ‘

2 0,8333333668

4 0,9500000403

3 1,0198773902

20 1,066018926

60 1,087583522
120 1,093077359
2000 1,0982790788
2000000 1,0985456809

Tabela 3 — Solucao da atividade proposta 6

A medida que o nimero de retangulos aumenta, a soma das dreas dos retangulos se
aproxima do valor dado pela calculadora cientifica. Nesse caso, para n= 2 000 000, eziste

uma precisao até a terceira casa decimal.

4.7 SENO, COSSENO E TANGENTE NO CIRCULO TRIGONOMETRICO

Objetivo: Construir o circulo trigonométrico no GeoGebra. Calcular os valores de

seno, cosseno e tangente nos quadrantes do circulo trigonométrico.
Exemplo 22 Circulo trigonométrico

Define-se circulo trigonométrico como sendo uma circunferéncia orientada cujo raio
vale uma unidade e o centro esta localizado na origem do sistema cartesiano ortogonal.
Para construir o circulo trigonométrico no GeoGebra, digite no campo de entrada: CT:
circulo[ponto, medida do raiol, a seguir tecle “enter”. O ponto é o centro da circunferéncia,

nesse caso (0,0) e o raio é igual 1. Assim, temos
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Arquive Editar Exibir Opcfies Ferramentas Janela Ajuda

DEEERCHENT =D

b Janela deAIgebra b Janela de Visualizagdo
= Cdnica

L@ CTR+y=1
= Ponto

pa] A:“,U}

Entrada:

Figura 58 — Circulo trigonométrico

O ponto A = (1,0) representa a origem dos arcos. Adota-se como positivo o sentido
anti-horario e negativo o sentido horario, a partir do ponto A. Passos seguintes para

construgao:

i) No campo de entrada digite M=ponto [CT], assim teremos um ponto sobre a circunfe-

réncia trigonométrica.

ii) No campo de entrada digite AM:arco[CT,A,M] , assim definiremos um arco de medida
AM . Clique sobre AM, va em propriedades altere o estilo de linha e a cor para

vermelha;

iii) Clique dentro do campo de entrada, do lado direito, marque “a”. Note que no inicio
do campo de entrada vai aparecer a letra grega o . Continue a digitacao: « :angulo

[A,0,M], a seguir aperte “enter”. V& em propriedades, altere a cor do angulo;
v)No campo de entrada, digite: segmento[OM].
Com o circulo trigonométrico construido podemos explord-lo dinamicamente ani-

mando o ponto M. Nao se esqueca de reduzir a velocidade da animacao visando uma

melhor visualizagao.
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Podemos alterar a medida do angulo alfa para radianos. Clique com o botao direito
do mouse sobre alfa, v4 em propriedades, preferéncias avangado, marque “radianos”. Para

voltar proceda da mesma maneira, desmarcando radianos e marcando “graus”.

7 atividade 9_1.9gb
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Figura 59 — Circulo trigonémetrico CT

Exemplo 23 Seno, cosseno e tangente na circunferéncia trigonométrica

Com a circulo trigonométrico construido vamos determinar o seno, cosseno e

tangente do angulo «. Passos para construgao:

i) Campo de entrada digite: r: = 1, clique “enter”. Assim teremos uma reta paralela

ao eixo Oy passando pelo ponto A = (1,0) na qual marcaremos a tangente do dngulo
alfa.

ii) Digite no campo de entrada: OT: segmento[O,T], “enter”. V4 em propriedades, mude

o estilo para linha tracejada.

iii) No campo de entrada, digite: S=(0,y(M), “enter”; C=(x(M),0), “enter” ; T=(1,y(M)/x(M)),
“enter”. Desta forma estamos determinando as projecoes do M sobre os eixos Ox, Oy,

e reta x=1 (eixo das tangentes).
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iv) No campo de entrada, digite: sena:y(M), “enter”; cosa:x(M), “enter”; tg a:y(M)/x(M).
V& em propriedades, altere a espessura da linha e a cor . Definindo os segmentos no

campo de entrada:

e AT: segmento[A,T], “enter”;
e CM: segment[C,M], “enter”;
e MT: segment[M,T], “enter”;
e OC: segment[O,C], “enter”;
e OS: segmento[O,S], “enter”;

e SM: segmento[S,M], “enter”.

v) VA& em barra de ferramentas, clique em inserir texto, janela de visualiza¢ao, marque
formula Latex, digite sen [a] . VA em objetos, marque a.. Coloque o sinal de igual
, objeto sen « . Faga o mesmo para cos a , tg a. Assim teremos na janela de

visualizacao os valores de seno, cosseno e tangente do angulo alfa.

@77 atividade 9_2.9gb
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- 05=0.8
= SM=0.6
= Angulo
@ @=53°
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Figura 60 — Seno, cosseno e tangente no circulo trigonométrico

Temos representado no circulo trigonométrico o seno, cosseno e a tangente do
angulo alfa. Utilizando o comando animar no ponto M, com velocidade baixa, podemos
visualizar de forma dinamica a variacdo dos valores do seno, cosseno e tangente do angulo
alfa nos quadrantes. Podemos explorar os valores da tangente nas proximidades de 90 °.
Va em “opgoes”, clique em arredondamento, aumente a quantidade de casas decimais.

Veja o que acontece com a tangente de alfa nas proximidades de 90° e 270°.
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Atividade proposta 7

FEssa atividade foi baseada em [2], com algumas adaptagoes. Considere a fungao
trigonométrica dada por f(x) = a + bsen(cx + d). Construa no GeoGebra o grifico da
funcao f. Insira primeiramente o controle deslizante fazendo: a=0, b=1, c=1 e d=0.

Altere o valor do angulo para radianos. Com base no grdfico construido, responda:

a) Alterando o valor de a, o que acontece com o grifico da fungao?
b) Mantendo a =1 e alterando b, que consequéncias sao vistas no grifico de f?

c¢) Nas condigoes iniciais do problema, qual o periodo da fun¢io dada? Para c=1/2 e

c¢=3, calcule o periodo da fungdo.
d) Qual relacao existe entre o periodo da func¢io dada e a constante c?

e) Movimente de forma lenta o valor de d. Que consequéncias sio observadas no grdfico
da fungao?

Solugao da atividade 7

a) Nas condigoes iniciais temos o grifico da fungio seno. Alterando o valor de a,

observamos uma translagio para cima (a >0 ) ou para baizo (a <0 ).
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Figura 61 — Gréfico da fun¢do seno
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Atividade proposta 7a.ggb
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Figura 62 — Gréfico de f alterando o valor do parametro a

b) Notamos que a constante b comprime ou dilata o grifico na vertical. Se b > 1 o grdfico
dilata e 0 < b < 1 , acontece uma compressao no grafico de f. Note que se b < 0,

entdo o grdfico fica simétrico ao original, em relagdo ao eizo Ou.
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Figura 63 — Grafico de f dilatado (b = 4)
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c) Nas condigoes iniciais o periodo vale 27. Para ¢ = % , 0 periodo vale 4. Para ¢ = 3,

o

o periodo vale p = =F.

d) O periodo é p = .

lc|

e) A constante d translada o grifico padrao em mddulo %l unidades na dire¢io do eixo Ou.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Concluimos que a utilizacdo do GeoGebra é uma ferramenta de extrema relevancia
no estudo de funcgoes, pois cria uma “ponte” entre a parte algébrica e a representacao
grafica. Os graficos podem ser explorados de forma dinamica, esse é o grande diferencial

que pode ser oferecido ao aluno.

As atividades propostas mostraram que é possivel o professor introduzir o uso
do GeoGebra na sala de aula, trabalhando com a teoria ou até mesmo na resolucio
de problemas contextualizados. Para isso é indispensavel a capacitacao do docente e a

disponibilizacao de laboratorios de informatica operacionalizaveis nas escolas.

Vale ressaltar também que estamos passando por transformacgoes no ensino, diante
disso, o uso correto dessas novas tecnologias, com objetivos bem definidos, podera contribuir
no processo aprendizagem. Além disso, as aulas se tornam mais dindmicas e atraentes, de

certa forma motivando a descoberta por parte dos alunos.
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