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RESUMO

O presente trabalho surge de um incomodo do autor sobre a constru¢ao do conjunto dos
Numeros Reais, mais especificamente na parte axiomatica. Sendo assim, buscou-se novas
formas de pensar tal objeto mateméatico com o intuito de aprofundar o conhecimento
sobre o assunto. Como objetivo principal desse trabalho, nossa ideia foi esmiugar a teoria
dos cortes, facilitando o entendimento das demonstragoes e propriedades para aqueles
que tenham o interesse em conhecer ou estudar tal teoria, podendo vir a ser um manual
para os interessados (possivelmente professores ou futuros professores de matemaética).
Pesquisar ou analisar a forma como é posto e trabalhado o conjunto dos niimeros reais
nos livros didaticos do ensino médio é o objetivo secundario de nosso trabalho. Em
relagao ao objetivo principal, esmiucamos a teoria dos cortes nos baseando quase que
na totalidade no livro A construcao dos nimeros, colocamos nosso toque pessoal nas
demonstragoes, nos comentarios e incluimos alguns resultados como pré requisitos. Em
relacao ao objetivo secundario, foi analisada a abordagem de cinco livros didaticos sobre o
conteudo de niimeros reais. Para tal, criamos eixos de andlise a fim de focar o nosso olhar
para alguns elementos que consideramos importantes, a saber: definicdo de niimero real;
propriedades operatoérias; correspondéncia biunivoca entre os niimeros reais e os pontos
de uma reta numerada e; intervalos reais. Acreditamos que, a construgao do conjunto
dos nimeros reais por meio da teoria dos cortes pode agregar mais formas de pensar o
objeto de nosso estudo. Essa construgdo nao é muito trabalhada nos cursos de formacao
de professores, assim pensamos que nosso trabalho pode ser uma oportunidade de difundir

essa teoria para docentes e futuros docentes.

Palavras-chave: Numeros Reais. Teoria dos Cortes. Formagao de professores.



ABSTRACT

The present work arises from an annoyance of the author on the construction of the set
of Real Numbers, more specifically in the axiomatic part. Thus, we sought new ways of
thinking such a mathematical object in order to deepen knowledge about the subject. As
the main objective of this work, our idea was to scrutinize the cut theory, facilitating the
understanding of the demonstrations and properties for those who have an interest in
knowing / studying such a theory and could be a manual for those interested (possibly
teachers or future teachers of math). Searching / analyzing how the set of real numbers in
high school textbooks is presented and taught is the secondary objective of our work. In
relation to the main purpose, we have broken down the theory of cuts by relying almost
entirely on the book "The construction of numbers", we have put our personal touch on
the statements, in the comments and included some results as prerequisites. In relation to
the secondary objective, the approach of five textbooks on the content of real numbers was
analyzed. To do this, we create axes of analysis in order to focus our look at some elements
that we consider important, namely: definition of real number; operations properties;
one-to-one correspondence between the real numbers and the points of a numbered line;
intervals. We believe that the construction of the set of real numbers through the theory of
cuts can add more ways of thinking the object of our study. This construction is not much
worked on teacher training courses, so we think that our work may be an opportunity to

spread this theory to teachers and teachers to be.

Key-words: Real Numbers. Cut Theory. Teacher training.
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1 INTRODUCAO

O presente trabalho surge de um incomodo do autor sobre a construcao do conjunto
dos Numeros Reais, mais especificamente em sua parte axiomatica. Sendo assim, buscou-se
novas formas de pensar tal objeto matemético com o intuito de aprofundar o conhecimento
sobre o assunto. Normalmente, no ensino bésico (fundamental e médio), os nimeros reais
sao definidos como a uniao dos nimeros racionais com os nimeros irracionais. Justifica-se
a definicao dos irracionais pelo problema dos segmentos incomensuraveis, o principal
deles a medida da hipotenusa do tridangulo retangulo cujos catetos medem 1 unidade
de comprimento. No livro Andlise Real as propriedades operatorias no conjunto dos
reais, como associatividade (soma e multiplicagao), comutatividade (soma e multiplicacao),
elemento neutro (soma e multiplicagdo), inverso (soma e multiplicacao) e a distributividade,
sao postas como axiomas. Enquanto na teoria dos cortes, aqui pesquisada e esmiucada,
essas operacgoes, no conjunto dos niimeros reais, nao sao axiomaticas e, sim, construidas
a fim de estabelecer o conjunto. Claro que a teoria apresentada nessa pesquisa também
se baseia em axiomas. Porém, tal axiomatica é posta para as operacoes no conjunto
dos niimeros naturais com os axiomas de Peano, dai na construgao dos ntimeros reais as

operacoes de soma e produto sao definidas e as propriedades demonstradas.

Como objetivo principal desse trabalho, nossa ideia foi esmiugar a teoria dos cortes,
facilitando o entendimento das demonstragoes e propriedades para aqueles que tenham
o interesse em conhecer ou estudar tal teoria, podendo vir a ser um manual para os

interessados (possivelmente professores ou futuros professores de matemaética).

Pesquisar ou analisar a forma como é apresentado e trabalhado o conjunto dos
nimeros reais nos livros didaticos do ensino médio é o objetivo secundario de nosso
trabalho.

Sobre a organizacao do trabalho, o mesmo foi dividido em trés capitulos, fora a
introducgao, que sao: andlise de livros do ensino médio; construcao dos niimeros reais e;

consideragoes finais.

No capitulo 2 foi analisada a abordagem de cinco livros didaticos sobre o contetido
de niimeros reais. Para tal, criamos eixos de andlise a fim de focar o nosso olhar para alguns
elementos que consideramos importantes, a saber: definicdo de niimero real; propriedades
operatorias; correspondéncia biunivoca entre os niimeros reais e os pontos de uma reta

numerada e; intervalos reais.

No capitulo 3 "construcao dos ntimeros reais', esmiucamos a teoria dos cortes
nos baseando quase que na totalidade no livro A construcdo dos nimeros. Além disso,
colocamos nosso toque pessoal nas demonstragoes, nos comentarios e incluimos alguns

resultados como pré requisitos.



No capitulo 4 "consideragoes finais", foram feitas analises mais gerais do trabalho
e ponderagoes sobre os objetivos do mesmo. Apontamos também, potencialidades ao se

pensar os niimeros reais pela teoria dos cortes.
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2 ANALISE DE LIVROS DO ENSINO MEDIO

Neste capitulo traremos uma breve analise sobre como vem disposto o assunto

Numeros Reais em cinco livros didaticos do ensino médio, que sao:
1 — Matemdtica: Ciéncias e aplicacoes;
2 — Matemdatica para compreender o mundo;
3 — Matematica: Interacio e Tecnologia;
4 — Matemdtica: Contexto e aplicagoes;
5 — Contato Matemdtica.

Para a analise em questao criamos categorias que acreditamos ser importante
analisar: definicdo dos niimeros reais; propriedades operatorias; correspondéncia biunivoca

entre os nimeros reais e os pontos de uma reta numerada.

2.1 DEFINICAO DE NUMERO REAL

Em nossa analise, notamos que, todos os livros trazem uma revisao sobre os
conjuntos numéricos comecando pelos naturais, passando pelos inteiros, até chegar nos
racionais e irracionais. A forma de exposi¢ao do conteudo difere de um para outro em relagao
a forma como é exposto, a énfase em um determinado contetido e na contextualizagao de
situacoes do cotidiano onde usamos tais niimeros. Focamos mais no conjunto dos niimeros
racionais e irracionais, pois todos os livros definem o conjunto dos niimeros reais como a

uniao dos dois conjuntos citados acima.

Sobre o conjunto dos racionais, o terceiro livro Matemdatica: Interagio e Tecnologia
nao faz um estudo sobre fragao geratriz de uma dizima peridédica, enquanto os outros
quatro o fazem. Acreditamos ser importante esse estudo, pois é o que nos mostra, na
pratica, que um numero que é uma dizima periédica, em sua representacao decimal, é

racional, pois pode ser escrito na forma de fracao.

Todos os livros trazem o conceito de haver infinitos racionais em um intervalo,
mostrando com exemplos ou com atividades. A parte geométrica também é trabalhada
nos textos, onde é mostrada, com exemplos, posi¢oes de alguns racionais na reta numerada.
Importante destacar que no quarto livro Matemdtica: Contexto e aplicagoes é explorado
na parte geométrica a ideia de que os racionais deixam “buracos” na reta numerada, ou
seja, ha pontos que ndo podem ser associados a nimeros racionais e a esses pontos que

faltam para completar a reta sao associados nimeros que serao chamados de irracionais.

Em todos os livros explicam-se os irracionais pela sua forma decimal, que ndo pode
ser finita e nem uma dizima periddica, pois ambas representagoes podem ser escritas na

forma de fracdo. Nos livros 1, 2 e 4 é demonstrado que /2 ndo é racional, enquanto que
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nos livros 3 e 5, nao se encontra tal demonstragao, apesar de ser explorada e discutida
as aproximacoes para /2. Também é trabalhado a parte geométrica na reta numerada,

mostrando a relacdo e a posicao de alguns irracionais com racionais ou inteiros "préximos".

2.2 PROPRIEDADES OPERATORIAS

Como as propriedades operatérias ja foram justificadas nos subconjuntos dos
reais, estas passam a valer também para todos os reais. Porém, apesar de intuitivo, o
esclarecimento dessas propriedades poderia ter sido feita de forma geométrica, na reta

numerada.

No livro 1 Matemadtica: Chiéncias e aplica¢oes os conceitos de valor absoluto
(mddulo), oposto e de inverso de um numero sao trabalhados na parte destinada aos
numeros racionais. Adiante, todos esses conceitos sdo assumidos para todos os reais, ou
seja, também para os irracionais. A ideia de ordem no conjunto dos nimeros Reais nao é
explicitada, mas ao trabalhar a posi¢ao dos niimeros reais na reta numerada o conceito,
mesmo que indireto, esta sendo explorado. Como pratica, principalmente no cotidiano,
o referido livro traz técnica de aproximacao de irracionais por racionais. Nos exercicios,
referentes ao conteido dos ntmeros reais, é possivel encontrar atividades que tratam
de operacoes aritméticas entre racionais e irracionais, assim como entre dois irracionais,
atividades essas que parecem ter por intuito fazerem os alunos pensarem nas possibilidades

de resultados para essas operagoes.

Enquanto que o livro 2 Matemdtica para compreender o mundo nao apresenta
os conceitos de valor absoluto (médulo), oposto e de inverso de um nimero real. Por
outro lado, explicita a relacao de ordem do conjunto dos niimeros reais. Nos exercicos
sao trabalhados aproximacoes de irracionais por racionais e situagoes operatérias entre
racional e irracional e, entre dois irracionais, com o mesmo parecer feito na anélise do

livro 1.

Os livro 3 Matemadtica: Interacao e tecnologia e o livro 5 Contato Matemdtica sao
bem suscintos com o conteiido dos ntimeros reais, o primeiro traz algumas propriedades
operatorias entre racionais e irracionais e, entre dois irracionais, enquanto que o segundo
nao trabalha tais propriedades. Em ambos, os conceitos de valor absoluto (médulo), oposto
e de inverso de um numero real nao sao explorados, o que nos leva a crer que os autores
transferem as ideias trabalhadas (ndo nos livros) nos conjuntos pertinentes para os reais,

assumindo-os como verdade e com o mesmo significado.

Por fim, o livro 4 Matemadtica: Contexto e aplicacoes traz os conceitos de valor
absoluto (médulo), oposto e de inverso de um nimero e, estes, sao trabalhados no conjunto
real como um todo. A relagdo de ordem é bem explorada. Sao trabalhadas as aproximagoes

de niimeros irracionais por racionais. Por outro lado, nao é explorada as operagoes entre
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racionais e irracionais e, entre dois irracionais.

2.3 CORRESPONDENCIA BIUNIVOCA ENTRE OS NUMEROS REAIS E OS PON-
TOS DE UMA RETA NUMERADA

Notamos que, os livros Matemdtica para compreender o mundo, Matemdtica: Con-
texto e aplicagoes e Contato Matemdtica citam a propriedade de completude dos ntimeros
reais, que caracteriza-se pela bijecao entre o conjunto dos ntimeros reais e os pontos de

uma reta, porém o ultimo livro nao aprofunda a explicacao sobre este conceito.

A ideia dos cortes de Dedekind poderia ser 1til, pois podemos pensar na definicao
dos cortes na reta numerada. De acordo com o que é convencional na matemaética, cada
ponto da reta numerada define, na mesma, duas semirretas com origem no ponto dado,
uma a esquerda do ponto e a outra a direita do ponto. Se a distancia do ponto a origem da
reta numerada for um valor racional, entao o ponto representa o niimero racional definido
pela distancia até a origem, se o ponto estiver a esquerda da origem tera o sinal negativo.
Porém, se a distancia do ponto em questao a origem nao for um valor racional, diremos
que esse ponto representa um nimero irracional, cujo valor é a distancia entre o ponto e a
origem, se o ponto estiver a direita de zero e, o valor oposto ao valor da distancia, se o

ponto estiver a esquerda de zero.

2.4 INTERVALOS REAIS

E trabalhado em todos os livros os intervalos reais e suas operacoes. Tais operacoes
se definem e constituem como um caso particular da teoria de conjuntos, uma vez que
os intervalos reais nada mais sao que subconjuntos do conjunto dos Numeros Reais.
Acreditamos que falta énfase para explicar o motivo da criagdo de uma nova notacao para

conjuntos, explicagdo essa que seria o conjunto dos reais ser completo.



13
3 CONSTRUCAO DOS NUMEROS REAIS

A construcao dos nimeros Reais que apresentaremos neste trabalho explora os sub-
conjuntos dos niimeros racionais. Dessa forma vamos rever alguns conceitos estabelecidos
para o conjunto dos niimeros racionais, que seriam pré requisitos para a construcao dos

nimeros Reais.

Definicao 1. Seja K um conjunto nao vazio onde estejam definidas duas operacoes, as

quais chamaremos de soma e produto em K e denotaremos por + e -, respectivamente.
Assim,

+: AXxXK—-K -:KxK-—>K
(a,b) > a+b (a,b) > a-b

O conjunto K serd um corpo se as sequintes propriedades sdo verificadas quaisquer
que sejam a, b e c € K.

(1) (a+b)+c=a+ (b+c) (associatividade da soma);

(2) 30 € K tal que a+0 =04 a = a (existéncia de elemento neutro para a soma);

(3)V x € K existe um inicoy € K, denotado pory = —zx, tal que x+y =y+x =0

(existéncia de inverso aditivo);
(4) a+b="0b+a (comutatividade da soma);
(5) (a-b)-c=a-(b-c) (associatividade do produto);

(6)a-(b+c)=a-b+a-c; (a+b)-c=a-c+b-c (distributividade d esquerda e d
direita);

(7)31 € K,0#1, talque z-1=1-z=x,Vxe K (oelementol é a unidade
de K);

(8)Vx,y€ K, z-y=y-x (comutatividade do produto);

(9) z,ye K, x-y=0=2=0 ou y =0 (0o conjunto K nao possui divisores de
zero);
(10)Vx e K, x#0,3y € K tal que x -y =y -x = 1 (existéncia do inverso

multiplicativo).

Definicao 2. Se um corpo estiver munido de uma rela¢io de ordem compativel com suas

operacoes aritméticas, ele é chamado de corpo ordenado.

Teorema 3.0.1. Seja um corpo ordenado K # {0}, N C K, as sequintes afirmagoes sio

equivalentes:

(i) O conjunto N C K dos nimeros naturais nao € limitado superiormente;
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(1) para todo par a, b de elementos de K, com a > 0, existe n € N tal que na > b;

(iii) dado a > 0 em K, existen € N C K tal que n™' < a.

Um corpo K que assume as condi¢oes do Teorema 3.0.1 diz-se arquimediano.

Teorema 3.0.2. O conjunto Q dos nimeros racionais é arquimediano.

A demonstragao do Teorema 3.0.2, passa primeiro por provar que o conjunto Q (
Racionais) é um corpo ordenado e, depois, mostrar que o mesmo é arquimediano. Nos
nao apresentaremos tais demonstragoes, pois nossa intencao ¢ apenas usar os resultados,
mas as demonstracoes e discussoes podem ser vistas nos livros Andlise Real, A Construcao
dos Nimeros e Introducdo & Algebra, maiores detalhes sobre as obras estdo nas referéncias

bibliograficas.

Partindo do pressuposto que as operacoes com fragoes e numeros decimais ja
estao consolidadas e conhecidas, juntamente com os resultados mostrados acima sobre o
conjunto dos nimeros Racionais, vamos agora para o objetivo principal desse trabalho que

¢é esmiucar a construcao do conjunto dos Nimeros Reais, por meio da teoria dos cortes.

Definicao 3. Um conjunto o de niimeros racionais diz-se um corte se satisfizer as sequintes

condicoes:
(1) 0 #a#Q;
(i) ser € a e s <1 (s racional), entio s € a;

(7ii) em « nao existe elemento mdaximo.

A defini¢ao formal de elemento méaximo é: dizemos que um elemento a de um

conjunto ordenado A é maximo, se z < a, para todo = € A.

Analogamente, definimos elemento minimo: dizemos que um elemento a de um

conjunto ordenado A é minimo, se z > a, para todo = € A.

3
Exemplo 1. Vamos mostrar que o conjunto {x EQ|z< 5} ¢ um corte.

. : 3 o
Vamos denominar por a o conjunto sz € Q | z < [ Primeiramente, notemos

3 3
que0€eQel< 5 ou seja, 0 € a. Isso mostra que o # (). Por outro lado, 1 € Q, 1 > R e,

consequentemente, 1 ¢ «, dai temos a # Q. Assim, o item (i) da defini¢ao estd provado.

. . 3 . 3 .
Seja r € a, assim temos que r < —. Se s € Q tal que s < r entao s < 5 ou seja,

s € a. Assim fica provado o item (ii) da definigao.
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Para provarmos o item (iii) da definigdo, suponha, por absurdo, que r € « seja o

elemento maximo. O nimero racional

. 3 o .
étal quer < g < 5 onde chegamos no absurdo, pois  é o elemento maximo de «, mas

geaer <gq.
De fato,

3
<3<:> + <3+ & T+T<g+r
r<-or4+r<-—+4ror= =

5 5 2 g 1
(§]
3 3 3
<3<:> +3<3+3<:> r+5<5+3 5
T — T - - - = = -
5 55 597 2 5

Pela defini¢ao, pode parecer intuitivo que um corte « seja limitado superiormente.
A seguir esta propriedade serd demonstrada, mas antes vamos a seguinte definicao: Seja
X um conjunto nao vazio de Q. Dizemos que X é limitado superiormente se existe y € Q
tal que y > x, para todo x € X, dizemos que y é uma cota superior. Analogamente, se
existe z € QQ tal que z < z, para todo z € X, entdao X é limitado inferiormente e, neste

caso, dizemos que z é uma cota inferior.

Propriedade 3.0.3. Todo corte é um subconjunto de Q limitado superiormente.

Demonstragio. Seja o um corte, como () # a # Q, entdao existe t € Q tal que t ¢ a.
Suponha que exista r € o onde ¢ < r, entdo, pelo item (ii) da defini¢do de corte, temos
que t € a, absurdo. Logo t > r, para todo r € «, isto é, t é cota superior de «, o que

significa que o corte a é limitado superiormente.

]

Se todo corte é limitado superiormente, entao todo corte admite um conjunto de
cotas superiores, onde cada cota superior é definida como um elemento/nimero que é
maior ou igual a todo nimero do conjunto/corte. Em simbolos: se a é uma cota superior

de «, entao a > x, para todo = € a.

O conjunto das cotas inferiores de um conjunto A é definido como todos os
elementos/nimeros que sdo menores ou iguais a todo nimero do conjunto/corte. Assim,

se b é uma cota inferior de A, entao b < x, para todo = € A.

A proposicao a seguir nos mostra que um corte nao possui cotas inferiores, ou seja,

nao existe um racional z ¢ «, o um corte, tal que z < r, para todo r € «.
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Proposicao 3.0.4. Sejam o um corte e r € Q. FEntdo, r é cota superior de a se, e

somente se, r € Q \ «.

Demonstragio. (=) Se r é uma cota superior de «, entdo r € Q \ «, pois caso contrario,
o conjunto « teria r como elemento maximo, contradizendo o item (iii) da defini¢ao de

corte.

(<) Se r € Q\ « nao for cota superior de «, entdo existird s € o tal que r < s, 0

que é um absurdo pois contradiz o 2° item da definicao de corte. O

Todo ntimero racional r determina um tnico corte, o que geometricamente seriam
todos os racionais a esquerda de r na reta numerada convencional, é o que nos diz a

proposicao a seguir.

Proposicao 3.0.5. Sere Q ea={z € Q |z <r}, entio a é um corte e r é a menor

cota superior de a.

Demonstracao. Pela definicdo de o no enunciado da proposicao, temos que r é uma cota
superior. Suponhamos, por absurdo, que exista s € QQ, com s # r tal que s seja uma cota
superiormenor que 7. Assim, s < r e, consequentemente, s € . Porém, se s € a e s é
cota superior, entao s é elemento maximo de «, o que contradiz o item (iii) da defini¢ao
de corte. O]

Defini¢ao 4. Em geral, denomina-se o supremo (cota superior minima) de um conjunto

A a menor das cotas superiores do conjunto A.

Definicao 5. Os cortes do tipo da proposicdo anterior sio denominados cortes racionais

e representamos por r*.

A propriedade que vira a seguir mostra uma forma de determinar se um corte é
racional. Enquanto que o préximo teorema nos fornece um exemplo de um corte que nao

é racional e, 0 mesmo, nao possui cota superior minima.

Propriedade 3.0.6. Todo corte que possui cota superior minima é racional.

Demonstragdo. Seja a um corte que possui cota superior minima, digamos r € Q. Vamos

mostrar que todo racional x < r pertence a a.
Suponha, por absurdo, que existe y < r tal que y ¢ «, temos duas opgoes para y:

(i) y > z, para todo € a. Assim, y é uma cota superior de @ menor do que a

cota superior minima r, absurdo.

(ii) y < z, para algum x € a. Como « é um corte, entdo, pelo segundo item da

definicao de corte, y € a, absurdo.



17

Portanto, todo elemento < r pertence a « e, assim sendo, a pode ser definido

como {z € Q |z < r} e, todo corte definido dessa forma é racional, logo « é racional. [

Uma observagao importante, estamos lidando com o conjunto dos niimeros racionais,

entao a ideia de cota superior minima s6 faz sentido, se esta for um racional.

Antes de passarmos ao proximo teorema, vamos definir alguns simbolos referentes

ao conjunto dos ntimeros racionais, que sao:

i) Q* é o conjunto dos racionais, exceto o nimero 0;

ii) Q4 é o conjunto dos racionais nao negativos;

(iii) Q. € o conjunto dos racionais positivos;
(iv) Q_ é o conjunto dos racionais nao positivos;

v) Q* é o conjunto dos racionais negativos.

Teorema 3.0.7. Seja a = {x € Q|2? < 2} UQ*. Entio, a é um corte que ndo é racional.

Demonstracao. Primeiramente, notemos que 1 € Q4 e 12 < 2, ou seja, 1 € a. Isso mostra
que a # (). Por outro lado, 2 € Q, 22 > 2 e, consequentemente, 2 ¢ «, dai temos o # Q.

Assim, o item (i) da definigdo estd provado.

Seja r € «a, assim temos que 7> < 2 our € Q*. Se s € Q, tal que s < r entdo
52 <1r? <2 ouseja, s€a. Ser € Q* es <r,entdo s € Q_ e, pela prépria definicao do

conjunto «, temos que s € a. Assim fica provado o item (ii) da definicao.

Para provarmos o item (iii) da defini¢do, seja r € a. Temos que r € Q4, com

r? <2, our € Q. Ser € Q*, entdo nao pode ser elemento maximo de «, pois, por
2

2_
exemplo, 1 € el >r. Ser € Q, seja 0 < h < min {1, 27“}, dai temos:
T

+1

_ 2 —r? _ 2—r?
2r+1 2r+nh
S2rh+h*<2—r*er?+2rh+h*=(r+h)?<?2

= h(2r+h)<2—1?

. Ouseja, r+h € aer+h>r, o que significa que o ndo possui elemento maximo.
Dai, concluimos que a é um corte.

Para mostrar que o ndo é um corte racional vamos verificar que a nao possui

cota superior minima, ou seja, para todo y € Q,, com y? > 2 existird um h > 0 tal que
2 _

(y — h)* > 2. De fato, seja 0 < h < y2y, temos:

v -2  yr-2 2 2
h < = h(2y —h -2 h(h—2 2 —
< o nh 2y —h) <y (h—2y)>2—y

sy —2hy+h*>26 (y—h)’>2.

Logo, o é um corte que nao ¢é racional. O
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3.1 RELACAO DE ORDEM E OPERACOES COM CORTES

Como no livro texto a que nos baseamos, denominaremos por C' o conjunto de todos
os cortes (nao confunda tal conjunto com um corte) e, no mesmo, definiremos as operagoes
de "+"(soma), "."(multiplicagdo) e uma relagdo de ordem. Nesta se¢do demonstraremos
e validaremos todas as propriedades operatérias dos Niimeros Reais usadas de forma
intuitiva no ensino bésico e, por que nao, também no ensino superior. Por exemplo, o
que garante que a soma (ou produto) de um racional com um irracional é realmente
comutativa? Usamos essa propriedade sem termos o conhecimento de uma demonstracao

formal.

A proposicao a seguir nao esta no livro texto que nos norteia, formulamos a mesma
para facilitar demonstracoes futuras. Para conjuntos, em geral, essa proposicao é falsa,

mas se tratando de corte a afirmagao é valida.

Proposigao 3.1.1. Sejam o, 3 € C. Se B\ a # 0, entdo o C .

Demonstragio. Seja B\ a # (). Assim, existe y € (3 tal que y ¢ « e, pela proposicao 3.1.7,
y é uma cota superior de a. Dado = € «a entao x < y, pelo fato de y ser cota superior de

« e, pelo item (ii) da defini¢ao de corte, temos que x € /3, ou seja, a C f. n

Na demonstragao da proposicao acima, ha uma sutileza que é a seguinte: se y € 3
tal que y ¢ «, ou seja, y € B\, entdo y é uma cota superior de a.. De fato ela é verdadeira,
pois caso contrario (y ndo ser cota superior de «), teriamos uma contradigdo por causa do

2° item da definicdo de corte.

Definigao 6. Sejam o, € C. Dizemos que o é menor do que B e escrevemos o < 3

quando B\ a # 0. Equivalentemente, o C 3.

Definicao 7. Se a € C' e a > 0%, a chama-se corte positivo. Se o < 0%, « € dito corte

negativo. Se a > 0%, v chama-se corte nao negativo e se a < 0*, o chama-se nao positivo.

Propriedade 3.1.2. Se p,q € Q, entao p* < q* se, e somente se, p < q.

Demonstragio. (=) Suponha que p* < ¢*, entdo temos duas situagoes a analisar:

(I) p* = ¢*. Suponha, sem perda de generalidade, que p < ¢. Assim, o nimero

. + , , .
racional x = ]% € ¢*, porém x ¢ p*, o que é um absurdo, pois ¢* \ p* = (). Logo p = q.

(IT) Se p* < ¢*, entdo ¢* \ p* # 0, ou seja, existe x € ¢* tal que x ¢ p*. Dali, temos
que p < x < ¢, ou seja, p < q.

(<) Suponha que p < gq.

Se p = ¢, entao, pela definicdo dos conjuntos p* e ¢*, temos p* = ¢*.
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. + . + + ]
Sep<q,entaop<]%<q,ouseja,p2q€q*e ]%gép* Dai, ¢* \ p* # 0
e, segue que, p* < q*.

]

Propriedade 3.1.3. Para o, € C, valem as equivaléncias:
l.La<pfesaCpfea#f;

2. a<fsacCp.

Demonstragio. (1) (=) Seja a < 3, temos que [\ a # (. Assim, existe z €  tal que
x ¢ a, o que mostra que a # 5. Por outro lado, se r € «, entdo r < x, onde x € 3\ a.
Porém, pela defini¢do de corte, para todo r < x com z € 3, teremos r € [3, 0 que mostra

que o C f.
Se (<) a C fea##, entdo B\ a# 0D, ou seja, a < f.

(2) (=) Seja a < B, se o < f j4 mostramos que o C 3. Por outro lado, se a = /3,
dado um x € a temos que x € 3, pois § \ @ = ). Dai, temos o C 3.

(<) Seja o« C B, entdo ou o = fou a # . Se a = f3, entdo a < [ e, se a # 3,

como « C 3, temos pelo item (1) que o < 3, ou seja, o < 3.
]

Teorema 3.1.4 (Tricotomia). Para o, 5 € C, temos que uma e apenas uma das possibili-

dades a sequir ocorre

a=0Foua<p oua>p.

Demonstragio. Se a = 3, entdao o\ 8 =0 e f\ a = 0, o que, por defini¢ao, exclui as

outras duas possibilidades.

Sejam «, 3 € C, onde a # 3. Se a < e a > 3, entao terfamos f\ «a # 0 e

a\ B # 0 e, consequentemente, o« C S e f C a, ou seja, o« = 3, absurdo. n

Teorema 3.1.5. A relagio < é uma relagio de ordem em C.

Demonstracio. Uma relacdo R é dita de ordem em um conjunto A, se sao satisfeita trés
propriedades, a saber: reflexiva, antissimétrica e transitiva. Assim, vamos mostrar que <

¢ uma relagao de ordem em C. Para isso, sejam «, 3,v € C, temos:
(I) a < a, pela defini¢ao de corte, logo a propriedade reflexiva é satisfeita;

(I) Sea<fef <a,entao a C B e C ae, pela teoria de conjuntos, isso nos

garante o = 3. Assim, a propriedade antissimétrica é satisfeita.
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(iii) Sea < fe B <~v,entdao a C f e f C . Assim, se z € «, entdo x € 5 (pois
a C f) e, como  C v segue que = € v, ou seja, a C 7. Logo, a < 7 e a propriedade

transitiva é satisfeita. O]

Teorema 3.1.6. Sejam o, € C. Sey={r+s|re€aesec f}, entioy € C.

Demonstra¢io. Como «, 3 € C, entdao a # ) e B # (. Assim, sejar € aes € 3, 0
elemento (r+s) € y o que mostra que y # ). Por outro lado, sejam r; e s; cotas superiores
de o e (3, respectivamente. Assim, ry + s; > r + s para todos r € a e s € (3, isto significa
que (r1 + s1) ¢ y e, consequentemente, y # Q. Portanto, o 1° item da defini¢do de corte é

satisfeito.

Para mostrar que o 2° item da definicao de corte também é valido, sejam t =
(r+s) € y,onder € a, s € e z < t. Dal, existe racional s; = z —r < s tal que
z=r+s <r+s=t Como s € 3, entdo s; = z — r < s e, segue que, s; € 3. Logo,

z=r+ 8 €y e, o02°item da definicdo de corte é satisfeito.

Vamos mostrar que y nao possui elemento maximo. Dado ¢t € y temos que t = r+s
para algum r € a e algum s € . Como, r € a e s € [ existem r; € a e 51 € 3, tais que
ry>7res; >se segueque, ty =r1+s >r+s==tet; €y. Logo, y ndo possui elemento

maximo e o 3° item da definicao de corte é satisfeito. O]
Definicao 8. Para o, 5 € C, definimos o + 3 como sendo o corte do teorema anterior,
ou seja,

a+pf={r+s|reaesecf}.

Propriedade 3.1.7. Se p,q € Q, entio p* +q¢* = (p+q)".

Demonstracio. Seja x € p*+q*, entdo x =a+bcoma € p*ebe ¢*. Comoa <peb<g,
entdo x = a+ b < p+ q e, segue pelo item (ii) da defin¢ao de corte, que x € (p+ q)*. Dali,
p+a Clp+q). (I)

Por outro lado, seja 2 € (p+ ¢)". Assim temos que z < p + ¢ e, tal valor z, pode
ser escrito como soma de dois racionais a = —qe b=z — p de forma que a < p e b < q,

ou seja, a € p* e b € ¢*. Dessa forma, x € p* + ¢* e, consequentemente, (p + ¢)* C p* + ¢*.

(I1)
De (I) e (II), concluimos que p* + ¢* = (p+ q)".
U

Teorema 3.1.8. A adi¢io em C é comutativa, associativa e tem 0" como elemento neutro.

Demonstracdo. Vamos mostrar que a adigdo é comutativa. Sejam «, § € C', temos que

at+f={r+s|reaesepfl={s+r|sepfercal=+a
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A associatividade é vélida,
(a+pB)+y={(r+s)+t|(r+s)e(a+pB)eter}=
{r+(s+t)|reae(s+t)e(B+7)}=
a+(B+7)

Por fim, temos que 0* é o elemento neutro da adicao. De fato, seja a + 0* =
{r+s|re€aesec0*}, dal temos que r + s < r para todo r € «a, pois s < 0. Logo, o

conjunto a 4 0* é o proprio «, ou seja, a + 0* = a.
m

Lema 3.1.9. Sejam a € C er € Q. Entdo existem nimeros racionais p e q tais que

pEq, q¢ a, qnao € cota superior minima de v e ¢ —p =T.

Demonstragcao. Sejam r € Q% , dado arbitrariamente e, s € «, temos a sequéncia
S, S+r, s+2r, ..., s+nr, ...,

com n € N. Assim, existe m € N tal que (s+mr) € a e [s+ (m+1)r] ¢ a. De fato, vamos

usar o Principio da Boa Ordenagao (P.B.O) para mostrar a veracidade da afirmagcao.

Lembrando que, o enunciado do P.B.O nos diz que "todo subconjunto nao-vazio

dos naturais possui menor elemento".

Assim, seja A = {m € N | [s + (m + 1)r] ¢ a}, temos que A # ). De fato, sendo
g € Q uma cota superior de «, entao existe m € N tal que (m + 1)% >1(Qé
arquimediano) e, segue que, s + (m + 1)r > ¢, ou seja, s + (m + 1)r é un?la cota superior
de « e, consequentemente, s+ (m + 1)r ¢ «. Portanto, A é um subconjunto nao-vazio dos
naturais e, pelo P.B.O, A possui menor elemento m; = m+1, logo m é tal que s+mr ¢ A,

ou seja, s +mr € a.

Voltando a demonstragao do lema, se [s + (m + 1)r] ndo for cota superior, entdo
temos

p=(s+mr)caeq=[s+(m+1)r| ¢«

g—p=(+mr+r)—(s+mr)=r

Por outro lado, se [s + (m + 1)r| for cota superior minima, entao tomemos p =
r r . r
(s—{—mr+2> Eaeq= [s+(m+1)r+2} ¢ . A afirmacao ¢ = s+(m+1)r+§ &
« ¢é clara, pois [s + (m + 1)r| é uma cota superior e

q= [3+(m+1)7‘+;} > [s+ (m+ 1)r].
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r
A afirmagao "p = (S +mr + ) € a, se [s+ (m+ 1)r] for cota superior minima" ¢é valida,

pois p = (3+mr+£> <qg= [s+(m+1)r+£].

Dai temos:

q—p:<s+mr+r+g>—<s+mr+r):r

]

Teorema 3.1.10. Seja o € C'. Existe um unico € C tal que oo + = 0*. Como nos
casos dos inteiros e racionais, tal f denota-se por —« e se chama simétrico (ou inverso

aditivo) de a.

Demonstragio. Seja 5 ={q € Q| — q é cota superior ndo minima de a’}, vamos mostrar
que [ é o unico corte simétrico a «. Primeiro, demonstraremos que a + 3 = 0*. De fato,
para r € Q7, pelo Lema anterior, existem racionais p e —q tais p € a, —q ¢ «, q € (B (pela
definicao de ), —q é cota superior ndao minima de « e —q — p = r > 0. Isto implica em

p+q=r <0 e, segue que, a + [ = 0*.
Vamos demonstrar que 3 é um corte.

Como « é um corte, existe x € Q tal que x ¢ a e x ndo é cota superior minima.
Assim, z € 3, ou seja, B # (). Por outro lado, dado y € a;, como y nao é cota superior de

a, entdao —y ¢ 3, logo B # Q. Portanto, o item (i) da defini¢do de corte é valido.

Vamos provar o item (ii) da defini¢ao de corte. Se s < ¢, ¢ € 3, temos que —q < —s.
Como —q ¢é cota superior nao minima de «, entao —s também o é, ou seja, s € 3. Logo, o

item (ii) da defini¢do de corte também ¢é valido.

Por fim, seja ¢ € 3, —q é cota superior nao minima de « e, pela densidade de Q,
existe —p < —q onde —p também é uma cota superior de o. Se —p nao for a menor das

cotas superiores de «, entdao p € e p > q. Se —p for a cota superior minima de «, entao
—P—dq

o racional —p — ¢ tal que —p < < —q é uma cota superior nao minima de «, ou

seja, (p—;—q) € 3, com q < (p—;—q) < p. Logo, o item (iii) da defini¢ao de corte é vélido.

Para demonstrar a unicidade do corte simétrico a «, sejam [, e By cortes tais que

a+ 1 =0"e a+ [y =0% Assim temos:

Si=B+0" =8+ (a+B)=Br1+a)+Ba=0"+ 3=, .

Logo, o simétrico de um corte « é tnico. O]

No teorema anterior, a ideia para construir o conjunto

B =1{q| — qé cota superior ndao minima},
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candidato a simétrico de «, aparece quando observamos os cortes racionais. Por exemplo,

o simétrico do corte 2* é —2* e vice-versa, pois 2* + (—2)" = 0*. Note que, todo elemento

*

r € 2* é tal que —r é cota superior ndo minima de (—2)" e, para todo elemento s € (—2)

temos que —s € cota superior nao minima de 2*.

Definigao 9. Como nos casos de Z e Q, definimos a subtracio em C' por a— = a+(—[),
Va,Bel.

Proposigao 3.1.11. Para o, 3,7 € C, vale:
(i) —(—a) = o;
(i) —a+ =05 —«a;
(iii) o — (=) = o+ B;
(iv) —a — B = —(a+ B);
(a—-(B+y)=a-53-7.

Demonstragio. (i) Temos, por defini¢gdo, que —(—a) é simétrico de —a, logo —(—a) —a =

0*. Somando « aos dois lados da igualdade e usando o fato de —a + a = 0*, obtemos:

—(—a)—at+a=0+as —(—a)=«a

(ii) Temos que  — a = [+ (—a) e, pela comutatividade da adi¢ado, obtemos
B—a=—a+p.

(iii) Pelo item (i) temos que —(—f3) = 3 e, segue que, a + [—(—F)] = a + .

(iv) Temos, por defini¢ao, que —(a+ [3) é simétrico de a+ 3 e, segue que, (o + () —
(o + ) = 0*. Somando —a e —f aos dois lados da igualdade e usando a propriedade

associativa para agrupar, obtemos:
—a=ft(a+p) —(a+h)=-a-p+0

a—a+f-pF—(a+p)=0-a—-fF< —(a+p)=—a—-0

(v) Pelo item (iv), temos que —3 — v = — (6 + 7). Dai, a — (B+7) =a—F — 7.
]

Teorema 3.1.12. Sejam o, 5, € C tais que o < 5. Entdo o+ v < 5+ 7.

Demonstragio. Vamos mostrar que, dada a hipGtese do teorema, (5 +7) \ (a+ ) # 0 ou
(B+7) = (a+7)
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Se a = f3, entao, por definigao, (8 +v) = (a+ 7).

Sea < fB,entdo f\a#Dea Cf. Sejay € (a+7),assimy =r—+scomr € a e
s € 7. Pelo fato de §\ o # ), tomemos ¢ € (§\ ). Dai, temos que, r + s < t + s e, como
(t+s) € (B+7), entdao (r+s) € (5 + ) (pelo 2° item da defini¢ao de corte). Portanto,
y = (r+s) € (B+7) o que significa que (a+~) C (B+7), ouseja, (B+7)\ (a+~) £ 0. O

Teorema 3.1.13. Para o, € C' com a > 0* e > 0%, seja
7=Q U{reQ|r=pgq, compea, g€B, p>0eq=>0}.
Entao, v é um corte e v > 0.

Demonstragio. Temos que, como —1 € Q*, entao —1 € 7. O que mostra v # (. Por
outro lado, seja y uma cota superior comum a « e 3, assim y> > p.g > 0, com p € a e

q € 5. Logo v # Q. Assim, o 1° item da definicdo de corte é satisfeito.

Sejay <r,comr €. Ser € Q", entao y € Q*, isto é, y € v. Se r = p.q com

pEa, qeB,p>0eq >0, entdo existem p; , ¢1 € Q4 tal que y = p1.q1 < r = pg.

1-q1 ~ ;
brq e, como y < r, entao r < ¢q. Dal,

Notemos que y pode ser escrito como p.z, onde x =
pEaex € P poisx < q. Assim, y € v. Logo o 2° i]iem da definicao de corte também
estd satisfeito.

Suponha que exista y € v tal que y seja o elemento maximo do conjunto -.
Claramente, y > 0 e, dai, y = p.q, com p € a e g € 5. Como « e (§ sao cortes e nao
possuem elemento maximo, existem p; € a e ¢; € (3 tais que, p; > p e ¢ > ¢q. Assim,
Y1 = p1-q1 > p.q = y pertence a -y, absurdo. Logo, 7 nao possui elemento maximo,

satisfazendo o 3° item da defini¢ao de corte.

]

Defini¢ao 10. Dado a € C, definimos o valor absoluto de o (ou mddulo de ), represen-

tado por |a|, do sequinte modo:

a, se «a > 0%
o] = ,
—a, se a <0

Notemos que,

—a, se —a>0%
—(—a), se —a <0

O que é equivalente a

| | —a, se a<0%
— o =
a, se o> 0"

Assim, temos que |a| = | — al.
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Em relacao ao livro que nos norteia, que defini o produto para cortes positivos antes
de apresentar a definicao de valor absoluto e s6 depois defini o produto para os outros
casos, nés decidimos apresentar o produto para todos os casos em uma tnica defini¢ao e

antes da definicao de valor absoluto, que vem a seguir.
Definicao 11. Se o, € C', definimos:

lal|B], se a>0% B> 0%
_(|O‘||B|)’ se QSO*v 520*7
—(lal[B]), se a =07, B<0%

lal|B], se a < 0% B <0*.

a.f =

Proposicao 3.1.14. Para o, 5 € C, temos (—a).0 = a.(—f5) = —af e (—a)(—F) = af.

Demonstracao. Pela definicao do produto entre dois cortes, temos:

—(lof|B]), se a>0%, 5> 0%
al|Bl, se a<0%, B >0%
(—a) B = o] B8] * *
lal|B], se a>0%, 3<0%
—(lof|B]), se a< 0%, B <0
—(lof|B]), se a>0% B> 0%
af|Bl, se a <07, 5 >0%
o (—B) = o] B8] * *
lal|B], se «a>0% B<0%
—(lof|B]), se a< 0%, B <0
—(|of|B]), se a>0% B> 0%
lal|B], se a <0 3> 0%
—a.f =
lal|B], se «>0*%73<0%
—(lof|B]), se a < 0% 3 < 0"

Logo, (—a).p = a.(—f) = —ap.

Novamente pela definicdo de produto entre dois cortes, temos

af|B], se a >0, B> 0%
—(laf|f]), se a < 0%, 3 >0%

(—a).(=8) = ) .
—(laf|f]), se a>0%, 3 <0%

laf|Bl, se a <0 <0

que é a definicao de af3, ou seja, (—a)(—f) = afs.
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Teorema 3.1.15. A multiplicacao de cortes é comutativa, associativa, tem 1* como

elemento neutro e, se a, B,y € C, vale:
i) o+ ) = af + ay (distributiva);
i) .0 = 0%,
ii1) se « < B ey >0, entio ay < By
w) sea < B ey <0, entio ary > [y

v) se a £ 0% em C, existe um unico 8 € C tal que a5 = 1*. Esse corte chama-se

inverso de o e é denominado por a*.

Demonstracdo. Vamos mostrar que a multiplicacdo é comutativa. Sejam «, 5 € C', com

a>0"e [ >0 temos que
af=Q" U{rs|comrea,sepf,r>0es>0}=

Q U{sr|comsepf,reas>0er>0}=pa

Se um dos cortes a e B for menor do que 0%, sem perda de generalidade faremos

a < 0%, entao —ar > 0% e temos:
(—a).f=p.(—a) & —a.f=—-Pasalf+fa—af=af+fa—-—Fas fa=af.
Por fim, se a < 0* e § < 0%, entdao —a > 0" e —( > 0* e temos:

(). (=0) = (=f) . (a) s af=fa.

Nas duas ultimas situacoes, que envolvem cortes negativos, usamos a comutatividade

provada para cortes positivos e os resultados sobre regras de sinal e propriedades da soma.

Vamos mostrar agora que a propriedade associativa é valida, sejam o > 0*, g > 0*

e v > 0%, temos:
(.0)y=QU{(r.s)t]|(rs)e(a.p)etey, comr,s >0et>0}=
Q U{r.(st)|reae(st)e(By), comr>0es,t>0}=

a.(8.7).
Se a ou 3 forem negativos, sem perda de generalidade, faremos a < 0*, dai —a > 0* e

temos:
(—a.f).y=—a.(B) & (a.0) v+ (—a.f) v = (a.B) 7 — a.(B.7)

& 0" =(a.0) .y — . (B7) & . (89)+0" = a.(89) + (a.8) .y — . (B.7)
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& a. (By) = (aB)7.

Se a> 0" f>0"evy <0 temos:
(a.8) . (=7) = a.[B.(=7)]

& —(a.p).(=7) +(a.f) . (=7) = = (a.f) . (=7) + a. [B.(=7)]
© 0" =—(a.f). (=) +a.[.(=7)]
& —a.[B. (=] +0" = —a.[B.(—7)] = (.8) . (=7) + a [B. (—7)]
& —a.[f.(—)] = —(a.f) . (=) & a. (B.y) = (a.f) .y .

Sea< 0", 8>0"evy <0 temos:
(—a.f). (=) = —a. [B.(=7)] & (a.8) ¥ = . (B.7) -

Sea < 0% f<0"ery > 0% como (—a).(—f) = .3, entdo o resultado segue como

na primeira situagao onde lidamos com cortes positivos.

Se v < 0%, < 0" ey <0 como (—a).(=f)=a.fe(=p).(—y) = 5.7, temos:

(@.8).(=7) = (=) . (8.7) & (@.B) ¥ = . (B) .

Em todas as situagoes acima demonstradas, usamos as defini¢oes e resultados sobre

regras de sinais para produtos, que ja foram estabelecidas.

Por fim, temos que 1* é o elemento neutro da multiplicagao. De fato, se a > 0*
temos a.1* =Q* U{r.s|comr €a,se€1* r>0es >0}, dai temos que r.s < r, pois
s < 1. Logo, o conjunto a.1* é o proprio «, ou seja, a.1* = a. Por outro lado, se
a < 0* entao —a > 0*. Dai, —a.1* = —a e, como —a.1* + a.1* = 0%, segue que,
—at+al*"=0sa—a+tal*=a+0" < al* =«

Agora, vamos provar os cinco itens do teorema.

(i) Vamos analisar as condigoes para «, e v mostrando que a distributiva é vélida

em cada caso.

(a) Sejam «, [ e « cortes positivos, temos:

af+y)=Q  U{r(s+t)|rcae(s+t)e(f+7),comr>0es+t>0}

a.f+ay=Q" U{risy +roty | 1151 € af ergty € vy, comry, 51 > 0erg,ty > 0}.
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Notemos que, se tomarmos r; > 75 (sem perda de generalidade), no conjunto a.f + a.v e,
7”2.t1

considerarmos ¢t = , teremos t < t1, 0 que nos mostra que t € . Assim, 1181 + 1rot; =

(A
r181 + rit, ou seja,

afB+ay=Q U{risy+rit|rsi €aferit€ay, comry,s; >0er;,t>0}.
Seja a € a(f + ), temos duas situagoes: a € Q* ou a > 0. Se a € Q*, entao

a€ (af+ay).Sea>0,entdoa=r(s+t)=rs+rt,comr €a, s€p,tevy,r>0e
(s+1t) >0 e, segue que, a € (a.f + a.y). Portanto, a (8 + ) C (. + a.y). (I)

Seja a € (aff + ay), temos duas situagoes: a € Q* oua > 0. Se a € Q*, entdo
a€la(f+7)]. Sea>0,entdo a =118 +rit =r1(s1+t),comr €a, sy €feteye,
segue que, a € [a (S 4 7)]. Portanto, (af + ay) C [a (B + ~)]. (II)

De (I) e (II) concluimos que a. (8 +7) = aff + .
(b) Se aw < 0%, B > 0* e v > 0*, usando a condigdo mostrada em (a), temos:
—a(fty)=—af-ayealft+y)-alf+r)=all+7)-af-aye
0" +af+ay=a(B+y)—af—ay+af+ayeaf+ay=a(f+7)
(c) Se >~ > 0*, usando as condi¢oes mostradas em (a) e (b), temos:
af=al[f-7+1=alB-7+areaB-y)=af-ay
Usando o resultado acima, temos:
ay=alf+(y=-p)leay=alf+ (=Bl ay=ab+aly—F)
sav—af=aly- ).

Nesse caso, provamos que a distributiva ¢ valida para cortes negativos, desde que
na soma entre parénteses os cortes envolvidos nao sejam simultaneamente negativos. Dessa

forma, falta provar que a distributiva é valida para a seguinte situacao:

(d) B <y <0

Assim, usando a distributiva nas condic¢oes ja provadas, temos:
ay=aly+h)—fl=aly+h)—afeay+af=a(y+p)—af+ab=a(y+p).
Note que, v+ 8 < 0* e —f > 0* recaindo na condigao (c).

(ii) Temos:

a.0"=a(f—-p)=af —apf =0".

(iii) Primeiramente, notemos que, se a = f3, entao por defini¢ao ay = 7. E, se

v = 0%, teremos ay = v = 0*. Isto é, a igualdade entre ay e B é satisfeita.
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Vamos mostrar que (57) \ (ay) # 0, se « < ey > 0*. Do fato de §\ a # 0,
existe z € [ tal que z ¢ . Seja r € v com r > 0. Temos que zr > sr, para todo s € « e,
ar é uma cota superior de oy, o que nos mostra que (57) \ (ay) # 0, ou seja, ay < 7.

(iv) Se 8 > «, entao f—a > a—a = 0*. Por outro lado, se v < 0* , entdo —y > 0*.

Assim, temos:

—Y(B—a)> 70" =0 A+ >0" 8- y8+ya > +0" S ya > 5.

(v) Se a > 0*, entao sejaB:Q,U{seQi | s.p < 1comp€aep>0}. Vamos
mostrar que § é um corte.

Temos que, se —1 € Q_, entdo —1 € 3. O que mostra 3 # (). Por outro lado, seja
p € a, p>0, como Q é arquimediano, existe r € QT tal que r.p > 1 assim r ¢ 3, isto é,

£ # Q. Assim, o 1° item da definicao de corte é satisfeito.
Sejay < s,com s € 3. Se s € Q_, entao y € Q_, isto é, y € 5. Se s > 0, entao

yp<sp<l,comp>0epea Logoye . Portanto, o 2° item da definicao de corte

também estd satisfeito.
Suponha que exista s; € [ tal que s; seja o elemento méximo do conjunto [3.
Claramente, s; > 0 e, dai, s;.p < 1, com p € a e p > 0. Notemos que, s; < — e
p

14 s1.p

s$1.p < 5 < 1. Dai,
1
-+ 5
s1.p<p|—7—1|<1
2
1
-+ 5
onde o numero racional s = pT pertence a « e s > s1, mas isso é um absurdo.

Logo, 8 nao possui elemento maximo, satisfazendo o 3° item da defini¢cao de corte.

Assim temos que § é um corte, vamos mostrar agora que 3, como definido acima,
é o unico corte que satisfaz «.f = 1*. Suponha que [; seja um corte tal que a.f; = 1%,

entdo a.0 = a.f; e, segue que,
af-—ab=0caB-5)=0"F-0=0F=05
o que mostra que o corte [ é tnico. O

Proposicao 3.1.16. Se a € C, temos que r € « se, e somente se, r* < «.

Demonstragio. Seja o € C. Se r € a, como r & r* temos que « \ 7* # (), isto é, r* < .
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Por outro lado, se * < a, entdao «a \ r* # ) e, dai, segue que, existe = € « tal que
x & r*. Assim, x > 7, pois caso contrario teriamos x € r*. Logo pelo 2° item da defini¢ao

de corte temos que r € a. O

Teorema 3.1.17. Se o, € C e a < B, entdo existe um corte racional r* tal que
a<r*<p.

Demonstragio. Como a < 3, entdo 3\ o # (). Assim, existe x € [ tal que =z ¢ «. Por

outro lado, o fato de 3 nao possuir elemento maximo, nos garante existir y > x em [ e,

claramente, y ¢ «. Sendo r = a:—;—y’ o corte r* = (x +Y definido por * ;L y, como

r<r<y,entaor €r*, rx ¢ a,y€ feyd¢r emplicar \a#@e\r#0. Ou seja,
a<rt<p. O

Definicao 12. O conjunto C' dos cortes serd, a partir de agora, denominado de conjunto
dos numeros reais e denotado por R. Os cortes racionais serao identificados, via injecao
j, com os numeros racionais. Todo corte que nao for racional serd denominado niumero

rracional.

Esta associagao dos cortes racionais, via injecao, com os niimeros racionais, se da
da seguinte forma: cada corte racional é definido por um tnico niimero racional que é cota

superior minima, entao a fungao

que associa cada nimero racional ¢ a um corte racional (onde ¢ é cota superior minima) é
injetora. De fato, sendo ¢; e g2 nlimeros racionais, se ¢; # ¢o com ¢ < ¢z (sem perda de
Q1+ G2 i . ,

———= < q,ousejaq g qieqc<qistoé, ¢ \qf #0De,

consequentemente, ¢ # ¢;, logo ¢ é injetora.

generalidade), entao ¢; < ¢ =

Podemos ir mais além nesse estudo da relagao entre cortes racionais e nimeros
racionais, se restringirmos o contradominio de ¢ aos cortes racionais, a fun¢ao que associa
cada nimero racional ¢ a um corte racional (onde ¢ é cota superior minima) é sobrejetora
e, consequentemente, bijetora. De fato, todo corte racional r* é definido por um nimero

racional, ou seja, a fungao ¢ é sobrejetora. Logo, ¢ é bijetora.

A funcao ¢ transfere as propriedades operatérias dos niimeros racionais para
os cortes racionais, como exemplos: ¢(r +q) = (r+q)" = r* + ¢* = ¢(r) + ¢(q) (ja
demonstrada na Propriedade 3.1.7) e |¢(q)| = |q].

Notemos que, o conjunto C' dos cortes, que definimos como o conjunto R dos reais,
satisfaz todas as propriedades de um corpo ordenado, sendo assim, por construgao o

conjunto dos niimeros reais ¢ um corpo ordenado.
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No conjunto dos niimeros reais ha subconjuntos especiais que sao denominados

Intervalos Reais e os mesmos possuem notagoes proprias que sao:
[a,b) ={z € R |a < x < b}
[a,b[={r €R|a <z <b}
la,b) ={z € R |a <z <b}
la,b[={z €R|a <z <b}
[a,00[={zr €R |a < x}
| —o0,al ={x eR |z <a}
la,o[={r €R |a <z}
| —o0,al={r eR|x<a}
| —00,0[=R
Diz-se que um intervalo fechado [a, b] é nao degenerado se a # b.

Com a definicado 12, o Teorema 3.1.17 nos mostra uma importante propriedade
dos ntimeros reais, que ¢ a existéncia de um nimero racional entre dois quaisquer reais
diferentes, ou com outras palavras, todo intervalo nao degenerado em R possui niimeros
racionais. Sendo o < r*, existe 7 racional tal que a < rj < r* e isto nos mostra que
exitem infinitos cortes racionais maiores que « e menores que [, ou seja, em qualquer

intervalo nao degenerado de niimeros reais existem infinitos niimeros racionais.

Os teoremas e defini¢oes a seguir tratam de propriedades topologicas do conjunto

dos numeros Reais.

Teorema 3.1.18 (Dedekind). Sejam A e B subconjuntos de R tais que:
i)R =AU B;
i) AN B = (;
wWi) A#0D e B #0;
) sea € Aef€B, entioa <f.

Nessas condigoes existe um, e apenas um, numero real v tal que o < v < 3, para
todo a € A e para todo 5 € B.

Demonstracao. Primeiramente, notemos que o = v = 3 ndo pode acontecer, pois iria
contradizer o item (ii) do teorema. Assim, ou a <y < ou a < v < 3, ou seja, em ambos
0s casos temos a < 3, que é o item (iv) do teorema. Assim, existe r € Q tal que r € e
r ¢ a (lembrando que 3\ « # 0).

Pelo item (iv) do teorema, temos a < 3, logo existe r € Q tal que r € f e r ¢ «



32

(lembrando que 3\ « # () O

Corolario 3.1.19. Nas condigoes do teorema anterior, ou existe em A um nimero mazimo,

ou, em B, um niumero minimo.

Demonstracao. J4 mostramos no teorema anteiror que ou a« < v < fou a < v < 3. Dessa
forma, se a < v < 3, entao v € A, o que significa que A possui nimero maximo e B nao
possui nimero minimo. Por outro lado, se a < v < 3, entdo v € B e, consequentemente,

B possui niimero minimo e A nao possui nimero maximo. ]

Definigao 13. Seja A um subconjunto de R:

i) Dizemos que A € limitado superiormente se existe k € R tal que k > x, Vo € A.

Um tal k diz-se cota superior de A.

i) Dizemos que A € limitado inferiormente se existe s € R tal que s < z, Vo € A.

Um tal s diz-se cota inferior de A.
iii) A diz-se limitado se for limitado superiormente e limitado inferiormente.

i) Suponhamos que A seja limitado superiormente e que exista wma cota superior
de A, digamos s, que seja minima (no sentido de que qualquer cota superior de A seja

maior ou igual a s). Neste caso s diz-se supremo de A e é denotado por supA.

v) De modo andlogo, define-se infimo de A (para conjuntos A limitados inferi-

ormente), denotado por infA, como sendo uma cota inferior mdzima para o conjunto

A.

Uma propriedade muito importante do conjunto dos niimeros reais, que é 0 mesmo

ser completo, pode ser provada agora. Primeiro, vamos a defini¢cao seguinte.

Definicao 14. Diz-se que um corpo ordenado K é completo, se todo subconjunto X, nao

vazio, de K, limitado superiormente, X C K possui supremo s = supX € K.

Com a Defini¢ao 14 posta, o proximo teorema nos diz que o conjunto dos niimeros

reais ¢ um corpo ordenado completo.

Teorema 3.1.20. Se X C R ¢ um conjunto ndo vazio e limitado superiormente, entdo

existe supX .

Demonstracao. Seja A definido da seguinte forma:
A={aeR|a<z paraalgumz € X} .

O conjunto B =R\ A é o conjunto das cotas superiores de X. Vamos mostrar que A e B

satisfazem as quatro condig¢oes do Teorema 3.1.18. De fato:
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(i) Por construgao, temos que R = AU B;
(ii) Pela construcao do conjunto B temos que AN B = {);
(iii) Como X # (), entao A # () e, consequentemente, B # ();

(iv) Sejam «v e f3, tais que a € A e f € B. Como para algum z € X temos o < x e

[ é uma cota superior de X, entao a < f3.

Assim, de acordo com o teorema, existe um, e apenas um, niimero real 7y tal que
a < v < [, para todo o € A e para todo 8 € B. Esse nimero real v é o supremo de X,

pois v é a menor das cotas superiores de X.

]

O proximo teorema nos mostra que o conjunto dos nimeros Reais é arquimediano

e na demonstracao usamos a definicao de supremo de um conjunto.

Teorema 3.1.21. O conjunto N dos naturais é ilimitado em R.

Demonstracao. O conjunto N dos naturais é limitado inferiormente, assim vamos mostrar
que ele nao é limitado superiormente. Para isso, suponha, por absurdo, que o conjunto
dos niimeros naturais seja limitado superiormente. Assim, existe a € R tal que « seja o
supremo de N. Dessa forma, como n + 1 € N, entdo a > n + 1, para todo n € N. Dali,
temos que, a — 1 > n, para todo n € N, o que é um absurdo, pois a — 1 seria uma cota

superior menor do que a.

Logo, o conjunto N dos naturais ¢ ilimitado em R. O]

As defini¢oes 12 e 13, juntamente com o teorema 3.1.22, permitem demonstrar uma
propriedade importante, que é a existéncia de infinitos niimeros irracionais entre dois reais

distintos. No final da secdo demonstraremos essa propriedade.

Definicao 15. Seja a € R e n € N. Definimos a poténcia a™ recursivamente como sendo

1, sen=0 e, paran > 1, como sendo a.a™ . Finalmente, se a # 0, definimos a™™

sendo (a=1)".

como

Teorema 3.1.22. Seja a um real positivo e n > 0 natural. Fxiste um unico nimero real

positivo que € solugdo da equagdo x™ = a.

a
Demonstragio. Seja A = {x € Ry | 2" < a}, notemos que ] ¢ menor do que a e 1, ou
a

a
seja, —— < a e
a+1 a+

€ A e, com isso, A # ().

, a \"
< 1. Dal, segue que, ( ) < < a, 0 que nos mostra

a+1 a+1

ue
4 a+1
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Por outro lado, temos que a + 1 é cota superior de A, pois como a + 1 > 1, entao
(a+1)" > a > a™ e, consequentemente a + 1 > x, para todo x € A. Assim, A é limitado

superiormente e, dessa forma, A possui supremo.

Seja a o supremo do conjunto A, vamos mostrar que o < a e ™ > a nao pode

acontecer, assim pela tricotomia dos niimeros reais, teremos que ter a" = a.

Suponha " < a, vamos mostrar que existe 0 < h < 1 tal que (a + h)" < a. Temos:

n __ n n n—1 n n—1 n
(a+h) —<0z —|—<1>a h + +<n_1>ah +h>

n__ .n n n—1 n n—2 n—1
(a+h)" =« +h<<1>a + —|—<n_1>ah +h >

(@ +h)" =a" +h (o/‘+ (T)a”‘1+---+ (nﬁ1>ah"‘2+hn‘1 —a")

Como 0 < h < 1, entao
(a+h)n<a"—|—h<a”—|—(T)a”_1+...+< n1>a+1_a”)
n_

(a+h)"<a”+h[(a+1)"—a"]. (I)
Se fizermos
a—ao”
(a+1)" —an

o que é possivel pois R é arquimediano, teremos

h <

h<m@h[(aﬂ)"—an]<a—an@a“+h[(a+1)"_an]<a,

pois (a 4+ 1)" — a™ > 0. Dai, e da desigualdade (I), obtemos:

(a+h)"<a"+h[la+1)"—a"]<a
de onde chegamos ao absurdo de a” < a.

Suponha " > a, vamos mostrar que existe 0 < k < 1 tal que (a — k)" > a. Temos:

(@ — k)" = (a" - (?) o+ (Z) Q" 4 (=) (n " 1) ak™ ' 4 (=1)" k”)

(a — k‘)n =ao" —k <<1>an_1 e — (_1)”*1 (n - 1>akn—2 - (_1)n k‘n_1>

(@—K)"=a"—k (a” + (T) A"l — (=) (n " 1) ak™? — (=1)" gt - a”)
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Como 0 < k < 1, entao
(a—k)">a”—k<a”+(T)a”_l—k---—l—(nﬁl)a%—l—a”)

(a=Kk)">a" —k[(a+1)" —a"]. (II)

Se fizermos
a™ —a

(a+1)" —ar
o que é possivel pois R é arquimediano, teremos

k<

F< g @kt ) -l <a"—aea<at —kla+1)" -,

pois (a+1)" —a™ > 0. Dai, e da desigualdade (I7), obtemos:

(a—k)">a"—k[(a+1)"—a"] >a
de onde chegamos ao absurdo de a™ > a.

Portanto a tnica op¢ao possivel para o supremo « do conjunto A é, o mesmo, ser

igual a a, ou seja, a = a.

]

Definicao 16. Dado um niumero real positivo a, o unico nimero real positivo que € solucao

da equagdo x"™ = a, estabelecido pelo teorema anterior, chama-se raiz n-ésima de a e é
1 . .. . .

denotado por /a ou por an. A raiz n-ésima de a permite que se defina expoente racional

. ~ . . - m 1\m
do sequinte modo: se m e n sao inteiros positivos, an = (m) e, como para expoentes

m

inteiros, a~n = (a"')".

Sera que todo intervalo dos reais, ndo degenerado, possui infinitos niimeros irracio-
nais, assim como acontece com os nimeros racionais? Utilizando as hipéteses do teorema
3.1.17 juntamente com as propriedades discutidas para os racionais, sejam os nimeros

racionais r1 e 79, distintos, tais que a < rf < rj; < . Pelo fato de QQ ser arquimediano,
2

tomemos p € N tal que 0 < — < ry — ry. Dessa forma, para algum m € Z, com m # 0,
p

my/2
teremos r| < 7\/— < rqe. O corte
p

2
VZ@’LU{I€@+IIE2<2;Z}

¢ um corte nao racional e tal que a < rj <y <15 < 3, logo existe um ntimero irracional
entre « e . Se tomarmos subintervalos contidos em (7, r3), concluimos que existem, na
verdade, infinitos nimeros irracionais entre o e 5. A prova de que o corte v nao é racional

¢ andloga a demonstracao do teorema 3.0.7.
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3.2 REPRESENTACAO DECIMAL DOS NUMEROS REAIS

A representacao dos ntimeros reais na forma decimal é importante e nos fornece
outra possibilidade de entender os niimeros racionais e irracionais. Podemos determinar
se um numero é racional ou irracional pela sua representacao decimal e essa definicao é

muito utilizada, principalmente nos livros didaticos do ensino médio.

Teorema 3.2.1 (representagdo decimal dos ntimeros reais). (i) A cada nimero real «,
nao negativo e menor do que 1, corresponde wma tnica sequéncia de digitos (ng),cys

satisfazendo:
(a) 0 < ny <9, para todo k € N*;

(b) (Nk)pen+ Mo possui infinitos digitos consecutivos iguais a 9; e

Nk

1ok, v serd o supremo

(¢) definindo, para cada k € N*, Sy, como a soma T3 + ... +
do conjunto S = {Si | k € N*}.

(i) Reciprocamente, a cada sequéncia de digitos (ny),cn-, satisfazendo (a) e (b)
acima, e definindo s, como em (c), corresponde wm tunico nimero real o, nao negativo e

menor do que 1, que é o supremo do conjunto limitado superiormente S = {Sy | k € N*}.

Demonstragio. Primeiramente, notemos que se o € [0, 1], entdo existe n natural, com
0 <n <9 tal que 1% < a. De fato, temos que, 0 < 10.a < 10 e, consequentemente,
10.« pertence a um dos intervalos [n,n + 1[, com 0 < n < 9, n € N. Assim, o intervalo
[ng, ni + 1[, ao qual 10.«v pertence, nos determinard o natural 0 < ngy <9 que é o maior

n
dos naturais menores que 10.a.. Logo, n; < 10.cv implica 1—8 < a.

Vamos, agora, provar por indugao em n, que se

n na Nkg—1
> R R P [
et T e

entao existe um natural ng, com 0 < ni <9, tal que

ny na Nk—1 ng
>y e ok
e TS T AR T =R T -

onde k € N. De fato, ja provamos para k = 1, suponha verdadeira a afirmacgao

nq no Nk—1
> _ —_ PP
ot et e

logo

nq no Nk—1
O < _= _— —_— — e o » < 1
G = (10 EET 10k1> ’

. . .. . ny
e assim temos que existe um 0 < n, < 9 maximo que satisfaz, E < a — a;. Como
ng Nk

~ g ,
10 < 107 entao T0F < a— o e, dai,

n U Nkg—1 Tk
>y e ok
2t T T T
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onde k € N.
Com o resultado acima, vamos agora provar o teorema.

(a) Seja v um numero real nao negativo e menor do que 1. Assim existe

nlzmax{nkEI\H%Sa,@énk§9ek€N*}

n n n
tal que 1—(1) <a. Sea= 1—8, entdo « estd associado a sequéncia (nq,0,0,0,...). Se a # 1—(1),

entao existe

nq N
ng = mar{in; € N +<a,0<n<9ekEN*}
? { e ENTG+ g = ==
n1 N2 ~ . . a
e, se & = o + 102 entao « estd associado a sequéncia (ny,nsg,0,0,0, ...), enquanto que,

n n
para a # 1—(1) + 1—022 existird um

n3:max{nk€N|nl+nQ+nS<a,0§nk§96k€N*}

10 102 103 —

e continuando a analise associamos a a uma sequéncia que pode ter uma das seguintes

ny Mo Ni—1 T
fOrmaS: Ny, N9, -+ ,Nne, 0,0,0,--+) no caso em veow=—+—+4+---+ + —
( 1,762, s Toky, Yy Uy Uy ) q 10 102 10k—1 10k
( ) S T S, de nA
ou Ny, Nogy - , Ny, -+ ,Ng+ - ) N0 CaSO €M que « — — — < -+, Ondae nao
- ’ i d 10 102 10%

tenhamos uma sequéncia infinita de digitos 0. Dali, temos « associado a uma sequéncia do
tipo (k) gep+> onde 0 < ny, < 9, para todo k € N*.

(b) Suponha que a sequéncia (ny),cy. associada a a tenha infinitos digitos conse-

cutivos iguais a 9, a partir de uma posicao k, dessa forma temos:

Moy me e 9 9 9
10 102 10F-1 10k T T0RHL T 10k2
. A soma
9 9 9

T0F T 1o Tagee T

1

¢ uma série geométrica (ou progressao geométrica) infinita e, cuja razao é 10’ 0 que nos

permite calcular seu valor, a saber:

9
9 9 9 1
05 T 10e T agEe T Lo L0
10
Logo,
. nq N9 Nk—1 1 . nq N9 Nkg—1 + 1
Sttt T T T 0 T T e

Como a sequéncia infinita de digitos 9, por suposicao, comeca na posicao k, entao

0 <ngp_1 <9 e, consequentemente, 0 < n;_; + 1 < 9. Portanto, a esta associado a uma
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sequéncia (ny) rene> com 0 < ng <9 e nao possuindo uma infinitos digitos consecutivos

iguais a 9.

(¢) Suponhamos, por absurdo, que § € [0, 1] seja o supremo do conjunto S, onde
B # a. Por construcdo, o é uma cota superior de S, logo f < a. Como R é arquimediano,
entao existe k € N tal que 108 < a — (. Dai temos:
Sy < L < b < S
o — — < a-—

o que é um absurdo, pois § é supremo do conjunto S e Sy é um elemento de S.

(ii) Seja S e Si como definidos no enunciado, onde 0 < ny < 9 para todo k € N,

temos que S é limitado superiormente pela série geométrica (progressao geométrica)
9 9 . . o . :
10 + 12 + 4 10k + ... =1. Assim, como todo subconjunto limitado dos reais possui
supremo, temos que o nimero real a, supremo de S, é o nimero associado a sequéncia

(nk)keN*'

Definicao 17. Definicio da representagio decimal de um niumero real:

i) dado um nimero real a, com 0 < o < 1, seja (), oy @ sequéncia de digitos
correspondente a «, sem infinitos noves consecutivos, construida na primeira parte do teo-
rema acima. A representacdo decimal de o se define como sendo a expressdo 0, ninongng....
Seny # 0 en, =0, para todo I > k, convenciona-se representar 0,ningngng... por

0, ninonsng...ng, que serd dita representagao decimal finita de c.

it) Se a > 1, seja ng o maior natural que é menor do que ou igual a «. Seja
0, n1nongny...Ng... a representacio decimal de o« — ngy definida em (i). Definimos a repre-

sentacdo decimal de o como sendo a expressao ng, N1NaNgMN4...N....

i17) Se v < 0, definimos sua representa¢io decimal como sendo —r, onde r é a

representacdo decimal de —a.

3.3 R NAO E ENUMERAVEL

Usaremos a mesma defini¢do do livro "Anédlise Real", para conjuntos enumeraveis.

Definicao 18. Um conjunto X diz-se enumerdvel quando ¢ finito ou quando existe uma
bijecao f : N — X.

De posse da definicao de conjunto enumeravel, podemos provar que R nao é

enumeravel, comecemos pelo lema a seguir.

Lema 3.3.1. O intervalo I =|0,1[ ndo é enumerdvel.
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Demonstragio. Vamos mostrar que I\ I’ # () qualquer que seja I’ C I com I’ enumerdvel.
Assim, dado I’ um subconjunto enumeravel de I, temos que I’ pode ser escrito de forma
ordenada como

I' = {.CIZ'[),$1,.’L'2, } )

onde

xo = 0, ooT01%02%03.--
1 = 0,210211212713...

To = 0, 20T21 T22T23...

Ty = 0, TpoTp1 ThoTp3. ..

)
pois existe uma bijecao entre I’ e o conjunto dos niimeros naturais. Cada x, com k € N
foi escrito de acordo com a defin¢ao para representacdo de niimeros decimais, dada acima,

sem infinitos noves consecutivos.

Vamos mostra que existe x € I tal que x ¢ I, para isso seja x escrito em sua
representacao decimal como: x = agaiasas..., de tal forma que o digito decimal a,, seja
diferente de 9, 0 e do digito decimal z,, da representacao de z,. Pela bijecao entre os
numeros reais e representacoes decimais, sem infinitos noves consecutivos, temos que x é o
unico elemento escrito como agajasas... € € diferente de todos os elementos de I’, ou seja,
I\ I' # (. Dai, concluimos que, todo subconjunto enumerével de I é diferente de I. Logo

I nao pode ser enumeravel.

O

Teorema 3.3.2. O conjunto dos niumeros reais é nao enumerdvel.

Demonstragao. Se o conjunto dos nimeros reais fosse enumeravel, entao todo subconjunto
de R seria enumerével, mas mostramos no lema anterior que I =0, 1[C R ndo é enumerével.

Portanto, R nao é enumeravel. O
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Acreditamos que, a construgao do conjunto dos niimeros reais por meio da teoria
dos cortes pode agregar mais formas de pensar o objeto de nosso estudo. Essa construcao
nao ¢ muito trabalhada nos cursos de formagao de professores, assim pensamos que nosso
trabalho pode ser uma oportunidade de difundir essa teoria para docentes e futuros

docentes.

O objetivo principal foi esmiucar a teoria dos cortes - que nos mostram uma
construgao dos nimeros reais - a fim de fazer um manual para que professores ja ha algum
tempo sem estudar teorias mateméticas avangadas (diga-se da graduagdo) ou mesmo
graduados, pudessem ter um material mais detalhado nas demonstragoes, com o intuito de
facilitar o entendimento. Para atingir tal objetivo, nos baseamos na sequéncia construida
no livro A construcao dos nimeros. Como o foco foi a constru¢do dos numeros reais,
enunciamos alguns resultados e defini¢des como pré requisitos, uma vez que, precisavamos
de conceitos estabelecidos, principalmente para o conjunto dos racionais, pois a teoria dos

cortes ¢é constituida por tipos especiais de subconjuntos dos racionais.

Nao é nossa pretensao querer que seja utilizada a teoria dos cortes no ensino basico,
isto estd fora da realidade de nosso sistema de ensino, porém o professor que atua em tal
nivel educacional pode, por meio dessa teoria, tentar levar novas discussoes e explicacoes
para a sala de aula. Por exemplo, a propria defini¢ao de corte ja nos da uma interpretacao
geométrica, que acreditamos ser rica, cada ponto da reta numerada divide a mesma em
duas semirretas, dai podemos discutir com os alunos a propriedade que diz: o conjunto
dos numeros reais é completo, que também pode ser pensado como uma correspondéncia
biunivoca entre os ntimeros reais e pontos da reta. Pode-se explicar essa propriedade
partindo de um ponto e definindo: se a distancia do mesmo a origem da reta numerada
for um valor/ntimero nao racional, entdo definimos este ponto como relacionado a um
valor/nimero irracional, como sé temos duas opgoes para os pontos da reta numerada, em
relacao a distancia até a origem, entao todo ponto representa um nimero racional ou um

numero irracional, ou seja, todo ponto representa um ntmero real.

Em nossa andlise sobre cinco livros didaticos, podemos concluir que os conjuntos
numeéricos sao tratados como uma revisao e entendemos isso, uma vez que ambos ja foram
estudados no ensino fundamental com maior espago nos livros e possivelmente nas aulas.
O problema, nao é novidade e varias pesquisas em educac¢ao matematica ja nos mostram,
que os alunos, em geral, saem com muita defazagem do ensino fundamental para o ensino
médio e, como o contetido sobre o conjunto dos nimeros reais normalmente ¢é trabalhado
na parte final do ensino fundamental, muito dos conceitos e propriedades ainda nao estao
bem assimilados pelos discentes. Assim, acreditamos que, o conjunto dos niimeros reais

deveria ser abordado com um pouco mais de cuidado, tendo um espaco maior nos livros
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para poder apoiar o professor.

Outro ponto sobre os livros didaticos, como é um livro para alunos, o professor
nao pode apoiar-se em relagao a profundidade dos contetidos. O apoio do livro didatico ao
professor, é dado na metodologia e dinamica da aula, porém muitos parecem apoiar-se
neles, também como uma fonte de conhecimento mais profundo, entao, no caso dos nimeros
reais, prentendemos que nosso trabalho sirva aos docentes como apoio ao aprofundamento
dos contetudos. Loégico, sabemos que muitos deles teem dificuldades quando o assunto
¢é reciclagem pela falta de tempo e por isso, talvez, nao consigam pegar um livro de

matematica avancada para estudar.

Por fim, este trabalho pode sim ser um manual de reciclagem ou de consulta para
professores ou futuros docentes que queiram ou precisem ampliar seus conceitos sobre os

numeros reais.
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