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RESUMO

Este trabalho é voltado para professores e alunos do Ensino Médio. Tem como objetivo
mostrar a utilizacado do Método da Eliminacao de Gauss-Jordan para a resolucao de sistemas
de equacoes lineares, calculo de matrizes inversas e calculo de determinantes. A motivagao
para a escolha desse tema é que, cada vez mais, o estudo das matrizes, dos determinantes e,
consequentemente, dos sistemas de equagoes lineares vem sendo deixado de lado no Ensino
Médio. Inicialmente, é feito um pequeno apanhado sobre o que sao matrizes equivalentes
e operacoes elementares, além de se falar sobre cofator de um elemento de uma matriz
e sobre matriz adjunta, necessaria para o calculo da inversa utilizando-se determinantes.
Apresenta-se um pouco da histéria de Gauss e de Jordan e, logo em seguida, o método
propriamente dito. Também é visto o que acontece com o método quando as matrizes nao
sao invertiveis, os sistemas sao possiveis e indeterminados ou os sistemas sao impossiveis.
Quanto aos determinantes, sao apresentadas suas propriedades e mostrada a eficacia do
método para determinantes de ordem n > 3 e, além disso, ¢ mostrada a aplicagao dos
determinantes no calculo de inversas e na resolucao de sistemas de equagoes pela Regra de

Cramer. Finalmente, sdo apresentadas sugestoes de exercicios com uma breve resolucao.

Palavras-chave: Matematica. Gauss-Jordan. Sistema Linear. Matriz Inversa. Determi-

nante.



ABSTRACT

This work is oriented to teachers and students in the high school. It aims to show the usage
of Gauss-Jordan’s Elimination Method to solve systems of linear equations, calculation of
inverse matrices and determinants. The motivation behind the selection of this topic is
that, more and more, the study of matrices, determinants, and consequently, systems of
linear equations has been ignored in the high school. Firstly, an abridgement is done on
what equivalent matrices and elementary operations are. Secondly, it explains about the
cofactor of an element of a matrix and about adjoint matrices, needed for the calculation
of the inverse matrix using determinants. A little introduction of Gauss and Jordan’s
histories is made, and then, the method itself. It is also shown what happens with the
method when the matrices are not invertible, the systems are possible but undetermined,
or, the systems are not possible. Concerning determinants, their properties are presented
and the method’s efficacy for determinants of order n > 3 is shown and furthermore, it
is shown the application of the determinants in the calculation of inverse matrices and
resolutions of systems using Cramer’s Rule. Finally, some suggestions for exercises are

presented with brief resolutions.

Key-words: Mathematics. Gauss-Jordan. Linear System. Inverse Matrix. Determinant.



RESUME

Ce travail est destiné aux enseignants et aux étudiants de I’école secondaire. Vise a montrer
I'utilisation de la méthode d’ élimination de Gauss-Jordan pour la résolution d’équations
linéaires, le calcul des matrices inverses et calcul des déterminants. La motivation du
choix de ce sujet est que, de plus en plus, I’étude des matrices, les déterminants et, en
conséquence, le systeme linéaire d’équations est laissé de coté a 1’école secondaire. D’abbord,
on parle un peu sur qui sont des matrices équivalentes et opérations élémentaires, en plus
de parler de cofacteur d’ un élément d’une matrice et sur la matrice adjointe, nécessaire
pour le calcul de I'inverse en utilisant déterminants. On présente partie de ’histoire de
Gauss et la Jordan et donc la méthode elle-méme. On voit également ce qui se passe a la
méthode lorsque les matrices sont pas inversible, les systemes sont possibles et indéterminé
ou les systemes sont impossibles. En ce qui concerne les determinants leurs propriétés sont
presentes, montré l'efficacité de la méthode pour les determinants de I'ordre et, en outre,
est montrée 1" application des déterminants dans le calcul des inverses et dans la resolution
des systemes d’équations par la regle de Cramer. Enfin, des suggestions d’exercices sont

présentés avec une breve résolution.

Mots-clés: Mathématiques. Gauss-Jordan. Systeme linéaire. Matrice inverse. Détermi-

nant.
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1 INTRODUCAO

Nos dias de hoje temos muito acesso a informacao, por meio da Internet, televisao
e livros, todavia, esse acesso a informacao nao se traduz em conhecimento. A educagao

precisa ser repensada, ser revista.

Muitas vezes noés, professores, nos deparamos com perguntas de nossos alunos do
tipo: “Pra que serve isto?”, “Onde que eu vou aplicar isto na minha vida?” ou “Sera que

eu vou usar isto fora da escola algum dia?”

E qual a resposta que a maioria de noés fornece? “Isso sera necessario para vocé

passar de série!”; “Vocé vai precisar saber no ENEM!” ou “Vocé precisa saber e ponto
final!”.

Sera que com isso estamos sendo de fato mediadores do conhecimento?

A Matematica é tao utilizada no nosso dia a dia que as vezes nem nos damos conta.
Temos assuntos que estao embutidos na tecnologia, como, por exemplo, o conceito de
matriz aplicado a informatica, ou ainda, nos deparamos com certas situagoes que podem

ser resolvidas através de sistemas lineares.

O motivo pelo qual escolhi este tema para dissertar, foi que, cada vez mais, o
estudo das matrizes, determinantes e sistemas lineares vem sendo deixado de lado no

Ensino Médio.

3

Podemos observar em [2], que o célculo de determinantes no Estado do Rio de
Janeiro s6 é feito para matrizes 2 X 2 e 3 x 3, isso nos sugere que muitos professores s
resolvem sistemas de equagoes 2 X 2 e 3 X 3, ja que a maioria desses professores utiliza a

Regra de Cramer para a resolucao de sistemas lineares.

Porém, segundo [10], nas paginas 77 e 78, devemos abandonar essa regra. Veja:

(-++) A resolucdo de um sistema 2 x 2 de duas equagoes e duas varidveis
pode ser associada ao estudo da posi¢ao relativa de duas retas no plano.
Com operagoes elementares simples, pode-se determinar a existéncia ou
nao de solugoes desse sistema, o que significa que geometricamente os
casos de intersec¢do/coincidéncia de retas ou paralelismo de retas. A
resolucdo de sistemas 2 X 3 ou 3 x 3 também pode ser feita via operagoes
elementares (o processo do escalonamento), com discussao das diferentes
situagoes (sistema com uma unica soluc¢do, com infinitas solugdes e sem
solugdo). Quanto & resolucao de sistemas de equagdes 3 X 3, a regra de
Cramer deve ser abandonada, pois é um procedimento custoso (no geral,
apresentado sem demonstracdo, e, portanto, de pouco significado para o
aluno), que s6 permite resolver sistemas quadrados com soluc¢do unica.

Podemos reparar que, nesse texto, também sé se recomenda trabalhar com sistemas

de, no maximo, 3 equacoes e 3 incognitas, mas por meios de operagoes elementares.
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Ai vem a grande questao: Por que nao ensinar um método que pode ser utilizado
tanto para a resolucao de sistemas de equacgoes lineares de qualquer ordem m x n, quanto
para o célculo de inversas de matrizes (que é outra pedra nos sapatos dos professores e

alunos) e para calculo de determinantes de matrizes quadradas de qualquer ordem n?

O método proposto nesse trabalho nao é inédito, muito menos revolucionério, mas

pode ser de grande valia na aplicagdo no Ensino Médio, além de ser de facil compreensao.
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2 CONSIDERACOES INICIAIS

Nesse primeiro momento, vamos relembrar alguns conceitos que nos serao tuteis

para a melhor compreensao do método de Gauss-Jordan.

2.1 MATRIZES.

De acordo com [3], as matrizes sdo ferramentas basicas da Algebra Linear, ja que

sao bastante uteis para resolucao de sistemas de equacoes lineares.

Definimos uma matriz real de ordem m X n como uma tabela formada por m - n
elementos de R dispostos em m linhas e n colunas. Esses elementos de R sdo denominados

entradas da matriz.

2 —1 100
Por exemplo, A = 3 5 | éuma matrizdotipo3d x2el=|0 1 0| éa
-4 3 001

matriz identidade 3 x 3.

2.2 MATRIZ TRANSPOSTA

Dada uma matriz A = [a;;] chamamos de transposta de A, e denotamos por

mxn?

A', a matriz [b;] ., onde

bij = aji,
para todo 1 < i <n e paratodo 1l <j < m.
1 2 3 ! 7
,temos A'=1| 2 -5
5 2
-3 2

Por exemplo, sendo A =

Observacao: Uma matriz é A é dita simétrica se A' = A e é dita antissimétrica
se At = —A.

2.3 OPERACOES ELEMENTARES
Sao trés as operacoes elementares sobre as linhas de uma matriz:

1. Permuta da linha ¢ com a linha j. (L; <> L;)
2. Multiplicac¢ao da linha i por um escalar nao nulo k. (L; < k- L;)

3. Substitui¢do da linha i pela linha ¢ mais k vezes a linha j. (L; +— L; + k- L;)
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2.4 MATRIZES EQUIVALENTES.

Sejam A e B matrizes do tipo m x n. Dizemos que B é equivalente por linhas a A,

se B for obtida por um nimero finito de operagoes elementares sobre as linhas de A.

2.5 MATRIZ ESCALONADA.

Segundo [1], entendemos como matriz escalonada, a matriz que possui as seguintes

caracteristicas:

1. O primeiro elemento nao nulo de uma linha nao nula é 1.

2. Cada coluna que contém o primeiro elemento nao nulo de alguma linha tem todos

os seus outros elementos iguais a zero.
3. Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas ndo nulas.

4. Se as linhas 1, ..., r sdo as linhas nao nulas, e se o primeiro elemento nao nulo da

linha 7 ocorre na coluna k;, entao ki < ky < ... < k.

Por exemplo, a matriz

o

I
o o o o
o o o -
o o = o
o o N o
o~ o o

estd na forma escalonada.

Note que, devido a tltima condi¢ao acima, o niimero de zeros precedendo o primeiro
elemento nao nulo de uma linha aumenta a cada linha, até que sobrem somente linhas

nulas, se houver.

2.6 ALGORITMO PARA ENCONTRAR A MATRIZ ESCALONADA.

Segundo [§], podemos encontrar a matriz escalonada A,, equivalente & matriz A,

seguindo os seguintes passos:

1. Identificar a primeira coluna (mais a esquerda) que nao seja nula, por exemplo, a

coluna 7;

2. Trocar duas linhas, se necessario, para deslocar para a primeira linha uma entrada

nao nula da coluna j;

3. Multiplicar a primeira linha pelo inverso da sua primeira entrada nao nula, para
obter 1;
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4. Somar cada linha ¢, ¢ # 1, a um multiplo escalar apropriado da linha 1, de forma a

anular cada uma das entradas da coluna 7, abaixo da primeira;

5. Repetir os passos 1 — 4 na parte da matriz abaixo da linha ¢ — 1, até que tenhamos

todos os elementos abaixo da coluna j iguais a zero;

6. Trabalhando de baixo para cima, somar um miultiplo apropriado de cada linha i a
cada uma das linhas acima, de modo a anular todas as entradas acima e na mesma

coluna da primeira entrada nao nula da linha .

Vejamos um exemplo:

Exemplo 2.1. Encontre a matriz escalonada equivalente a matriz

12 3 3
A=120 1 -1
00 -1 -3

Resolucao:

Como a primeira coluna contém elementos nao nulos e o elemento a;; ja é igual a

1, devemos fazer Ly + Ly — 2L;. Assim, temos

1 2 3 3
Ai=|0 -4 -5 =7
0 0 -1 -3

Fazendo agora Ly < —iLg e L3 + —Ls3, temos

w

A2:

o O =
O =N
— ot O
[GCINNIEN|

Fazendo L < L1 —3L3 e Loy < Ly — %Lg, temos

1 2 0 -6
As=10 1 0 -2
I 001 3 ]
Por fim, fazendo L < L; — 2Lo, temos
(100 -2
Ay=10 1 0 =2
I 001 3 ]

Note que a matriz A, esta na forma escalonada e é equivalente a matriz A.
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3 O QUE E O METODO DE GAUSS-JORDAN

Antes de falarmos do Método de Gauss-Jordan propriamente dito, vamos fazer um

pequeno apanhado sobre quem foram esses grandes pensadores.

3.1 QUEM FOI GAUSS?

Segundo [4], Johann Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) foi um matematico,
astronomo e fisico alemao que contribuiu muito em diversas dreas da ciéncia, dentre elas
a teoria dos ntimeros, estatistica, analise matematica, geometria diferencial, geodésia,

geofisica, eletrostatica, astronomia e optica.

Alguns o referem como “o principe da matematica”. Sabemos que Gauss tinha uma
marca influente em muitas areas da matematica e da ciéncia e é um dos mais influentes

na histéria da matematica. Ele referia-se & matemaéatica como “a rainha das ciéncias”.

Gauss desenvolveu um método para a resolugao de sistemas lineares denominado
Eliminagao de Gauss (ou método de escalonamento). Este método consiste em aplicar
sucessivas operacoes elementares em um sistema linear, afim de transforma-lo num sistema
de mais fécil resolucao (cuja matriz estendida fosse uma matriz triangular superior), tendo

este as mesmas solugoes que o sistema inicial.

3.2 QUEM FOI JORDAN?

De acordo com [5], Wilhelm Jordan (1842 — 1899) foi um geodesista (pessoa que

estuda a forma e as dimensoes da Terra) e matematico alemao.

Jordan ficou conhecido na matematica pelo algoritmo de eliminacao de Gauss-
Jordan, tendo Jordan melhorado a estabilidade numérica do algoritmo da Eliminac¢ao de
Gauss, possibilitando sua aplicagdo para a minimizagao dos erros quadraticos na soma de
uma série de observacoes em agrimensura. Esta técnica algébrica foi publicada na terceira

edi¢ao do Manual de Geodésia.

Devemos ter cuidado, pois Wilhelm Jordan nao deve ser confundido com o mate-
matico Camille Jordan (teorema da curva de Jordan) nem com o fisico Pascual Jordan

(algebra de Jordan).

3.3 O METODO DE GAUSS-JORDAN.

O Método de Gauss-Jordan, também conhecido como Eliminacao de Gauss-Jordan
¢ um método pelo qual se pode resolver sistemas lineares com m equagoes e n incognitas,
encontrar matrizes inversas de matrizes inversiveis dadas e calcular determinantes de

matrizes de ordem n.
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Evidéncias sugerem que um obscuro francés de nome Clasen também desenvolveu o
método da eliminagao de Gauss-Jordan independentemente de Jordan, e ambos publicaram
o método em 1888. Gauss nao contribuiu diretamente com as duas publicagbes. Um fato

interessante é que Clasen pode ter publicado apenas esse artigo cientifico.

Esse método, em geral, consiste em obtermos uma matriz escalonada equivalente a

uma matriz dada.
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4 RESOLVENDO SISTEMAS LINEARES

4.1 EQUACOES LINEARES.
Sabemos que equacoes lineares sdo equacoes que tem a forma
a1T1 + asxy + -+ + Ap_1Ty_1 + apxr, = b,
onde a;,b e R, comi=1,--- n.
Nas equagoes lineares temos
® Ay, ay, -+, Ap_1 € Ay, SA0 08 coeficientes;
® Iy, Ty, -+, Tp_1 € T,, SAO as variaveis;

e b ¢ o termo independente.

4.2 SISTEMAS LINEARES.

Sistemas lineares m X n sao sistemas de equagoes compostos exclusivamente por m

equacoes lineares com n incognitas:

a;1r1  Fapry +--- taypr, =b
a21T1 +CL22I2 —+ .. +Cl2nl’n = Z)Q
S . . . .
Am1T1 +AmaZs +- 0 FAmpTn, = bm
onde a;;,b; ERcomi=1,--- mej=1,--- ,n.

Nesse sistema, a matriz

aixy Qa2 - Qip

a21 Q22 -+ Q2p
A=

m1 Am2 - Omn

¢ a matriz dos coeficientes de S, a matriz

b1
ba
B =
b,
é a matriz dos termos independentes de S e a matriz
air aip v A, | b
a1 Qga v+ gy | Do
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é a matriz estendida de S.

Um sistema linear é classificado de acordo com o seu niimero de solugdes, a saber:

e Uma solu¢ao — Sistema possivel e determinado (SPD);
e Infinitas solugoes — Sistema possivel e indeterminado (SPI);

e Nenhuma solugdo — Sistema impossivel (SI).

4.3 RESOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES.

Para que possamos utilizar o Método de Gauss-Jordan na resolugao de sistemas

lineares, devemos conhecer os seguintes teoremas:

Teorema 4.1. Dois sistemas que possuem matrizes estendidas equivalentes sdo equivalen-

tes.

Teorema 4.2. Toda matriz A,,«, é equivalente por linhas a uma tinica matriz escalonada.

As demonstragoes desses teoremas fogem ao proposito desse trabalho. Se o leitor

tiver curiosidade, pode encontré-las em [I].

Utilizando esse método, devemos primeiramente obter a matriz estendida dos
coeficientes das variaveis do sistema. Feito isso, devemos, utilizando operacoes elementares,

obter a matriz escalonada referente a matriz original do sistema.

A grande vantagem desse método esta na resolucao de sistemas de ordem maior

que 3 e na obtenc¢ao da solugao de sistemas indeterminados.

4.3.1 Sistemas possiveis e determinados.

Exemplo 4.1. Um grupo de quatro ciclistas, Antonio, Bernardo, Carlos e Daniel, percor-
reram em suas bicicletas, em uma semana, 1800 quilometros. Sabe-se que Daniel percorreu
o dobro do que Antonio e que Antdénio e Bernardo juntos percorreram 100 quilémetros
a mais que Daniel. Além disso, a soma das distancias percorridas por Antdnio e Daniel
¢é igual a soma das distancias percorridas por Bernardo e Carlos. Quantos quilémetros

percorreu cada ciclista?
Resolugao:

Fazendo as distancias percorridas por Antonio, Bernando, Carlos e Daniel respecti-
vamente iguais a a, b, ¢ e d, a situacgao apresentada pode ser modelada no seguinte sistema

linear:



a +b 4+c +d =1800

a —+b —d =100
a —b —c +d =0

L
(@)
|
—_
(@)

-1 -1 1 0

Fazendo Ly < Loy — 2L, L3+ L3 — Ly e Ly + Ly — L1, temos

1 1 1 | 1800
-2 =2 -3 -3600
0 -1 —=2]-1700
-2 =2 0 | —1800

D, =

o O O =

Fazendo L4 < —%L4, temos

11 1 1 | 1800
0 -2 -2 —3|-3600
0 0 -1 —-2]-1700
0 1 1 0 900

DQI

Fazendo L4 <> Lo, temos

1 1 1 1] 1800
0 1 1 0| 900
D; =
0 0 -1 —2[-1700
0 —2 —2 —3|-3600 |

Fazendo Ly <+ L4y + 2Ly e L3 < — L3 temos

1 1 | 1800
1 900
1 2| 1700
0 —3|—1800

D4:

o O o =
o O ==

Fazendo L4 < —%L4, temos

1800
900
1700
600

D5:

N ==

o O O =
O O =
[ S S W G

22
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Fazendo Ly < Ly — L3 e L3y < L3 — 2L,, temos

1200
900
500
600

D =

_ o O O

o O O =
o O = o=
O = = =

Fazendo L1 < L1 — L3y e Ly + Ly — L3, temos

1 1 0 0]700

0 1 0 01400
D, =

0 0 1 0500

0 0 0 1]600

Finalmente, fazendo L, < L; — Lo, temos

1 0 0 0]300

0 1 0 01400
Dg =

0 0 1 0500

0 0 0 1]600

Note que, como a matriz Dg é a matriz escalonada equivalente a matriz D, os

sistemas S e
a = 300
b =400 _ .
St sao equivalentes.
c = 500
d =600
Assim, Antonio, Bernardo, Carlos e Daniel percorreram, respectivamente 300, 400,

500 e 600 quilémetros na semana em questao.

Exemplo 4.2. Resolva o seguinte sistema de equacoes lineares:

a b —2¢ +d +2e =2
a —2b 43¢ —-d +He =1
S:¢ a —c +e =0
2b +3¢ +d He =1

¢ +2d —e =0

Resolugao:



A matriz estendida do sistema é dada por.

(11 =2 1 2 2]
1 -2 3 -1 11
A=|1 0 -1 0 110
02 3 1 1]1
0 0 2 —1|0

Fazendo Ly <+ Ly — Ly e L3 — L3 — Ll, temos

1 1 -2 1 2] 2]

0 -3 5 -2 —1|-1
Al=1]0 -1 1 -1 —1]-2

02 3 1 1

00 1 2 —1|0

Fazendo L3 <+ — L3, temos

0N
[\v)
|
oS O O O
—_
|
—_
[S—
—_
[\

Fazendo Ly <> L3, temos

11 -2 1 2

0 1 -1 1
As=10 -3 5 -2 —-1|-1

0 2 1 1

o 0 1 2 =110

11 -2 1 2 ]

01 -1 1 1
Ay=100 2 1 2

00 5 —1 —1]-3

00 1 2 —1|0

Fazendo L3 <> L5, temos

(11 -2 1 2 ]

01 -1 1 1
As=1l00 1 2 -1

00 5 —1 —1]|-3

00 2 1 2|5
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Fazendo Ly < Ly —5L3 e Ly < Ls — 2L3, temos
(11 -2 1 2
01 -1 1 1

As=10 0
00 0 -11 4 |-3
0 0

Fazendo L, + —ﬁL4 e Ly + —%Lg,, temos

11 21 2|2
01 -1 1 1 |2
A7=100 1 2 -1/ 0
00 0 1 —4]32
4
00 0 1 —%|-3]
Fazendo Ls < L5 — Ly, temos
(11 21 2| 2 ]
01 -11 1|2
As=100 1 2 —1] 0
00 0 1 —2] 2
32 64
(00 0 0 —2|-%
Fazendo L5 < —%L5, temos
(11 21 2 | 2]
01 -1 1 1 |2
Ag=100 1 2 —1]0
00 0 1 —A]32
(00 0 0 1 |2|]

Fazendo Ll < Ll — 2L5, L2 — LQ — L5, Lg — L3 + L5 (S L4 — L4 + %L5, temos

11 -210|-2
01 —-110]0
Ap=100 1 2 0| 2
00 0 101
00 0 0 1]2 |
Fazendo Ly < Ly — Ly, Ly < Lo — Ly e L3 < L3 — 2Ly, temos
(11 -2 0 0] —3]
01 -1 0 0]-1
Apy=100 1 0 0] 0
00 0 101
(00 0 0 1]2
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Fazendo Ly < L+ 2L3 e Ly < Lo + L3, temos

(1100 0|-3]
0100 0]|-1
Ap=10 01 0 0| 0
000101
(0000 1|2
Por fim, fazendo L, < L — Lo, temos
(1000 0|-—2]
0100 0]|-1
Aiz3=10 010 0] 0
000101
0000 1|2

Como A;3 é a matriz escalonada equivalente a matriz A, os sistemas S e
a = -2

Sy c = (0 sao equivalentes.

Como o conjunto solugao de S é Vi = {(—2,—1,0,1,2)}, o conjunto solucao do
sistema S é V = {(-2,-1,0,1,2)}.

[]

4.3.2 Sistemas possiveis e indeterminados.

Exemplo 4.3. Qual a solucao do sistema S a seguir?

r -y +3z =
S8 dr 42y —62 =0
r —by +15z =0

Resolucao:
A matriz estendida do sistema é dada por
1 -1 310

A=14 2 —-610
1 =5 150
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Fazendo Ly < Ly — 4L, e L3 < L3 — Ly, temos

1 -1 3 |0
Ai=]0 6 -—1810
0 —4 12 |0

Fazendo Ly < %Lg e L3« iLg, temos

1 -1 3
Ay=10 1 =310
0 -1 3|0

Fazendo L + L1+ Ly e L3 — Lg + LQ, temos

0 O
As=10 1 =30
00 O

Note que As é a matriz escalonada equivalente a matriz A. Portanto os sistemas S

e
x =0

Sy y —3z =0 sao equivalentes.
0 =0

Observe que esse ultimo sistema é um sistema possivel e indeterminado com uma

variavel livre. Consideremos essa varidvel livre sendo z.

Assim, como na segunda equacao do sistema S temos y = 3z, o conjunto solugao do
sistema S, que também ¢é o conjunto solugao do sistema S, é dado por V' = {(0,3z,2), =z €

R} e portanto S possui infinitas solugdes.
Note que (0,0,0), (0,3,1),(0,6,2), (0,3, 7) sdo algumas solugoes para S.
]

Exemplo 4.4. (ITA/1998) Sejam a,b € R. Considere os sistemas lineares em z, y e z:

r+y—z2=0 r—y=20
Siiq x—3y+z2=1 e Sy:q x+2y—2=0
—2y+z=a 20 —by+32=0

Se ambos admitem infinitas solucoes reais, entao:

=11

154
~—
>

b) & =22
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c)ab= 1

d) ab =22

e)ab=0
Resolugao:

A matriz estendida de S; é dada por

1 1 -1]0
A=11 -3 1
0 -2 1 |a
Fazendo Ly <+ Ly — L4, temos
1 1 —-1]0
Ai=10 —4 2
0 -2 a

Fazendo Ls < L3 — %LQ, temos

11 —1] o0
Ay=1{0 —4 2| 1
0 0 0 a—}

Como A, é equivalente por linhas a A, o sistema

é equivalente a ;.

Mas, para S7 admitir infinitas solucoes, devemos ter a — % =0, ou seja, a = %

A matriz estendida de S5 é dada por

1 -1 010
B=|1 2 -1]0
2 =b 310

Fazendo Ly < Ly — Ly e Ly <+ L3 — 2Lq, temos

1 -1 010
Bi=|10 3 -1]0
0 2-b 3 1|0



Fazendo Ly < %Lg, temos

1 -1 0
By=10 1 —3
0 2—-b 3
Fazendo L3 < L3 — (2 — b) Ly, temos
-1 0
B;=10 —3
0 0 11-b

é equivalente a Ss.
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Mas, para S} apresentar infinitas solugoes, devemos ter %’b =0, isto é, b = 11.

b

Assim, como 2 = — = 22, a alternativa correta é a (b).

a = I
2

4.3.3 Sistemas impossiveis.

Exemplo 4.5. Seja o sistema linear

T +2$2 —XI3

2x +x

e 1 3
Ty +5x3

5I1 +81’2 +8$3

Determine seu conjunto solugao.

Resolucgao:

A matriz estendida do sistema é dada por

1 2 -1
2 1
A= 0
01 5
5 8 8

+4x, —2x5
—3x4

— 15
+924 —8ws
4 -2 -1
-3 0 2
0O -1 0
9 -8 -1

—|—2.T6

N Ot N W

=2
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Fazendo Ly < Ly — 2L e Ly < Ly — 5L, temos

1 2 -1 4 -2 —-1| 3
0 -4 3 —-11 4 4 |4
0 1 5 0O -1 0|5
0 -2 13 —-11 2 4 | -8

Alz

Fazendo L3 <> Lo, temos

1 2 -1 4 =2 -1
0 1 5 0 -1 0
0 -4 3 —-11 4 4 |4
0 -2 13 —-11 2 4 | -8

A2:

Fazendo L3 < L3+ 4Ly e Ly < Ly — 2L+, temos

2 -1 4 =2 -1
5 0 -1 0
23 =11 0 4 |16
23 —-11 0 4 | 2

Az =

o O O =
o O =

Fazendo Ly < L4 — L3, temos

12 -1 4 -2 —-1| 3

01 5 0 -1 0] 5
Ay =

002 —11 0 416

00 0 0 0 0|-14

Neste caso, nao precisamos continuar os calculos. Veja:

Como A, é equivalente a A, os sistemas S e

1 +2x9 —x3 +4ry —225 —x =3
To +Dx3 —X5 =5
Sl .
23x3 —1lxy +4xs =16
0 =-14

sao equivalentes.
Mas o sistema S é impossivel. Logo, o conjunto solugao de S é o conjunto vazio.

O
Exemplo 4.6. Resolva o sistema

3r+3y—3z=1
S:9 2x—bHy+22=0 .
r+y—z=1
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Resolucgao:

A matriz estendida do sistema é dada por

3 =31
A=12 =5 210
1 1 -—-1]|1
Fazendo L <> L3, temos
1 —-1]|1
Ai=12 -5 2|0
3 =31

Fazendo Ly < Ly — 2L e L3 < L3 — 3L, temos

11 —-1]1
Ay=10 -7 4 |2
0 0 0 |-2

Note que, como A, é equivalente a matriz A, o sistema

r +ty —z =1
S Ty +4z =1
0 = -2

é equivalente a S.
Portanto, como esse S’ é impossivel, o conjunto solugdo de S é V = { } (ou
VvV =10).
[

4.4 EXERCICIOS PROPOSTOS

1. (FUVEST/2008) Joao entrou na lanchonete BOG e pediu 3 hambtrgueres, 1 suco de
laranja e 2 cocadas, gastando R$ 21,50. Na mesa ao lado, algumas pessoas pediram
8 hamburgueres, 3 sucos de laranja e 5 cocadas, gastando R$ 57,00. Sabendo-se que
o pre¢o de um hamburguer, mais o de um suco de laranja, mais o de uma cocada

totaliza R$ 10,00, calcule o preco de cada um desses itens.
2. (UNICAMP/2007 - modificado) Seja dado o sistema linear

—xr +2y =2
S8 2 —y =2 .
r +y =2
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a) Mostre que esse sistema nao tem solugao.

b) Para determinar uma solugdo aproximada de um sistema linear AX = B
impossivel, utiliza-se o método dos quadrados minimos, que consiste em resolver
o sistema A'AX = A'B. Usando esse método, encontre uma solucao aproximada

para o sistema dado acima.

3. (UNICAMP/2009) Pedro precisa comprar = borrachas, y lapis e z canetas. Apds
fazer um levantamento em duas papelarias, Pedro descobriu que a papelaria A
cobra R$ 23,00 pelo conjunto de borrachas, lapis e canetas, enquanto a papelaria B
cobra R$ 25,00 pelo mesmo material. Em seu levantamento, Pedro descobriu que a
papelaria A cobra R$ 1,00 pela borracha, R$ 2,00 pelo lapis e R$ 3,00 pela caneta e
que a papelaria B cobra R$ 1,00 pela borracha, R$ 1,00 pelo lapis e R$ 4,00 pela

caneta.

a) Fornega o nimero de ldpis e de borrachas que Pedro precisa comprar em fungao

do nimero de canetas que ele pretende adquirir.

b) Levando em conta que x > 1, y > 1 e z > 1, e que essas trés varidveis sdo
inteiras, determine todas as possiveis quantidades de lapis, borrachas e canetas

que Pedro deseja comprar.

4. (UFAL/2006) Uma pessoa tem apenas x moedas de 5 centavos, y moedas de 10
centavos e z moedas de 25 centavos, num total de 32 unidades e totalizando a quantia
de R$ 3,90. Use essas informacoes para afirmar se as sentencas seguintes sao falsas

ou verdadeiras.

a) () Uma equagao matricial que permite determinar =, y e z é

x
12 5 [ 3,90
v || T s |
2
b) () Ha exatamente 7 possibilidades de obter-se o total de R$ 3,90 dispondo-se

apenas de moedas de 5, 10 e 25 centavos.

c) () Considere que os nimeros de moedas de 5 e de 10 centavos somam 22
unidades e totalizam a quantia de R$1,40. Nesse caso, o ntiimero de moedas de

5 centavos excede o de 10 centavos em 10 unidades.

d) () Se o ntimero de moedas de 10 centavos fosse 4, o problema nao admitiria

solucao.

e) () Podem existir dois tipos de moedas distintas em quantidades iguais.

5. (Uel 2005 - modificado) Em uma rodada de um campeonato de futebol de salao, o

time “Bola na rede” ganhou do time “Malukos por bola” por 8 a 0 (oito a zero). O
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reporter de um jornal foi ao vestiario do time vencedor e perguntou quantos gols
cada jogador havia marcado, anotando os nomes dos jogadores que fizeram gols.
Escreveu em suas anotagoes:

e Fizeram gols: Esquerdinha, Teco, Azeitona e Dentinho.

e Teco fez 2 gols a mais que Esquerdinha.

e Azeitona fez tantos gols quanto a diferenca entre os gols feitos por Teco e

Esquerdinha.

e Teco fez trés vezes mais gols do que Esquerdinha.

Quantos gols foram marcados por cada jogador citado?

4.4.1 Respostas.

1. Chamando de z o prego de um hamburguer, de y o preco de um suco de laranja e de

z o preco de uma cocada, podemos traduzir o problema no seguinte sistema:

3r+y—+2z =21,5
S:q 8x+3y+5z =57
r+y+z =10

A matriz estendida do sistema é

3 1 2(21,5
A= |8 3 5| 57
1 1 1] 10
1 0 0] 4
Como A" = | 0 1 0|2,5| é a matriz escalonada equivalente a matriz A, os
0 0 1]3,5
T = 4,00
sistemas S e S : Y = 2,50 sao equivalentes.
z =3,50

Logo, o hamburguer custa R$ 4,00, o suco de laranja custa R$ 2,50 e a cocada custa
R$ 3,50.

2. a) A matriz estendida do sistema é dada por
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Aplicando o Método de Gauss-Jordan para encontrar a matriz escalonada

equivalente, encontramos

2
L 0|3
r_ 4
A=10 1|3
0 0]2
x — g
3
Como o sistema S’ : Yy = % , equivalente ao sistema dado, é SI, o
0 =2

sistema apresentado nao possui solucgao.

Escrevendo o sistema dado na forma matricial, temos

Portanto, para encontrarmos a solugao aproximada do sistema, devemos fazer
-1 2 2
-1 2 1 x -1 2 1
2 =1 - = 12| =
2 -1 1 Y 2 -1 1
1 1 2
6 -3 x| |4
-3 6 y| a4’

que nos fornece o novo sistema

6r —3y =4
Sli
—3x+6y =4

6 -3
-3 6

4
4

A matriz estendida desse novo sistema é dada por B = . Como

w10
0 1

SQI * -
y =

Assim, uma solucao aproximada do sistema dado é V = {(%, %) }

] é a matriz escalonada equivalente a matriz B, o sistema

ol Qo

é equivalente ao sistema Sj.

Ol Lol

Modelando o problema, temos

g T+ 2y+3z=23
| oz y+4z=25

A matriz estendida de S é dada por

1 23
A—
11 4

23
25 |
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Aplicando o método de Gauss-Jordan, obtemos a matriz escalonada equivalente

a matriz A:

yas 1 0 5 |27
01 —1]-2]
Logo, o sistema
o x +5z =27
Yy —z =2

é equivalente a S.
Assim, z =27 —-bzey =2 — 2.
b) (z,y,z2) € {(12,1,3),(7,2,4),(2,3,5)}

4. a) FALSA.

Modelando o problema, encontramos o seguinte sistema:

g 0,052 4 0,10y + 0,25z = 3,90
| rty+ =32

Note que a equagao matricial do sistema acima ¢é dada por

0,05 0,10 0,25 | | [3090
1 1 1 32 |

b) VERDADEIRA

Resolvendo o sistema
g 0,05z + 0,10y + 0,252 = 3,90
| rty+ =32

encontramos * = 3z — 14 e y = 46 — 4z. Sabemos que x, y e z sdo inteiros
positivos. Note que, se z < 5, temos z < 0 e, se z > 11, temos y < 0. Assim,
como z pode assumir 7 valores distintos, existem exatamente 7 possibilidades
de se obter o total de R$ 3,90 dispondo-se apenas de moedas de 5, 10 e 25
centavos.

c¢) VERDADEIRA

Note que, se as moedas de 5 e de 10 centavos totalizam 22 unidades, o niimero
de moedas de 25 centavos é z = 10. Como z = 3z — 14 e y = 46 — 4z, temos
r=16ey =6.

d) VERDADEIRA
y=4=z= 22—1, que nao é um inteiro positivo.

e) VERDADEIRA
Note que, se x =z =7, temos y = 18 ¢ 0,05-7+ 0,10 - 18 + 0,25 - 7 = 3, 90.
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5. Sejam a, d, e e t, os nimeros de gols marcados por Azeitona, Dentinho, Esquerdinha

e Teco, respectivamente. Assim, temos

at+d+e+t=28 a +d +e +t =8
t= 2 — t =2
S et =5 ¢ *
a=t—e a +e —t =0
t = 3e -3¢ +t =0

A matriz estendida do sistema é dada por

11 1 1]8

00 -1 1|2
A=

10 1 —-1]0

00 -3 110

A matriz escalonada equivalente a matriz A é dada por

100 02

o 01002

00101

000 1|3

Assim, o sistema
a =2
d 2
Sy :

? e 1
t =3

é equivalente ao sistema S.

Entao, Azeitona e Dentinho fizeram dois gols cada, Esquerdinha fez 1 e Teco fez 3

gols.
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5 ENCONTRANDO MATRIZES INVERSAS

5.1 O QUE E UMA MATRIZ INVERSA?

Sabemos que uma matriz A, quadrada de ordem n, é dita inversivel se existir uma
matriz B, também quadrada de ordem n, tal que A- B = B- A = I,,. Nesse caso, B é dita

inversa de A e indicada por A1,

Para que possamos utilizar o Método de Gauss-Jordan para encontrarmos matrizes

inversas, devemos conhecer os seguintes teoremas:

Teorema 5.1. Se A é uma matriz inversivel, sua matriz escalonada equivalente é a matriz
identidade I.

Teorema 5.2. Se uma matriz A pode ser reduzida a matriz identidade, por uma sequéncia
de operacoes elementares com linhas, entao A é inversivel e a matriz inversa de A é obtida

a partir da matriz identidade, aplicando-se a mesma sequéncia de operacoes com linhas.

As demonstragoes desses teoremas fogem ao proposito desse trabalho. Se o leitor

tiver curiosidade, pode encontré-las em [I].

5.2 MATRIZES INVERSIVEIS.

Podemos calcular a inversa de uma matriz utilizando o processo pratico descrito a

seguir.

Sabemos que, caso exista, a inversa de uma dada matriz A = [a;;], quadrada de

ordem n, pode ser obtida a partir da matriz identidade I,,, de acordo com o teorema [5.2

Utilizando o Método de Gauss-Jordan, devemos escrever a matriz By,xo, = [A|1],

ou seja,
ay; a2 ... Qain 10 ... 0
a921 Q29 ... QAgpn 01 ... 0
B =
Ap1 Ap2 ... Q(App 0O 0 ... 1

e encontrar a matriz escalonada B’, equivalente a B.

Caso encontremos na matriz B’ alguma linha com os n primeiros elementos iguais
a zero, dizemos que a matriz A ndo possui inversa. Caso contrario, teremos B’ = [[|A™!],

onde A~! é a inversa da matriz A.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 5.1. Encontre a inversa da matriz A =

2 3
5 8 |
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Resolucgao:

2 3
5 8

Escrevamos a matriz B =

—_

10
0 .

1

Fazendo L; < %Ll, temos By = -

O NI

OO jw

Fazendo Ly <= Ly — 5L, temos By =

NI Y
o=

Fazendo L <— Ly — 3L,, temos B3 =

-}
Ni= O
| oo
[ |
w
| I |

10

Fazendo Ly < 2L,, temos B, = 01

8 =3
-5 2 |
Portanto, como a matriz B, é equivalente a matriz B e By = [I[|A™!], temos

8 -3
-5 2 |

Exemplo 5.2. Encontre a inversa da matriz B = [b;;]3x3 tal que

At =

i2, se 1=].

{%—%,wi%ﬁ
bij =

Resolucgao:

Primeiramente vamos escrever a matriz B na forma tabular.

12 3-1-2-2 3-1-2-3 1 -1 =3
B=13-2-2-1 22 3-2-2-3 =4 4 0
3:3—-2-1 3-3-2-2 32 7 5 9

Agora, escreveremos a matriz C' = [B|I| e encontraremos sua equivalente na forma

escalonada.
1 =1 =3/1 0 O
C=14 4 0010
7T 5 9 10 0 1

Fazendo Ly < Ly — 4L, e L3 < L3 — 7Ly, temos



Fazendo Lo < %Lg e Ly« 1—12L3, temos

1 -1 =3| 1
Co=10 1 2| -2
0o 1 2 |/-L

Fazendo L3 < L3 — Lo, temos

1 -1 3] 1
Cg = 0 1 % —%
00 1 |—5%

O o~ O

o= O

ool

sl o o

sl o o

Fazendo Ly <+ Ly +3Ls e Ly < Ly — %Lg,, temos

3
-1 o] ¢ 3

_ 3 5

Cy = 1 5 1
1 1
0 ~12 T8

Por fim, fazendo L, <+ Ly + Lo, temos

7 11

10 0] g T

_ 3 5

Cs=1010 -5 i

1 1

00 1|—5 —35

e I

—_

—
[\

| oW

Como C5 ¢ a matriz escalonada equivalente a C' e C5 = [I|B™!], temos

Tou
8 16
-1 _ 3 5
B7 =1 -§ 1%
1 _1
12 8
-2 3
. . 0 -1
Exemplo 5.3. Considere a matriz C' = A
0
Resolugao:
Vamos escrever a matriz B = [C|I].
-2 3 1 7|1
0O -1 2 010
B =
3 =4 5 110
1 0 -2 —-1|0

o O = O

o = O O

_ o O O

. Determine C1.
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Fazendo L4 <> Ly, temos

1 0

0 -1
By =

3 —4

-2 3

_ o O O

oS O = O
o = O O
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o O o =

Fazendo Ly < — Loy, L3 < L3 —3L1 e Ly <+ Ly+ 2Lq, temos

1 0 =2

0 1 =2
By =

0 —4 11

0o 3 -3

—1
0

0
0
0
1

5

0

—1

0

0
0
1
0

Fazendo L3 < L3+ 4Ly e Ly < Ly — 3Lo, temos

10 -2 —-110
01 -2 010
Bs =
00 3 410
00 3 5|1
Fazendo L, <+ L4 — L3, temos
10 -2 —-110
01 =2 010
B4 =
0 0 0
0 0 1

0
-1
—4

3

o = O O

Fazendo L <+ L1+ Ly e Ly < L3 —4L,, temos

10 -2 0
1 -2
B, — 0 0
0 0 0
0 0 1
Fazendo L3 < %Lg, temos
10 =2 0
1 =2
Be = 0 0
00 1 0
00 0 1
Fazendo L1 < L1+ 2L3 e Lo < Lo
100 0
0100
B; =
0010
0 0 01

1 7 -1
0O -1 0
—4 -32 5

1 7T -1

1 7 -1
0o -1 0
_4 _32 5
3 3 3

1 7T -1
+ 2L3, temos
_5 _4 7
3 3 3
8 _67T 10
3 3 3
_4 32 5
3 3 3

1 7 -1

1
0
-3
2

6
0
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Como By é a matriz escalonada equivalente a B e B; = [I|C™!], temos

_5 _ 4 7 28
3 3 3 3
_8 _67 10 _ 46
-1 _ 3 3 3 3
B = _4 32 5 23
3 3 3 3
1 7T -1 5
O
Exemplo 5.4. Considere as matrizes
1 01 9
A=101 0 e B=| 2
2 3 4 34
Encontre a matriz X, sabendo que A - X = B.
Resolucgao:
O problema s6 admite solugao se A for inversivel. Caso isso ocorra, temos
A-X=B=>A"AX=A"B=L X=A"B=X=A"B
Vamos, entao escrever a matriz K = [A|l] e encontrar sua matriz escalonada

equivalente.

10 1 00
K=|010/010
2 3 0 01
Fazendo L3 <+ L3 — 2L, temos
10 0
Ki=|0 1 0 1
03 2(-220
Fazendo L3 < L3 — 3Ls, temos
011 0

Ky=[1010]0 1

Fazendo L3 + %Lg, temos

0 1{1 0 O
Kgs=1010, 0 1 0
0 1f-1 -5
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Fazendo L, < L; — L3, temos

1002 3 —1
K,=1010]0 1 0
001/ -1 -3 1
3 _1
2 2
Como K é equivalente por linhas a K e K; = [I|A™1], temos A™! = 1 0
14
Assim, temos
3 1
2 5 3
X = 0 1 0 =
-1 -3 1 34
O]

20 +3y +4z =34
Portanto, podemos também resolver um sistema possivel e determinado .S, com n
equacgoes e n incognitas, utilizando a inversa da matriz dos coeficientes de S.

Como S pode ser escrito da forma A-X = B, onde A é a matriz dos coeficientes, B
x

T
é a matriz dos termos independentes e X = | |, sua solucdo serd dada por X = A~!. B,

Tn
ja que A é sempre invertivel em sistemas possiveis e determinados.

5.3 MATRIZES NAO INVERSIVEIS.
Mas, uma duivida pode pairar em nossas cabegas: o que acontece com esse método
quando a matriz nao é inversivel?

Para que possamos responder essa pergunta, observemos o proximo exemplo:

Exemplo 5.5. Considere a matriz A dada a seguir e responda: A admite inversa?

3 -1 2
A=|1 4 1
18 -6 12
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Resolucgao:
Vamos escrever a matriz B = [A|I].
3 -1 211 00

B=11 4 1]/0 10
18 —6 12

(e
(@)
—

Fazendo L <> Lo, temos

1 4 101
Bi=|3 -1 2|10
18 =6 120

e}

Fazendo Ly + Ly — 3L e Ly < L3 — 18L1, temos

1 4 110 1 O
By=]10 —-13 —-1|1 -3 0
0 -7 —6|0 —18 1
Fazendo L3 < L3 — 615, temos
1 4 1 0 1 0
Bsy=|10 —-13 —-1| 1 -3 0
0 0 0]—-6 0 1

Note que nunca conseguiremos escrever uma matriz B,, = [I|A™!], pois, no primeiro

bloco da matriz Bs, temos a ultima linha com todos os elementos nulos.

Assim, a matriz A nao é inversivel.

]

Portanto, podemos afirmar que quando a matriz A, quadrada de ordem n nao for

inversivel nunca conseguiremos encontrar uma matriz escalonada na forma B’ = [[|A™!]

equivalente por linhas a matriz B = [A|]], pois teremos na matriz escalonada pelo menos

uma linha com os n primeiros elementos iguais a zero.

Exemplo 5.6. (UFF/1999) Determine o(s) valor(es) de € R para que a matriz

x3 1
M = 1 0 =z
0 —z 1

nao admita inversa.

Resolucao:
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Escrevamos a matriz A = [M|I]:

2 0 1 0
A=11 0 =z2|0 0
0O —x 1|0 0
Fazendo L <> Lo, temos
1 0 =210
Al = LE3 O 1
0 —z 110

0 =x 0 0
0 1| =25 0

1 0 0]—% —5 0

1—x 1 ?g)c
As=10 -z 0| 75
0 0 1| L -5 0
Fazendo Lo < —%Lg, temos
100|—1% = 0
AG: 010 xjx5 _lfi“ _%
001 25 - 0

Note que, como Ag é equivalente & matriz A e é da forma [I|M 1], se M apresentasse

inversa, ela teria a forma

T 1
1—x4 1—z? 0
-1 _ 1 _a? _1
M™ = z(1—z?) 1—z4 z
3
1 _ .z 0
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Logo, para M nao apresentar inversa, devemos ter x = 0 ou 1 — 2% = 0, isto ¢,

deve pertencer ao conjunto {—1,0,1}.

5.4 EXERCICIOS PROPOSTOS

10 L -1
. ) ) -2 5 2 =3
1. (ITA/2006 - modificado) Sejam as matrizes A = ) - e B =
5 1 3 0
13 -1
1 -2 -2 3
. Determine a matriz C' = (A + B)™'.
-1 1 1 1
5 -1 5 5

2. (UFPR/2007) Se A ¢ uma matriz quadrada de ordem 2 e I é a matriz identidade de

mesma ordem, pode-se mostrar que, para cada n natural, existem nimeros reais « e

2 3|
0 1]

b) Multiplicando a expressdao do item anterior pela matriz inversa A~! obtém-se a

[ tais que A" = oA+ fI. Dada a matriz A =

a) Encontre a e 8 tais que A? = aA + S1.

expressao A = af + SA™!. Use essa informacao para calcular a matriz A~

. (UNICAMP /2008 - modificado) Uma matriz real quadrada M ¢é dita ortogonal se
M! = M1, ou seja, se sua transposta é igual a sua inversa. Uma certa matriz A

pode ser escrita na forma A = QR, sendo

1 1 _ 2
2 2 2
Q=] L 1 2
2 2 2
V2 V2 0
2 2
2 0 0
eR=|0 -2 0 |. Sabendo que () é ortogonal, determine a solu¢ao do sistema
0 0 V2
6
Ar = l;, para o vetor b= | —2 , sem obter explicitamente a matriz A.
0

4. (ITA/2004) Se A é uma matriz real, considere as definigoes:

I. Uma matriz quadrada A é ortogonal se, e s6 se, A for inversivel e A=1 = Al
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II. Uma matriz quadrada A ¢é dita diagonal se, e s6 se, a;; = 0, para todos

i,j=1,--+-,n, com i # j.

Determine as matrizes quadradas de ordem 3 que sao, simultaneamente, diagonais e

ortogonais.

5. (UFSCAR/2008) Admita que a matriz cuja inversa seja formada apenas por elementos
inteiros pares receba o nome de EVEN. Seja M uma matriz 2 x 2, com elementos
2 x+1

3x x
tenha o elemento da primeira linha e primeira coluna igual a 2.

reais, tal que M = . Admita que M seja EVEN, e que sua inversa

a) Determine o valor de x nas condigoes dadas.

b) Determine a inversa de M nas condic¢oes dadas.

5.4.1 Respostas

1 0 4 -1 1 3 —5 1 2 300
-2 5 2 -3 1 -2 -2 3 -1 3 00
1. Temos A+ B = + =
-1 2 1 -1 1 1 1 0 0 3 2
-5 1 2 0 5 -1 3 5 0 025
2 300{1 000
-1 3 0 0({0 100
Escrevendo D = , a matriz escalonada equivalente a
0 03 2{0010
0 25]0001
11
10003 —3 O 0
12
DépD — 01005 3 0 0
0010/0 0 <& -2
00010 0 —-& 2
Como, se (A + B) é inversivel, D = [(A+ B)|I| = D' = [I|(A+ B)™']|, C =
1 1
5 73 0 0
: 2 0 0
(A+B)y'=|9 9
o o0 = -2
11 11
0 0 _121 %
2.
) 4
a) Como A® = 0 , temos
4 9| |2 3a N B0 49| |2a0+8 3«
01 0 o 0 g 01 0 a+pB|
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Da expressao acima vem o seguinte sistema:

20 +8 =4
S 3o =
a +5 =1
que, solucionado, apresenta o =3 e = —2.

2
A=al+pA™ = Sloe ! + BA™!
01 0 «

Como, do item anterior, temos @ = 3 e § = —2, entdo

2 3| [30
01__03

Isolando A~! em um dos membros da igualdade acima encontramos

—2A°t

AT=b=QRZ=b=R¥=Q 'b=7=R'Q b
1 1 V2
2 2 2
Como @ é ortogonal, @' = | -1 -1 g
_V2 V2
2 2
2 0 0110
Sendo B=[R|I]=]0 -2 0 |0 1 0 |, temos
0 0 V2|00

1005 0 0 1o 0
B =[IR'=]010/0 —% 0 [. Portanto, R=""=10 -1 0
00 1/0 0 ¥ 0 0 &
s
so o] [y oy 2] [
Assim, 7= 0 -1 0 -1 -1 g 9
0 0 2| [ 2 0 0
1
Logo 7 = 1
—4

. Seja M uma matriz quadrada de ordem 3 que seja simultaneamente diagonal e
z 0 0
ortogonal. Assim M pode ser escrita da seguinte forma: M = | 0 y 0

0 0 z

, com

x,y,z € R.
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% 0 0 z 0 0 % =x r ==+l
Como M=t = | 0 i 0|=10 y 0]|=DM temos i:y =4 y==+1.
00 2 00 2 1=2 z==+1
Portanto, as matrizes quadradas de ordem 3 que sao simultaneamente ortogonais e
x 0 0
diagonais sao da forma | 0 y 0 | com z,y,z € {—1,1}.
0 0 =z
2 3z |1 0
. Seja A= [M|I] = :
r+1 = |0 1
1 0] =—— _3
Como A’ = okt sml 1 =[IIM™'] é a matriz escalonada equivalente
0 1 3224z 3224z
_ 1 3
a matriz A, M~! = x?’f;rl 3”21 . Assim:
3224z 3a2+w
1 _ 1
a> 3z+1 2= = T2

b) Substituindo z = —

N[

__1 3 9 _§
3z+1 3z+1 -1 __
e [ 41 2 ]7 M - [ 9 —8 .

3z2+x T 3224z
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6 CALCULANDO DETERMINANTES

6.1 O QUE SAO OS DETERMINANTES?

Sejam n um numero real, com n > 2, e M(n) o conjunto das matrizes quadradas

de ordem n.

Determinante de matrizes de coeficientes reais é uma fungao definida de M(n) em

R que satisfaz as seguintes propriedades caracteristicas:

1. D é linear como funcao de cada linha da matriz A separadamente;
2. Se duas linhas adjacentes da matriz A sao iguais, entdao D(A) = 0;

3. Se I, representa a matriz identidade de M (n), entao D(I,) = 1.

Considerando uma matriz A, quadrada de ordem n, o determinante de A, indicado

por Det(A), serd um nimero real obtido a partir da imagem dessa funcao.

Os determinantes apresentam algumas propriedades muito importantes, as quais

veremos a seguir.

6.2 PROPRIEDADES DOS DETERMINANTES.

As propriedades a seguir foram retiradas de [9] e [6]:

Propriedade 6.1. Se A possui uma linha ou coluna na qual todas os elementos sao iguais
a zeros, entdao Det(A) = 0.

Propriedade 6.2. Se trocarmos a posicao de duas linhas ou colunas paralelas de A,

obteremos uma outra matriz A’. Vale sempre a relagao: Det(A) = —Det(A').

Propriedade 6.3. Quando os elementos de uma linha ou coluna de A sao multiplicados

por um numero real k, obtemos uma nova matriz A’. Vale sempre a relagao: Det(A) =
k- Det(A').

Propriedade 6.4. Quando A possui linhas ou colunas paralelas iguais (ou proporcionais),
entdo Det(A) = 0.

Propriedade 6.5. A e A’ sdo matrizes cujos determinantes coincidem, isto é, Det(A) =
Det(A?).

Propriedade 6.6. Se A é uma matriz triangular (com todos os elementos acima, ou
abaixo, da diagonal principal iguais a zero), Det(A) é igual ao produto dos elementos da

diagonal principal.
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Propriedade 6.7. (Teorema de Binet) Se A e B sdo matrizes quadradas de mesma
ordem, vale a relagdo: Det(AB) = Det(A) - Det(B).

Propriedade 6.8. (Teorema de Jacobi) Ao multiplicarmos todos os elementos de uma
linha ou coluna da matriz A por um numero real k e adicionarmos os resultados aos
elementos correspondentes de uma outra linha ou coluna paralela, formamos a matriz B,

onde ocorre a seguinte igualdade: Det(A) = Det(B).

As demonstragoes dessas propriedades fogem ao objetivo desse trabalho e podem

facilmente ser encontradas em [I], [3] e em [9].

6.3 CALCULO DE DETERMINANTES

Para calcularmos o determinante de uma matriz A, quadrada de ordem n, utilizamos
as operagoes elementares de matrizes até encontrarmos uma matriz triangular superior
A’, equivalente por linhas a matriz A. Devemos ter atencao, pois quando aplicamos as
operagoes elementares o determinante da matriz equivalente pode ser alterado, segundo as

propriedades citadas acima.

Calculando o determinante de A’, utilizando a propriedade e levando em conta

as propriedades [6.2] [6.3] e [6.8 podemos facilmente encontrar o determinante de A.

Vejamos alguns exemplos numéricos para ilustrar o cédlculo de determinantes

utilizando as operacoes elementares e as propriedades acima:

1 2 01

. . -1 3 1

Exemplo 6.1. Calcule o determinante da matriz A = L 04
-2 1 0 2

Resolucao:

Primeiramente, vamos encontrar uma matriz triangular correspondente por linhas

a matriz A.

Fazendo Ly < Lo —2Lq e Ly < L4+ 214, temos

12 0 1
0 -5 3 —1
Ay =
0 0 4
0 5 0 4

Note que, pela propriedade [6.8] Det(A) = Det(A;).
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Fazendo L, <> L3, temos

1 2 0 1

0 1 0 4
Ay =

0 -5 3 —1

0 5 0 4

Note que, pela propriedade [6.2] Det(A;) = —Det(A;) = Det(A) = —Det(A,).

Fazendo L3 <+ L3+ Ly e Ly < Ly — 5L5, temos

Agz

o O O =
o O = N
o w o O

—16

Note que, pela propriedade [6.8] Det(As) = Det(As) = Det(A) = —Det(As).

Como, pela propriedade[6.6, Det(A3) = 1-1-3-(—16) = —48, Det(A) = —Det(A3) =
—(—48) = 48.

Exemplo 6.2. Considere a matriz

Qual o valor de Det(A)?
Resolucao:
Vamos encontrar a matriz diagonal equivalente por linhas a matriz A.

Fazendo, em A, Li <+ Lo, temos

Note que, pela propriedade [6.2] Det(A) = —Det(A;).



Fazendo Ly < Ly — 2L e Ly < Ly + 2L4, temos

o O O O =

1
0
4
-3
1

2
-1
0
9
0

-3 4
2 -6
2 1

-5 12

—1

2

Note que, pela propriedade [6.8] Det(As) = Det(A;) = Det(A) = —Det(As).

Fazendo L, <> L5, temos

11 2 -3 4
0o 1 0 -1 2
As=10 4 0 2 1
0 -3 9 -5 12

00 -1 2 -6 |

Note que, pela propriedade [6.2] Det(Ay) = —Det(As) = Det(A) = Det(As3).

Fazendo L3 < L3 — 4Ly e Ly < Ly + 3Lo, temos

A4:

o o o o =
o o o R o~
© o o W

o

I

\]

Note que, pela propriedade [6.8] Det(A,) = Det(As) = Det(A) = Det(Ay).

Fazendo L3 <> L5, temos

11 -3 4

01 -1 2
As=10 0 -1 2 —6
0 0 -8 18

100 6 -7

Note que, pela propriedade [6.2] Det(As) = —Det(A;) = Det(A) = —Det(As).

Fazendo Ly <+ L4+ 9L3, temos

(11 -3 ]
01 0 -1 2
As=100 -1 2 —6
00 0 10 —36
(00 0 6 -7 |

52
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Note que, pela propriedade , Det(Ag) = Det(As) = Det(A) = —Det(Ag).

Fazendo L5 <+ Ls — %L4, temos

(11 3 4 ]
01 12
Ar=100 -1 2 —6
0 0 10 —36
00 0o 2

Note que, pela propriedade , Det(A7) = Det(Ag) = Det(A) = —Det(Az).
Como, pela propriedade , Det(A7) =1-1-(=1)-10- 2 = —146, Det(A) =
—Det(A7) = —(—146) = 146.
]

6.4 APLICACAO DOS DETERMINANTES.

Duas aplicagoes de determinantes bastante importantes é na obtencao de matrizes

inversas e na Regra de Cramer para a resolucao de sistemas lineares.

6.4.1 CAalculo de Matrizes Inversas.
6.4.1.1 Definicoes.

Para calcularmos a matriz inversa utilizando determinantes, devemos conhecer as

seguintes defini¢oes:

e Cofator:

Segundo [9], o cofator de um elemento qualquer a;; de uma matriz quadrada A é
indicado por A;;, onde

Ay = (=1 Dy,
em que D;; é o determinante da matriz que se obtém de A, eliminando sua -ésima

linha e j-ésima coluna.

Vejamos um exemplo:

3 =1 0
Exemplo 6.3. Sendo A= | 2 1 -5 |, entdo, eliminando-se a segunda linha
7T -3 4
-1 0
e a primeira coluna, obtemos Ay = (—1)2+1 . - = Ay = 4 é o cofator do

elemento as;.
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e Matriz Adjunta:

De acordo com [7], dada uma matriz quadrada A, de ordem n, a matriz adjunta de

A, indicada por A, é a matriz A = C*, onde C é a matriz dos cofatores dos elementos
de A.

Para determinar a matriz adjunta A é necessdrio primeiro obtermos a matriz dos

cofatores de A, representada geralmente por C, para entdo determinarmos a matriz

adjunta A.
1 2 3
Exemplo 6.4. Se a matriz dos cofatores de A for a matrizC = | 4 5 6 | , entdao
78 9
1 47
a matriz adjunta de A serd a matriz A= | 2 5 8
3 6 9
[

6.4.1.2 Calculando Matrizes Inversas.

A matriz A™!, inversa de uma matriz A, pode ser calculada, segundo [7], utilizando

a seguinte féormula:

onde A é a matriz adjunta de A.

Observagao: Se Det(A) = 0, entdo a matriz A ndo admite inversa, ja que nao

; _1
existe Det(A) "
Porém, para calcularmos a inversa de uma matriz usando este método, devemos
efetuar um nimero muito grande de operacoes. Por esse motivo, nos limitaremos apenas a

encontrar inversas de matrizes de ordem 2 e ordem 3, utilizando determinantes.

6.4.1.2.1 Matrizes de ordem 2.

. . an a2 |,
A inversa de uma matriz A = é dada por
21 A22
A1 1 Az —ai2
Y
Det(A) —a1 a1l
./ . . Qg2  —A21
ja que a matriz dos cofatores é C' = .

—Qi2 a1l

Exemplo 6.5. Encontre a inversa da matriz A =

2 -5
1 —4 |
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Resolucgao:
Primeiramente vamos encontrar o valor de Det(A).

Fazendo Lo < Loy — %Ll, temos

Note que, pela propriedade [6.8] Det(A) = Det(A;).
Mas, pela propriedade , Det(Ay) =2- (—%) = —3.

Entao, Det(A) = —3. Isso implica que A admite inversa.
—4 5 4 _5

Assim, A7! = }3 . = i) g )
-1 2 3 3

6.4.1.2.2 Matrizes de ordem 3.

Al a2 aig
A inversa da matriz A = | a9, a9 a3 | é dada por

ag1 asz 33

1 Q22 + A33 — A23 * (32 @13+ a3z — A12 * 433 12 * Q23 — A13 * A22
-1
AT = © | Ag23 - A31 — A21 - A33 11 - 33 — A13 * A31 @13 - Q21 — A11 - A23 |
Det(A)
Q21 * Q32 — Q22 * 431 Q12 - 31 — A11 - 432 Q11 * Q22 — Q12 * Q21

ja que a matriz dos cofatores é

A22 + A33 — A23 * (32 Q23 + A31 — A21 * (33 21 + Q32 — A2 * 431
C= @13 - 32 — Q12 - 433 11 - 33 — A13 - a31 Q12 - 31 — A11 - 432
a12 * Q23 — A13 * A22 a1z - Q21 — A11 * A23 a1l * Q2 — A12 * G21

Exemplo 6.6. Encontre, utilizando o conceito de matriz adjunta, a inversa da matriz

1 0 3
M=12 -4 5
0 -3 -1
Resolucao

Fazendo, em M, Ly < Ly — 2L4, temos

1 0 3
M1 - 0 —4 —1
0 -3 -1

Note que, pela propiedade [6.8] Det(M) = Det(M).
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Fazendo Ly < —3L5 e L3 < 4L3, temos

1 0 3
My=1|10 12 3
0 —12 —4
Note que, pela propriedade [6.3] Det(M,) = —3 -4 - Det(M;) = Det(M) =
Fazendo L3 < L3 + Lo, temos
1 0 3
Ms=10 12 3
0 0 -1

Note que, pela propriedade , Det(M3) = Det(Ms) = Det(M) = —5Det(Ms).
Mas, pela propriedade , Det(M3) =1-12-(—1) = —12.
Entéo, Det(M) = —% S (—12) = 1.

Assim,
. —4-(-1)—=5-(=3) 3:(=3)—=0-(—=1) 0-5—3-(—4) 19 -9 12
M_IZI- 5-0—2-(=1) 1-(-1)—=3-0 3-2—1-5 = 2 -1 1
2.(=3)—(-4)-0 0-0—-1-(=3) 1-(—-4)—-0-2 -6 3 —4

6.4.2 Resolucao de sistemas lineares - Regra de Cramer.

A regra de Cramer é um processo que da a solugao de um sistema de equagoes

lineares em termos de determinantes. Recebe este nome em homenagem a Gabriel Cramer
(1704 — 1752).

Seja S um sistema linear n x n (n equagodes e n incognitas).

Sendo D o determinante da matriz A dos coeficientes de S e D,, o determinante da
matriz que obtemos quando trocamos a coluna i da matriz A pelos termos independentes

de S, temos

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 6.7. Resolva, utilizando a Regra de Cramer, o sistema

g 3r 42y =5 .
r 2y =7
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Resolucgao:
3 2
A=
1 -2

Fazendo em A, Ly < Ly — %Ll, temos A; =

é a matriz dos coeficientes do sistema.

3 2 ]
e |-
0 -3
Note que, pela propriedade [6.8] Det(A) = Det(A;).
Mas, pela propriedade , Det(Ay) =3- (—%) = —8.

Assim, Det(A) = -8 = D = —8.

5 2
7T =2

Seja A, =

] a matriz obtida substituindo os coeficientes de x pelos termos

independentes.

Fazendo em A,, Ly < Ly — %Ll, temos A,, = [

o Ot
|
e
| E— |

Note que, pela propriedade , Det(A,) = Det(Az,).
Mas, pela propriedade , Det(Ay,) =5 (—2%) = —24.
Assim, Det(A,) = —24= D, = —24.

_ =24 _
Logo, © = = = 3.

3 5
Seja A, = 7 ] a matriz obtida substituindo os coeficientes de y pelos termos

independentes.

3 5
Fazendo em A, Ly < Ly — %Ll, temos A,, = [ ] .

16
0 3

Note que, pela propriedade , Det(A,) = Det(A,,).
Mas, pela propriedade , Det(A,,) =3- 2 =16.
Assim, Det(A,) =16 = D, = 16.
Logo, y = i—% = —2.
Portanto, a solugao do sistema é V' = {(3,—2)}.
[

Exemplo 6.8. (UFES/2007) Um produtor de laticinios do estado do Espirito Santo vende
o quilo de queijo a pregos distintos, de acordo com o destino do produto. Na Grande
Vitdria, o preco do quilo é R$ 10,00; nos outros municipios do Espirito Santo, o preco é
R$ 15,00; para os demais estados do Brasil, o preco é R$ 20,00. Num determinado més,
ele vendeu 500 quilos de queijo no Brasil. O dinheiro que obteve com as vendas para os

municipios do Espirito Santo fora da Grande Vitéria foi R$ 3.600,00 a mais do que obteve
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com as vendas para a Grande Vitéria. O dinheiro que obteve com as vendas no Espirito
Santo foi uma vez e meia o dinheiro obtido com a venda para os outros estados. Calcule

quantos quilos de queijo o produtor vendeu para cada um dos trés destinos, nesse més.
Resolugao:

Sejam x, y e z as quantidades de quilos vendidos para a Grande Vitoéria, demais
municipios do Espirito Santo e demais estados do Brasil, respectivamente. Assim, temos o

seguinte sistema:
x +y +z = 500
S:q =10z +15y = 3600
10z +15y —30z =0

Note que a matriz dos coeficientes do sistema ¢é dada por

1 1 1
A=1|-10 15 0
10 15 -30

Fazendo Ly < Ly 4+ 10Ly e L3 <+ L3 — 10L4, temos

1 1 1
Ar=10 25 10
0 5 —40

Note que, pela propriedade [6.8] Det(A) = Det(A;).

Fazendo L3 < L3 — %Lg, temos

1 1 1
Ay=10 25 10
0 0 —42

Note que, ainda pela propriedade [6.8 Det(As) = Det(A;) = Det(A) = Det(As).

Mas, pela propriedade [6.6] Det(A;) = 125 (—42) = —1050, o que implica
D = —1050.

Substituindo os termos independentes nos coeficientes de x, temos

500 1 1
A, = 13600 15 0
0 15 =30
Fazendo A;, = A,", temos
500 3600 O
A= 1 15 15

1 0 -30
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Note que, pela propriedade , Det(A,) = Det(A1,).

1

Fazendo Lo <= Lo — =55

L1 e Ly <+ L3 — Ly, temos

500 3600 0
Ape=| 0 2 15
0 —15 —45

Note que, pela propriedade 6.8 Det(A;,) = Det(Ay,) = Det(A,) = Det(As,).

Fazendo Ls < L3 + %Lg, temos

500 3600 0
o o %

13
Note que, ainda pela propriedade [6.8] Det(As,) = Det(As,) = Det(A,) =
Det(Agx)

Mas, pela propriedade Det(As,) = 500 - % . (—%) = —63000, o que implica
D, = —63000.

—63000 _ 60.

— Dy _
Portanto, x = 5 = =555

Substituindo os termos independentes nos coeficientes de y, temos

1 500 1
A,=| —10 3600 0
10 0 —30

Fazendo Ly < Lo+ 10Ly e L3 + L3 — 10L1, temos

1 500 1
Ay =10 8600 10
0 —-5000 —40

Note que, pela propriedade , Det(A,) = Det(Ayy).

Fazendo L3 < L3+ %LQ, temos

1 500 1
Agy=| 0 8600 10
0 0 U

43

Note que, pela propriedade , Det(A,) = Det(Ay,).

Mas, pela propriedade Det(Ay,) =1-8600 - (—%;0) = —294000, o que implica
D, = —294000.
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Portanto, y = 5” = —z?gggo = 280.

Substituindo os termos independentes nos coeficientes de z, temos

1 1 500
A,=| —10 15 3600
10 15 0

Fazendo Ly < Ly 4+ 10Ly e L3 < L3 — 10L1, temos

1 1 500
AL.=10 25 8600
0 5 —5000

Note que, pela propriedade 6.8 Det(A,) = Det(A;.).

Fazendo Ls < L3 — %LQ, temos

A, = 0 25 8600
—6720
(

Note que, pela propriedade - 6.8, Det(A,) = Det(Ay,).

Mas, pela propriedade [6.6] Det(A.) =1-25- (—6720) = —168000, o que implica
D, = —168000.

_ D. __ —168000
Portanto, z = 55 = —75-~ = 160.

Logo, o produtor vende 60 kg de queijo na grande vitéria, 280 kg nos outros

municipios do Espirito Santo e 160 kg no restante do Brasil.

O

Note que este método para resolucao de sistemas lineares exige um nimero muito
maior de operagoes matematicas do que a Eliminacao de Gauss-Jordan, vista no capitulo
4.

6.5 EXERCICIOS PROPOSTOS

1. (UNESP/2005) Foi realizada uma pesquisa, num bairro de determinada cidade, com
um grupo de 500 criangas de 3 a 12 anos de idade. Para esse grupo, em funcao da
idade z da crianga, concluiu-se que o peso médio p(x), em quilogramas, era dado

pelo determinante da matriz A, onde
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Com base na férmula p(x) = detA, determine:

a) o peso médio de uma crianga de 5 anos;

b) a idade mais provavel de uma crianga cujo peso é 30 kg.

2. (UNITAU/1995) O valor do determinante

a a a
a b b
a b ¢

como produto de 3 fatores é:

1 2
3. (UDESC/2009) Dada a matriz A = [ — ] . Seja a matriz B tal que A~'BA = D,

2

onde a matriz D = [ ] , entao o determinante de B ¢é igual a:

3
5

a

o

2.
d) 5.

)
) -5.
c)
)
e) -3.
4. (FUVEST/1991) Determinar o nimero real A # 0 de modo que a equagao a seguir,

admita duas raizes reais simétricas.

1 —4 A
-1 =z 0 0
=0
0 -1 =z O
0 0 -1 =z

5. (UFMG/1994) Sabe-se que Ax? +2Bxzy+ Cy*+ Dx+2Ey+ F, com A, B, C, D, E

e F reais, fatora-se, no conjunto dos reais, em dois fatores de primeiro grau em x e
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y se, e somente se, B> — AC > 0 e o determinante da matriz, representada a seguir,

for nulo.

A B D
B C FE
D E F

Com base nessas informacoes, determine m para que o polindmio z2+2mazy—y*+z+y

seja um produto de dois fatores de primeiro grau em z e y.

6.5.1 Respostas

1. Primeiramente, vamos calcular o valor de det A.

Fazendo, em A, Ly < Ly — 3Lq, temos

Note que, pela propriedade detA = detA;.
Fazendo L3 + L3 — %Lg, temos
—1 1
Ay=|10 3 —x2-3
0 0 2(x+4)
Note que, pela propriedade detA; = detAy = detA = detA,.
Pela propriedade detAy =1-3-2(x +4) =2z +8.

Assim, p(x) = 2z + 8. Entao, como

a) x =5 = p(z) = 18. Logo, o peso médio de uma crianca de 5 anos é 18 kg.

b) p(z) = 30 = x = 11. Logo, a idade mais provavel é 11 anos.

2. Fazendo Ly < Ly — Ly e L3 + L3 — L, temos

a a a
0 b—a b—a
0 b—a c—a
Pela propriedade esse determinante ¢é igual ao anterior.
Fazendo agora Ls <— L3 — Lo, temos
a a a
0 b—a b—a
0 0 c—0b
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Ainda pela propriedade [6.8] esse determinante também possui o mesmo valor dos

anteriores.

Como, pela propriedade esse tltimo determiante vale a(b — a)(c — b) = a(a —
b)(b — ¢), a resposta correta é o item (c).

. Sabemos que A7'BA = D = Det(A'BA) = Det(D).

Pela propriedade Det(A™'BA) = Det(A™) - Det(B) - Det(A). Portanto,

_ Det(D) _ Det(D) __ Det(D) __
Det(B) = s pea) = paata — pam — PetD).

0 2
2
J& que, pela propriedade[6.8] Det(D) = Det(D’) e, pela propriedade[6.6] Det(D’) = 5,

logo Det(B) = 5.

21
Fazendo em D, Ly < Ly + %Ll, temos D' = [ ] )

Logo, a resposta correta é a alternativa (d).

. Resolvendo o determinante, encontramos a seguinte equacao:

22+ 322 -4+ X2=0

Note que, ja que essa equagao possui duas raizes simétricas, a terceira raiz vale -3,

pois, pelas Relacgoes de Girard, x1 + x5 + 23 = —3.
Assim, A = —12.

.TemosAzl,B:m,C:—l,D:E:%eF:O.
Note que B2 — AC =m?+1> 0.

Portanto, devemos ter

1 m %
1] —
11
3 3 0
Calculando o determinante acima, temos
m
—=0=m=0.

2
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7 CONSIDERACOES FINAIS

O Método de Gauss-Jordan, conforme foi visto, é muito util para sistemas de
equagoes lineares em geral. Esse método pode até nao ser o ideal em caso de sistemas
extremamente simples, mas tem a vantagem de poder ser aplicado em qualquer tipo de
sistema e pode ser “mecanizado” muito facilmente. Além disso, temos a limitagao da
Regra de Cramer, que s6 pode ser aplicada em sistemas com o mesmo niimero de equagoes

e de varidveis.

Além disso, em sistemas mais gerais, com aplicacao, por exemplo, na avicultura ou
bovinocultura para a férmula ideal de uma ragdo, com varias incognitas e varias variaveis,
podem ser solucionados com programas como o MATLAB ou wxMaxima, que utilizam o

Método da Eliminacao de Gauss-Jordan em sua programacao.

Portanto, o Método de Gauss-Jordan torna-se muito ttil (praticamente indispensa-

vel) em sistemas de equagoes com um nimero de varidveis muito grande.

Vimos também que o célculo da inversa de uma matriz utilizando determinantes é
muito custoso, envolvendo um ndmero muito grande de operagoes matemaéaticas. Como
podemos perceber, o processo pratico, utilizando as operagoes elementares, é muito

vantajoso, reduzindo bastante o niimero de célculos.

Por fim, também podemos perceber que conhecendo as suas propriedades, o calculo

dos determinantes pode ser bastante simplificado com essa técnica de eliminagao.
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APENDICE A - Interpretacio Geométrica

Um sistema linear 2 x 2 pode ser representado como a interseccao de duas retas no

plano. Assim:

e Se o sistema for possivel e determinado, as retas serao concorrentes, tendo um tnico

ponto em comum. Por exemplo:

Exemplo A.1. Seja o sistema

ty=2
Sli{x y
2c —y=1

Resolvendo esse sistema algebricamente, sua solugao é V = {(1,1)}. Veja a solucao

grafica desse sistema:

Figura 1 - SPD 2 x 2

]

e Se o sistema for possivel e indeterminado, as retas serdao coincidentes, tendo infinitos

pontos em comum. Por exemplo:

Exemplo A.2. Seja o sistema

—y=2
SQZ v
20 — 2y =14
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Resolvendo esse sistema algebricamente, vemos que o sistema é SPI. Veja a solugao

grafica desse sistema:

C 2u-2y=4
4_
D
2_
0
1 1 1 1 1 1
] -4 2 o 2 4 ] g 1

Figura 2 - SPI 2 x 2

]

e Se o sistema for impossivel, as retas serdo paralelas, nao tendo ponto em comum.

Por exemplo:

Exemplo A.3. Seja o sistema

r—y=2
Sg . y
20 — 2y = -8
Resolvendo esse sistema algebricamente, vemos que o sistema é SI. Veja a solugao

grafica desse sistema:
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-2

Figura 3 — SI 2 x 2

]

Do mesmo modo, um sistema linear 3 x 3 pode ser representado como a interseccao

de planos no espaco. Assim:
e Se o sistema for possivel e determinado, os planos concorrem em um tnico ponto.
Por exemplo:
Exemplo A.4. Seja o sistema

r—y+2=06
Siiy x4+y—z=4
2 —y + 3z = 25

Resolvendo esse sistema algebricamente, vemos que o conjunto solucao do sistema é

V ={(5,6,7)}. Veja a solugao gréfica desse sistema:
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i
il

W

Figura 4 — SPD 3 x 3

e Se o sistema for possivel e indeterminado, temos trés casos a considerar:

1. os trés planos sao distintos e concorrem em uma reta;
2. os trés planos sdo coincidentes;

3. dois planos sao coincidentes e o terceiro os corta em uma reta.
Faremos um exemplo em que os trés planos sao distintos.
Exemplo A.5. Seja o sistema

r—y+z=1
Ss:¢ 2 —y+2z2=3
Sr+2y+4z2=6

Resolvendo esse sistema algebricamente, vemos que o sistema é SPI. Veja a solugao

grafica desse sistema:
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Figura 5 — SPI 3 x 3

e Se o sistema for impossivel, temos quatro casos a considerar:

dois planos sao coincidentes e o terceiro é paralelo aos demais;
os trés planos sao paralelos;

dois planos paralelos e o terceiro intersecta os demais;

Ll

os trés planos se intersectam dois a dois segundo retas paralelas.
Faremos um exemplo desse tltimo caso.

Exemplo A.6. Seja o sistema
r+2y—3z2=1
Se:y 3r+y+z=2
8r+y+6z=2
Resolvendo esse sistema algebricamente, vemos que o sistema ¢ SI. Veja a solugao

grafica desse sistema:

\

Figura 6 — SI 3 x 3
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