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RESUMO

O objetivo geral desse trabalho foi estudar uma forma de abordar Ajuste de Curvas usando
conhecimentos matematicos inerentes ao Ensino Médio. Mais precisamente propde-se fazer
o Ajuste Linear para trés tipos de funcoes, y = ax, y = v+ b e y = ax + b, partindo sempre
de um experimento fisico, explorando o Método dos Quadrados Minimos e as no¢oes de
maximos e minimos de fungoes quadraticas para encontrar os valores dos coeficientes
a e b das fungoes polinomiais de 1° grau que melhor modelam cada experimento. Sao
apresentadas dedugoes algébricas de formulas com as quais determinamos os coeficientes
das retas que servirao de modelo linear para o experimento. Foram usadas também as
ferramentas do Programa Geogebra, estabelecendo a relagao visual entre os pontos obtidos,
a pardbola e a reta. As atividades desenvolvidas mostraram que é possivel o professor
do ensino médio introduzir em seu conteido programéatico a Modelagem Matematica

articulando teoria e pratica, trabalhando interdisciplinarmente e com contextualizagao.

Palavras-chave: Ajuste de Curvas. Ajuste Linear.



ABSTRACT

The main purpose of this Project was to study a way of approaching Adjustment of Curves,
using mathematical knowledge common to High School. Precisely it proposes doing the
Linear Adjustment of three types of functions, y = ax, y = x + b and y = ax + b, always
basing on a physical experiment, exploring the Ordinary Least Squares and the concepts
of maximum and minimum of squaring function in order to find the coefficients values a
and b from the polynomial function of first degree which models better each experiment.
Algebraic deductions of formulas are presented with which are determined the coefficients
of the straight lines that will be used as linear model for the experiment. In addition, it
was used tools from Geogebra, determining the visual relation among the obtained points,
the parable and the straight line. The developed activities showed that it is possible for the
high school teacher do introduce in his programmatic content the Mathematical Modelling,

articulating theory and practice, working interdisciplinary and with contextualization.

Key-words: Adjustment of Curves. Linear Adjustment.
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1 INTRODUCAO

1.1 JUSTIFICATIVA E IMPORTANCIA DO TRABALHO

O presente trabalho visa a elaboracao de propostas de sequéncias didaticas inter-
disciplinares que auxiliem os alunos do Ensino Médio na aplicacao de conceitos bésicos de
Funcgoes Elementares em Ajuste Linear, fazendo ainda uma interdisciplinaridade e uma
contextualizagao com a Fisica. Devido ao publico alvo desse trabalho, faz-se necessario
e inevitavel observar as Orientacoes Curriculares para o Ensino Médio, documento este
que trata de trés aspectos: a escolha de contetdos; a forma de trabalhar os contetidos; o

projeto pedagdgico e a organizagao curricular.

De acordo com as Orietagaoes Curriculares para o Ensino Médio ([2], 2006, p.

69-70)

Para a escolha de conteidos, é importante que se levem em consideracao
os diferentes propositos da formacao matemética na educagao bésica. Ao
final do ensino médio, espera-se que os alunos saibam usar a Matematica
para resolver problemas praticos do quotidiano; para modelar fenémenos
em outras areas do conhecimento; compreendam que a Matematica é
uma ciéncia com caracteristicas préprias, que se organiza via teoremas
e demonstragoes; (...) saibam apreciar a importincia da Matemaética
no desenvolvimento cientifico e tecnolégico. A forma de trabalhar os
contetidos deve sempre agregar um valor formativo no que diz respeito
ao desenvolvimento do pensamento matemético. Isso significa colocar
os alunos em um processo de aprendizagem que valorize o raciocinio
matematico - nos aspectos de formular questoes, perguntar-se sobre a
existéncia de solugao, estabelecer hipoteses e tirar conclusoes, apresentar
exemplos e contra-exemplos, generalizar situagoes, abstrair regularidades,
criar modelos, argumentar com fundamentacao légico-dedutiva. Também
significa um processo de ensino que valorize tanto a apresentacio de
propriedades matematicas acompanhadas de explicacdo quanto a de
formulas acompanhadas de deducao, e que valorize o uso da Matemaética
para a resolucao de problemas interessantes, quer sejam de aplicacdo ou
de natureza simplesmente tedrica.

Assim sendo, a justificativa para o desenvolvimento desse trabalho, refere-se ao
interesse em aplicar os conhecimentos de fung¢oes polinomiais de primeiro e segundo graus
para modelar experimentos fisicos através de um ajuste linear, dando oportunidade aos
alunos de vivenciar o assunto, visto que partiremos de uma pratica de laboratério. Com
isso, os alunos do ensino médio terao oportunidade de participar de algo que se aproxima

bastante da realidade de um futuro emprego.

1.2 ESTRUTURA DA DISSERTACAO

Esta dissertacao estd estruturada da seguinte maneira: neste capitulo [I] estdo os
argumentos que justificam a escolha do trabalho, explicitamos também neste capitulo sua

importancia, seus objetivos e sua estrutura.



Nos capitulos 2], [3] e [] apresentamos os ajustes para y = azx, y =z +bey = ax + b,
respectivamente. Nestes capitulos figuram os experimentos que foram eleborados com
o auxilio de um professor de fisica, a folha de trabalho do Geogebra com os passos
de construcao e a deducao das féormulas de ajuste linear para cada um dos tipos ja
citados. Procuramos trabalhar com experimentos simples e de facil manuseio a fim de
fornecer modelos para que os professores de Matematica e Fisica possam trabalhar juntos.

Finalmente, no capitulo [5| apresentamos as conclusoes desta proposta de trabalho.

1.3 OBJETIVOS DO TRABALHO

Os objetivos deste trabalho sao:

Gerais:

e Construir conceitos basicos de Ajuste Linear;
e Aplicar conceitos de fungoes polinomiais de 1° e 2° graus;

e Contribuir para uma integracao interdisciplinar com as disciplinas: Matematica e

Fisica;

e Proporcionar reflexdes e questionamentos sobre alguns aspectos do ensino de Fungoes

Elementares e Modelagem Matematica.
Especificos:

e Elaborar uma proposta para apresentar o ajuste linear aos alunos do ensino mé-
dio usando o Método dos Quadrados Minimos, aplicando os conceitos de funcoes

polinomiais de 1° e 2° graus;

e Propor uma sequéncia de atividades que mostrem a relacao interdisciplinar existente
entre a fisica e a modelagem matematica, ao mesmo tempo em que contextualiza os

conteudos a serem considerados, possibilitando uma aprendizagem motivadora.
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2 AJUSTE LINEAR PARA UMA FUNCAO DO TIPO y = ax

Em diversas situagoes num laboratério nos deparamos com quatidades que se

relacionam entre si de forma linear, como por exemplo, uma experiéncia para verificar a

validade da Lei de Ohm.

2.1 LEI DE OHM

Ao analisar, na primeira metade do século XIX, caracteristicas de materiais conduto-
res submetidos a tensoes elétricas diferentes e as correntes originadas nesses, George Simon
Ohm verificou que, para varios materiais, existia uma proporcionalidade entre a tensao
elétrica a qual o material é submetido e a corrente elétrica que por ele atravessa. Para
uma grande variedade de materiais isotrépicos (materiais cujas propriedades mecénicas sao
as mesmas em qualquer dire¢ao) liquidos e sélidos, desde que se mantenha a tempertura
constante, a relacdo entre estas duas grandezas é linear, ou seja, para um aumento de
tensao (U) hé uma resposta correspondente no aumento da intensidade de corrente elétrica

(1) e vise-versa.

Graficamente, isso pode ser expresso através de uma reta como na Figura [I}

u
Uy fmmmmmmmmmmme e

Upp=====-—> 1

Figura 1 — Graficoi x U

Onde:

e U — Tensao elétrica ou DDP (diferenga de potencial), cuja unidade de medida no
SI (Sistema Internacional de Unidades) é dada em Volts (V)

e i — Intensidade de corrente elétrica, cuja unidade de medida no SI é dada em
Ampere (A)
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A esse tipo de material, na qual a proporcao

R= [Z] (2.1)

é valida, chamamos de material OHMICO. A constante que aparece na equagao (2.1)) sera

chamada de Resisténcia Elétrica, para a qual adotaremos o simbolo R.

A unidade de medida de resisténcia elétrica no SI é denominada Ohm, cujo simbolo

é a letra grega dmega maitscula (€2).

Ao investigar o funcionamento de varios condutores, Ohm chega a conclusao que a
resisténcia elétrica de um fio depende de suas carcteriticas geométricas e do material. O

que leva a formulagdao do que hoje é chamado de segunda Lei de Ohm:

'A resisténcia elétrica de um material é diretamente proporcional ao seu compri-

mento e inversamente proporcional a sua drea’.

Figura 2 — Resistor

Em termos matematicos: I
R=p— 2.2
P A ( )

Onde,

L— comprimento do condutor
e A— area transversal do condutor

e p — resistividade do material que constitui o condutor

R— resisténcia

Um importante efeito da passagem da corrente elétrica por um material é a geracao
e dissipacao de calor, conhecido como Efeito Joule. Quanto maior a resisténcia de um

material, maior a dissipacao de calor.

Dé-se o nome de resistores aos elementos de um circuito elétrico projetados para
transformar energia elétrica em calor. Sao exemplos de resistores o filamento de um
chuveiro elétrico, as lampadas incandescentes (que produzem luz gracas a alta temperatura

de seu filamento), as torradeiras e os secadores de cabelo, entre outros.

O simbolo de um resistor, em um circuito elétrico, é:
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R
MW

Figura 3 — Resistor em um Circuito Elétrico

Para maiores informagoes sobre a Lei de Ohm, bem como para outros assuntos
relativos a Eletricidade, veja [4], [6] e [g].

2.2 O METODO DOS QUADRADOS MINIMOS

Na pratica, ao tomarmos uma fonte com resisténcia fixa R de valor desconhecido
e aplicarmos a ela diferentes intensidades de corrente (i;), anotando a voltagem (U;) e
plotando os valores obtidos em um sistema de eixos coordenados, verificaremos que os

pontos obtidos ndo estarao alinhados, tal como na Figura [4]

Au

|

Figura 4 — Diagrama de dispersao

Este fato ocorre por ser um experimento fisico, passivel de erros inerentes que, em

geral, ndo sdo previsiveis. Surge entao a necessidade de fazer um Ajuste Linear.

Para fazer o Ajuste Linear usaremos o Método dos Quadrados Minimos, empregando
os conceitos de fungoes de 1° e 2° graus estudados no ensino médio. Para efeito de
generalizagdo vamos estabelecer a seguinte correspondéncia:

e i = x, variavel independente;

e R = a, inclinagao da reta y = ax;
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e U =y, variavel dependente.

Estamos considerando um fenémeno no qual uma variavel dependente y se relaciona

linearmente, por hipotese, com a variavel independente x, na forma
Yy = ax.
O Método dos Quadrados Minimos se resume em estimar o valor de a que minimize

a soma das distancias de cada ponto (z;,y;) observado no experimento a cada ponto

(21, az;) da reta, conforme mostra a Figura [f]

%

y; - ax

ax;

\ia

Figura 5 — Disténcia vertical de um ponto (x;,y;) a reta y = ax

Devemos encontrar o valor do parametro a que torna minima a soma dos quadrados

dos desvios: .

S =S(a) = ;(yz — ax;)? (2.3)

2.3 CALCULO DO COEFICIENTE a

Para simplificar os cdlculos, vamos considerar trés pontos nao alinhados A(x1, 1),
B(xq,y2) e C(x3,y3), sendo x1 < x93 < 23 e a fun¢do soma dos erros S : R — R dada por

S(a) = X2, (y; — ax;)?. Assim, temos
S(a) = (y1 — ax1)® + (y2 — az2)® + (y3 — ax3)’

S(a) = CLQ(Il2 + x9° + $32) — 2a(z1y1 + T2y2 + x3ys) + (yl2 + y22 + y32) (2.4)



14

E fécil ver por (2.4) que S (a) é uma funcao polinomial do 2° grau na variavel a.

Assim, seu valor minimo é dado pela abscissa de seu vértice que chamaremos de a,. Logo

_ 2(xy1 + 2y2 + T3Y3)
2(1‘12 + ZEQQ + 51732)

v —

_ (T1y1 + 22y2 + 23Y3)
v (5612 +$22 +£l732)

Portanto, o valor de a procurado sera dado por

o= (191 + T2y2 + T3Y3) (2.5)

m%—}—x%—i—x%

T1Y1 + T2y + X3Y3
= x
ZE12 + ZL’22 + $32

¢é a equacgao da reta que melhor modela o experimento.
Por um raciocinio andlogo, se considerarmos n pontos observados teremos,
n
_ 24=1TiYi

n 2
i=1 %1

(2.7)

Doy TiYi
y=5 g (2.8)

=14

é a reta que procuramos.

Para maiores informagoes sobre Ajuste de Curvas veja [1], [3] e [7].

2.4 CONSTRUCAO NO GEOGEBRA

Apresentaremos nesta Secao os passos para a construcao de uma Folha de Trabalho
no programa GEOGEBRA, versao 4.4.29.0, para o ajuste feito anteriormente para trés
pontos medidos. Folhas semelhantes podem ser feitas para um nimero qualquer de

medigoes. [

(1°) Marcamos trés pontos A, B e C no primeiro quadrante, com abscissas distintas (ndo

na mesma reta vertical)

(2°) No campo entrada inserimos, nessa ordem, as fungoes

f(z) =ax

S(z) = (Y(A) = zx2(A))* + (y(B) — z x 2(B))* + (y(C) — 2 x x(C))?

1 Caso se esteja interessado somente em se fazer o ajuste, sem se preocupar com as visualizacdes

oferecidas por esta Folha, pode-se utilizar o comando RegressdoLinearX do GEOGEBRA.
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Figura 6 — Folha de Trabalho do Geogebra: y = ax

Ao inserirmos f(z) o programa solicitard a criacdo do Controle Deslizante a, que
aparecera na Janela de Algebra como nimero a. Clicando com o botao direito do
mouse no controle deslizante estabelecemos na caixa Preferéncias que sera aberta,

na Aba Controle Deslizante,

minimo: 0
maximo: 5

incremento: 0.01
(3°) Também no campo entrada inserimos,

(i) os nimeros

E = S(a),

t = z(A)y(A)+2(B)y(B)+z(C)y(C)
z(A)2+z(B)2+z(C)?

r=3S(t).

(ii) e o ponto
D = (a, 5(a))

(4°) Na barra de ferramentas selecionamos o comando texto, para inserir os textos:

Valores obtidos pela FORMULA (12.5)
a, = t, onde t é obtido clicando com o botao esquerdo do mouse no niimero ¢ na
Janela de Algebra.

S(a,) = r, onde r é obtido de forma andloga ao nimero t.
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Valores obtidos com o GEOGEBRA
a=a,
S(a) =E,

onde os numeros a e E sao obtidos como o valor de ¢ acima.

(5°) Com o botao esquerdo do mouse no texto, em Propriedades abrir a caixa de Prefe-

réncias e, na aba Avancado escolher em:

(i) Cores Dinamicas
Vermelho: (a <t —0.005) V (a >t + 0.005)
Azul: t —0.005 < a <t+0.005

(ii) Localizagao

Janela de Visualizacao 2

(6°) Estabelecer as mesmas condigoes do (5°) item para f(x), exceto a Janela de Visuali-

zagao; a reta sera exibida na Janela de Visualizacao 1.

(8°) Habilitar o rastro do ponto D = (a,S(a)), com o botao esquerdo do mouse e
estabalecer também para o ponto D as mesmas condigoes do (5°) item.
Assim, o ponto D, a reta f(x) e a caixa texto ficardo na cor azul quando atingirem

os valores desejados.

(9°) Por ultimo, na barra de ferramentas, selecionamos o comando exibir, para mostrar

as duas janelas de visualizacao.

2.5 PRATICA EXPERIMENTAL - COMPROVACAO DA LEI DE OHM

Para verificar a validade da Lei de Ohm montamos um circuito elétrico composto
por uma fonte de corrente continua, um resistor fixo de prova e dois aparelhos de medicao:
um Amperimetro, que mede a corrente que passa pelo circuito e um Voltimetro, que mede

a tensao elétrica a que esta submetido o resistor de prova, tal como no esquema da figura

[

O objetivo desse experimento é verificar a validade da Lei de Ohm por meio da
montagem do grafico da curva i x U na folha de trabalho do geogebra e por meio da

Férmula (2.5 usando os pontos coletados experimentalmente.

Materiais Utilizados:

e Fonte: Retificador de Voltagem 127V (AC)/16V (DC')

e Resistor variavel: resisténcia de chuveiro de 110V
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Resistor variavel

AVAYAAVIVAVAVAN

Amperimetro

Resistor prova
Fonte

Voltimetro

Figura 7 — Esquema do Circuito Elétrico

e Resistor prova: resistor de circuito 80mS2
e Multimetro digital na funcao Amperimetro

e Multimetro digital na funcao Voltimetro

WA SRS
‘,'('wun PSR |

»44‘1"‘ .
» ]

%

. TR
Figura 8 — Equipamento Montado — Lei de Ohm

Procedimento:
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Ao movermos o brago do amperimetro ao longo do reostato, alteramos o seu
comprimento efetivo, mudando o valor de sua resisténcia conforme a Segunda Lei de Ohm.
Variando o valor da resiténcia do reostato variam também concomitantemente a corrente
que atravessa o circuito e a tensao entre os terminais do resistor de prova, que sao lidos

respectivamente pelos aparelhos de medida.

Tanto o voltimetro como o amperimetro devem ser ajustados na escala mais

conveniente. Neste caso:

e Amperimetro: escala 200 m (miliampere)

e Voltimetro: escala 20 V(volts)

Devemos tomar o cuidado de coletar os dados em poucos minutos (em torno de 10
minutos) para que o resistor nao fique superaquecido e distorgoes nao-ohmicas aparegam.
Recomendamos desligar a fonte e esperar que a resisténcia esfrie caso seja necessario

retomar a coleta de dados.

Montamos uma tabela com os dados de medida de tensao (U) e intensidade de

corrente ().
Calculamos o coeficiente a com a Férmula (2.5)).

Montamos um Grafico i x U com trés dos pontos coletados e aplicamos o ajuste
linear para y = ax seguindo os passos descritos para a construgao no programa Geogebra.
Espera-se que o resultado obtido seja uma funcao linear com inclinagao igual a medida da

resisténcia

R.

a

Dados Coletados:

i(1073A) | U(Volts)
106,6 8,41
107,9 8,50
108,6 8,59
109,8 8,64
1153 9,09
116,7 9,19

Organizacao dos Dados Coletados:

Escolhemos trés dos valores coletados para aplicar o Método dos Quadrados
Minimos. Neste caso escolhemos as medigoes (106.6,8.41), (108.6,8.59) e (116.7,9.19). As
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demais medi¢oes servirao para testar a eficicia do modelo. Observemos que, a fim de

manter a coeréncia das unidades de medidas os dados das correntes foram passados para

amperes, ao invés de miliamperes.

i | U iU 2
0,1066 | 8,41 0,896506 0,01136356
0,1086 | 8,59 0,932874 0,01179396
0,1167 | 9,19 1,072473 0,01361889

>3 (4;U;) = 2,901853

2_1(i;)* = 0,036771209

Resultado Experimental obtido pela Férmula (12.5)):

R =178,90Q

>3 (i5U5)

j=1(1)?

. __2,901853
0, 036771209
a ~ 78,9

Assim, a DDP U é modelada por U = 78,9:. Para verificar a eficicia do modelo

temos

i(A) | U prevista | U medida
0,1079 | 8,51 8,50
0,1098 8,66 8,64
0,1153 9,09 9,09

Como podemos ver, temos um bom modelo para o experimento.

Resultado Experimental obtido pelo Geogebra:

Para a Folha de Trabalho do Geogebra utilizaremos as medidas das correntes em

miliamperes e a DDP em volts. Isto se faz necessario para que os pontos nao fiquem

praticamente alinhados em uma reta vertical no grafico. Desta forma, o resultado final

na Folha de Trabalho devera ser multiplicado por 1000, para obtermos a indicando a

resisténcia em ohms.

Resultado Esperado: R = 80 (2
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Figura 9 — Resultado Experimental do GEOGEBRA
R =10,080.10> Q = R =280,0Q
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3 AJUSTE LINEAR PARA UMA FUNCAO DO TIPO y=x+b

Neste Capitulo, prosseguiremos com o estudo do Ajuste Linear para uma fungao do
tipo y = x + b, onde b é um valor a ser determinado. Na Secao faremos os cédlculos para
o método dos quadrados minimos. Na Secao |3.3| construiremos uma Folha de Trabalho no
Geogebra. Finalmente, na Secao faremos uma aplicacdo do material desenvolvido nas

Secoes anteriores.

3.1 O METODO DOS QUADRADOS MINIMOS

Vamos supor que temos um experimento que acreditamos que seja regido por uma
lei da forma y = x + b, onde = é a variavel independente, y é a variavel dependente e b é
uma constante. Usualmente, ao fazer as medi¢oes do experimento, os pontos medidos nao
estarao alinhados. Aplicaremos o Método dos Quadrados Minimos para estimar o valor de
b que minimiza a soma das distdncias de cada ponto (z;,y;) observado no experimento a

cada ponto (z;,x; + b) da reta y = x 4+ b que modela o experimento. Vide Figura

Figura 10 — Distancia vertical de um ponto (x;,vy;) a retay = x + b

Devemos encontrar o valor do parametro a que torna minima a soma dos quadrados

dos desvios: .

=1
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3.2 CALCULO DO COEFICIENTE b

Novamente, para simplificar os calculos, vamos considerar trés pontos nao alinhados
A(z1,91), B(xe,y2) e C(x3,y3), sendo z1 < x5 < x3 e a fungao soma dos erros S: R — R
dada por S(b) = %, (y; — x; — b)%. Assim, temos

Sb) = (y1—x1—b)°+ (y2— 22— b)* + (y3 — 33— b)°
S) = 3b* — 20(yy — 1+ Y2 — X2 + Y3 — x3) + [(?le + y5” + 932)
—2(x1y1 + Tayo + x3Y3) + (217 + 22 + 237))]

S(b) é uma fungao polinomial do 2° grau na variavel b, cujo ponto de minimo é obtido

calculando-se b,, abscissa do vértice

2y — 21 + Yo — T2 + Y3 — x3)
2(3)

b, =

:y1—x1+yz—w2+y3—:ﬂ3
3

by

Portanto, o valor de b procurado sera dado por

:yl—$1+92—$2+y3—f3

b 3.2
- (32)
e a equacao da reta que melhor modela o experimento é
—X1tY—X2+yYs—x
y=1z+ Y1 1T Y2 2T Y3 3 (3.3)

3

De maneira analoga considerando n pontos observados temos, respectivamente, por

[3.2 e B.3 que,

(3.4)

e areta é
n

Y=+ i:l(yi_mi)

. (3.5)

3.3 CONSTRUCAO NO GEOGEBRA

Apresentaremos os passos referentes a construcao da Folha de Trabalho no programa
GEOGEBRA versao 4.4.29.0, para trés pontos. Folhas semelhantes podem ser feitas para

um numero qualquer de medigoes.

(1°) Marcamos trés pontos A, B e C no primeiro quadrante, com abscissas distintas (ndo

na mesma reta vertical)

(2°) No campo entrada inserimos, nessa ordem, as fungoes
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Figura 11 — Folha de Trabalho do Geogebra: y = x + b

flx)y=x+0
S(z) = (y(A) — 2(A) = b)* + (y(B) — x(B) = b)* + (y(C) — x(C) — b)?

Ao inserirmos f(x) o programa solicitard a criagdo do Controle Deslizante b, que
aparecerd na Janela de Algebra como numero b. Clicando com o botao direito do
mouse no controle deslizante estabelecemos na caixa Preferéncias que sera aberta,

na Aba Controle Deslizante,
minimo: 0

maximo: 5

incremento: 0.01

(3°) Também no campo entrada inserimos,

(i) os ntimeros

E = S(b),
t = (y1—x1+y25m2+y3—x3)
r=g(t).
(ii) e o ponto
D = (b,5(b))

(4°) Na barra de ferramentas selecionamos o comando texto, para inserir os textos:
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Valores obtidos pela FORMULA (3.2)
b, = t, onde o segundo t é obtido clicando com o botao esquerdo do mouse no
ntimero t na Janela de Algebra.

S(b,) = r, onde r é obtido de forma andloga ao nimero ¢.

Valores obtidos com o GEOGEBRA
b=b,
S(b) = E,

onde os numeros b e F sao obtidos como o valor de ¢ acima.

(5°) Com o botao esquerdo do mouse no texto, em Propriedades abrir a caixa de Prefe-

réncias e, na aba Avancado escolher em:

(i) Cores Dinamicas
Vermelho: (b <t —0.005) V (b >t + 0.005)
Azul: t —0.005 < b <t+0.005

(ii) Localizagao

Janela de Visualizacao 2

(6°) Estabelecer as mesmas condiges do (5°) item para f(z) = x + b, exceto a Janela de

Visualizagao; a reta sera exibida na Janela de Visualizagao 1.

(8°) Habilitar o rastro do ponto D = (b,S5(b)), com o botdao esquerdo do mouse e
estabalecer também para o ponto D as mesmas condigoes do (5°) item.
Assim, o ponto D, a reta f(x) = x 4+ b e a caixa texto ficardo na cor azul quando

atingirem os valores desejados.

(9°) Na barra de ferramentas, selecionamos o comando ezibir, para mostrar as duas

janelas de visualizagao.

3.4 PRATICA EXPERIMENTAL - CIRCUITO ELETRICO 1

Montaremos nesta Secao um circuito elétrico simples. Nosso objetivo serd entender
como a corrente ¢ em um determinado ponto do circuito varia em fung¢ao da DDP em

outro ponto do mesmo.
Objetivo:

Determinar uma expressao para a corrente ¢ no circuito da Figura [12|em funcao da

DDP U indicada.
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5, 6kS2

1EQ

Figura 12 — Circuito Elétrico 1

Materiais Utilizados:

e 4 pilhas AA

e Um resistor de 1k€2

e Um resistor de 5, 62

e Um potenciometro de 20k(2
e Um voltimetro

e Um amperimetro

e Fio e garras jacaré

e Dois suportes para pilhas AA (ligagdo em série de duas pilhas)
Montagem e Procedimento:

Para obtermos uma DDP variavel e podermos efetuar as medidas, montaremos
o circuito da forma indicada na Figura [I3] com o potencidometro em série com um dos
conjuntos de pilha. O voltimetro devera estar calibrado para 20 volts e o amperimetro

para 200 miliamperes.
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20k 5, 6kQ

1EQ

Figura 13 — Esquema da Montagem

Figura 14 — Circuito Montado

Dados Coletados:

U(Volts) | i(1073A)
0.5 1,08
1,0 1,57
1,5 2,06
2.0 2.55
2,5 3,04
3,0 3,53
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Usaremos os dados com DDP inteira para calcular o valor de b. Posteriormente,
usaremos os demais dados para verificar se a fungao obtida é adequada para modelar o

experimento.

Organizacao dos Dados Coletados:

U i
1,0 1,57
2,0 2,55
3,0 3,53
Y2 ja; =6 X0 i; =765

Calculando o valor de b pela Férmula [3.2 obtemos

3 3
G=1 by — X Uj

b —
3
7,65—6
p — D070
3
b = 0,55.

Ou seja, a corrente é modelada por i = U+0,55 com U em volts e 7 em miliamperes.

Para verificar se o modelo é coerente utilizaremos as demais medidas do experimento.

Temos
U | i prevista | ¢ medida
0,5 1,05 1,08
1,5 2,05 2,06
2,5 3,05 3,04

Podemos observar que os dados obtidos na pratica sao compativeis com aqueles

preditos pelo modelo, o que nos permite validar o mesmo. E]

Resultado Experimental obtido pelo Geogebra: b = 0,55

L Com o auxilio das Leis de Kirchoff podemos verificar que a regra esperada é i = U + 0, 54, com a

corrente em miliamperes e a DDP em volts.



28

x
Arguive Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda
Al Ol ec]
[n ]l Al D) QYOI AIN e 29
» Janela de Algebra » Janela de Visualizaga » Janela de Visualizagio 2
= Funcie
O S(z) = (L5T —1—2)*-
@ f(x) = x+0.55 10
= Mdmero 7
0 E=0
@ b=055 @
=0 r=0
O t=055 8l
= &
7 5
] Valores obtidos com a FORMULA 3.3
N b, =0.55 B |
5(b,)=0
5
Valores obtidos com 0 GEOGEBRA
b= 055
a
S(h)=0
a B
2
bh=055
4
] o
e s = 1/( o 1 2 3 4 5 & i [ & o 1 2 3 & : [ 7 ] )
Entrada: @

18:34
07/08/2014

Figura 15 — Resultado Experimental do GEOGEBRA
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4 AJUSTE LINEAR PARA UMA FUNCAO DO TIPO y =ax +b

Neste Capitulo apresentaremos o caso geral para o ajuste linear, isto é, o ajuste para
uma funcao do tipo y = ax + b, onde y é a variavel dependente, x a variavel independente

e a e b sdo constantes a serem determinadas.

Na Secao faremos os calculos para o método dos quadrados minimos, que desta
vez sera um pouco mais trabalhoso. Na Secao construiremos uma Folha de Trabalho
no Geogebra. Finalmente, na Secao faremos uma aplicacdo do material desenvolvido

nas Secoes anteriores.

Desejamos fazer um ajuste linear usando o método dos quadrados minimos, logo

temos que encontrar os valores de a e b que tornam minima a soma dada por

S(a,b) = (axy +b—y1)*+ ... + (azp, + b — y,)?

41 O METODO DOS QUADRADOS MINIMOS

Seja S : R? — R a funcdo erro para um ajuste linear do tipo y = ax +b. Tomando

trés pontos nao alinhados A(z1,y1), B(xs,y2) e C(xs,ys3), sendo z1 < x5 < x3 temos
S(CL, b) = (aa:l +b— y1)2 + (CLQJQ +b— y2)2 + (CLJJg +b— y3)2

Desenvolvendo os quadrados e organizando os termos, encontramos:

S(a,b) = a*(x1® + x2° + x3%) + 3b* + 2ab(xy + 29 + T3)
—2a(z1y1 + Toyo + w3ys) — 2b(y1 + 2 +ys) + it + " + st (A1)

Note que temos uma fungao de duas variaveis a e b, ja que os valores de x e y serao
retirados do experimento. Analisar uma func¢do de duas varidaveis requer conhecimentos
que nao sao abordados no Ensino Médio. Porém neste trabalho queremos mostrar que é
possivel fazer o Ajuste Linear usando apenas os conhecimentos de fungoes polinomiais do

1° e 2° graus. Assim, serao necessarias algumas consideracoes a esse respeito.
b

Proposicao: Seja S : R? — R uma fungio dada por

S(z,y) = Az* + By* + Cay + Dx + Ey + F, (4.2)

com C? —4AB <0 e B > 0. Entdo, (zg,1y0) = (203213255, 252%235) ¢ um ponto de minimo

global estrito de S, isto €, S(xo,yo) < S(x,y) para todo (x,y) # (xo, Yo)-

9BD—CE 2AE—CD
cz_1Ap €Y PO VT g

Fazendo em 1) as substituicoes das variaveis x por u+

obtemos a funcio @ : R? — R, dada por

29BD — CE\? 2AF — CD\?
) +5(: )

Qu,v) = A(“+ 02— 4AB t 2 _4AB
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+c( +28D—CE>< +2AE—CD)
YT A ) \" T 2 —44B

9BD — CE 9AF — CD
+D<u+ 02—4AB>+E<U+ 02—4AB>+F'

Ou seja,

Q(u,v) = Au®+ Bv®>+ Cuv
+[2A<2BD_CE)+C<2AE_CD>+D}U

C? —4AB C? —4AB
2AF - CD 2BD — CE
22 (e aam) *O (G maam) +F)
A(ZBD—C’E>2 B(2AE—CD>2
C? —4AB C? —4AB
C (2BD — CFE) (2AE — CD)
C? —4AB
2BD — CFE 2AFE - CD
D|l———— El———— F
(CQ—4AB) (02—4AB>
AE? — CDE + BD?
Q(u,v) = Au®+ Bv* + Cuv + % —14B + F. (4.3)
Para simplificar a notagao, vamos fazer W + F = J e analisar o
comportamento da fungao
Q(u,v) = Au® + Bv* + Cuv + J, (4.4)

com C? —4AB < 0 e B > 0 em dois casos:
(i) Para um ponto qualquer (uy,v;) com uy # 0.
Queremos mostrar que Q(0,0) < Q(uy,vy), para todo u; # 0.
De fato, os pontos (uq,v1) e (0,0) estdo na reta v = wLu. Observemos que fazendo
k=3 na funcao () vamos obter uma nova funcdo R : R? — R, tal que
R(u) = Q(u, ku) = Au® + B(ku)?* + Cu(ku) + J
R(u) = (A+ Ck+ BE*)u*+ J.

Como podemos ver, R(u) é uma fungdo de grau dois na varidvel u que, tem como
coeficiente numérico do termo de grau dois a expressao (A + Ck + Bk?) cujo discriminante
dado por A = C? — 4AB ¢ um ntimero real negativo, além disso, B é um ntimero real
positivo (vide expressao (4.2)). Dai segue que (A + Ck + Bk?) representa sempre um

nimero real positivo qualquer que seja k, portanto o valor minimo de R(u) é R(0) = J.

Assim

Q(0,0) = R(0) < R(u1) = Q(u1, kuy) = Q(uy, v1)

g <QBD —CE 2AF —-CD

C? _4AB’ (2 —4AB > = Q(0,0) < Q(uy, v1) = S(w1,11)
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Vejamos agora o segundo caso:
(ii) Para um ponto qualquer (uy,v;) com u; = 0.

Substituindo em (4.4)) o ponto (0,v;) obteremos uma fungao T : R? — R, tal que

T(v) = Q(0,v) = B(v)*+ J

T'(v) é uma fungao de grau dois na variavel v e B é o coeficiente numérico do termo
de grau dois, mas B é um nimero real positivo (vide expressao (4.2))). Dai segue T'(v) tem

valor minimo em 7'(0) = J.

Assim

Q(0,0) = T(0) < T(v) = Q0,v) = Q(0,1)

2BD — CE 2AE —CD
S(Cﬂ—mur(ﬁ_4AB>:Qmﬁ><QWWQ=S@hm%

tal como aconteceu no item (i).

Portanto, o ponto de minimo de uma funcio S(x,y) = Ax? + By*> + Cay + Dz +
Ey+F,com C? —4AB<0eB>0¢

<QBD — CFE 2AF — C’D> (45)
C2 —4AB’ C? —4AB )~ '
4.2 CALCULO DO COEFICIENTES ¢ E b
Vamos escrever a fungao (4.2) como:
S(a,b) = Aa® + Bb* + Cab+ Da + Eb + F, (4.6)
onde
3
A= $12 + 1‘22 + 9332 = Z:BiQ
=1
B = 3
3
= 2(%1 + o + ZE3) = 22.731
i=1
3
D= —=2(x1y1 + T2y2 + 73y3) = —QZ%’ZJ@'
i=1
3
E= —2(y1 +y2 +y3) = -2>y;
i=1
3
[ = 12 + o+ ys? = > i,
i=1

Observe que (C? —4AB) = 4[(X2_ )% — 3(23 ,2:2)]
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—— (CQ — 4AB) = 8[(.’171.%’2 -+ T1X3 -+ .%2%‘3) — (.1712 -+ 1'22 -+ $32)],
Vamos mostrar que (C? — 4AB) é sempre um niimero real negativo.

Partiremos do fato de que a média quadratica de n nimeros positivos x1, s, ..., T,
¢ sempre maior que ou igual a sua média aritmética e s6 ¢ igual quando todos os niimeros

sao iguais. Veja a demonstracao:

Sejam M e () as médias aritmética e quadraticas de n niimeros positivos 1, ..., Tp.

Assim, temos:

n

i(w;ﬁ—M)2 = Z(mk)g—ZMixk+nM2

k=1 k=1 k=1
= nQ? — 2M.nM + nM?
= n(Q* — M?)

Como uma soma de quadrados é necessariamente ndo negativa, resulta Q? > M?
ou, equivalentemente, () > M. Além disso, s6 se tem igualdade quando cada termo da
soma inicial é nulo, ou seja, quando z, = A, para todo k, o que significa que todos os

numeros xj sao iguais.

Portanto, sendo 0 < x7 < x5 < 3, podemos escrever:

\/(Z‘12 + 2522 + ZE32) > (xl + x9 + Ig)
3 - 3

(\/($12+1’22+LE32))2 > ((l‘1+l‘2+$3)>2
3 - 3

3(1‘12 + $22 + $32) I12 + 1322 + .7332 + 21’1132 + 2]32563 + 2.T1I3

2(%12 + ZE22 + 5(732) > 2(I1ZE2 -+ ToT3 + 131ZE3)

v

(212 + 29> + 23°) > (7129 + 21273 + T273)

Logo, como (C? — 4AB) = 8[(z112 + T123 + Tox3) — (71% + 22> + x3%)], podemos
afirmar que (C? — 4AB) é um ntimero real negativo e, como B = 3 > 0, podemos aplicar

os resultados anteriores para encontrar o ponto de minimo da funcao S(a, b).

Aplicando os coeficientes numéricos de (4.6) em (4.5)) obtemos as coordenadas do

ponto de minimo de S(a,b), dadas por

<Z?1$i231y¢ - 32?:1%’% ZlefﬂiZ?zﬂiyi - 2?1%22?1?/1')

o 3ed) | an)? — 30 aes) (1)

De maneira andloga considerando n pontos observados temos por (4.7) que,

(av,b ) _ (Z?zlxiZ?zlyi - nZ?:lxiyi Z?zlxz-Z?:lwiyi - ?:117122?:1%) (4.8)

(Cimimi)? — n(Xis,z:?) ’ (Ximimi)? — n(Xis,xi?)
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consequentemente a reta que melhor modela o experimento serd dada por

. D1 Tid i Yi — M Ty D1 Tid e TilYi — Z?:lxiQZ?zlyi
- n 2 n 2 T+ n 2 n 2
(Cimixi)? — n(Xis z:?) (i) = n(Xi,2?)

(4.9)
Para maiores informagoes sobre a Desigualdade das Médias veja [5].

4.3 CONSTRUCAO NO GEOGEBRA

Apresentaremos os passos referentes a construcao da Folha de Trabalho no programa
GEOGEBRA versao 4.4.29.0, para trés pontos. Folhas semelhantes podem ser feitas para

um numero qualquer de medigoes. E|

(1°) Marcamos trés pontos A, B e C no primeiro quadrante, com abscissas distintas (nao

na mesma reta vertical)

(2°) No campo entrada inserimos, nessa ordem, as fungoes

flz)=ax+0b
S(z,w) = (y(A) =z (x(A) =w))* + (y(B) — 2 (x(B) —w))* + (y(C) = 2% (z(C) —w))?

Ao inserirmos f(x) o programa solicitara a criagdo dos Controles Deslizantes a e b,
que aparecerao na Janela de Algebra como nimero a e nimero b. Clicando com o
botao direito do mouse em cada um dos controles deslizantes estabelecemos na caixa

Preferéncias que sera aberta, na Aba Controle Deslizante,

minimo: 0
maximo: 5

incremento: 0.01

(3°) Também no campo entrada inserimos,

E = S(a,b),
a. — (@A) +z(B)+e(C) (y(A)+y(B)+y(C))—3(x(A)y(A)+z(B)y(B)+z(C)y(C)))
v ((2(A)+z(B)+z(C))? =3(x(A)*+x(B)*+z(C)?)) ’
b — (@A) +a(B)+2(O))(@(A)y(A)+z(B)y(B)+a(C)y(C)—(z(A)?+z(B)?+2(C)?) (y(A)+y(B)+y(C)))
v (z(A)+2(B)+x(C))?—=3(x(A)*+z(B)*+x(C)?))
e = S(ay,by).

(4°) Na barra de ferramentas selecionamos o comando texto, para inserir os textos:

1 (Caso se esteja interessado somente em se fazer o ajuste, sem se preocupar com as visualizagdes

oferecidas por esta Folha, pode-se utilizar o comando RegressaoLinear do GEOGEBRA.
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Valores obtidos pela FORMULA

a, = a,, onde o segundo a, ¢ obtido clicando com o botao esquerdo do mouse no
nimero a, na Janela de Algebra.

by = by,

F=F,

onde b, e F' sao obtidos de forma analoga ao ntimero a,,.

Valores obtidos com o GEOGEBRA

a=a,
b="b,
E=E,

onde os numeros a, b e E sao obtidos como o valor de a, acima.

Com o botao esquerdo do mouse no texto, em Propriedades abrir a caixa de Prefe-

réncias e, na aba Avancado escolher em:

Cores Dindmicas
Vermelho: —(a, —0.005 < a < a, + 0.005 A b, — 0.005 < b < b, + 0.005)
Azul: a, —0.005 < a < a,+ 0.005Ab, —0.005 <b<b,+0.005

Estabelecer as mesmas condigoes do (5°) item para f(r) = ax + b. Assim, a reta
f(x) = ax + b e a caixa texto ficardo na cor azul quando atingirem os valores

desejados.

Arquive Editar Exibir OpcBes Feramentas Janela Ajuda

Bl
AR RN EE E
[&]AlAL > OOl N e ) 06
» Janela de Algebra » Janela de Visualizaga
= Fungie
% f(x) = 1.02x +0.55
= Fung3e de Varias Varidveis
@ s(z,w) = (055 -z 0.6- 104
= Ndmero Valores obtidos com a FORMULA (4.5)
O E=538 2102
O F=547 N nss
@ a=1.02 v P
o a,=102 o F=5.47
5 ';::":gs Valores obtidos com o GEOGEBRA
N “' a=1.02
= Ponto
b=0.55
@ A=(0.55,06) o

G B=(1.55,298)
@ C=(3.153.46) a=1.02

E=5638

f

N 21:53
09/07/2014

Figura 16 — Folha de Trabalho do Geogebra: y = az + b
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4.4 PRATICA EXPERIMENTAL - CIRCUITO ELETRICO 2

De forma semelhante a Secao montaremos outro circuito elétrico simples com
o objetivo de entender como a corrente ¢ em um determinado ponto do circuito varia em
fungdo da DDP em outro ponto do mesmo. A diferenca entre este circuito e o anterior é o
valor das resisténcias. Em particular, a presenca da resisténcia de 2,2k, no lugar da de
1k£2 no outro circuito, fard com que esta corrente i seja expressa por uma funcao do tipo
1 =alU +b.

Objetivo:

Determinar uma expressao para a corrente ¢ no circuito da Figura [17] em funcao da
DDP U indicada.

5, 6k

2,2k

Figura 17 — Circuito Elétrico 2

Materiais Utilizados:

e 4 pilhas AA

e Um resistor de 2, 2k(2

e Um resistor de 5, 62

e Um potenciometro de 20k(2
e Um voltimetro

e Um amperimetro

e Fio e garras jacaré

e Dois suportes para pilhas AA (ligagdo em série de duas pilhas)
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Montagem e Procedimento:

Para obtermos uma DDP varidvel e podermos efetuar as medidas, montaremos
o circuito da forma indicada na Figura com o potenciometro em série com um dos
conjuntos de pilha. O voltimetro devera estar calibrado para 20 volts e o amperimetro

para 200 miliamperes.

20kQ 5, 6k

3V

2,2k

Figura 18 — Esquema da Montagem

Figura 19 — Circuito Montado

Dados Coletados:
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U(Volts) | i(1073A)
0,5 0,8
1,0 11
15 13
2.0 15
2.5 1,7
3.0 2.0

Da mesma forma que no Capitulo anterior, usaremos os dados com DDP inteira
para calcular os valores de a e b. Posteriormente, usaremos os demais dados para verificar

se a funcao obtida é adequada para modelar o experimento.

Organizacao dos Dados Coletados:

U i Uji U;
1,0 1,1 1,1 1,0
2,0 1,5 3,0 4,0
3,0 2,0 6,0 9,0
S wy =6 X0 i =4,6| X5 Uji; = 10,1 | X0, U7 = 14,0

De acordo com a Férmula (4.5) temos

S Uiy — 35, Ui

a
(Z3.1U5)% = 3(25-1U57)
6 x4,6—-3x10,1
0 =
62 —3x 14
a = 0,45

S U Usiy — S8 U S03

b o—
(0, U5)? = 3(25.,U5%)
- 6x10,1—14 x 4,6
N 62— 3 x 14
b = 0,6333...

Assim, tomaremos uma aproximacgao para b e diremos que a corrente é modelada

por ¢ = 0,45U + 0,63 com U em volts e © em miliamperes.

Para verificar se o modelo é coerente utilizaremos as demais medidas do experimento.

Temos
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Arquivo Editar Exibir OpgBes Feramentas Janela Ajuda Entrar.
AL O &[N o] 2 o
[all Al 2 By OOIIN, e o 0
» Janela de Algebra » JaneladeV izac
= Fungie
@ f(x) = 0.45x +0.63
= Fung3e de Varias Varidveis
@ s(zw) = (1-zll—w ) Valores obtidos cam a FORMULA (4.5)
= Ndmero a,=0.45
=0 E=2.66 b, =063
0 F=265 F266
@ a=045
=045 a4
oy Valores obtidos com o GEOGEBRA
~@ b=063 a=0.45
-0 b, =083 o053
= Ponto E=2.66
@ A=(1,11) &
@ B=(2,15)
@ c=32 a=04§ i |
h=083
4
2]
o
o 0 1 2 a 1) 5 [ 7 [ 9 10 1 12 13 14 15

== E é E 4 E i mﬁffm

Figura 20 — Resultado Experimental do GEOGEBRA

U | i prevista | + medida
0,5 0,87 0,8
1,5 1,30 1,3
2,5 1,75 1,75

Podemos observar que os dados obtidos na pratica sao compativeis com aqueles

preditos pelo modelo, o que nos permite validar o mesmo. El

Resultado Experimental obtido pelo Geogebra: a = 0,45 e b= 0,63

2 Novamente com o auxilio das Leis de Kirchoff podemos verificar que a regra esperada é i = aU + b,

onde a = 0,4545... e b = 0,5357, com a corrente em miliamperes e a DDP em volts.
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5 CONCLUSAO

Mostramos, com as atividades realizadas, que é possivel trabalharmos Ajuste
Linear no Ensino Médio. Os pré-requisitos necessarios sao Fungoes Polinomiais de 1° e
2° graus. Dominando os conceitos béasicos de fungoes polinomiais e aplicando o método
dos quadrados minimos o aluno é capaz de deduzir as féormulas para os coeficientes da
funcao linear que modela o experimento. A aplicacao do Geogebra tem por objetivo a
consolidagao dos conceitos estudados pois, com esse recurso, o aluno consegue visualizar,
de forma bastante clara e objetiva, as caracteristicas de cada um dos ajustes apresentados.
A inclusao do Ajuste Linear, no Ensino Médio, contribuird para a formagao do aluno
capaz de compreender a construgao do conhecimento matematico e solucionar problemas

propostos no mundo real.
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