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RESUMO

O presente trabalho tem por finalidade mostrar uma metodologia de ensino dos ntimeros
reais com base em fundamentos da Geometria Euclidiana. A régua e o compasso serao
instrumentos de grande importancia na construcao dos conjuntos numéricos. Partindo das
imagens geométricas dos nimeros naturais e das operagoes entre seus elementos, iremos,
gradativamente, construindo o conjunto dos ntimeros inteiros e dos racionais. Provaremos
a existéncia de niimeros que nao sao racionais e uma caracteristica desses nimeros que
os livros didaticos, em sua maioria, nao abordam: a questao da densidade dos conjuntos
dos ntimeros racionais e irracionais no conjunto dos reais. A geometria euclidiana como
suporte nos nimeros reais facilita o entendimento do aluno e traz dindmica nas operagoes

entre esses niumeros. Apresentamos também uma possibilidade de continuagao da proposta
de trabalho.

Palavras-chave: Numeros Reais. Geometria Euclidiana. Régua e Compasso.



ABSTRACT

This paper aims to show a teaching methodology of real numbers on the grounds of
Euclidean geometry. The ruler and compass are instruments of great importance in the
construction of numerical sets. Based on the geometric images of the natural numbers
and operations between its elements, we will gradually building the set of integers and
rational numbers. We prove the existence of numbers that are not rational and a propertie
of those numbers that textbooks mostly do not address: the question of density of the sets
of rational and irrational in the set of real numbers. Euclidean geometry as real numbers
in support facilitates student understanding and produces dynamic operations between

these numbers. We also present a possible continuation of the proposed work.

Key-words: Real Numbers. Euclidean Geometry. Ruler and Compass.
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1 INTRODUCAO

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais do terceiro e quarto ciclos do ensino

fundamental, referéncia [3], alguns dos objetivos no tratamento dos nimeros reais sao:

Reconhecimento dos significados dos niimeros naturais em diferentes contextos e
estabelecimento de relagoes entre nimeros naturais, tais como "ser multiplo de", "ser

divisor de".

Reconhecimento dos niimeros inteiros em diferentes contextos - cotidianos e histéricos
- e exploracoes de situacoes-problema em que indicam falta, diferenca, orientacio

(origem) e deslocamento entre dois pontos.

Reconhecimento de niimeros racionais em diferentes contextos - cotidianos e historicos
- e exploragdo de situagoes-problema em que indicam relagdo parte/todo, quociente,

razao ou funcionam como operador.

Localizagao na reta numérica de ntimeros racionais e reconhecimento de que estes
podem ser expressos na forma fraciondria e decimal, estabelecendo relacoes entre

essas representacgoes.

Analise, interpretacao, formulacao e resolucao de situacoes - problema, compreen-
dendo diferentes significados das operagoes, envolvendo niimeros naturais, inteiros e
racionais, reconhecendo que diferentes situagoes - problema podem ser resolvidas
por uma unica operacgao e que eventualmente diferentes operacoes podem resolver

um mesmo problema.

Constatagao que existem situacoes-problema, em particular algumas vinculadas a

Geometria e medidas, cujas solugdes nao sao dadas por nimeros racionais (caso do

7, da v/2, V/3, etc.)

Identificacdo de um nimero irracional como um numero de representacao decimal
infinita, e nao-periddica, e localizagao de alguns deles na reta numérica, com régua e

compasso.

Analise, interpretacao, formulacao e resolucao de sitagdes-problema, compreendendo
diferentes significados das operagoes, envolvendo niimeros naturais, inteiros, racionais

e irracionais aproximados por racionais.

Observando a explanacao de alguns livros didaticos sobre a evolugao dos conjuntos

numeéricos e as orientagoes dos Parametros Curriculares Nacionais vemos que o contetido

poderia ser trabalhado de forma diferente. Algumas caracteristicas importantes dos

numeros reais podem ser observadas pelos alunos se usarmos como suporte alguns resultados
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da Geometria Euclidiana plana. O uso da régua e compasso trazem dinamica nas operagoes
entre esses numeros. Os livros didaticos, em sua maioria, ndo comentam de tépicos
importantes dos niimeros reais como a densidade de @ (conjunto dos Racionais) em R

(conjunto dos Reais) e de I (conjunto dos Irracionais) em R.

O objetivo desse trabalho é apresentar uma proposta de ensino de niimeros reais, de
maneira construtiva e com bastante uso de resultados da Geometria Euclidiana. Mostrare-
mos uma forma diferente de enunciar os nimeros reais, em que Geometria e Aritmética

serao trabalhadas conjuntamente para a apresentagao desses nimeros.

No Capitulo 2 sera apresentada a teoria de Geometria Euclidiana Plana, com
referéncia na bibliografia [2], que serd usada na proposta de Ensino dos Nuimeros Reais,

no Capitulo 3.

No Capitulo 4 seré feita a conclusao do trabalho com uma proposta de continuidade

do mesmo.
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2 FUNDAMENTOS DE GEOMETRIA EUCLIDIANA PLANA

Neste capitulo introduziremos os conceitos da Geometria Euclidiana Plana e

notagoes que serao utilizadas posteriormente, com base na referéncia bibliografica [2].

Vamos assumir algumas noc¢oes como conhecidas: ponto, reta e plano.

Figura 1 — Pontos e retas no plano

Dados no plano um ponto P e uma reta r, s6 ha duas possibilidades: ou o ponto
P pertence a reta r ou nao; no primeiro caso, escrevemos P € r e, no segundo caso,

escrevemos P ¢ r.

Figura 2 — Posicoes relativas de ponto e reta

Vemos na Figura 2 que A € r e B ¢ r. Por dois pontos A e B distintos do plano,
podemos tragar uma tUnica reta (veja Figura 3). Nesse caso sendo r a reta determinada

—
por tais pontos, denotamos r =AB.

Dados pontos distintos A e B sobre uma reta r, o segmento AB é a porcao da
reta situada de A a B. Escrevemos AB para denotar o comprimento do segmento AB.
Para comparar a medida de dois segmentos podemos usar um compasso, trasportando um
dos segmentos para a reta determinada pelo outro. E importante desenvolver no aluno
habilidade no manuseio com a régua e o compasso, uma vez que esses intrumentos serao

trabalhados de forma significativa na construgdo de ntimeros reais.

Um ponto A, situado sobre uma reta r, a divide em duas partes, quais sejam, as

semirretas de origem A. Escolhendo pontos B e C sobre r, um em cada um de tais pedacos,
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Figura 3 — Dois pontos determinam uma tnica reta

— —
podemos denotar as semirretas AB e AC. Na Figura 4, mostramos a por¢ao da reta r
*)

correspondente a semirreta AB.
B
A ./-"//’
N
Figura 4 — Semirreta AB de origem A

Dados, no plano, os segmentos AB e CD, com régua e compasso construimos os
segmentos EF e GH, tais que EF = AB+CD e GH = 3 - AB.

Dados os pontos A e B no plano, definimos a distancia d(A, B) entre os mesmos

como o comprimento AB do segmento AB:

d(A, B) = AD.

Além de pontos, retas, segmentos, os circulos serao objetos de muita importancia
em nosso estudo. Dado um ponto O e um real » > 0 (comprimento de um segmento),
o circulo de centro O e raio r é o conjunto dos pontos P do plano que estdao a mesma

distancia r de O, ou seja, OP = 7.

Figura 5 — Circulo de centro O e raio r
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O circulo de O e raio r é uma curva plana obtida quando posicionamos a ponta de
um compasso no ponto O e fixamos sua abertura como igual comprimento r. Dado um
circulo I" de centro O e raio r (Figura 5) também denominamos raio do mesmo a todo
segmento que une o centro O a um de seus pontos: por exemplo, OA, OB e OP sao raios
do circulo I'. Um corda de I" é um segmento que une dois pontos quaisquer do circulo; um
diametro de I' é uma corda que passa por seu centro. Nas notacoes da Figura 6, AB e
CD sao cordas de I', sendo AB um didmetro. Todo didmetro de um circulo o divide em

duas partes iguais, denominadas semicirculos.

Podemos ainda perceber que na Figura 6 uma por¢ao do circulo I' aparece em
negrito. Tal porcao corresponde a um arco de circulo, que é um pedago do circulo
delimitado por dois de seus pontos. Para evitarmos ambiguidade na defini¢ao, falaremos

em arco menor ou arco maior C'D

Figura 6 — Elementos de um circulo

2.1 ANGULOS

Definicao 1. Uma regigo R do plano é convexa quando, para todos os pontos A, B € R,

tivermos AB C R. Caso contrdrio, diremos que R é uma regido nao-conveza.

Uma regiao R do plano é convexa quando, para todos os pontos A, B € R, tivermos

AB C R. Caso contrario, diremos que R é uma regido nao-convexa.

Uma reta r de um plano o divide em duas regides convexas, os semiplanos delimita-
dos por r. Dados pontos A e B, um em cada um dos semiplanos em que r divide o plano,
tem-se sempre AB N1 # @.

_>
Definicao 2. Dadas, _no plano duas semirretas OA e OB um angulo (ou regido czrcular)

de ’uermce O e lados OA e OB ¢ uma das regioes do plano limitadas pelas semirretas OA
e OB.
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Figura 7 — Regides convexa (esq.) e nado-convexa (dir.)

Figura 8 — Semiplanos determinados por uma reta.

Um angulo pode ser concavo ou convexo; na Figura 9 abaixo, o angulo da esquerda

— —
é convexo e o da direita é concavo. A notacao para o angulo de lados OA e OB sera

LAOB.

0 A A

Figura 9 — Regioes angulares no plano

Dividindo um circulo I' de centro O em 360 arcos iguais, tomamos pontos X e Y,
extremos de um desses 360 arcos iguais. Dizemos que a medida do ZXOY é de 1 grau, e
denotamos 1°, e escrevemos

X0y = 1°.

Quando escrevemos ZAO B, estaremos nos referindo, a menos que diga o contréario,
ao angulo convexo ZAOB, isto é, 0° < AOB < 180°. Diremos que um angulo ZAOB é



16

Figura 10 — Grau como unidade de medida de angulos.

agudo quando 0° < AOB < 90°, reto quando AOB = 90° e obtuso quando 90° < AOB <

180°. Observe ainda, na Figura 11, a notacao especial utilizada para angulos retos.

Figura 11 — Angulos agudo, reto e obtuso

Diremos que dois angulos sao complementares se a soma das medidas dos dois seja
90°. Assim se a e [ sao dois dngulos complementares, entdao a + 5 = 90°. Ainda nesse

caso, dizemos que « é o complemento de 3 e vice-versa.

Dois angulos ZAOB e ZCOD (de mesmo vértice O) sao chamados opostos pelo

vértice (abreviamos OPV) se seus lados forem semirretas opostas.

A

B

Figura 12 — Angulos opostos pelo vértice

Os angulos ZAOB e ZCOD da Flgura 12 sao OPV, uma vez que as semirretas

OA e OC bem como as semirretas OB e OD sao respectivamente opostas.

Proposicao 1. Dois angulos OPV sdo iguais.

— —
Demonstracao. Como as semirretas OB e OD sao opostas, segue que a + v = 180°.

— —
Analogamente para as semirretas OA e OC, ou seja, v + [ = 180°. Das duas igualdades,

vem que:
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at+y—(y+8)=180°—180° = a =7 O

2.2 TRIANGULOS

«—
Considere 3 pontos A, B e C' do plano. Se C estiver sobre a reta AB, diremos que

A, B e C sdo colineares; caso contrario, diremos que A, B e C' sdo nao-colineares (Figura
13).

Figura 13 — Trés pontos nao-colineares

Vemos que trés pontos nao-colineares formam um tridangulo. Sendo A, B e C tais
pontos, diremos que A, B e C' sao os vértices do triangulo. Mostraremos, na Figura 14, o

tridngulo ABC' que tem por vértices os pontos A, B e C.

b

a

Figura 14 — O triangulo ABC' de vértices A, B e C

Dizemos que os segmentos AB, AC e BC sao os lados do tridngulo; escrevemos
AB = ¢, AC = b e BC = a para denotar o comprimento dos lados de um tridngulo ABC.
A soma dos comprimentos dos lados do tridngulo é seu perimetro, que sera denotado por

2p; assim, p é o semiperimetro do triangulo. Nas notacgoes feitas, temos

a+b+c

p= 5

Os angulos ZA = /BAC, /B = ZABC e ZC = ZACB (ou suas medidas
A=BAC, B=ABC ¢ (C = BCA'A) sao os angulos internos do triangulo.

Podemos classificar um triangulo com relagao aos comprimentos de seus lados ou

com relagdo as medidas de seus angulos internos. Um tridangulo ABC' é denominado:

1. Equilatero, se AB = AC = BC.
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2. Isésceles, se ao menos dois dos segmentos AB, AC, BC forem iguais.

3. Escaleno, se AB # AC # BC.

Pela definicao feita, todo triangulo equilatero é isésceles; porém a reciproca nao é
verdadeira. Quando ABC for tridngulo isésceles, tal que AB = AC, dizemos que o lado
BC' ¢ a base do triangulo.

2.2.1 Congruéncia de tridngulos

Veremos quais sao as condi¢des necessarias e suficientes para que dois tridngulos
possam ser considerados iguais. Consideremos inicialmente o problema de construir, com
régua e compasso, um triangulo equilatero dado um lado. Nesse exemplo, construimos um
triangulo tendo certas propriedades pré-estalebecidas. Ao resolvé-lo, aceitamos implicita-
mente o fato de que s6 havia, essencialmente, um tridngulo satisfazendo as condigoes; de
outro modo, qualquer outro triangulo que tivéssemos construido deveria ser dado como o

mesmo do triangulo construido, uma vez que s6 se diferenciava por sua posi¢ao no plano.

Essa ¢ a ideia que identificamos na igualdade de triangulos, que recebe o nome de
congruéncia: dizemos que dois tridngulos sao congruentes se for possivel mover um deles
no plano, sem deformé-lo, até fazer coincidir um com o outro. Logo se dois tridngulos
ABC e A’B'C’ sao congruentes existe uma correspondéncia entre os vértices dos mesmos,
de modo que os angulos internos em vértices correspondentes sejam iguais, bem como os

lados opostos a vértices correspondentes.

A Figura 15 mostra dois tridngulos congruentes ABC e A’B'C’, com a correspon-
déncia de vértices

A A;B+ B0+ C.

A

Figura 15 — Dois triangulos congruentes

Temos assim:

A-TB-B:C—-C
AB = A'B'; AC = A'C"; BC' = B'C"
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Escreveremos
ABC = AB'C’
para denotar a congruéncia entre os triangulos ABC e A’B'C’ com a correspondéncia de

vértices

A AB« B:C < (.

Dispomos de critérios para decidir se dois tridngulos sao ou nao congruentes, que
sao chamados de casos de congruéncia de triangulos. Esses casos sao tratados do ponto de

vista da unicidade das construgoes com régua e compasso.

1. LAL: se dois lados de um tridngulo e o dngulo formado por esses dois lados forem
respectivamente iguais a dois lados de outro triangulo e ao angulo formado por esses

dois lados, entao os dois tridngulos sao congruentes.

2. ALA: se dois angulos de um triangulo e o lado compreendido entre esses dois
angulos forem respectivamente iguais a dois angulos de outro tridngulo e ao lado

compreendido entre esses dois angulos, entao os dois triangulos sao congruentes

3. LLL: se os trés lados de um triangulo sao, em alguma ordem, respectivamente

congruentes aos trés lados de outro triangulo, entao os dois tridngulos sao congruentes.

2.3 PARALELISMO

Dadas duas retas no plano, temos somente duas possibilidades para as mesmas: ou
elas tétm um ponto em comum ou nao tem nenhum ponto em comum, dizemos, no primeiro

caso, que elas sdo concorrentes e, no segundo, que as retas sao paralelas (Figura 16).

Figura 16 — Retas concorrentes (esq.) e paralelas (dir.)

Lema 1. Em todo triangulo, a medida de cada angulo externo é maior que as medidas

dos angulos internos nao adjacentes a eles.

Demonstragio. Seja ABC um tridngulo qualquer e M o ponto médio do lado AC' (Figura
— - -

17). Prolonguemos a semirreta BM até o ponto B’ tal que BM = M B’, e consideremos os

triangulos ABM e CB'M. Sendo M ponto médio de AC' e M B’, temos que AM = MC,



20

BM = B’M. Os angulos AMB e B'MC sio iguais, pois sdo opostos pelo vértice. Portanto
os tridngulos AM B e C'M B’ sao congruentes pelo caso LAL. Logo,

XCA> B'CA=BAM = BAC.

Analogamente, prova-se que XC'A > ABC. O

B C

Figura 17 — A desigualdade do angulo externo

Lema 2. Nas notacoes da Figura 18, se os angulos alternos internos o e 5 sao iguais,

entao as retas r e s sao paralelas.

r B

Figura 18 — Se a = 3, entao r é paralela a s

Demonstragio. Vamos supor que as retas r e s ndo sao paralelas. Na Figura [I9] conse-
guimos montar o tridngulo PAB e pelo lema [T}, concluimos que o > /3. Caso P esteja a

direita de B, provamos de forma analoga que 8 > a. O



21

Figura 19 —a > 3

Podemos agora, com régua e compasso, construir uma reta s, paralela a reta r e

que passa pelo ponto A.

Abaixo temos os seguintes passos dessa construcao:

1. Tome pontos C e X sobre a reta e una A a C.

2. Construa o angulo ZC'AY, tal que CAY = ACX eXeY estejam situados em
< >
semiplanos opostos em relagao a reta AC. Pelo lema |2 a reta s =AY é paralela a

reta r.

Fuclides impo6s a unicidade da paralela a uma reta que passa por determinado
ponto como postulado, conhecido em seu livro Elementos, como o quinto postulado de

Euclides. Se duas retas r e s forem paralelas, escreveremos r || s.

De posse do quinto postulado, podemos enunciar e provar alguns dos mais impor-
tantes resultados da geometria Euclidiana. Primeiramente, supomos dadas no plano trés
retas r, s e t, com t intersectando r e s respectivamente nos pontos A e B, como mostra a
Figura 20. O angulos « e § sao ditos alternos internos, ja os angulos a e v sao chamados

de colaterais internos.

Figura 20 — Angulos alternos internos e colaterais internos

Corolario 1. Nas notagoes da Figura 20, temos:

rllsea=0< a+y=180°
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Demonstracao. Pela figura temos que v+ 8 = 180°, temos o = < a + v = 180°. Basta
provar que r||s & « = . Provamos que se os angulos a e (3 sdo distintos, entdao as
retas r e s ndo podem ser paralelas. Assim a contrapositiva também é uma afirmativa
verdadeira, ou seja, se as retas sao paralelas, entao os angulos « e 3 sdo iguais. Portanto,
o+ v = 180°. O

Corolario 2. A soma dos angulos internos de um triangulo € igual a 180°.

A

B C

Figura 21 — Soma dos angulos internos de um triangulo

<
Demonstragio. Seja ABC um tridngulo qualquer (Figura 21), e XY uma reta paralela a
— ~ ~ ~ ~
BC' que passa pelo ponto A. Pelo Corolario 1 temos que B = BAX e C' = CAY. Assim
A+ B+C =180°. O

Corolario 3. Os dngulos de um triangulo equildtero sao todos iguais a 60°.

L R

A

Figura 22 — Triangulo equilatero

Demonstragio. Consideremos o tridngulo ABC' equilatero (Figura 22), e M o ponto médio
do lado AB. Tracando o segmento C'M, dividimos o tridngulo ABC' em dois congruentes:
AMC e BMC, ja que AC'= BC, AM = BM e C'M ¢é comum aos dois tridngulos. Assim

P, _ c .
temos que A = B, ACM = BCM = 5 € AMC = BMC = 90°. Sendo M’ o ponto médio

do lado BC, conseguimos mostrar de forma analoga que B =C. Portanto A = B = C.
Pelo Colorario 2 temos que A+B+C = 180°, ou seja, A=B=C=60. O
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Corolario 4. Em todo triangulo, a medida do angulo externo € igual a soma das medidas

dos dois angulos internos nao adjacentes a ele.

Figura 23 — O teorema do angulo externo

Demonstracao. Pela Figura 23 e pelo Corolario 2 temos que A+B+C =180° e C’—I-C'm =
180°. Logo A+B= Cext O

2.4 QUADRILATERO NOTAVEL

2.4.1 Paralelogramo

Definicao 3. Um quadrildtero convexo é um paralelogramo se possuir os pares de lados

opostos paralelos.

A

< — < —
Figura 24 — ABCD ¢é paralelogramo < AB || CD e AD || BC.

Proposicao 2. Um quadrilitero convexo é um paralelogramo se, e somente se, seus

angulos opostos sao iguais.

Demonstracao. Observando a Figura 24, temos que os angulos A e B sio colaterais
< <
internos, p01s AD || BC, ou seja, A+ B = 180°. O raciocinio é analogo para os angulos B

eC'JaqueABHC’D Logo A=Ce B=D. O

Conseguimos também provar que a soma dos angulos internos de um quadrilatero

convexo ¢ 360°. Basta tragarmos a diagonal AC, criando dois tridangulos ADC' e ABC.



24

Como a soma dos angulos internos de cada triangulo é 180°, concluimos que a de um

quadriladtero convexo é sempre 360°.
Sendo A = C e Bzﬁ, vem que A+ B+ C + D = 360°, ou seja, A+ B = 180°.
< <
Esse fato ja garante o paralelismo entre as retas AD e BC. Analogamente para as retas
— <
ABeCD .
Proposicao 3. Um quadrildtero convexo é um paralelogramo se, e somente se, seus pares

de lados opostos forem iguais.

Demonstracao. Sendo ABC D um paralelogramo, temos que apoés tracar a diagonal AC,
criamos dois tridngulos ADC e ABC' congruentes, pois ZCAB = ZACD, /DAC =
LACB e o segmento AC' é comum aos dois tridngulos. Logo AD = BC' e AB = CD.

Reciprocamente, se AB =CD e AD = BC, temos que os tridngulos ABC e ADC
sao congruentes pelo caso LLL. Podemos assim concluir que Z/BAC = ZDCA. Logo, pelo
> <
Lema AB || CD. Tragando a outra diagonal BD, provamos de forma andloga que as
<

retas BC' e AD sao paralelas. Portanto o quadrilatero é um paralelogramo. O

Proposicao 4. Um quadrilitero convexo é um paralelogramo se, e somente se, suas

diagonais se encontram no ponto médio, aquele que equidista dos extremos.

C

A B

Figura 25 — ABC D paralelogramo < M ¢é ponto médio de AC' e BD

Demonstragdo. Seja ABC'D um paralelogramo e M o ponto de intersecao das duas
diagonais (Figura 25). Como AB I CD temos que BAM = DCM e ABM = CDM.
J4 provamos na Proposicao |3| que AB = CD, ou seja, os tridngulos ABM e CDM sao
congruentes pelo caso ALA. Portanto AM = CM e BM = DM.

Reciprocamente, sendo ABC'D um quadrilatero convexo tal que suas diagonais

se intersectam no ponto médio M de ambas, temos que AM = MC, BM = MD e
AMB = CMD (angulos OPV). Logo os tridngulos AM B e C'M D sao congruentes por
LAL, ou seja, AB = C'D. De forma aniloga mostramos que AD = BC. Portanto os
lados opostos desse quadrilatero possuem mesma medida. Assim, pela Proposicao 3, o

quadrilatero é um paralelogramo. O
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2.5 TRIANGULO MEDIAL

Definimos uma base média de um tridngulo como o segmento que une os pontos
médios de dois de seus lados (segmentos M N, NP e MP da Figura 26). Assim todo

triangulo possui exatamente trés bases médias.

A

M N

B P C

Figura 26 — Bases médias do triangulo ABC

Nas notagoes da Figura 26 dizemos que o triangulo M N P ¢ o triangulo medial, ou

seja, formado pelas trés bases médias do triangulo.

Proposicao 5. Seja ABC’ um triangulo qualquer Se M e N sao os pontos médios dos
lados AB e AC, entdo MN ¢ paralela a BC Reciprocamente, se tracarmos por M uma

paralela ao lado BC, entdo a mesma intersecta AC em N, e em qualquer dos dois casos

temos
1

MN:§~BC'

Figura 27 — Medida da base média do triangulo

_
Demonstracao. Nas notacoes da Figura 27, tomemos o ponto D sobre M N tal que
MN = ND. Como N é o ponto médio do lado AC e ZANM = ZCND sao opostos

pelo vértice, vem que os tridngulos ANM e CND sao congruentes por LAL. Portanto
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R - ~ ~ < —
DC = AM e DCN = M AN, que nos leva a concluir que as retas DC e AM sao paralelas.

Assim

<> —
BM =AM =DC e BM | DC

Podemos entao afirmar que o quadrilatero BMC'D é um paralelogramo, pois sendo
E o ponto de intersecao entre os segmentos MC' e BD, prova-se que os triangulos M EB
e CED sao congruentes pelo caso ALA. De modo analogo conseguimos também mostrar
que MD = BC, portanto o quadrildtero BMCD possui os lados opostos com mesma,

- I I 1
medida, ou seja, é um paralelogramo. Logo BC'= MD =2- MN, ou seja, MN = 3 BC.

Reciprocamente, sejam r uma reta passando por M e paralela ao lado BC, s uma
reta paralela ao lado AB que passa pelo ponto C' e D o ponto de intersecao entre elas.

Vamos provar que os triangulos AMN e CDN sao congruentes. De fato:

A

M D

B C

— <
Figura 28 — Se M é médio e M N || BC, entao N é médio

NCD = NAM (alternos internos), NDC = NMA (alternos internos) e CD = AM
(AM = BM = CD, jaque BMCD é paralelogramo). Assim tais tridngulos sdo congruentes
pelo caso ALA. Logo AN = NC, ou seja, N é o ponto médio do lado AC. O

2.6 TEOREMA DE THALES

Considere no plano retas paralelas r, s e ¢t e transversais u e u/, a primeira
intersectando r, s e t respectivamente nos pontos A, B e C' e a segunda intersectando r, s
e t respectivamente em A’, B’ e C'. Entao:

AB AB
BC BC"

A demonstragio desse terorema se encontra nas paginas 154, 155 e 156 da bibliografia [2]
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2.7 SEMELHANCA DE TRIANGULOS

Dizemos que dois triangulos sao semelhantes quando possuem trés angulos internos

com a mesma medida.

AJ‘

B C B

Figura 29 — Dois triangulos semelhantes

Na Figura 29 os triangulos ABC' e A’B’'C’ sao semelhantes, com a correspondéncia

de vértices A+— A", B+«— B, C +— (C".

Proposigao 6. Se ABC e A'B'C’ sao dois triangulos semelhantes, com a correspondéncia

de vértices A <— A, B<+— B', C +— (', entdo

AB BC AC

= = =k
AB  B'C"  AC

em que o numero real positivo k é chamado de razao de semelhanca entre os triangulos
ABC e A'B'C".

A demonstragdo dessa proposicao se encontra da pagina 164 a 168 da bibliografia
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3 PROPOSTA DE ENSINO DE NUMEROS REAIS

Neste capitulo iremos, usando as ferramentas expostas anteriormente e a referéncia
[1], propor uma metodologia para trabalhar com os niimeros reais. Com base em caracteres
geométricos mostraremos como algumas caracteristicas desses nimeros ficam mais evidentes

quando usamos a Geometria como suporte.

Considere a reta abaixo como sendo a reta Real, indicada por R, onde foram
marcados dois pontos distintos que denotaremos por O e I. Uma representagao grafica

Sera:

®
(@] 1
Figura 30 — A reta Real

A letra O serd a imagem geométrica do ntimero real 0 e a letra [ sera a imagem geo-
métrica do nimero real 1. Uma reta pode ser percorrida em dois sentidos, convecionaremos

como positivo o sentido de O para I.

Dados dois pontos distintos X e Y na reta real, escreveremos:

o X <Y se X precede Y e é distinto de Y, ou seja, X esta a esquerda de Y.

e X =Y para dizer que X e Y representam o mesmo ponto na reta Real.

O simbolo < colocado entre dois pontos da reta Real significa

XY se X<Y ou X=Y.
Geometricamente sao evidentes as seguintes propriedades da relagao <:

e VX eR, X=X;
eVX,)YER, X<YAY<X=X-=Y:

VX Y ZeR, XIIYANYXZ=XXZ

Dados X e Y dois pontos de R, é verdadeira uma e somente uma das seguintes

afirmagdes:

e X <Y,
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e X =Y,

o Y < X.

Denotaremos por 87 o conjunto dos pontos X da reta Real tais que 0 < X. A esse
conjunto chamaremos a semirreta real positiva. O conjunto 2~ serd o conjunto formado

pelos pontos X da reta Real tais que X < 0, e chamaremos de semirreta real negativa.

3.1 MARCACAO DOS NUMEROS NATURAIS NA RETA REAL

Comecemos marcando, na reta Real, os nimeros naturais. Ja dissemos anterior-
mente que o ponto [ serd a imagem geométrica do niimero natural 1. Para marcar o
numero 2 basta centralizar o compasso no ponto I e construir uma circunferéncia de raio
OI. O ponto A obtido na Figura 31, da intersecdo da circunferéncia com a reta Real, é a

imagem geométrica do nimero natural 2.

~®

0 A

Figura 31 — A é a imagem geométrica do natural 2

Para construir a imagem geométrica do natural 3 basta repetir a construgao anterior,

porém centrando o compasso no ponto A, obtendo assim o ponto B.

& L
O 1 A B
Figura 32 — B é a imagem geométrica do natural 3

Prosseguindo com esse processo, marcamos sucessivamente os niimeros naturais.

Se M ¢ a imagem geométrica do natural m e N é a imagem geométrica do natural
n que o segue (n = m + 1), entdo o ponto P da reta Real é a imagem geométrica do

nimero natural que se segue a n, ou seja, de n + 1 (Figura 33).
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. .
0 M N P

Figura 33 — P é a imagem geométrica de n + 1

Assim, o processo gerador dos niimeros naturais que (intuitivamente) consiste em

dizer que

1 é um numero natural e que todos os outros se obtém deste por sucessivas adigcoes

da unidade
tem sua interpretacdo geométrica da seguinte forma

I € a imagem geométrica de 1 e todas as outras imagens geomdatricas de nimeros
naturais obtém-se desta por sucessivas aplicagoes do processo considerado na figura anterior

(ao qual damos o nome de processo elementar).

Serd denotado por N o conjunto dos ntimeros Naturais e por N o conjunto de suas

imagens geométricas.

Assim, o conjunto A pode ser definido como o conjunto de pontos z de R que sao

imagens geométricas dos elementos de N, ou pode ser definido da seguinte forma:

e [ cN;

e dado v € R, x € N entao ou z = I ou x pode ser obtido de I por um conjunto finito

de aplicacoes sucessivas do processo elementar.
Define-se assim o conjunto A/ em termos puramente geométricos.

3.1.1 Adicao entre dois niimeros naturais

Sejam m e n dois nimeros naturais, e M e N suas imagens geométricas, respecti-

vamente. Como representaremos geometricamente m +n 7

Sendo M a imagem geométrica de m, para obter o ponto P correspondente a m+n,
basta tomar o ponto M e utilizar n vezes o processo elementar. Logo a soma de dois

numeros naturais pode ser interpretada geometricamente.

A construgao foi feita de modo que seja satisfeita, por exemplo, m +3 =m + (1 +
I+1)=[(m+1)+1]+ 1.

Escreveremos P = M @ N para distinguir a adicdo em N da operacao andloga em
N.
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Da maneira como foram obtidas as imagens geométricas de M, N , M & N e
N @ M, obtemos que M & N e N & M representam o mesmo ponto na reta Real. Assim

vale a seguinte proposicao.

Proposicao 7. M @ N = N & M para todos M, N, P ¢ N

De forma analoga também vale a seguinte proposicao.

Proposigdo 8. (M & N)® P =M @ (N @& P) para todos M, N € N

3.2 MARCACAO DOS INTEIROS NA RETA REAL

O conjunto dos ntimeros inteiros Z surge para que se possa definir a operacao
de subtracao de um niimero natural m por um nimero natural n. Dados dois ntimeros
naturais m e n, a subtragdo de m por n, indicada por m — n, é o inico nimero natural p

tal que m =n + p.

Dados m,n € N, existirda pelo menos um p € N tal que m =n + p 7 Mesmo que

exista tal p, ele é inico?

Usando a representagao geométrica dos nimeros naturais, vamos mostrar que as

duas perguntas sao verdadeiras.

Sendo M e N as imagens geométricas de m e n, respectivamente, e suponhamos
N < M. N obtém-se de I utilizando-se (n — 1) vezes o processo elementar, 0 mesmo
acontece com M, utilizando-se (m — 1) vezes o processo elementar. Logo podemos afirmar
que ap6s um numero finito de passos, alcancamos o ponto M, depois de atingido o ponto
N. E também evidente que atingido esse ponto M, quaisquer novas utilizacdes do processo

elementar conduzem a um ponto @) tais que M < Q.

Assim, sendo p o nimero de vezes que utilizamos o processo elementar para atingir
o ponto M partindo-se de N, tem-se N & P = M.

Figura 34 — Caso p = 3, ou seja, m = n + 3, ou ainda, m —n =3

Sendo m,n € N, suas imagens geométricas M e N de N, respectivamente, defini-

11O0sS:

e n<m,quando N < M
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e n=m, quando N = M
e n>m, quando M < N
e n < m,quando N < M
e n>m, quando M < N

Conclui-se dai que a subtragdo m — n é tnica em N, se n < m. Se m = n, um argumento

semelhante a prova da unicidade, mostra que a subtracao é impossivel nesse caso.

Pelo que foi construido, para calcular 7 — 2 basta contar o nimero de processos

elementares que, partindo da imagem geométrica de 2, atingem a imagem geométrica de 7.

1 P Q

Figura 35 — P é a imagem geométrica de 2 e () é a imagem geométrica de 7

Assim 7 — 2 = 5. Note que o resultado da subtracdo é o nimero de processos

elementares que se utilizam para, partindo de P, atingir o ponto Q.

Utilizando o mesmo exemplo, vamos indicar um outro processo geométrico que nos
permite obter o mesmo resultado. Partiremos agora do ponto () e utilizaremos o processo

elementar no sentido inverso.

Comegando no ponto @, utilizamos 2 vezes o processo elementar (com sentido de

processo inverso) o que determina um ponto S da reta real.

—e ®
(@]

S Q

~
N

Figura 36 — ) é a imagem geométrica de 7

O resultado da subtragdo é, entdo, o unico numero natural (5), cuja imagem
geométrica é S. Logo os dois processos sao equivalentes sempre que pretendemos fazer a

subtracao de m por n, com n < m.

Esta segunda ideia para obter o resultado da subtragao contém o processo gerador

da imagem geométrica dos nimeros inteiros nao naturais.

Consideremos a subtracao de 2 por 2, que sabemos nao ser um nimero natural. Se

utilizarmos o segundo processo, obtemos o ponto O que corresponde ao niimero 0. Toda
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subtragao do tipo m — m conduz a imagem do 0, ou seja, ao ponto O. Seja Ng = NU {0}

(bem como Ny =N U{O}), no qual a subtragao de m por n é vélida para n < m.

Consideremos agora, a subtracao de 1 por 2. Uma aplicacdo do processo anterior

nos leva ao ponto J, a que chamaremos a imagem geométrica de —1.

J 0 1

Figura 37 — J é a imagem geométrica de —1

O ponto J possui mesma distancia de O do que o ponto I. Assim tem um papel

semelhante em %™, ao que I tinha em R7.

Aplicando, em =~ o processo elementar sucessivamente, no sentido inverso (de O

para J), obtemos um conjunto que designaremos por —N .

Denomina-se Z2 = —N U {0} UN, a imagem geométrica de Z, onde se encontram
todas as imagens geométricas de m —n (m,n € N), quer m seja maior que n, igual a n ou

menor que n.

3.3 MARCACAO DOS RACIONAIS NA RETA REAL

O conjunto dos niimeros racionais (Q) surge para que se possa definir a operagao

de divisdo de um nimero inteiro m, por outro inteiro n, diferente de 0.

Sejam m,n € N. Dizemos que n divide m, se existe ¢ € N tal que m = n - q.

Quando n divide m escrevemos n|m.

Como sabemos, em alguns casos a divisao de m por n é um nimero natural, por
exemplo, na divisao de 4 por 2, 15 por 5. Mas, em varios outros, a divisdo nao é um

numero natural, por exemplo, na divisao de 1 por 3.
Uma interpretacao geométrica esclarece a resolucao desse problema.

Dados dois niimeros naturais m e n, pensemos em dar significado geométrico para

.. m . c . s ,
a fracdo —. Introduziremos, inicialmente, as imagens geométricas dos niimeros da forma

5 m m 1
—. Na construcao que faremos de — ressaltamos que se pretende que — =m - —.
n n n n

1
A representacao geométrica de — esta relacionada em dividir o segmento OI em n
n
segmentos de mesmo comprimento. Ja foi apresentado na Secao [2.3|o método de construcao

da paralela a uma reta dada que passa por determinado ponto fora dela.
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Para simplificar a exposi¢ao, vamos descrever um processo para se determinar a
1
imagem geométrica do nimero racional —.

Vamos comegar por marcar na reta real os pontos A, B e C, imagens geométricas
dos naturais 2, 3 e 4, respectivamente. Consideremos uma outra reta s, que passa pelo

ponto O e nao coincide com a reta real. Nela, marcamos os pontos A’, B" e C’, interse¢oes
dessa reta com as circunferéncias de centro em O, e raios OA, OB e OC.

Com a régua, tracamos o segmento I B’ e fazemos passar por I’ uma reta [ paralela
<
a IB'. Seja R o ponto de intersecao da reta real com [.

\

1
\ \
\

!

1 |
] 1

1 1

I I
¢ ¢
A B

Qe-----""

Figura 38 — Obtencao do ponto R
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Usando o teorema de Thales, temos:
OR OI OR 1 - 1
or oo~ 1 a4 YfTg

. ) 1
Logo o ponto R ¢é a imagem geométrica do niimero racional T

1

. 1
Assim como marcamos T poderiamos ter marcado as imagens geométricas de X3 e

O] =

1
§7
varios outros.

, . o . 1
Tendo obtido a imagem geométrica dos nimeros da forma —, para marcar na reta
n

7 m .
real os nimeros da forma —, com m,n € N usamos o compasso (m — 1) vezes, sucessiva-
mente, como fizemos com o processo elementar para a marcagao do produto entre niimeros

. ~ , m
naturais. Para marcagao dos niimeros da forma — (com m € Z e n € N) recorremos ao
mesmo argumento da marcag¢ao dos nimeros inteiros, conforme ilustram as Figuras 39 e

: : : . 5 :
40 a seguir, que determinam as imagens geométricas de 3 e 5 respectivamente.

0 R P

4 1
Figura 39 — Marcacao de 3 R é a imagem geométrica de 3 e P é a imagem geométrica

4
de =
©3

P R 0 R

5 1
Figura 40 — Marcagao de —5 R ¢é a imagem geométrica de —, R’ é a imagem geométrica

de —5 e P é a imagem geométrica de ——.
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Denotaremos por Q o conjunto de pontos da reta real que sao imagens geométricas

de ntimeros racionais.

3.4 UM PROBLEMA DE MEDICAO

Marquemos na semirreta positiva um ponto P e procuremos medir o comprimento

do segmento OP utilizando a régua.

Para medir o comprimento de OP fazemos coincidir o ponto O da régua com o
ponto O da reta real e observemos a posicao do ponto I. Se P < I entdao nao conseguimos,
com esta régua, determinar o comprimento de OP. Se I coincidir com P, entdao OP = 1.
Se I < P entao deslocamos a reta fazendo coincidir o ponto O da régua com o ponto O de

I da reta real, e somente uma das trés situacées pode acontecer:

’ L *—

O: I: R P
I
] ] :
O I |
] I
] I
0] 1

Figura 41 — Comprimento do segmento O P

e Se P < R, entao nao podemos medir, com esta régua, o comprimento de OP;
e Se R = P, entao a medida de OP é 2 (2 é o ntimero de vezes que utilizamos a régua);

e Se R < P, entao temos que repetir o processo novamente com nossa régua.

Repetindo este processo concluimos que: ou a régua, apés n utilizagdes, faz coincidir
o ponto I com o ponto P, ou seja, o comprimento de OP é n, ou tal ndao acontece e, ao fim
de um certo nimero de utiliza¢oes, o ponto I da régua ultrapassa o ponto P da reta real.
Neste caso, podemos dizer que, com esta régua, nao conseguimos medir o comprimento
de OP. E o que acontece com as imagens geométricas de, por exemplo, ;1, ;, Z, dentre
infinitos outros.

Uma ideia para vencer esse obstaculo ¢ utilizar uma régua com mais divisoes da

1
unidade. Considere o ponto D da reta real imagem geométrica de 2 facilmente se verifica

5
que a imagem geométrica de 5 se obtém apds 5 utilizagoes da "sub-régua'OD.

1 2
Mas esta régua nao permite medir a imagem geométrica de 3 dentre infinitos

outros.
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Teremos entao que dividir o segmento O em um nimero de partes iguais cada vez

maiores.
Surge assim a seguinte questao:

Dado um ponto P da semirreta positiva, existird alguma divisao do segmento Of
num numero finito de partes iguais, tal que uma destas partes caiba um ntmero finito de

vezes no segmento OP 7
Esta pergunta é equivalente a seguinte:
Sera que dado um ponto X € R, ele é imagem geométrica de um niimero racional?
Veremos que nao.

Consideremos a reta real . Tomando o segmento OI como cateto, construimos
um tridangulo retangulo isosceles OIJ, em que I.J é o outro cateto, como se ilustra na

Figura 42:

—

. 2
0 1

Figura 42 — Triangulo OIJ

Suponhamos que a medida de OJ seja um nimero racional, ou seja, OJ = m Ja
vimos na Secao 2.7 que se multiplicarmos cada lado do triangulo O1.J por uma congcante
obtemos um triangulo semelhante ao primeiro. Escolhendo essa constante igual ao niimero
natural n, obtemos o triangulo retdngulo O'I'J’ cujos lados tém medidas naturais n, n e

m.
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O/ E I.’

Figura 43 — por construcao existe o tridngulo retangulo OPFE

Tracando uma circunferéncia de centro J' e raio I’J’ = n, obtemos o ponto P.
Construindo a perpendicular ao lado O'J" que passa pelo ponto P, obtemos o ponto FE.
Sendo assim, dado um triangulo retangulo isosceles, e com a construgao feita anteriormente,
obtemos um outro triangulo retangulo isésceles, porém com lados de medidas menores do

que aquele que o originou.

Observemos que

OP=0J -I'J)=m—-—neN.

Esse processo ¢é infinito, ou seja, dado um tridngulo retangulo isésceles, e realizando a

construcao, conseguimos obter outro semelhante.

As medidas dos catetos desses triangulos retangulos obtidos pelas construgoes
formam uma sequéncia de ntimeros naturais decrescente, porém essa sequéncia é finita.

Chegamos assim a uma contradigao.
Logo a medida do lado OJ nao pode ser um ntmero racional.

Usando o teorema de Pitagoras, na Figura 42, temos que
OF=12+12=2.

Definimos OJ = v/2. O ntimero v/2 serd chamado de um ntimero irracional, ou seja, nao

m
existem m,n € N tal que v2 = —
n

No inicio do trabalho com o conjunto dos ntimeros Irracionais (I) os alunos tém certa
ideia que esse conjunto tem poucos elementos, ji que foi bem trabalhoso a demonstracgao

que o nimero v/2 é irracional.

Na realidade, existem muito mais irracionais do que racionais. Um detalhe pode

ser confuso para o aluno nessa fase inicial: o conjunto dos pontos correspondentes aos
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nimeros racionais é infinito, e se existem mais irracionais do que racionais, como um

conjunto pode ser menos infinito do que o outro?

Utilizando defini¢des apropriadas pode-se demonstrar que o "infinito do conjunto
dos racionais" é o "menor dos infinitos". Mas este ndao é um dos objetivos do presente
trabalho.

3.5 DENSIDADE DE Q EM R

Vamos provar que entre dois nimeros reais distintos (por mais proximos que
estiverem) existem sempre infinitos niimeros racionais, ou seja, os nimeros racionais estao

bem distribuidos na reta real.

Proposicao 9. Se C' € R entdo existe R € Q tal que 0 < R < C

1
Demonstracao. Se I < C, podemos considerar R a imagem geométrica de 7 Supondo
c <1

Geometricamente, vemos que, apos um determinado ntimero suficiente de utilizagoes

do processo ilustrado na Figura 44 obtemos um ponto P tal que [ < P.

o C 20 3C 7 P

Figura 44 — Os pontos C' e P da reta real

Seja m o nimero de utilizagoes do compasso que conduz a um ponto P tal que

I < P, e tomemos R a imagem geométrica do niimero racional e
m

Como R é a imagem geométrica de , apos m utiliza¢oes do processo ilustrado

+1
na Figura 44, obtemos o ponto I.

Podemos assim afirmar que o raio OR é menor do que o raio OC|, pois o ntimero
de passos utilizados é o mesmo, porém um conduz ao ponto I, e o outro conduz ao ponto

P, que sucede I por hipétese. Logo R < C. H

Na proposicao seguinte provaremos que o mesmo acontece em qualquer segmento

AB (A,B € R*, com A < B).
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Proposicao 10. Sendo A e B dois pontos da semirreta real positiva (com A < B), existe
R e Q tal que A< R < B.

Demonstracao. Seja C' o tnico ponto da semirreta real positiva tal que OC' tem o compri-

mento igual ao de AB, como ilustra a Figura 45:

oy Y
e

. .
(@) C

Figura 45 - OC' = AB

Pela Proposigao [0 sabemos que existe P € Q tal que O < P < C. Aplicamos agora
o processo elementar sobre o ponto P. Designemos por m o menor numero de utiliza¢oes
do processo elementar que conduza a um ponto R, com A < R. Nosso objetivo é mostrar

que R < B.

Utilizando o processo elementar (m — 1) vezes, chegamos em um ponto L < A.

Como LR = OP < OC = AB, temos que o ponto R satisfaz A < R < B. O

Na proposicao seguinte mostraremos que esse raciocinio é valido VA, B € R, com
A=< B.

Proposicao 11. Sendo A e B dois pontos da reta real (com A < B), existe R € Q tal
que A< R < B.

Demonstracio. Se A e B pertencem a semirreta real positiva, a demonstragao ja foi feita.
Se A < O < B, podemos considerar R = 0. Se A < B < O, a demonstracao é feita de
forma analoga quando A e B pertencem a semirreta real positiva, a diferenca é que sera

percorrido o sentido negativo. ]

Proposigao 12. Sendo A e B dois pontos da reta real (com A < B), o conjunto {R € Q:
A < R < B} € infinito.

Demonstracdo. Pela proposicao [11] temos que existe R € Q tal que A < R < B. Como
A e R sado reais, existe uma imagem geométrica R’, de um ntmero racional, que satisfaz
A < R’ < R. Tomando agora os reais A e R/, provamos que existe R” € Q tal que
A < R” < R'. Prosseguindo com esse raciocinio conseguimos demonstrar que existem

infinitos racionais entre dois reais. O

3.6 DENSIDADE DE 7 EM R

Vamos mostrar que os irracionais também estao muito bem distribuidos na reta

real.
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Seja y um nimero irracional e m um nimero natural maior que 1. Sabemos que o
nimero real m -y se obtém através de de (m — 1) utilizagdes do processo elementar.

w
Consideremos W a imagem de um irracional e n € N. Para definir —, utilizamos

0 mesmo processo que foi usado para determinar a imagem geométrica de —. A Figura 46

m-W

w
sugere o processo de construgdo de — (o ponto Z). Se X = , entao:
n

n

n-X=n-

X . X
e Xemws A _m W X

n m m m

%%
Figura 46 — Caso em que n = 3, sendo, entao, Z = 3 A=2-WeB=3-W

Assim sendo X um nimero irracional e m,n € N, temos

- X - L
o :L:>m-X:n-L:>X:L
n m

m-X
Proposicao 13. Se X é um nidmero irracional, m € Z — {0} e n € N, entdo ¢ um
n

numero irracional.

Demonstracao. Supondo m,n € N e que

seja um numero racional L. Temos:

=L=X=

m-X n-L
n m

O que é um absurdo, uma vez que sendo L € Q, se tem imediatamente que
n-L
— e Q.
m
Resulta da proposicao (13| que basta encontrar um ntimero irracional X, para provar

m

que o conjunto formado por eles é infinito, pois todo nimero da forma é irracional,
n

em que m € Z — {0} en € N. O
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Proposicao 14. Se A e B sao dois pontos da reta real, com A < B, entdo existe uma
infinidade de pontos R € 1 tais que A < R < B.

Demonstracao. Se provarmos que existe um, de forma andloga ao que foi feito anterior-

mente, provamos essa proposicao.

Se na prova da Proposicao [9] tivéssemos escolhido a imagem geométrica do irracional

V2 a0 invés de I, a demonstracio seria feita de forma andloga, ja que o niimero

) ) m—+1
irracional.

3.7 AS OPERACOES ALGEBRICAS EM R

3.7.1 Adicao

Comecemos por ilustrar com uma figura a adicao de X com Y:
(1) Fazer passar por P uma reta paralela a reta real.
(2) Tragar o segmento de reta X P.

«—
(3) Fazer passar por Y uma reta paralela a OP e designa-se por () o ponto de
interse¢ao desta reta com a reta referida em (1).

<
(4) Fazer passar por () uma reta paralela & X P.

(5) Designar por Z o ponto de intersegao da reta referida em (4) com a reta real.

(@] X ' YA R’

Figura 47 — 7 é a imagem geométrica da adicao X @Y
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Notemos que os triangulos OPX e Y(Q)Z sao congruentes. Pois construimos dois
< <
paralelogramos OPYQ e XPZQ, dail OP = YQ e XP = Z@. Como OP || YQ e
< —
XP || ZQ temos que LPOX = ZQY Z, ZPXO = ZQZY, e assim ZOPX = ZYQZ.

Logo os dois tridngulos sao congruentes pelo caso LAL, ou seja, OX = Y Z. Portanto o

ponto Z representa a imagem geométrica X @Y.

Das construgoes das imagens geométricas de X @Y e de Y @ X, obtemos que esses

pontos na reta Real sdao os mesmos. Logo é valida a seguinte proposigao.

Proposicao 15. X @Y =Y @& X para todos X, Y € R

Vamos ilustrar as imagens geométricas X @ Y, nos casos

) XeR eYeR:

Figura 48 — Imagem geométrica de X @Y, quando X < OeY <O

(i) XeR eY e RT:

Figura 49 — Imagem geométrica de X @Y, quando X < O <Y ¢ OX < OY



Figura 50 — Imagem geométrica de X @Y, quando X < O <Y e OX > OY

(i) X =0 e YV € R*

Figura 51 — Imagem geométrica de X @Y, quando X =0 e O <Y

3.7.2 Subtracao

Observemos a construgao geométrica para determinarmos Z = X oY

(1) Fazer passar por P uma reta paralela a reta real.
(2) Tragar o segmento de reta Y P (nota-se que se escolheu Y P e ndo X P).

—
(3) Fazer passar por X uma reta paralela & Y P e considere () o ponto de interse¢ao
desta reta com a reta referida em (1).

<
(4) Fazer passar por () uma reta paralela & OP.

(5) Designar por Z o ponto de interse¢ao da reta referida em (4) com a reta real.

44
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Figura 52 — Z é a imagem geométrica da subtracao X 8V

Pelos mesmos motivos da construcao da adigao conseguimos provar que os triangulos
OPY e ZQX sao congruentes (Figura 52). Observe que neste caso nao ¢ indiferente a

escolha de Y no passo (2). A adigdo é comutativa e a subtra¢ao nao é.

Vamos ilustrar a imagem geométrica de X ©Y nos casos em que:

i) X, YeRt e X <Y

Figura 53 — Imagem geométrica de X &Y, quando O < X <Y



(i) X,)Y eRt e X =Y

Figura 54 — Imagem geométrica de X &Y, quando O < X =Y

(ili) X, Y e R e X <Y

Figura 55 — Imagem geométrica de X &Y, quando X <Y < O

(iv) X eR eY e RT

Figura 56 — Imagem geométrica de X &Y, quando X < O <Y

46
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3.7.3 Multiplicacao

Observemos a construcao geométrica que ilustra a imagem Z do produto entre X
e Y, indicada por Z=X®Y

(1) Tracar os segmentos de reta X P e IP.

<
(2) Fazer passar por Y uma reta paralela a I P, e designa-se por () o ponto de
<

intersecao desta reta com OP.
<
(3) Fazer passar por () uma reta paralela a X P.

(4) Designar por Z o ponto de intersegao da reta referida em (3) com a reta real.

Q

0

Figura 57 — Multiplicacao de X por Y

Nota—se que os tridngulos OPX e OQZ sao semelhantes, pois sendo paralelas
as retas PX e QZ tem-se que LZOXP = Z0Z(@). Sendo LPOX = ZQ0OZ. Como
/ZPOX = ZQOZ, tais triangulos sao semelhantes.

Assim temos:

—
Os triangulos OPI e OQY sao semelhantes, pois sendo paralelas as retas IP e

<
Y@, temos que ZOIP = ZQOY . Assim temos:

Das duas igualdades concluimos que

= 01.0Z=0X.0Y =0Z=0X0Y=>7=XQY

SIS
NS

Observe que no passo (1) da descricado do modo como foi marcado o ponto Z, se
tracou o segmento X P e nao o Y P. E indiferente ter comecado com o segmento X P ou

Y P, o ponto seria o mesmo. Logo é valida a seguinte proposicao.
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Proposicao 16. X @ Y =Y ® X para todos X, Y € R

Ainda, com ferramentas geométricas, obtemos que é valida a proposicao abaixo.

Proposicao 17. X @ (Y @ Z2) = (X ®Y) & (X ® Z) para todos X,Y,Z € R

Vamos determinar a imagem geométrica de X ® Y nos seguintes casos:

(i) XeR eY eR;

Figura 58 — Imagem geométrica de X ® Y, quando X <O eY < O

(i) XeR eY e Rt

Figura 59 — Imagem geométrica de X @ Y, quando X e R~ e Y € RT

(iii) X =0eY e R
(iv) X=ITeYeR
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Figura 61 — Imagem geométrica de X ® Y, quando X =T eY € R

Ao observarmos a construgao geométrica de X ® I, notamos que X ® I = X. Logo

¢é valida a proposicao abaixo.

Proposicao 18. X - I = X para todo X € R

3.7.4 Divisao

Observemos a Figura 64 que ilustra a divisdo de I por Y # O, que denotaremos
por Z=10Y.

(1) Tracar os segmentos de reta Y P e [ P.

<
(2) Fazer passar por I uma reta paralela a Y P e designa-se por ) o ponto de
<

intersecao desta reta com OP.
<~
(3) Fazer passar por () uma reta paralela a I P.
(4) Designar por Z o ponto de intersegao da reta referida em (3) com a reta real.

< <
Note-se que os triangulos OQZ e OPI sao semelhantes, pois sendo QZ e IP
paralelas, temos que Z0ZQ = ZOIP e ZQOZ = ZPOI. Assim temos:

SN
Q| ©
SIS
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Figura 62 — Imagem geométricade Z =10Y

Os triangulos OI P e OY P também sao semelhantes, pois sendo & e <P_S} paralelas,

temos que Z0IQ = ZOY P e ZQOI = ZPOI. Assim temos:

Das duas igualdades segue que:

Ol  OY
Das construgoes geométricas de I @ Y e de Y ® Z verificamos que Y ® Z = 1.

oz O0OI 1
= J == Z=10Y
=0 Oyé @

Vamos determinar a imagem geométrica de v nos seguintes casos:

HOo<Y<I

Figura 63 — Imagem geométrica de Z =1 Y, quando O <Y <[

(i) Y e R~

Finalmente para determinarmos a imagem geométrica da divisao v basta efetuar

o produto entre X e v



Figura 64 — Imagem geométrica de Z =1 Y, quando Y < O
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4 CONCLUSAO E PROPOSTA DE CONTINUIDADE

Nesse trabalho, usando régua e compasso, localizamos na reta real os ntimeros
naturais, inteiros e racionais. Vimos que existem numeros que nao sao racionais, os
nimeros irracionais. Mostramos que esses conjuntos sao densos com relagao a reta real
e por fim fizemos construgdes geométricas que representam as quatro operagoes entre
numeros reais. Apos essa introdugao aos nimeros reais, poderiamos oferecer atividades ao
aluno, que por meio de visualiza¢oes, possa verificar algumas regularidades. Por exemplo:

se X <0eY <0, entdao O < X®Y. O uso de softwares ajudariam muito nessa questao.

O GeoGebra, um software de geometria dinamica, admite movimentarmos os pontos
X e Y sobre a reta real obtendo, dinamicamente, as imagens geométricas de X ® Y, por
exemplo. Isso se aplica as demais operagoes. As propriedades dos niimeros reais seriam
potencializadas com essas visualizacoes. As Figura e mostram a construgao no
GeoGebra do produto X ® Y, em que Z é a imagem geométrica desse produto e seu

respectivo protocolo de construgao.

% GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda
. A LIS o)
=
TlLEe~

Figura 65 — Visualizacdo no GeoGebra da imagem geométrica Z do produto X @ Y



N.| Nome Definigdo Valor Legenda
1 [[Ponto O 0=(0,0)

2 |Pontol 1=(1,0)

3 |Retaa Reta Ol ay=0

4 |Ponto P P=(3,2)

5 |[Retab Reta OP b -2x+3y=0

6 ||NOmero g g9=24

7 |[Namero h h=5

3 [PontoX g, 0) X =(24,0)

9 |PontoY (h, 0) Y=(50)
10||Segmento c|Segmento [I, P] c=283

11||Reta d Reta passando por Y e paralela a cf|d: -x+y=-5
12||Ponto Q Ponto de intersecdo de b, d Q=(15,10)
13||Segmento e|[Segmento [Y, Q] e=14.14
14||Segmento f |Segmento [X, P] f=209

15”Reta i Reta passando por Q e paralela a f|ji: -4x + 1.2y = -48
16[PontoZ  [Ponto de intersecéo de i, a Z=(12,0)

Figura 66 — Protocolo de construgao da imagem geométrica Z do produto X ® Y
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