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RESUMO

Desde o trabalho de Pomeau e Maneville [27] o estudo de intermiténcia vem ocorrendo
cada vez mais ao longo dos anos. Gaspard e Wang |17| introduziram uma funcao geradora
de sequéncias de renovacao decorrentes da distribuicao de tempos de retorno, e a partir
disto varios trabalhos vém sendo desenvolvidos nesse ambiente, devido as ricas proprie-
dades que possuem.

Neste trabalho estaremos interessados em obter uma estimativa polinomial exata para o
comportamento assintético da taxa de mixing quando a medida invariante é finita e da
taxa de scaling quando a medida ¢ infinita, ambos casos abordados por Isola [20]. Para
isto analisaremos o comportamento assintotico dos coeficientes da série de Taylor obtidos
da funcao geradora da sequéncia de renovacao. Esta série define uma func¢ao holomorfa
no disco aberto unitario que converge em todo ponto exceto para z = 1, onde possui uma
singularidade nao-polar.

Palavras-chave: Intermiténcia. Taxa de Mixing. Taxa de Scaling.



ABSTRACT

Since the work of Pomeau and Maneville [27] the study of intermittency has been happe-
ning increasingly over the years. Gaspard and Wang [17] introduced a generating function
of renewal sequences arising from the distribution of return times, and from this several
studies have been developed in this environment due to the rich properties they have.

In this work we are interested to obtain an exact polynomial estimate for the asymptotic
behavior of the mixing rate when the invariant measure is finite and of the scaling rate
when the measure is infinite, both cases addressed by Isola [20]. For this we analyze the
asymptotic behavior of the coefficients of the Taylor series obtained from the generating
function of the renewal sequence. This series defines a holomorphic function in the unit
open disk and it converges at every point except for z = 1 where it has a non-polar sin-
gularity.

Key-words: Intermittency. Mixing Rate. Scaling Rate.
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1 INTRODUCAO

1.1 INTRODUCAO HISTORICA

No estudo de sistemas dinamicos, intermiténcia é a alternancia irregular de fases que
sao aparentemente periodicas e de dinamica cadtica, ou de diferentes formas de dinamica
(intermiténcia induzida pela crise). Neste cenario destacamos a dinamica de "Pomeau-
Manneville", caracterizada por fazer a transicao para o caos, devido a intermiténcia.
Pomeau e Manneville descreveu trés tipos de intermiténcias, nos quais um sistema quase
periodico tem explosoes de caos. Os modelos (tipo I, IT e III) correspondem uma abor-
dagem a bifurcacao tipo sela-no, a bifurcagao Hopf , e uma bifurcacao de duplicacao de
periodo. O modelo tipo I é uma bifurcagao local, onde dois pontos fixos ou pontos de equi-
librio de um sistema dinamico colidem e se anulam mutuamente. Este modelo é bastante
estudado por ter solugoes cadticas para determinados valores de parametros e condigoes
iniciais, exemplo disto ¢ a intermiténcia no modelo de Lorenz estudadas por Pomeau e
Manneville [27]. O modelo tipo II consiste no aparecimento ou desaparecimento de uma
orbita periddica através de uma alteracao local nas propriedades de estabilidade de um
ponto fixo. Ja o modelo tipo III consiste numa bifurcacao, no qual o sistema muda para
um novo comportamento com o dobro do periodo do sistema original, ou seja, existem
dois pontos de tal forma que a aplicacao dinamica de cada um deles produz outro ponto.
Para mais detalhes veja Kuznetsov [23| e Pomeau e Manneville |27].

Em nosso trabalho, estudaremos o modelo de intermiténcia tipo I apresentados por
Pomeau e Manneville [27], onde consideraram uma classe de aplicac¢oes suaves f defini-
das no intervalo fechado [0, 1], aplicados em si mesmo. Estas aplicagoes sao expansoras
em toda parte exceto para um ponto fixo neutro na origem e determinam um caso mais
simples de sistemas dinamicos cadticos com comportamento estatistico anomalo. Aaron-
son |2] verificou que estes tipos de aplica¢oes podem possuir uma medida invariante nao
normalizavel que é o-finita, feitas por Thaler [32| para transformagoes em [0, 1] e pos-

teriormente por Campanino e Isola [4] para transformagoes expansoras definidas neste



11

mesmo intervalo; ou entao podem deixar uma medida de probabilidade invariante possuir
uma taxa polinomial de decaimento de correlagoes, feitas por Isola [19]. Posteriormente
Liverani [24] e Young [35] fizeram outras observagoes destas propriedades para intermi-
téncia e de uma forma mais geral, no formalismo termodinamico, estas aplicacoes podem
apresentar transicoes de fases e funcgoes zeta-dinamicas com singularidades nao polares
cujos trabalhos de Prellberg 28|, Lopes |25], Gallavotti [16] e Isola [20], respectivamente,
retratam este tipo de ambiente com mais detalhes.

Para o nosso caso, consideramos uma familia a um parametro de transformacoes de
intervalos intermitentes e linearizados, que foram introduzidas por Gaspard e Wang [17] e
posteriormente somente por Wang [34], visto que suas propriedades estatisticas equivalem
a de uma cadeia de Markov com espaco de estado enumerével, tratadas por Fisher [14] e
sucessivamente por Gallavotti [16] para o modelo de mecanica estatistica.

O objetivo deste texto é estudar a funcao geradora de sequéncias de renovacao, sendo
que essas sao decorrentes da distribuicao de tempos de retorno dadas a partir de regioes
onde a aplicacao é uniformemente expansora. Um dos resultados que teremos é que este
tipo de aplicacao define um holomorfismo no disco unitario exceto no ponto z = 1 onde
tem uma singularidade nao-polar. Além disso esta aplicacao possui uma série de poténcias
onde podemos avaliar o comportamento assintotico de seus coeficientes.

Por fim, mostraremos que a taxa de decaimento de correlagoes ou entao que o compor-
tamento assintotico da taxa de mixing possui um valor exato e nao somente estimativas
superiores ou inferiores para a taxa quando a medida invariante o-finita e absolutamente
continua é finita. Além disso, também mostraremos que o comportamento assintético da
taxa de scaling possui um valor exato para a taxa, porém para uma medida invariante
o-finita que nao é normalizédvel por ser infinita. Esses resultados estao enunciados de

maneira mais precisa na proxima secao.

1.2 APRESENTACAO DOS PRINCIPAIS RESULTA-
DOS

Estamos interessados em analisar o comportamento assintotico das Taxas de Mixing
e Scaling quando o valor M, definido na Secao 3.3, ¢ finito ou infinito. Para o primeiro
caso, dada uma medida p, definimos a taxa de Mixing pu,(E) de um conjunto F como:

_ HEDFE) - (B’
P E TG mE
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e além disso, definimos p,(f) como sendo a velocidade de decaimento assintotico das
sequéncias {u,(F)} com E € BT. A partir do Teorema 3.5.2 que nos di o comporta-
mento assintotico dos coeficientes da série de Taylor da fungio ¢(z) definida na Se¢ao 3.5,

obtemos o

Teorema A. Se M < oo entio pi,(f) = Gin'=(/9),

onde G € uma constante que depende de pardmetros da aplicagdo f.

Ja quando M é infinito, dada uma medida v, definimos a taxa de Scaling o, (E) de

um conjunto £ como : ()
_v(ENfT(E
A 7

e além disso, definimos o, (f) como sendo a taxa de decaimento assintotico das sequéncias

{o,(E)} com E € BT. Assim, novamente pelo Teorema 3.5.2, obtemos o
Teorema B. Se M = oo, temos que
Gon 1T+, ses>1,

Un(f) = 1

logn’

se s =1.

onde Gy € uma constante que também depende de pardmetros da aplicagao f.

1.3 ESTRUTURA DO TRABALHO

O texto esta dividido da seguinte maneira: no Capitulo 2 apresentamos resultados
gerais da Teoria da Medida e Integracao, Probabilidade, Aplicagoes de Markov, Conceitos
de Teoria Ergodica, Dinamica Simbodlica e o Teorema Tauberiano que serao necessarios
para as provas no decorrer deste trabalho. Nestes ressaltamos o Teorema Tauberiano para
séries de poténcias (Teorema 2.5) obtidos por Feller [12] e o Teorema 3.5.1 que serdo de
extrema importancia para a prova do Teorema 3.5.2.

No Capitulo 3 damos inicio a Constru¢ao do nosso problema (feita em Isola [20])
que é obtida a partir de uma transformacao suave de intervalo intermintente f : [0, 1] —
[0, 1], que s@o expansoras em toda parte exceto para um ponto fixo neutro na origem.
Este tipo de transformacao consiste no modelo de intermiténcia tipo 1 de Pomeau e
Manneville [27] que nos fornece um exemplo mais simples de sistemas dinamicos caoticos
com comportamento estatistico anomalo. Além disso, neste capitulo contém a prova do
Teorema 3.5.2 que esta baseada no comportamento assintotico dos coeficientes da série

de Taylor.
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No Capitulo 4 definimos as Taxas de Mixing e de Scaling, apresentando o Teorema A
e Teorema B, onde analisamos o comportamento assintotico das taxas no caso em que a
medida invariante é finita e infinita, respectivamente, sendo que a prova desses teoremas

segue como consequéncia da construcao do nosso problema juntamente com o Teorema

3.5.2.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos e ferramentas bésicas para que pos-
samos ter um melhor entendimento do nosso trabalho. Na Secao 2.1 apresentaremos
conceitos de Medida e Integracao, no qual, sao fundamentais para a construcao que fare-
mos. Na Secao 2.2 apresentamos uma introducao a teoria da Probabilidade e conceitos
como densidade de probabilidade, valor esperado e processo estocastico. Na Secao 2.3
abordamos a cadeia de Markov, no qual, fazemos uma analogia na Secao 3.2. Na Secao
2.5 trazemos alguns resultados da Dinamica Simbdlica, cuja construgao sera realizada
na Secao 3.2 e usada na Secao 3.3. Por fim, na Secao 2.6 discutimos sobre o teorema

Tauberiano e apresentamos o Teorema 2.5 que serd usado na prova do Teorema 3.5.2.

2.1 MEDIDA E INTEGRACAO

Apresentamos nesta secao, alguns resultados classicos da teoria da medida. Para mais
detalhes veja Bartle |3|, Royden [30] e Rudin [31].
Dado um conjunto A C X, denotaremos por A° = X\ A, o complementar de A em

relacao a X.

2.1.1 Conceitos de Topologia Geral

Definigao 2.1.1. Sejam X um conjunto qualquer e P(X) o conjunto das partes de X.

Uma topologia em X é uma familia I' C P(X) que tém as seguintes propriedades:

T1. Os elementos () e X pertencem a I

T2. U U, € I' sempre que U, € I', para todo a € I.
ac 1

T3. Se Uy e Uy € T" entao UlmUQ erl.

Definigao 2.1.2. Um espaco topoldgico é um par (X,I"), onde X é um conjunto e I" uma

topologia em X. Dizemos ainda que U C X ¢ aberto se U € T'.



15
2.1.2 Algebras e o-algebras de conjuntos

Definicao 2.1.3. Seja X um conjunto. Uma dlgebra de conjuntos em X é uma familia

nao vazia A C P(X) com as seguintes propriedades:

Al. FUF € A sempre que E, F' € A.
A2. E°¢ € A sempre que E € A.

Proposicao: 2.1.4. Se A ¢ uma dlgebra em X, entao:

1. os elementos ) e X pertencem a A.

2. SeEl,...,EneAentdoUEiEAemEieA.

i=1 =1

Demonstracao.

1. Se E e E° pertencem a A entao podemos escrever X = EF U E° € A e assim
Xe=10eA.

n

2. Se Fy,...,E, € A entao U E; € A, pois a uniao finita de elementos de A estd em
i=1

A por inducao, além disso a uniao finita de seus complementares Ef também esta e

=1 =1

Exemplos:
1. Se X é um conjunto e £ C X, entao: P(X),{0, X}, {0, E, E°, X} sao élgebras.
2. Seja A o conjunto de todas as unides finitas de intervalos da forma: (a,b], (—o0,b]

e (a,+00). Entdo A é uma algebra em R.

Definicao 2.1.5. Seja X um conjunto. Uma o-dlgebra ¥ em X é uma algebra com a
seguinte propriedade:

A3. UEI € X se E; € X, para qualquer ¢ € N.

=1

Proposigao: 2.1.6. Se (E;) € uma sequéncia em Y entdo mEl €.
i=1
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Demonstracao. Note que ﬂ E;, = (U Ef) € 3, ja que U E; e O
i=1

i=1 i=1

Exemplos:

1. Se X & um conjunto e £ C X entao {0, X}, P(X),{0, E, E¢, X} sao o- algebras.

2. Se F' é uma familia de o-algebras em X entao a intersecao dos elementos dessa
familia (| F' ¢ uma o-algebra em X.

Definigao 2.1.7. Seja S C P(X). A menor o-algebra que contém S é chamada de
o-dlgebra gerada por S, denotada por 3(S).

Definigao 2.1.8. Seja (X,I') um espago topologico. A o-dlgebra X(I') é chamada o-
dalgebra de Borel em X, denotada por By.

Observacao 2.1.9. Note que Bx é também gerado por fechados e contém todos os
abertos, fechados, uniao enumeravel de fechados, intersecao enumeravel de abertos.

Definigao 2.1.10. Um espag¢o mensurdvel é uma par (X,3), onde X é um conjunto e X
uma o- algebra em X. Os conjuntos em > sao chamados conjuntos mensurdveis. Além
disso se (X, %) e (Y, X2) sdo espacos mensuraveis, dizemos que uma aplicacao f: X — Y
é mensurdvel se f~'(E) € 3y para todo E € Xs.

2.1.3 Espacos de Medida

Definicao 2.1.11. Sejam X um conjunto e Y uma o-algebra em X. Uma medida em
(X,Y) é uma func¢ao p: ¥ — RT U {+o0} com as seguintes propriedades:

L. p(0) =0.

i=1

2. Se (E;) é uma sequéncia disjunta em X entdo u (U EZ> = u(E))
i=1

(chamada o-aditiva).

Denotaremos por (X, >, ) o espaco de medida.

Observacgao 2.1.12. Se Ei,..., E, € A sao conjuntos disjuntos, entao

It (U Ez) = ZM(Ez)

Definigao 2.1.13. Dizemos que uma medida p em (X, X) é:

e finita. Se u(E) < oo para todo conjunto E € ¥. Em particular se u(X) =1, p é
chamado de medida de probabilidade em X.
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e o-finita. Se existe uma sequéncia (£;) em 3 tal que X = U E; e p(E;) < oo para

i=1
todo 7 € N.

Definigao 2.1.14. Seja X uma espacgo topologico. Uma medida p de Borel em X é uma
medida definida em By.

Exemplos:
1. Sejam X = N e 3 = P(N). Defina

| #E, se E é finito,
HiB) = { +00, se E éinfinito.

Temos que p ¢ uma medida o-finita e, além disso, definida desta forma, é chamada
de “medida de contagem”.

2. Sejam X um conjunto nao-vazio e X = P(X). Dado qualquer p € X, consideremos
a funcao 0, : ¥ — RT U {400} dada por:

|1, se peA,
5p<A)_{O, se p¢A.

A medida J, é medida de probabilidade e usualmente é designada como sendo a
medida de Dirac no ponto p.

Defini¢ao 2.1.15. Dizemos que um espago de medida (X,
uma medida completa) se para todo N € X tal que p(NV)
FeX.

¥, 1) é completo (ou que p é
= 0 e F C N implicar que

Definicao 2.1.16. Seja X um conjunto nao vazio. Uma medida exterior em X é uma
funcdo A : P(X) — RT U {oo} com as seguintes propriedades:

L. A(0)=0.
2. ME) < AF),se ECF.
3. Se (E;) é uma sequéncia de subconjuntos de X entao

A (Oo Ez) < i/\<Ez)

1=

(chamada de o-subaditiva).

Observacao 2.1.17. Note que se £ C X, entdo para todo A C X, A(A) < ANANE)+
AMANE®), pois A= (ANE)U (AN E°).

Teorema: 2.1.18. (Teorema da Extensao de Carathéodory). Seja A uma medida
exterior em X. Definimos

Ey={ACX;AE)=ANENA)+ ANENA®) para todo E C X}.
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Entao ¥, é uma o-algebra de conjuntos de X gerado pela medida exterior A. Defina
m: Xy — RT U {oco} por m(A) := A\(A) para A € ¥,. Entao (X,X,,m) é um espago de
medida completo.

Definicao 2.1.19. A medida m obtida pela aplicagdo do Teorema 2.1.18 com respeito
a medida exterior A\ é chamada de medida de Lebesgue em R. Dizemos que £ C R é
A-mensurdvel (ou Lebesgue mensurdvel ou mensurdvel) se para todo conjunto A C R,
AMA) = M(ANE) + AMAN E°, no qual estes sao chamados conjuntos de Lebesgue ou
Lebesgue mensurdvel.

De forma mais geral, podemos definir a medida m de Lebesgue em R". Seja A € R",
no qual, A é o produto cartesiano de n intervalos {z; € R : —o0 < a; < x; < b; < +o0},
definimos a medida do conjunto A como:

n

m(A) = [[(b: — a).

i=1

Observacao 2.1.20. A medida de Lebesgue é a generalizacao padrao dos conceitos de
comprimento na reta, drea no plano e volume no espaco; onde é definida para uma ampla
familia de subconjuntos do R", cuja familia é uma o-algebra e contém os conjuntos abertos
e conjuntos fechados.

Definicao 2.1.21. Uma medida com sinal em (X,3) é uma funcdo v : ¥ — R U
{—00, 400} com as seguintes propriedades:

1. v(@)=0.
2. v assume no méaximo um dos valores —oo ou +o00.
3. v (Z EZ> = Z v(E;) para qualquer sequéncia disjunta (E;) C 2.
i=1 i=1
Além disso, se a fungao v : ¥ — RTU{+oo} satisfaz (1) e (3), dizemos que é uma medida
positiva.
Observacao 2.1.22. Toda medida positiva ¢ uma medida com sinal.

Definicao 2.1.23. Sejam g uma medida positiva e ¥ uma medida com sinal ambas
definida em (X, ). Dizemos que v é absolutamente continua em relagao a p se v(E) =0
sempre que pu(E) = 0.

Definicao 2.1.24. Seja (X, X, 1) um espago de medida. Dados A, B C X, dizemos que
A=B (mod pu)se u(AAB) =0, ou seja, u(A\ B) + u(B\ A) = 0.

2.1.4 Fungoes Integraveis

Seja (X, X, 1) um espago de medida positiva fixado. Além disso, definimos a fun¢ao
caracteristica de um conjunto £ C X dada por:
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1, se z€L,

1E<I>_{ 0, se x¢FE.

Definicao 2.1.25. Uma func¢ao simples ¢ : X — R é a combinacgao linear de funcoes
caracteristicas de conjuntos mensuraveis, ou seja, se aq,...,a, sao valores distintos de
uma fungio simples ¢, e se definirmos A; = ¢! ({a;}), entdo sua representa¢io padrao é

n
Y= Z a;14,, onde 14, é a funcao caracteristica de A; € X.
i=1

Definicao 2.1.26. Se ¢ é uma funcao simples mensuravel em X, da forma

= Z aila,,
=1

com «’s distintos dois a dois e se E € ¥, definimos

/ pdu = Z%M(Ai NE).
E i=1

Note que a convencao 0 - oo = 0 ¢ adotada aqui e pode acontecer que a; = 0 para algum
ieque pu(A;NE)=oo.

Se f: X = R"U{+o0} é mensuravel e E € X, definimos

/fduzsup/wdu,
E E

sendo o supremo tomado sobre todas as fungoes simples mensuraveis ¢ tais que 0 < ¢ < f.

Defini¢ao 2.1.27. Dado £ € Y e f = fT — f~ com /f+ dp < oo ou /f_ dpu < oo
onde [T =maz{f,0} e f~ =maz{—f,0}, definimos

/Efdu=/Ef+du—/Ef‘du-

Além disso dizemos que f é integrdvel em E se / frdu e / f~ du sao finitas.
E E

Denotemos por M(X) o espago das fungoes f : X — R, Y-mensuraveis e L(u,R) o
conjunto de todas as fungoes f € M(X) que sao integraveis.

Para cada p € K, K =R ou C, consideremos LL,,(¢) definido por:

Lyl) = {f € M(S) tal que [ 77 dp < oo},

No qual a sua norma || - || é definida por:

1

0= ([ 1van).
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Além disso, diremos que L. (1) é o espago das fungoes tais que existe M > 0 tal que
|f(x)| < M para quase todo ponto (q.t.p) x € X. Denotamos por

Loo(p) ={f: X = R; existe um M > 0; u({z; f(x) > M}) = 0}.
No qual a sua norma || - || é dada por:

If lloo= inf{M >0; p({z; f(z) > M}) = 0}.

Seja P uma partigao com respeito a medida p de um espago de probabilidades (X, 3, i),
isto é

e Se A, e A; pertencem a P com ¢ # j entao temos que p(A; N A;) = 0, ou seja,

[ (X\ U Ai> = 0.

A, €P

Definigao 2.1.28. Chamamos de densidade de probabilidade a uma funcao p € Ly (u) tal
que p > 0e || p|=1, no qual, p induz uma medida de probabilidade v, dada por:

0 <wv,(A):= / pdp < 1para todo A € X.
A

Defini¢ao 2.1.29. Dizemos que uma funcao f : (a,b) — R é conveza se
flaz + By) < af(x)+ Bf(y) para todoa, 5 >0, a+ f =1e paratodoa <z <y <b.

Além disso f é dita concava se (—f) é convexa em (a,b).

2.1.5 Convergéncia em Medida

Seja (f,) uma sequéncia de fun¢oes mensuraveis definida de X em C.

Definicao 2.1.30. Dizemos que:
e A sequéncia (f,) converge quase uniformemente para f se para todo € > 0 existe

um E. € ¥ com p(FE.) < € tal que f, — f uniformemente em X — F..

e A sequéncia (f,) converge ¢.t.p para f se existe um M C X com u(M) = 0 tal
que para todo ¢ > 0 e x € X\M existe um N(e,z) tal que n > N(e,z) implica
|fn — f]l <e.

Definigao 2.1.31. Sejam (X, 3, m) um espaco de medida, p, e p probabilidades em X.
A probabilidade p,, converge fracamente para p se

/depn—>/dep,

para toda f: X — R, continua e limitada. (Notagao: p, rag D).
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Seja (Y,3,m) um espago de probabilidade, e suponhamos que ¢ : ¥ — X é uma
funcao mensuréavel. A distribuicao de g é a medida de probabilidade em X dada por:

mog (X)) =m({yeY :g(y) € X}).

A fungao mensurével g, : Y — X converge em distribuicao para a fung¢ao mensuravel g

N R
com distribuicio p, se mo g5 =5 p,.

2.2 PROBABILIDADE

Em teoria da probabilidade, um processo estocastico é uma colecao de variaveis ale-
atorias, onde muitas vezes é usado para representar a evolucao de algum valor aleatorio
ou sistema, ao longo do tempo, sendo que em vez de descrever um processo que s6 pode
evoluir de um modo (como é o caso, por exemplo, de solugdes de uma equacao diferencial),
ele permite algumas indeterminagdes, pelo fato que mesmo sabendo a condigao inicial (ou
ponto de partida), existem uma infinidade de dire¢oes em que o processo pode evoluir.
No caso simples de tempo discreto, um processo estocastico equivale a uma sequéncia
de variaveis aleatorias, conhecidos como uma série de tempo (por exemplo, a cadeia de
Markov, que seréa vista na Se¢ao 2.3). Um outro tipo de base de um processo estocéastico
¢ um campo aleatorio, cujo dominio é uma regiao do espaco. Em outras palavras, uma
funcao aleatoria cujos argumentos sao extraidos a partir de um intervalo de valores que
mudam constantemente (tempo continuo). Uma abordagem para processos estocasticos é
trata-los como fungoes de um ou de varios argumentos deterministas (entradas, na maioria
dos casos considerados como tempo) cujos valores sdo variaveis aleatorias: quantidades
nao-deterministas que tém certas distribuicoes de probabilidade.

Nesta secao abordaremos processos estocéasticos e a distribuicao de probabilidade,
sendo que essa atribui uma probabilidade a cada subconjunto mensurével dos resultados
possiveis de um experimento aleatério. Exemplos disto sao encontrados em experimentos
cujo espaco amostral é nao-numérico, onde a distribuicao é uma distribuicao categorica;
experimentos cujo espaco amostral é codificada por distintas variaveis aleatorias, onde
a distribui¢do pode ser especificada por uma fun¢ao de massa de probabilidade (caso
discreto); e experimentos com espagos amostrais codificados por variaveis aleatérias con-
tinuas, no qual a distribuicao pode ser especificadas por uma funcao de densidade de
probabilidade (caso continuo). Experimentos mais complexos, como os que envolvem
processos estocésticos definidos no tempo continuo, pode exigir o uso de medidas de pro-
babilidade mais gerais. Para mais detalhes veja Chung [7], Feller [11] e [13], e Knill
[21].

Seja (€2,%, P) um espaco de probabilidade. Se A € 3, interpretaremos P(A) como a

“probabilidade de ocorrer o evento A".

Exemplo: Escolhendo um namero real aleatorio no intervalo [0, 2], tomamos Q2 = [0,2] e
Y. é a o-algebra de Borel de [0,2]. A probabilidade de um intervalo [a,b] C [0,2] é

P([a,b]) = b;‘”.

Definicido 2.2.1. Uma varidvel aleatdria é uma aplicacdo X : Q — R, Y-mensurével,
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dada pelo evento X (w), que vale para todo w pertencente a Q. A condicdo de mensurabi-
lidade significa que dado dois ntimeros reais a < b, o conjunto de todos os resultados de
w que satisfaz @ < X (w) < b é um evento. Denotaremos este evento por {a < X < b} ao
invés de {w € Q:a < X(w) < b}.

Observacgao 2.2.2. Note que:

e a varidvel aleatoria define uma o-algebra {7_1(/1),14 € Br} C A, chamada o-
algebra gerada por X.

e a variavel aleatoria define uma medida de probabilidade na o-algebra de Borel Br
dada por Pg = Po 7_1, isto é,

(4)) = P({w: X(w) € A}).

Definicao 2.2.3. A medida de probabilidade Py definida acima é dita distribuicio de X.
Além disso, dizemos que uma variavel aleatéria X tem uma densidade de probabilidade
fx se fx(x) é uma fungdo nao-negativa em R e mensuravel com respeito a o-algebra de
Borel, tal que

Pla< X <b} = /b fx(x)dx,

para todo a < b.

+oo
Observacao 2.2.4. Note que fx(z)dx = 1 e assim, dizemos que variaveis aleatorias
o

sao absolutamente continuas se admitem uma densidade de probabilidade.

Definicao 2.2.5. Dizemos que uma variavel aleatoria X é discreta se ela assume uma
quantidade finita ou uma quantidade enumeravel de diferentes valores zj. Variaveis alea-
torias discretas nao tém densidades e sua lei é caracterizada pela funcao de probabilidade:

Pr = P(szk)

Exemplo: A funcao caracteristica de um conjunto E, dada por

Lo(w) = 1, se wel,
EYI70, se we E.

pode ser vista como uma variavel aleatoria de um espaco de probabilidade. A lei de
probabilidade é chamada de distribui¢ao de Bernoulli com parametro p = P(E).

Definicao 2.2.6. A func¢ao Fx : R — [0, 1] definida por:
Fx(z) = P(X < ) = Pg((~o00,2)),
é dita funcdo de distribuicdo da variavel aleatoria X.

Observagao 2.2.7. A funcao de distribuicao F é nao-decrescente, continua a direita e

com
lim Fyg(z) =0,

T—r—00
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lim Fy(z) = 1.

S, P ()

Observacio 2.2.8. Se a variavel aleatéria X & absolutamente continua com densidade
fx, entao

Fe(z) = / " )y,

e se, além disso, a densidade € continua, entao Fo(z) = fx(z).

Definigao 2.2.9. Definimos o valor esperado ou esperanca matemdtica de uma variavel
aleatoria X, como sendo a integral de X com respeito a medida de probabilidade P, dada
por:

E(X) = /Q XdP.

Um caso particular da definicao acima, é quando X é uma variavel discreta que toma
valores x1,xs,... em Ay, Asg, ..., respectivamente. Entao temos que neste caso o valor
esperado é dada pela série infinita

E(X) =) xP(Ap), (2.1)

desde que a série seja absolutamente convergente, caso contrario, dizemos que o valor
esperado de X nao existe.

Observagao 2.2.10. Note que F(14) = P(A). Assim, a nogao de valor esperado é uma
extensao da nogao de probabilidade.

Definicao 2.2.11. Um processo estocdstico com espaco de estado S é uma colecao de
variaveis aleatorias {X;,¢ € T} definidas em um espaco de probabilidade (Q2,%, P). O
conjunto 1" é chamadao de conjunto de pardmetros. Se T'= N, o processo é chamado de
processo de pardmetro discreto. Caso T nao seja enumeravel, o processo é chamado de
processo continuo.

Observacao 2.2.12. O indice t da definicao acima pode representar o tempo e assim,
podemos interpretar X,; como “estado"ou “posi¢ao"do processo no tempo t.

Na proxima secao abordaremos um processo estocastico com tempo discreto, a cadeia
de Markov.

2.3 APLICACOES DE MARKOV

Nesta secao introduziremos alguns resultados relativo a cadeia de Markov definidas
sobre um espago de probabilidade. Para mais detalhes veja Aaronson [1|, Chung [8] e
Gallager [15]. Seja I um conjunto enumeravel, que sera o espago de estado dos processos
estocasticos estudados nesta secao. A distribuicao de probabilidade m em I é formada
por numeros 0 < m; < 1 tal que Zﬂ'i = 1. Além disso, diremos que uma matriz

i€l
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P = (pij,i,7 € I) é estocdstica, se 0 < p;; <1 e para cada i € I tivermos

jel

Isto significa que as linhas da matriz formam uma distribuicao de probabilidades em
I. Se I tem n elementos, entao P é uma matriz quadrada n X n e, de uma forma mais
geral, P ser4 uma matriz infinita. Uma cadeia de Markov sera um processo estocastico
de tempo discreto com espaco de estados I sobre um espaco de probabilidade finita.
Denotaremos a probabilidade de se mover do estado ¢ para o estado j em uma etapa dada
por: P(j|i) = p;j, onde a matriz estocéastica P é dada por:

P11 P12 .- Pij
P21 P22 ... DP2j
bii P2 --- Dij

Exemplo: A matriz P definida por:

pP=

vk O O
O o=
N O N

é uma matriz estocastica.

Definigao 2.3.1. Dizemos que um processo estocastico {X,,n > 0} é uma cadeia de
Markov com distribuicao inicial m e matriz estocdstica P, se para cada n > 0, com
10521, - - -y Iny1 € I obtermos que

® P(XO = Z()) = ;0.

[ ] P(Xn+1 = in+1|X0 = ’io, e ,Xn = Zn) = pinin+1'

O segundo item é uma versao especial da chamada propriedade de Markov que refere-se
a “falta de memoria"de um dado sistema estocastico.

2.3.1 Recorréncia e Periodicidade

Definigao 2.3.2. Dizemos que um estado ¢ tem periodo K se houver retorno ao estado ¢
em multiplos de K passos de tempo. Assim definimos K como

K =m.d.c{n: P(X, =i|X, =1i) > 0},
onde “m.d.c"é o méximo divisor comum.

Observacao 2.3.3. Note que se K = 1 entao o retorno ao estado ¢ pode ocorrer em
tempos irregulares. Neste caso dizemos que o estado é aperiodico, ou seja, existe um
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ng € N tal que, para todo n > ng
P(X, =i|Xo=1) > 0.

Além disso, dizemos que a cadeia de Markov é aperiddica se todo estado i do processo for
aperiodico.

Definigao 2.3.4. O estado i é dito transitorio se, dado que comecamos no estado i, existe
uma probabilidade nao-nula que nunca retornara ao estado 7. Consideremos uma variavel
aleatoria T; como tempo de primeiro retorno ao estado ¢, dada por:

T, =inf{n >1: X, =i|X, =1}

Denotaremos o numero P(7; = n), como sendo a probabilidade do tempo de primeiro
retorno ao estado ¢ ap6s n passos. Portanto, temos que o estado ¢ é transitorio se

P(T; < o) ZP <1
Definicao 2.3.5. O estado i é dito recorrente se ele nao é transitério, ou seja

P(T, < o) ZP =1

Definigao 2.3.6. Definimos o tempo de recorréncia média no estado ¢ como sendo o
tempo de retorno esperado

n=1

e O estado 7 é dito recorrente positivo se M; é finita, caso contrario dizemos que o
estado ¢ é recorrente nulo.

2.4 CONCEITOS DE TEORIA ERGODICA

Nesta secao apresentamos uma introdugao a Teoria Ergoddica e conceitos como Con-
servatividade, Recorréncia, Funcao Tempo de Primeiro Retorno e Mixing. Para mais
detalhes veja Aaronson |1] e |2]|, Chernov |5] e |6], Walters [33] e Zhang |36].

Definigao 2.4.1. Sejam (X, 31, my), (Y, X2, my) espacos de probabilidade.

1. Uma transformagio f : X — Y preserva medida se f ¢ mensuravel e my(f~1(Ay)) =
mo(Asz), para todo Ay € 3.

2. Diremos que f : X — Y é uma transformacao invertivel que preserva medida se f
preserva medida, é bijetiva e f~! também preserva medida.

Quando X =Y e f: X — X e satizfaz (1), diremos que m; é f-invariante.
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Definicao 2.4.2. Uma transformacao nao singular f de X é dita recorrente se
lim inf |ho f* — h| =0,
n— o0

q.t.p, para todo h : X — R mensurdvel. Além disso, diremos que uma permutacao S de
um conjunto finito £ (que preserva a medida de contagem) é periddica, se existe um p tal
que SP = Id.

Observacao 2.4.3. Note que toda permutacao periédica S é recorrente, pois ho SP" = h,
para todon > 0e h: X — R mensuravel.

Defini¢ao 2.4.4. Seja f uma transformagao nao-singular do espago de medida (X, 3, m).
O conjunto W C X é chamado errante para f, se os conjuntos {f~"(W)},e n sdo dis-
juntos. Denotamos por W = W(f) a colegdo de conjuntos errantes mensuraveis. A parte
dissipativa da transformagao nao singular f é ©(f) = UW(f) a unido mensuravel da
colegao de conjuntos errantes para f. O conjunto €(f) = X \ D(f) é a parte conservativa
da transformagao f.

Definigao 2.4.5. A transformagao singular f é chamada (totalmente) dissipativa quando
D(f) = X(mod m) e conservativa quando €(f) = X(mod m).

Observacao 2.4.6. Qualquer transformacgao que preserva uma probabilidade é conser-
vativa. Porém nem toda transformacao que preserva uma medida o-finita infinita é con-
servativa. De fato, basta tomar a translacao x — x + 1 em R equipado com borelianos e
a medida de Lebesgue, que é totalmente dissipativa.

Defini¢ao 2.4.7. Uma transformagao nao-singular 7" de um espago de medida (X, ¥, m)
é dita ergodica, se

AeX, T'(A)=A (mod m) implica m(A4) =0 ou m(A°) = 0.

Teorema: 2.4.8. (Teorema de Recorréncia de Poincaré). Seja T : X — X uma
transformacao mensurdvel e m uma medida T-invariante finita. Seja A C X um conjunto
mensurdvel qualquer com m(A) > 0. Entao para m-q.t.p. x € A existem infinitos valores
de n para os quais T™ € A.

Observacgao 2.4.9. De forma mais geral, o Teorema ¢é valido também para um espaco de
medida infinita, desde que satisfaga a outras hipoteses (veja Aaronson [1], p.17).

Seja T : X — X uma transformacao mensuravel e m uma medida T-invariante finita.
Dado um conjunto mensuravel A C X com m(A) > 0, considere a funcdo tempo de
primeiro retorno 74 : A — NU {oo} definida por:

ra(x) =min{n > 1:T"(x) € A}. (2.2)

Observacgao 2.4.10. Caso o conjunto da direita seja vazio entdo 74(x) = 00, ou seja, de
acordo com o Teorema 2.4.8 isto s6 ocorre para um conjunto de pontos com medida nula.

Denotaremos por Cy = {x € A: T"(z) ¢ A para todon > 1}, como sendo o conjunto
dos pontos de A que nunca retornam a A; e C; = {z € X : T"(x) ¢ A para todon > 0},
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como sendo o conjunto dos pontos de X que nunca entram em A. Além disso note que
pelo Teorema 2.4.8 temos que m(Cp) = 0. O proximo resultado mostra que a fungao dada
em (2.2) é integravel.

Teorema: 2.4.11. (Teorema de Kac). Seja T': X — X, m uma medida invariante e
um subconjunto A C X com medida positiva. Entao a funcao ra € integrdvel e

/ATA dm = m(X) —m(Cy).

2.4.1 Mixing

Nesta subsegao apresentaremos uma defini¢do para a transformagao mixing (mistu-
radora), cujo espago de medida é finita. Em seguida faremos uma comparagdo com o
decaimento de funcoes de correlacao.

Seja T : X — X uma transformacao invertivel que preserva a medida de probabilidade
m e f: X — R uma funcao mensuravel. A aplicacao f é dita observduvel.

Definicao 2.4.12. Consideremos (X, A, m,T) um sistema dinamico que preserva uma
medida finita m. O sistema é dito mizing se para qualquer A, B € A temos que

lim m(ANT"(B)) = m(A)m(B).

n—oo

Observacao 2.4.13. Notemos que a defini¢cao usual de mixing nao poder ser estendida
para uma espaco de medida infinita, pois basta tomarmos todo o espago X e um conjunto
de medida invariante de medida finita, no qual obteremos uma sequéncia constante que
nao pode convergir para o produto das medidas, ou seja:

m(B) <oo e m(B)=m(T (X)NB) — m(X)m(B) = cc para n — 0.

A velocidade do mixing é caracterizada pela taxa de decaimento de correlacoes, defi-
nida abaixo.

Definicao 2.4.14. Dado um par qualquer de fun¢oes integraveis (observaveis) f,g €
Lo(X,m), as correlagioes de foT™ e g é definida por:

/X(foT”)gdm—/dem/ngm

Assim uma transformacao 7' : X — X é mixing se, e somente se

Cﬁg(n) = , n €N,

lim C =0

lim Cy(n) =0,

para quaisquer f,g € Ly(X, m). Além disso, denotaremos por C¢(n) como sendo a fungao
de autocorrelagao quando f = g.

Uma propriedade do estudo de correlacoes, diz respeito a sua taxa de decaimento, ou
seja, a velocidade de convergéncia de Cy,4(n) — 0. A seguir apresentamos dois tipos de
convergéncia que sao comuns em aplicagoes:
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Definigao 2.4.15. Dizemos que as correlagoes decaem exponencialmente se
Crg(n)] < kre™®", (2.3)

para algum a > 0 e n > 0, sendo k; uma constante. Dizemos que as correlacoes decaem
polinomialmente se
Cre(n)| < kan™, (2.4)

para algum o > 0 e n > 0, sendo ky uma constante.

2.5 DINAMICA SIMBOLICA

Nesta secao abordaremos conceitos de dinamica simboélica que mais tarde serao tteis
para a construcao que faremos do nosso problema. Para um melhor entendimento veja
Devaney [9], Campanino e Isola [4] e Robinson [29].

Definigao 2.5.1. Seja X9 = {s = (s0$152...)|s; = 0ou 1}. Dizemos que X5 é um espago
de sequéncias sobre os simbolos 0 e 1. Além disso, podemos considerar o espago X,
consistindo de sequéncias infinitas de inteiros entre 0 e n — 1. Elementos de Y5 sao cordas
infinitas de inteiros como (01001...) ou (0101...). Podemos tornar ¥s um espago métrico
da seguinte maneira: Dadas duas sequéncias s = (sos152...) e t = (tot1ta...), definimos

a distancia entre eles por:
o0
5:— i
dpg =y Bt
=0
Desde que |s; — t;| seja 0 ou 1, cuja série infinita é dominada pela série geométrica

=1

1=0

=

Exemplo: Considere s = (0000...) e t = (111...) entdo d[s,t] = 2.
Definicao 2.5.2. Definimos a aplicacao shift o : X9 — Y5 dada por:
O'(totltg .. ) = (tltgtg .. )

Observacao 2.5.3. A transformacao shift “ignora"a primeira entrada da sequéncia e
desloca todas as outras entradas de uma posicao para a direita.

2.6 TEOREMA TAUBERIANO

Nesta secao abordaremos sobre o teorema Tauberiano, no qual, serd fundamental para
provarmos o Teorema 3.5.2. Para mais detalhes veja Feller [12]|, Hardy [18] e Korevaar
[22].

Seja p uma medida definida em R™ U {400} de tal modo que a transformada de
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Laplace
w()\)—/ e Mdy,
0

existe para A > 0. De forma geral, o comportamento de w proximo da origem determina
exclusivamente o comportamento assintotico de p(z) quando x — oo e vice-versa. Histo-
ricamente, qualquer relacao que descreve o comportamento assintético de p em funcao dos
termos de w é dito Teorema Tauberiano, enquanto que teoremas descrevendo o compor-
tamento de w em termos de p é dito Abeliano. Em nosso trabalho estaremos interessados
em relacionar o Teorema Tauberiano para séries de poténcias, para isto, existe uma versao
em Feller[12] que enunciaremos logo apos algumas defini¢oes.

Definicao 2.6.1. A funcao gama é definida para todos os nimeros complexos, exceto os
ntimeros inteiros negativos e nulo, no qual ¢ dada por:

Definigao 2.6.2. Seja L uma funcdo positiva definida em [0, +o00]. Diremos que L wvaria
lentamente para oo se para todo t fixado, tivermos que:

— 1, com z — 00.

Agora estamos aptos a enunciar o Teorema Tauberiano para séries de poténcia.

o

Teorema: 2.6.3. Seja u,, > 0 uma sequéncia e H(z) = Z u, 2" uma série que converge
n=0

para 0 < z < 1. Se L é uma fungao que varia lentamente para oo e 0 < p < oo entao

1 1 _
H(Z)N(l—z)PL(l—z>’ comz— 17, (2.5)
¢ 1
"5_ g ~ ;n”L(n) com n — 00
— I'(p+1) ’ ’

sao equivalentes. Além disso, se a sequéncia {u,},cn ¢ mondtona e 0 < p < oo, entao
(2.5) equivale a:

Uy ~ ——n"TL(n), com n — 0.
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3 SEQUENCIAS DE
RENOVACAO E
INTERMITENCIA

Neste capitulo iniciamos a apresentagao dos resultados desse texto. Primeiro faremos
a construgao do nosso problema na Secao 3.1, onde trazemos uma analogia a cadeia de
Markov na Secao 3.2. Na Secao 3.3 analisaremos a medida invariante e consequéncias
da funcao tempo de retorno, no qual demonstraremos a Proposicao 3.16 que seré funda-
mental para a prova do Teorema 3.5.2. Em seguida, apresentamos na Segao 3.4 a fungao
geradora de distribuicao de tempos de retorno que sera construida a partir da analise do
comportamento do nosso sistema dinamico. Por tultimo, definimos na Secao 3.5 a funcao
geradora da sequéncia de renovacao e, além disso, demonstraremos o Teorema 3.5.2 que
serd fundamental para a prova dos principais resultados.

3.1 CONSTRUCAO DO NOSSO PROBLEMA

Definicao 3.1.1. Sejam ¢, r, s trés parametros reais satisfazendo 0 < g < 1, s > 0 e
r+ 1= ¢ °. Seja além disso d, | 0 a sequéncia definida por:

do = 1, dy = (14nr)"s, n > 1. (3.1)

Proposigao: 3.1.2. A sequéncia d,, definida em (3.1) é uma sequéncia de Kaluza, isto
€

0<d,<dy=1 e d? < d,_1dpy, (3.2)

que € equivalente a afirmar que dpy1 — 2Md, + N2d,—1 > 0 para todo X > 0.

Demonstrag¢ao. Note que d; = q.

1
e d,=— < 1, para todo n > 1.
(1+mnr)s

1 1

De fato: r=——1,0< g < 1e s >0 temos que — > 1. Logo r > 0.
q° q°

Assim (14 nr) > 1 implica (1+nr)s > 1, portanto

1

O<dy=———<1.
(1+nr)s
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14 di S dn—ldn+1-

De fato:

1+ (n— 1] 5[1+ (n+ 1)r]”
14+ n—=1)r) 1+ (n+1)r)]
1+ (n+1Dr+m—1r+r2n®>—1)]=
1+m‘+r+m‘—r+r2n2—r2)_%
(1+nr)? =077,

dn—l dn—i—l

L L

[
[
[
(
[

& =d,d,

= (1+nr)
=(1+nr)"
= [(1 +nr)? 7=

s(1+4 m”)’%

1
s
2
s

Como r > 0 e s > 0 segue que (1+ nr)? —r? < (14 nr)? implica que
[(1+nr)? — rz]i <[(1+ m’)Q]%.

Assim [(1+nr)% — 275 > [(1 4 nr)2] "5, portanto d2 < dyp_1dy1.

e A equivaléncia, é o mesmo que dizer que o discriminante A < 0, ou seja,
4d? — 4dpiqd, 1 <0
Logo d? < d,,_1d,1 para todo \ > 0. O

Podemos notar que os numeros d,,’s geram uma particao enumeravel P de [0, 1] em
intervalos A, = [d,,d,_1], n > 1.

Definicao 3.1.3. Consideraremos
Pn = m(An) = dn—l - dn;
onde m denota a medida de Lebesque.

Recordamos as seguintes defini¢oes: sejam f e g duas fungoes definidas sobre o con-
junto dos nimeros reais. Dizemos que f(z) = O(g(z)) quando z — oo se existe um

x
M € R e um xq tal que % < M, para todo = > x.
g(x
Além disso, quando s € QQ, a série binomial é dada por:

(z+y)° = f: ( /f; ) AT

k=0

—1)...(s— 1
0ndes€Ce<Z>:$(s ) k'(s k+)ek€N.
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Proposicao: 3.1.4. Temos que p,i1 < p, e tem um comportamento assintotico dado
por: ) .
pn=(r/s)(1+nr)"' s + O((1 +nr)"275). (3.3)

Demonstracao.
Pn = Pny1 = dn—l - dn - (dn - dn—i—l) = dn—l - 2dn + dn+17

temos que para A = 1,
dn—l - an + dn-i—l > 07

e assim,
Pn = Pnt1 > 0.

Portanto p,41 < p, para qualquer n > 1.
Utilizando a serie binomial para niimeros complexos, temos que:

pn =dp1—dy=1+n-1)r)"s—1+nr)s
= ((1+nr)+ (=) — (1 +nr)"+, (aplicando a serie ao 1° membro)

~ 1
- I N C D e (S L e et oy
k=0 L
1 1 1
= s (14+nr)"s + s (14nr)"s7H—r) + s
0 1 2
1
Abnr) 3224k | s | Qenn) 3 )+ — (L)
k

1+s

252 (14 nr) s 72(r?) + ... +

=) 4
S

1 14+2s)...(1 k—1 1
L2 (esb =) e
skE!
Portanto,
,
pu=(1+ nr) s F 4 O((1 + nr) 2 2).
]
A
Fixando Ay = [0, 1], definimos p;, = M, k > 1 e consideremos a
m(Ak_l)
aplicacao afim por partes f : [0, 1] — [0, 1] definida por:
—d
a 1, se x € Ay,
flz) = Pt (3.4)
dk_1+$ k, se xEAk, k> 2.

Dk

A figura abaixo mostra o comportamento do grafico da aplicacao f:
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=1 +

Figura 1: Gréfico de f

Esta aplicacao introduz um modelo simplificado para uma aplicacao de intervalo in-
termitente cujo comportamento quando x — 07 é dado por:

f(:L‘) = _’_ulers =+ O(x1+5+5>,

—_ T N 3 3 X .
onde u = - e ¢ > 0. Faremos agora algumas observagoes a respeito da aplicagao f:

Observacao 3.1.5. O ponto fixo na origem é neutro: f'(0) =1, e f'(x) é apenas Holder
continua em x = 0, com expoente s. Ou seja, |f'(z) — f'(y)| < klz — y|*, com k € RT.

Observagao 3.1.6. Pode ser notado que se 1g(x) denota o ramo inverso da aplica¢ao f
definida de [0, 1] em [0, ¢, entdo temos que d,, = ¥§(1), e a sequéncia d,, é Kaluza se, e
somente se, Yy é coOncavo.

Observagao 3.1.7. Por ultimo, observamos ainda que f(A,) = A,_; para todo n > 1,
de modo que P é uma particao de Markov para a aplicacao f.

3.2 A CADEIA ENUMERAVEL DE MARKOV

O processo de iteragao x, = f"(x), com f definida em (3.4) e x escolhido aleatoria-
mente segundo a medida de Lebesgue, é isomorfo (mod 0) a cadeia de Markov com espago
de estado N e matriz de transicdo P = (p;;) dada por:

cor®
o~ O
[ =
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Para ver isto, seja X o conjunto residual de pontos em (0, 1] que nao sao preimagens de
1 com respeito a aplicacdo f, a saber, X = (0, 1]\{d, }n>0. Seja, além disso, © o conjunto
de todas as sequéncias w = (wowy - . .), w; € N, tais que dado w; entdo

Wi—1 =w; +1 ou wi—1 = 1.
Entao a aplicagdo ¢ : 2 — [0, 1] definida por:
pw)=a, so fil@) €A, j20,

¢ uma bijecao entre 2 e X, no qual a aplicacao f conjuga com shift o em €2 segundo o
diagrama abaixo:

Q—"7=0Q

ol e

x-t.x
Entao temos que o processo estocastico em 2 dado por z;(w) = w;, ¢ > 0, é uma cadeia
de Markov com probabilidade condicional:
m(f 1 (A;) N Aj)

m(A;) ’

pij = Pap(w) =7 | vpa(w) =1) =

que coincide com os valores da matriz em (3.5). Como o m.d.c{n : p, > 0} =1 a cadeia é
aperiodica e recorrente. Consideremos a sequéncia infinita t1, %o, ... de sucessivos tempos
de entrada no estado 1:

ty =1inf{i > 0:w; =1},

e, para j > 2, definimos
tj = 1nf{z > tj—l Wy = 1}

Seja além disso r; = t;41 —t;, dada pela sequéncia entre os tempos de retornos. O estado
1 sendo recorrente, os nimeros 7; sao variaveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas, ou seja, tém a mesma distribuicao de probabilidade e sao mutuamente inde-
pendentes sobre a probabilidade P;(-) = P(- | zo(w) = 1).

Sua distribuigao é P;(r; = n) = p, e seu valor esperado é dado por

E\(rj) = ann = Zdn, (3.6)
n=1 n=0

que pode ser finito (cadeia recorrente-positiva) ou infinita (cadeia recorrente-nula) desde
que s < 1ous>1.

A tltima igualdade acima pode ser verificado da seguinte maneira:

ann = Zn(dn—l - dn)
n=1 n=1
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(n—1dy—2—(n—1)dp_1) + (nd_1 — nd,,) +
:d0+d1+d2+d3+d4—|——|—dn,1—|—dn+

S -
n=0

Mais especificamente, podemos definir uma familia de momentos

MO =E(@r) =) nlpn, 120, (37)

e dizemos que a cadeia tem grou ergo’dico I se MY < 0o mas MU+ = oo,

Note que M ©) Z n pn = Z pn = 1, de modo que a cadeia tem grau minimo

n=1
zero (caso recorrente- nulo) Flnalmente a equacao de estado estacionario é dada por:

o0
= E TiDin,
i=1
que é formalmente resolvida por =, = md,,_1, n > 1.

o
No caso recorrente-positivo obtemos m = (Z dn)

3.3 MEDIDA INVARIANTE E TEMPOS DE RETORNO

Utilizando a dinamica simboélica desenvolvida na secao anterior, observamos que a
aplicacao f preserva uma medida o-finita absolutamente continua v, cuja densidade e é
dada por:

e(r) = = , dy, < v <dp,. (3.8)

Note que:

V(A,) = /A ela)dm = dyy = Y ml ), (3.9)

que segue da definicao de p,.

Mais especificamente, para £ C A,, obtemos,

V(E) = dpy. (3.10)
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Seja 7 : X — N o tempo de primeira passagem no intervalo Ay, isto é,
7(x) =1+ min{n > 0: f"(x) € A}, (3.11)

tal que A, é o fecho do conjunto {x € X : 7(x) = n}. Por outro lado, a fun¢ao tempo de
retorno r : X — N no intervalo A; é dado por

r(z) =min{n > 1: f*(x) € A1} =70 f(x). (3.12)
Consideremos o conjunto B,, como sendo o fecho de {x € Ay : r(x) = n}.
Lema: 3.3.1. B, = A; N f71(A,).
Demonstracao. Primeiramente note que: '
re€Arer(zx)=nentdoxz € Ay e f*(z) € Ay, mas f/(x) € A; para 1 < j <n.
Pela construgao de f, temos que z € A; e x € f1(A,).

Agora seja x € B,. Entao pela observacao acima equivale a dizer que x = lim xy,
k—00

onde x € Ay e f(zy) € A, para todo k, ou seja,
T € Al N fﬁl(An) = A1 N fﬁl(An),
pois A; e f71(A,) sdo conjuntos fechados.

Reciprocamente, seja z € A; N f71(A,), ou seja, z € Ay e x € f1(A,).
Mas z € f~!(A,) implica que

ffla)e A e fla) g A
para l <7 <n.
Logo = € Ay e r(z) = n, portanto = € B, e vale a igualdade. O

Proposicao: 3.3.2. Temos que:

~om(A N T (An))
v(B,) = (A

= m(A,). (3.13)

Demonstrag¢ao. Como B,, C A; entao por (3.10) temos que:

V(B,) m(A 0 f7HA) A0 ST A)  mlAy)m(A)
" m(A;) m(Ay) m(Ay)

pois analisando o grafico de intersecao de A; com a pré-imagem de A, com respeito a fun-
Xr — d1

¢ao f que é dada por f(x) = , se x € Aj, temos a seguinte relagao trigonométrica:

m(A . -
a = (An) , onde “a” é o coeficiente angular da funcao f, logo temos que:

m(f~1(An) N Ay)

o 1 1 m(A,)

p m(A)  m(f(A) NA)
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Portanto m(f~1(A,) N A1) = m(A,)m(A;). O

De (3.9) e (3.13), temos a seguinte cadeia de identidades formais:

v([0,1) =) v(A) =) ) m(A,)

| romtas)

e além disso
v((0,1]) =) nm(A,)
n=1

=> nw(B,) = /A r(x)v(de) = MY, (3.14)

De fato:

A ultima igualdade segue do fato que B,, é o fecho dos elementos z € A; onde r(z) = n,
entao & area da regiao compreendida pelo grafico de r é dada por:

Zm/(Bn) ::/A r(z)v(dx),

enquanto que as outras igualdades sao de facil verificacao.

g

Estas indentidades sdo uma versao da formula de Kac. Note que (3.14) torna-se mais
significativa sob o pressuposto que todos os termos envolvidos sao finitos e utlizaremos a
convencio M = MW, no qual obtemos a seguinte dicotomia: ou M < oo e entdo existe

v
uma medida de probabilidade y = i f- invariante absolutamente continua ou se M = oo

entao p nao é normalizdvel e nao existe uma medida de probabilidade absolutamente
n—1

continua, isto é, o ergodico — E dpr(z) converge fracamente para o delta de Dirac em 0.
n
k=0

Definicao 3.3.3. Definimos uma familia recursiva de caudas formais dg), com [ >0 a
partir de d,, da seguinte maneira:

dV=d, ¢ dV=3"d!"Y paral>o0. (3.15)

L>n

Notacgao: Dizemos que a, e b, sao assintoticamente equivalentes quando n — oo e

a
escrevemos a, ~ by, se b_n — 1 quando n — oo.
n

1
Proposicao: 3.3.4. Se s < 7 coml > 1, entao de (3.1) e (3.3) os termos d¥) sio finitos
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para 0 < k < e satisfazem

d® ~ C(1+ (n+ k)r)ts, (3.16)

Sk

onde Cj, = rh(1—s)(1—2s)...(1 —ks)

Demonstracao. Para k= 0 temos que

dO =d, ~ (1 +nr)"5.

n

Agora para k = 1 consideraremos a func¢dao Zeta de Hurwitz (ver (25.15.1) em [26] e para
mais detalhes veja Isola[19] e Lopes|25])

11 1 & 1
(o) r e

L=0

@ =

com s < 1, 7 > 0 e suas representagoes (ver (25.15.4) e (25.15.5) em [26]) dadas por:

n

11 1 1 1 1
4(;,;): (z*”“’;)mim

@ =

L=0 \r
e
11 1 (< 1 E+n)t=s 1 [ -z
C(__):_s Zl T __/ 1 [1]+1d:1:
s'r P\ (- +L)s -—1 $Jn (++x)
Temos que
= 11 1 < 1
) :ZdL—C(———Fn-Fl):C(——)——l —
L=n+1 s rs = (5 + L)

Assim temos que

lim - T = 1.
n—00 s (]_ + (TL + 1)7”) s
1

Portanto dy) ~ Cy(1+ (n+ 1)r)=s.

Para k = 2, note que
d? = > d).

L=n+1

Mas d'V ~ Ci(l+(n+1)r -3 e assim, podemos aplicar o0 mesmo processo acima, agora
L
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para

1 1 C] — 1
(31541 =Y
S T s (;+1+L)s

L=0

e obtermos )
d'? ~ Cy(1 4 (n+2)r)*s.

Repetimos este processo até a funcao

1 1 Cl ~— 1
__k7_+k = 1 E 1 )
<(S r ) R G kL)

rs " r—o

1
com s < T no qual, obtermos o resultado desejado. O

Além disso temos que MY & finito se, e somente se d¥ também & finito, e um impor-
tante caso especial do comportamento assintético de d%l), quando s < 1 é dado por:

dY, = v(x € X :7(x) > n) ~ Ci(rn) "+ = Cn'~ &), (3.17)
onde C = %
rs(l—s)
De fato:
Temos que
dg}l ~ Ci(1+nr)—s,
e
1 =3
i | QAR T
n—00 C’l(rn)l—g
Ou seja,
Ci(14nr)'=s ~ Cy(rn)' >
Logo

OJ

3.4 A FUNCAO GERADORA DE DISTRIBUICAO
DE TEMPOS DE RETORNO

Nesta secao construiremos nossa sequéncia de renovacao, a partir da anélise do com-
portamento do nosso sistema dinamico. Para isso note que o elemento A, da particao
enumeravel de Markov P introduzido na Secao 3.1 e na Secao 3.2 pode ser visto como o
“n-ésimo estado"para nosso sistema dinamico. Além disso o nimero p,, pode ser interpre-
tado como sendo a probabilidade m de que uma primeira passagem no estado 1 ocorra
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apos n iteradas. Consideremos a quantidade
=m(f~ " Y(A4))) para n>1,

dado pela probabilidade-m de observar a passagem no estado 1 depois de n — 1 iteradas,
sendo o primeiro tempo de passagem ou nao. Para analisarmos todas as possibilidades
envolvidas no nosso sistema dinamico, podemos escrever u, da seguinte maneria:

— Zm(fl(m) ¢AL0<I<r—1,f"Ya) € Ay, "l (z) € A)
—Zm (" @) € Ar| 7(z) = 7)

—Zpr (f"N(x) € Ay | T(2) =7). (3.18)

De acordo com a dinamica estabelecida pelo nosso sistema e levando em conta o
processo de iteragdo x, = f™(z) (visto na Se¢do 3.2), notamos que a cada passagem no
estado 1, nosso sistema dinamico estabelece um novo ciclo a ser percorrido até chegar
novamente nesse estado, ou seja, como se o sistema reiniciasse a cada passagem no estado
1. Logo, ainda podemos simplificar um dos termos em (3.18) da seguinte maneira:

m(frH(z) € Ay | 7(z) =7) (f"Ha) e A | fH(z) € Ay)
(f"(x)€e Ay |z € Ay)
(f" 1(1‘) A1) = up—r

Il
333

Portanto,

n
= E R T (3.19)
r=1
onde a sequéncia u,, satisfaz a relacao de recorréncia:

up=1¢€ u, =pp, +upp_1+-+-+u,_1p1 para n> 1. (3.20)

Em outras palavras, ug, u1,... € a sequéncia de renovacao associada a sequencia p,.

Proposicao: 3.4.1. Temos que
= I/(Al N f_n(Al))

Demonstrag¢ao. Podemos escrever v(A; N f~"(A;1)) da seguinte maneira:

n

V(AN f(A)) =D w(fl(@) ¢ AL0 << f7(z) € Ay, f"(z) € Ay)

r=1
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3

v(r(z) =rjp(f*(x) € Ay [ r(z) =7)

ﬁ
Il
N

hE

v(Bv(f"(z) € Ay [ r(z) =r).

i
Il
—

e por (3.13), temos que:
V(AN fT(A)) =Y per(f(x) € Ay | r(z) = 7).

Mas segue ainda que:

v(fM(x) € A [ r(z) =71)

(f"(x) € A1 | f(x) € Ay)
(" (x) € A |x € Ay)
(f~7(A) N Ay).

I
NEBNES

Logo v(A; N f~"(A4y)) = Zpry(Al N f~" " (Ay)), e comparando com (3.19), segue
r=1

que u, = v(A; N f"(Ay)). O

Desta maneira podemos interpretar como sendo a probabilidade-v de observar o re-

torno no estado 1 depois de n iteradas. Fixando u) := v(A; N f7"(A1)), vemos que ult)

satisfaz a relacao de recorréncia:

u(()l) =1 e ulV) = u[()l)V(Bn) +otul) v(B1) para n>1, (3.21)

n—1

onde B, é o fecho de {z € Ay : r(x) =n}.

Por outro lado, sabemos que v(B,) = m(A,) = p, e, comparando com (3.20), temos

que ug) = u,, para todo n.

3.5 FUNCAO GERADORA DA SEQUENCIA DE RE-
NOVACAO

Nesta secao analisaremos resultados obtidos através da construcao da sequéncia de
renovagao u,, que se resume ao estudo da fungao geradora ¢(z) obtida a partir de u,, no
qual, é definida da seguinte maneira:

1

o(z) = Zunzn L (1 - anz”> @ <(1 —2) Zdnz”) . (3.22)



42

Temos que (1), é verificada da seguinte maneira:

00 0o -1
Zunz" = (1 - Zp,ﬂ”) ,
n=0 n=1

ou seja,
Z Uy 2y, — Z Up 2" Z pn2t = 1.
n=0 n=0 n=1
Logo
(14 urz +ug2® +us2® + ... Fupz™) + ... — (p1)z — (urpr + uop2)2® — . ..

_(un—lpl + .o T Upp— pn)zn = 1.

Mas u, satisfaz a seguinte relacao: u, = p, + ui1pn_1+ ...+ Up_1p01.
Portanto, segue que

oo [o.¢] (o, ¢]
g unzn—g unzng o =1 4wz +us2? +us?® + . Fu2" 4.
n=0 n=0 n=1

—uyz — ugz? —uzzd — . —uy2"
= 1.

Temos que (2), segue da seguinte maneira:

-1

(1 — anz") = ((1 —2) Zd,ﬂ”) ,

ou seja,
Zdnzn—Zdnz”H -1+ anz” = 0.
n=0 n=0 n=1
Logo
l4+diz+do2? 4+ .. +dp2"+...—2—d122 —dyz® — ... —d 2" — ..
14 prz4p+.  Fpt+...=0.

Mas p, =d,—1 — d,,.
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Portanto, segue que

Zdnz” - z:alnz"Jrl -1 —I—anz” =1+ (dy —do)z+ (dy — d1)2* + ...
n=0 n=0 n=1

+(dy —dp1)2" 4+ ... =1+ prz+p22% +. 2+
=1 —piz—pa2t— . =t — ...
14 prz+p® 4 e
= 0. O

Antes de enunciar e demonstrar o teorema que sera fundamental para a prova do
Teorema A e do Teorema B, precisaremos do seguinte resultado:

o0

Teorema: 3.5.1. Sep(z) = Z d,z" € convergente para |z| < 1 ed, > 0 € uma sequéncia
n=0
de Kaluza com dy = 1, entao
1 2 n
—:1—h12—h22 ——hnZ — .,

p(2)
onde h, >0 e Zh" < 1. Além disso, se Zdn = 00 entao Zhn =1.
n=0 n=1

n=1

Demonstragio. Ver Hardy [18], Teorema 22. O

O proximo teorema pode ser visto como uma generalizacao do teorema de renovagao
provado por Erddos, Feller e Pollard [10]. Este resultado foi feito por Isola [20] e abordado
tanto o caso finito quanto o caso infinito.

Teorema: 3.5.2. A série de poténcia da funcao ¢(z) em (3.22) define uma fungdao ho-
lomorfa no disco aberto unitdrio e converge em quase todo ponto do circulo unitdrio com
excecao de z = 1, onde tem uma singularidade nao-polar. Além disso, eristem cons-
tantes G1(s,r) e Go(s,r) de modo que temos o sequinte comportamento assintdtico dos
coeficientes u,:

(a) para s < 1 temos que w,, := Mu, — 1 ~ Gynl—s.
(b) para s > 1 temos que

1
Gon 1HE) se s> 1;

Up ~ 1
, ses=1.
logn
Demonstracao. Primeiramente, note que
1 1
0< = = M < 1,
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lembrando que:

M= MM :inpn:idn.
n=1 n=0

Afirmacgao: A fungao D(z) := Zdnz” nao tem zeros para |z| <1 com z # 1.

n=0

Demonstracao da afirmagao. Para |z| < 1, segue de (3.22), desde que p,, > 0 e portanto

o

n
E PnZ
n=1

< 1.

Além disso, a partir da identidade acima, os zeros de D(z), deveriam ser da forma e?
com 0 < 0 < 27.

Agora, se D(e") = 0 entao de (3.22) implica que aneme =1, ou seja,

n=1

i pne™? = f: pn cos(nb)+ zi pnsin(nd) =1
n=1 n=1 n=1

Logo

Z pncos(nf) =1 e Z pnsin(nf) = 0.
n=1 n=1

Mas an cos(nf) = 1 implica que cos(nf) = 1 para todo n > 1, ja que an =1.

n=1 n=1

Assim 0 = 2kn, k € Z. Contradi¢ao, pois 0 < 0 < 2.

E assim encerramos a demonstracao da afirmacao. O]

Portanto a funcao nao tem singularidades para |z| < 1 e podemos expandi-la

1
D(z)

em uma série de poténcias:

1 1 .
D) & =2 "

Note que v9 = 1, pois segundo a relacao acima, temos que

1 = i Y 2" i d,z"
n=0 n=0

= vodo + (Yod1 + 71do)z + (Yod2 + 71d1 + Y2do) 2>+



Assim,

St (/YOdn + /YIdn—l + ...+ ’Vn—ldl + ’Ynd())Zn + ...

1 = vdo =0
0 = yod1 + 71do
0 = vod2 + 71d1 + Y2dy

0= ’yOdn + Vldn—l + ...+ ’yn—ldl + ’yndO
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Seja h, = —v,, (n > 1). Por (3.1.2) podemos aplicar o Teorema 3.5.1 para a sequéncia

d,, e obtermos

h,>0 e ihngl.
n=1

o0
Além disso, se M = oo, entao Z hn, =1 e a série D(z) é convergente para |z| < 1.

n=1

Para mostrarmos (b), considere primeiramente s > 1 e note que

pois

[o.¢]
E Up 2" =

n=0

Uy, :1+71+...—|—7n:z%
k=0

k=1

=" Qg =2 > e =
(1—2) Z d, 2" n=0
n=0

Logo temos que

Com isto,

Yo =up=1
Moo= ur—Uug=up — 1

Yo =up—up =1uy— (1+m)

Yo =Up—Upg =Uy — L+ +72+ ...+ 1)

up = l4m

Z A

n=0

(3.23)
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up = 1+ +7

Up = 1+’71+’72++7n—1+7n

n

Portanto u,, = 5 v € assim se M = oo, a sequéncia u, decresce monotonicamente

k=0
para 0.

Assim de (3.22) o comportamento assintotico quando z — 1~ de

1
o
E d,z"
n=0
equivale ao comportamento assintotico de

1 G
~ 2 z— 1",

Z d, 2" ( z)
n=0

1
/ —_ =
~ Ghn s n — 0o,

S
com G/2 = ——0]".
rs(s—1)

Logo temos que

1 G _
= ~ a )y z— 1",
— 2 )s
(1—2) Z d,z"

n=0

e pelo Teorema 2.5 segue entao que
Uy, ™~ ng_H%,
GyI'(1 — J)sin(%) " .

onde Gy = 5 = e (G & uma funcao constante que varia lentamente no

. . 7r
infinito.

Agora para s = 1, temos que o comportamento assintotico quando z — 1~ de

1 1
ad logn’
S
n=0

equivale ao comportamento assintotico de

() - o
—— ~ | log , z—1".
1—2z

oo
E d,z"
n=0

n — 00,
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Logo temos que

1 1 1 _
~ log , z— 1",
© 1—2z 1—=2

(1—-2) Z d,z"

e pelo Teorema 2.5 segue entao que

1
logn’

Up

e assim concluimos a prova de (b).

1
Para s < 1, note que u,, — i quando n — oo, pois de (3.23) temos que

- > 1 1 1
”":Z%%ZV’“:D(U :i = o (3.24)
k=0 k=0 dk
k=0

Agora temos que a relacao

implica

anz" =2 (3.25)

n=0
no qual d3 foi definido em (3.15) e
wy, = Mu, — 1 (n >0). (3.26)
de fato:
an Zd 2" :Z Mun—l)z".Zdnz”
n=0 n=0 n=0
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= Miz" — iz"idnz"
n=0 n=0

n=0
=M 2" —[do+ (do+di)z+ (do + dy + dp)2* + ...
n=0

Além disso temos que a sequéncia w,, é positiva e decresce monotonicamente para 0, pois
o0

podemos escrever w,, = M Z hi, ja que de (3.26) e de (3.24) tiramos que

k=n-+1
Wy, :Mun—leihn—Mhl—...—Mhn
n=1
(S )
n=1 k=1
=M Y hy,
k=n+1

e novamente por (3.26) w, — 0 quando n — co.

1
Primeiramente colocaremos 5 < s < 1, e por (3.16) temos que o termo d(()l) é finito,
logo o termo d'V ¢ finito mas a série de poténcias Z dgll)z" é divergente para z = 1, pois
n=0
de (3.25), quando z — 1~ temos que (ver (3.17))

0o oo
dg) C 1-1/s
SED B DR

n=0
Wy = ~ n — oQ.
Zo " M M ’
n—=
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Fazendo uma aproximacao da série acima pela integral, temos que

Z Cnl—l/s
n=0 sC 2-1/s

~ —
M 2s—yMm. T

e para este valor de s, aplicando o Teorema 2.5 equivale ao comportamento assintotico de

e l
n 1 —
Wpz'" ~ z—1

Z " M(1 — z)2=1/s’ ’

n=0
sC ) ) . , .

onde G| = m Como foi mostrado, w,, é uma sequéncia monotona, e assim, nova-

S —

mente pelo Teorema 2.5 segue que

ou ainda

sG} F(%) sin(Z)
M(s—1) m '

onde G; =

1
< s < -, com
+1 ~ l’
[ > 1, entao para k < [ o termo dék) é finito, logo o termo d"™ & finito mas a série

De forma mais geral, usando novamente (3.16), temos que se ]

de poténcias ng)z” é divergente para z = 1. Neste caso, (3.25) pode ser escrito da

n=0
seguinte maneria:

an .Zdnz :idg)z”
n=0 n=0

00 l
= (=1 dP > (2 = DAY +diY). (3.27)

n=0 k=2
Colocando em evidéncia o termo (—1)"71(1 — z)!~! Z dVz" em (3.27), temos que
n=0

N Z k - 1 z)k—l—l(d(()k—l) + d(()k))
(D) A= 2y Sl [ 14 222 _ . (3.28)
n=0 Z d(l)Zn
n=0

Aplicando o mesmo raciocinio usado anteriormente, mas agora para este valor de s, de
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(3.16) temos que

(1—2)”§: y G o
A d1(1) ~ _(1 o Z)l 1l+1 1/57 n — 00,
M —~ M
C
sendo que o termo entre parénteses de (3.28) tende a 1 e G| = ; ll' Assim aplicando
S —

novamente o Teorema 2.5, isto equivale ao comportamento assintotico de

iw 2"~ G z— 1"
" M(1 — z)2-Vs’ ’
n=0
e assim temos que
Wo ~ 1 nl—l/sG_ll
"ore-1) M’
ou ainda
w,, ~ Glnlfl/s,
G T(Y)sin(Z
onde G| = bt () (S)

M(s—1) T

Resta mostrar que z = 1 é uma singularidade nao-polar para ¢(z). Para isto, de
(3.16) temos que se s > 1 entdao (1 — 2)¢(z) — 0 apesar de ¢(z) — oo com z — 1.
1 <s< 7 entdo denotando por Fj(z) a expressao em (3.27), obtemos
novamente por (3.16) que (z—1)!'Fj(2) — 0, mas (z—1)""1Fj(2) — oo com z — 17. Assim
a afirmagao segue entao para cada uma destas afirmagoes, em particular para ¢(z). O

Além disso, se
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4 MIXING E SCALING

Neste capitulo analisaremos o comportamento assintotico das taxas de Mixing e de
Scaling, dadas a partir dos coeficientes da fungao geradora ¢(z). Este comportamento
gera dois teoremas que sao o objetivo de estudo deste trabalho, o Teorema A que analisa
o comportamento assintético da taxa de Mixing quando a medida invariante é finita e o
Teorema B que analisa o comortamento assintotico da taxa de Scaling quando a medida
invariante é infinita.

4.1 TAXA DE MIXING

Nesta secao, provaremos o Teorema A. Para isto, precisaremos de alguns resultados
que construirao sua demonstracao no decorrer do texto. Como consequéncia do Teorema
3.5.2, dado U € L?([0,1],B, v) podemos considerar a série de poténcia formal Sy (z) dada
por:

Sy(z) == ZZ”V(U -Uo f™).

Proposigao: 4.1.1. Para U = 14,, funcao caracteristica do intervalo Ay, temos que

v(La, - 1a, 0 f") = v(A 0 [T (A1) = Un, (4.1)
e portanto
Si, (2) = ¢(2). (4.2)
Demonstracao.
I/(1A1~1Alof") :/ 1A1'1A10fndV:/ 1A1-1f—n(A1)dI/
[0,1] [0,1]
= / 1Alﬂf*”(A1)dl/ = I/(Al N fﬁn(Al))
(0,1]
= Unp,
sendo que a ultima igualdade acima foi verificada na Secao 3.5. [

Assumindo que s < 1 e que M < oo, usando (4.2) obtemos a fungao geradora da

funcao de autocorrelagao da medida de probabilidade pu = U para a funcao observavel
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14, dada por:
> 2 (AN A = (n(A)T] = (u(AD)? - Y waz”, (4.3)

1
onde p(A;) = 27 ¢ o w! s sdo definidos na afirmagao (a) do Teorema 3.5.2.

De fato:

> 2 [ /() - (u(any?] = Yo |UADLIAD) (vEA)

S (it

(AN f(A))

= ((A)* Y ="M -

— 1.
s (v(Ar))?
O resultado segue de (4.1), (3.26) e pelo fato que (v(A;))? = 1.
O
Proposigao: 4.1.2. O comportamento assintotico de w, em (4.3) é dado por:
(AL ST (AD) = (u(AD) ~ Ga(p(An)*nt 5. (4.4)

Demonstragio. Da parte (a) do Teorema 3.5.2, temos que w, = Mu,, — 1 ~ Glnl_i.

Comparando os coeficientes que acompanham z" de (4.3) segue que

(1(AD) 2w, ~ ((A1))?Gint s

1

Logo u(Ar N f7" (A1) — (u(A1))? ~ Gi(p(Ar))*n' s, u

Agora faremos uma constru¢do analoga a (3.21) para um conjunto Aj qualquer. Para
isso, dado k € Z*, k > 1, definiremos ul;’ = v(Ap N f(Ag)).

Observacgao 4.1.3. Note que u,(f) = 0 para 0 < n < k, pois podemos interpretar u,(f)

como sendo o conjunto dos pontos que “saem"de Aj e retornam n iteradas depois em Ayg.
Logo, para 0 < n < k as iteragdes ndo terao retornado a Ay e portanto v(A, N f~"(Ax))
é zero.

Proposicao: 4.1.4. A partir da definicao de u;’“), obtemos a sequinte rela¢ao de recor-
réncia:

o

v(A)

= UoPn + -+ Up_pr, N>k (4.5)

Demonstragao. Fazendo uma construcao analoga a demonstracao da Proposicao 3.4.1,
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obtemos que
n

) = V(AN fTAR) = D vlra (@),

r=~k

onde 74, (z) denota a fun¢ao tempo de retorno em Ay.

A partir de (3.9) e (3.10) temos que

m(Ax N [ (Ax))

V(rAk (l’)) = V(Ak N fﬁr(Ak)) = m(Ak) V(Ak)a
mas por uma analise nas pré- imagens obtemos que
m(Ar N 7 (Ax)) = m(Ag)v(B,).
Substituindo este ultimo resultado na equacao anterior temos que
ul) = 3" v A (Bl
r=k
E assim segue o resultado. [
A proposicao anterior garante a seguinte relacao:
V(AN T AR) = 6(2) - D> 2" pn, (4.6)
n:k: n=k
Mas
A = "Mu(Ax N (A
k) V(AL ;Z 1(Ae 0 f7(AR))
2) Z 2" .
n=k

Com isto . .

> (A0 fT(AR) = n(AR)e(2) > 2 pa.

n=~k n=~k
Logo

Zz (A1 F(AD) — (1(A))) = Zz S
n=~k

Portanto

Zz (Ae N F(Ar)) — (1(AR))?] = (u(Ar))? Zzpn Zz

E assim, obtemos uma expressao para a funcao geradora da funcao correlacao de 14, a
partir de (4.7).
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Proposicao: 4.1.5. O termo que estd em colchetes na equagao (4.7), pode ser decomposto

em Sk(z) + Ri(2) com
POERTI
Sp(z) = 2= N7 2,

[e.9]

Zz P

Ry(z) = ———— ( =2 Zz = 1 Zdnz".

Demonstracao.

n=k n=0
M & .
- v(Ag) nzk(b(Z)an Ak 1—2z) ZZ Pt
Sy
n=~k
1

o0 oo
n n
z)g zpn—g 2",

(4.8)

Agora utilizaremos o seguinte Lema que pode ser encontrado em Chung [8] p.20.

Lema: 4.1.6. Seja {s,},>0 uma sequéncia de nimeros nao negativos, com o0s termos

nem todos nulos simultdéneamente. Se

Sn

n
> sm
m=0

=0

lim
n—oo

entdo, sempre que a sequéncia {t,}n,>0 de nimeros reais tiver um limite, temos que

n

Z Smtn—m

. —0 .
lim & = lim t¢,.

> s
m=0
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Note que a sequéncia s,, = pii, satisfaz as hipoteses do Lema anterior, pois

n n d n— _d n
Pl+ o Prin  _ Qkin—1 kn g para  (n — o).

n I/(Ak) dk,1
Z Pk+m
m=0
o0 n—k
E assim, reescrevendo Si(z) como A7) Z b,z", onde b, = Z Wy —k—m* Phtm, aplicamos
v(Ag
n==k m=0

o resultado do Lema com t,,, = w,, € S = Prtm.

Logo vemos que o coeficiente de 2™ (com n > k) em Si(z) tem o seguinte comporta-
mento assintotico:

n—k n—=k
E Pk4+m * Wn—k—m E Pk+m * Wn—k—m
~Y
n—k I/(Ak)
E Pk+m
m=0

onde (3.9) foi usado para garantir a equivaléncia assintotica anterior para cada k € Z7
fixado. Colocando (4.7), (4.10) juntamente com a afirmacao (a) do Teorema 3.5.2 e (3.16),
temos que:

~ Wy, (4.10)

(Ae OV FH(AR)) = ((AR)® ~ Gr(p(Ar))*n' =079, (4.11)

Observacao 4.1.7. Note que este comportamento assintotico é valido para cada k € ZT,
mas nao ha uniformidade em k, pois necessita de valores cada vez maiores para que se
tenha o limite.

Agora consideraremos um subconjunto qualquer de Borel £ C Ay, com m(E) > 0.
Pela Observacao 4.1.3, temos que u(EN f~"(F)) =0para0<n <k, e

v(ENf(E))
v(E)

para n > k, pois sempre que F' C By, temos que v(F) = m(H) com H = f(F) C A,.

Portanto a fungao geradora da fungao de correlagao de 15 é exatamente o mesmo que (4.7),

desde que Ay seja substituido por E e p, por m(f~™®(E)N A,) (n > k). Seguindo o

raciocinio acima, juntamente com o fato de que v(E) = Z m(f ' (E)N Ayyy), temos que:
1>0

WENfHE)) = (u(E))? ~ Gi(u(E))*n' =12, (4.13)

De forma totalmente analoga, podemos mostrar que (4.13) vale para E C U Ay,

leG
onde G C Z* é conjunto finito qualquer.
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Definigao 4.1.8. Seja B a o-algebra de Borel em [0,1]. Dado E C B, definimos a
taxa de Mizing p,(F) do conjunto E como:

A taxa de mixing nao é uniforme em E C B, pois como vimos, devemos analisar a
intersecao do conjunto E com cada conjunto Ay. E assim, podemos ter que analisar uma
quantidade enumerével de intersecoes. Porém a taxa de mixing pode ser redefinida para
um conjunto BT da seguinte maneira:

BT :=|J{E€B:m(E) >0, EC[0,1]\ (0,6}

Uma consequéncia da nossa discussao é o seguinte resultado:

Lema: 4.1.9. Seja E, F € BT. Entao j1,(E) ~ pn(F).

Logo podemos definir a taxa de mixing pu,(f) de uma aplicagdo f como a velocidade
de decaimento assintotico das sequéncias {u,(E)}, com E € BT. Resumindo, de (4.13)
juntamente com o Lema 4.1.9, temos que quando M < oo entdo ju,(f) = Gyn!=(/9),
encerrando a demosntracao do Teorema A.

Observacao 4.1.10. Seja £ C B, com 0 < m(E) < 1, e E° = [0, 1]\ E. Temos a seguinte
identidade
pEE 0SB p(EE0 f(E))
pu(E°) pu(E°)
Além disso, i sendo f—invariante, temos que
pENSf™E)) | pE N f(E))
u(E) p(E)

Podemos ainda subtrair u(E) + u(E°) = 1 a partir destas duas rela¢oes, multiplicamos as
identidades resultantes por u(FE°) e pu(FE), respectivamente, e compararamos os resultados
até obtermos o seguinte:

WENfT(E)) — (u(B))* = p(E° N f7(E)) = (u(E9))*.

=1

=1

Assumimos que E C BT tal que E¢ ¢ BT, assim, pela identidade acima, utilizando o
Lema 4.1.9 e o Teorema 3.5.2 temos que:

2
fin(E¢) = (5((5))0) Gin*~Y9 Ec B, 0<m(E) < 1.

Podemos utilizar este fato, por exemplo, para avaliar a taxa de mixing do conjunto D; =

U A;, para qualquer k € Z*.
I>k

Observacao 4.1.11. Ressaltamos que o Teorema A nos da a exata taxa de mixing da
aplicagao f, nao apenas um limite para ela. Em particular, melhoram todos os limites
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conhecidos previamente. Os resultados acima podem ser visto como afirmacoes sobre
o decaimento de correlacoes para funcoes testes tao simples como a caracteristicas de
um conjunto em BT. Isso faz com que a taxa de mixing (como foi definida acima) seja
determinada simplesmente pela distribui¢ao de tempos de retorno: v{z € X : 7(z) > n}.
Por outro lado, quando lidamos com funcoes de correlacao de uma classe mais ampla
de observaveis, espera-se um comportamento mais rico, dependendo das propriedades de
suavidade das funcoes envolvidas.

4.2 TAXA DE SCALING

Nesta secao detalharemos a prova do Teorema B que também serad construida no
decorrer do texto. Comecamos com a seguinte definicao:

Definigao 4.2.1. Quando M = oo, dado F C B com v(E) > 0, podemos definir a
taza de Scaling 0,(E) de E como:
Enf—™FE
) = M E)
(v(E))

Note que 0,(A;) = u,. Além disso, para todo k € Z*, usando (4.6) e o Lema 4.1.6

00 n—k
para tm = Um € Sy = Pk+m, €N Z CnZn, onde Cp = Z Pk+m * Un—k—m, temos que
n=~k m=0
n—=k
v(Ap N (AR) ~ V(AR) D prsm - Unkom ~ (V(AR)) . (4.15)
m=0

Observagao 4.2.2. Note que a segunda equivaléncia acima segue de (4.10) substituindo
w,, Por Uy, onde é valido para cada k € Z* fixado.

Logo, se colocarmos (4.6), (4.15) juntamente com a afirmagao (b) do Teorema 3.5.2,
temos que se s > 1 entao

V(AR N T (AR)) ~ (V(A))2Gan™ /), (4.16)
V(A0 F(AD) ~ (AP (117)
para s = 1.

De uma maneira mais geral, podemos construir um raciocinio analogo ao que foi feito
na secao anterior, ou seja, podemos considerar um subconjunto de Borel £ C A, com
m(FE) > 0 e mostrar que para s > 1 temos que

V(EN f(E)) ~ (v(E))2Gyn~1H/9), (4.18)
ou entao

1

logn’

v(ENfT(E) ~ (v(E))* (4.19)
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para s = 1.

Logo, teremos que o, (E) ~ u, para todo F € BT. Assim, definimos a taxa de scaling
on(f) de uma aplica¢ao f como a taxa de decaimento assintotico das sequéncias {0, (FE)},
E € BT, que como consequéncia da afirmagao (b) do Teorema 3.5.2, obtemos que se
M = o0, entao

Gon 175, se s> 1,
Un(f) = 1

, se s = 1.
logn

encerrando a demonstracao do Teorema B.

Da forma como foi definida a taxa de scaling, podemos calcular outros objetos que sur-
gem naturalmente na teoria ergodica de transformacgoes que preservam medidas infinitas,
a saber, a taza errante W, (f) e a sequéncia de retorno r,(f). Segundo Thaler [32], sob
certas condi¢oes de regularidade, uma transformacao real com pontos fixos indiferentes
possuem uma medida invariante infinita equivalente a medida de Lebesgue. Além disso,
ele mostrou que para uma dada transformacao f, a classe dos conjuntos com a mesma
taxa errante minima ¢é grande o suficientemente para fornecer um isomorfismo invariante.
A taxa errante W,,(F) de um conjunto de Borel E é dada por

W (E)=v (O f"%E)) .
k=0

Assim como nos casos anteriores, a taxa errante também nao é uniforme para E C B,
mas podemos redefini-la para o mesmo conjunto B*, onde obtemos o seguinte resultado

Wo(E) ~W,(F), (n—o0) paratodo E,F € BT.

Desta maneira, definimos W, (f) como a taxa de crescimento das sequéncias {W,,(E)},
com E € B*t (sendo que em nosso caso, isto ¢ simplesmente dado pelas somas parciais

de) e quando n — oo temos que W, (f) ~ W,(F), para qualquer E € BT. Estes

k=0
resultados estao feitos com detalhes no artigo da referéncia citada acima (veja o Teorema

3).
Por outro lado, a existéncia de r,(f) é o que faz a transformagao f ser dual ergodica
pontualmente, ou seja,

para qualquer U € IL;([0, 1], B, v), sendo que P aqui é o operador dual para f agindo em
L, ([0, 1], B, v), satisfazendo

/PU.de— /U.Gofdm.

Neste caso Aaronson [2] mostrou que transformacoes dual ergodicas pontualmente pos-
suem conjuntos com taxas errantes minimais (veja Teorema 3.8.3, p.134).
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Porém, note que a propriedade nao implica que as somas parciais

1 n—1
—> Uof*,

r
" k=0

converge em m-q.t.p para o nimero v(U). Pelo contréario, pode ser visto em Aaronson
[2] e Campanino e Isola [4] que ndo vale, nem mesmo para uma sequéncia particular de
constantes r,,. Porém, se a sequéncia r, é (assintoticamente equivalente para) a sequéncia
de retorno, entdo as somas parciais converge em medida para v(U). Agora, essas quan-
tidades pode ser obtidas colocando juntos o Teorema B e equivaléncias assintoticas, no
qual obtemos:

Wn(f) ~ T Tn(f) ~ Zak-
k=0

Ok
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