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“Como ¢ que a Matematica, que ¢ um produto do pensamento humano e independente de
qualquer experiéncia, se adapta de uma maneira tdo admiravel aos objetos da realidade?
A razao humana seria capaz, sem recurso a experiéncia, de descobrir s6 pela sua atividade

as propriedades dos objetos reais?”(Albert Einstein)



RESUMO

Este trabalho tem como objetivo resgatar um conceito matemético pouco visto pelos alunos
— o conceito de sélido de revolucao — e, através deste conceito, fazé-los perceber iniimeras
variaveis de estudo e relagoes matematicas, além de buscar um avango no raciocinio
l6gico-dedutivo e uma percepcao mais significativa de espaco. Percebeu-se que tais sélidos
sao pouco explorados no Ensino Médio e, no entanto, mostram-se muito comuns em
nosso cotidiano. Desta forma, foi elaborada uma proposta de estudo para alunos do
Ensino Médio com atividades que visam construir paulatinamente a definicao de sélidos de
revolugao, utilizando materiais concretos e o software winplot, despertando a curiosidade, o
interesse, trabalhando a visualizagdo, a abstragao, a capacidade de elaboracao de conceitos,
a investigacao, enfim, o pensar e fazer matematicos. Além de explorar a defini¢do e o
calculo de volumes conhecidos, a proposta tem como um dos principais objetivos introduzir
a técnica dos discos para o calculo aproximado de volumes de sélidos gerados pela rotagao
de regioes planas delimitadas em parte pelos graficos de fungoes ja conhecidas pelos alunos
(que sdo sélidos de revolucao). Através desta proposta de estudo, espera-se que os alunos
desenvolvam uma compreensao melhor dos sélidos de revolugao, o que sdo e como calcular

seus volumes aproximados mesmo quando nao existe uma féormula para tal.

Palavras-Chave: Sélido de revolucao. Definicao. Volume. Aproximagao. Técnica dos

discos.



ABSTRACT

This paper aims to redeem a mathematical concept rarely seen by students — the concept of
solid of revolution — and, through this concept, make them realize several variables studies
and mathematical relations, seeking for a breakthrough in logic deductive reasoning and a
more significant space perception. Was noticed that those solids are underexplored in High
School, and yet, so common in our daily lives. Thus, a study proposal was developed for
those High School students with activities designed to gradually built the definition of solid
of revolution, using concrete materials and the winplot software, arousing the curiosity,
interest, visualization, abstraction, the capacity building concepts, investigation and finally,
the mathematical thinking and problem solving. In addition to explore the volumes of
known definition and calculation, the major goal of this proposal is to introduce the disks
technique to make the approximate volume calculus of solid generated by the rotation of
plane regions, partially bounded by functions graphics already familiar to students (which
are revolution solids). Through this study proposal is expected that students develop
a better comprehension of revolution solids, what they are and how to calculate their

approximated volumes even without a formula.

Key-words: Revolution solid. Definition. Volume. Approximation. Disks technique
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13
1 INTRODUCAO

Segundo o texto da Reorientacdo Curricular do Estado do Rio de Janeiro, em
[6], pagina 43, “a aquisicdo de conhecimentos matematicos tem sido apontada como
relevante para o desenvolvimento de diversas formas de pensar (...) tais como a percepcao
geométrica”. De acordo com este mesmo documento, esta capacidade desempenha um papel
importante na vida pratica do aluno. Sabe-se que a percepc¢do geométrica é necesséaria até

mesmo para a compreensao do mundo e suas formas.

A Geometria espacial é de fundamental importancia para o desenvolvimento da
capacidade de abstracao e da criatividade. Através dela os alunos conseguem ampliar a
sua habilidade de visualizacao e percepcao da beleza e harmonia das formas. Enxergar o

mundo com a nocao de profundidade que o espaco traz é simplesmente enxergar o mundo.

Faz-se necessario que o aluno perceba a Matematica como “um sistema de codigos
e regras que a tornam uma linguagem de comunicacao de ideias e permite modelar a
realidade e interpreta-la” ([3], p. 40). Neste sentido, a Geometria deve ser vista como
um instrumento fundamental para a leitura e interpretagao do espaco. Além disso, no
Ensino Médio, o aluno deve perceber a estrutura da Matematica como Ciéncia, com
todos os seus métodos investigativos, demonstragoes e teoremas. Ele deve estar apto
a adquirir conhecimentos técnico-cientificos e, através desses conhecimentos, formular
hipdteses, construir conjecturas, aplicar teorias, desenvolvendo, assim, um raciocinio légico.
E para isso um trabalho investigativo que permita o aluno buscar suas préprias respostas
para os problemas e confronta-las com as solugoes é fundamental. Ainda de acordo com
os Pardmetros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM) em [3], pdgina
41 “cabe a Matematica do Ensino Médio apresentar ao aluno o conhecimento de novas
informacgoes e instrumentos necessarios para que seja possivel a ele continuar aprendendo.

Saber aprender é a condigao bésica para prosseguir aperfeicoando-se ao longo da vida.”

Através do que foi dito acima, percebe-se a importancia do trabalho matematico no
Ensino Médio e de como a Geometria Espacial tem um papel fundamental nessa questao.
E ela a responsével por relacionar o espaco e suas formas com outras areas matematicas,
buscando a formalizacao de conceitos e a construgdo de um pensar matematico. Segundo
[3], pagina 41: “A aquisi¢do do conhecimento matematico deve estar vinculada ao dominio

de um saber fazer Matematica e de um saber pensar matematico”.

Em particular, sobre a Geometria, de acordo com as Orientagoes Curriculares para

o Ensino Médio, em [5], pagina 75:

O estudo da Geometria deve possibilitar aos alunos o desenvolvimento
da capacidade de resolver problemas praticos do quotidiano, como, por
exemplo, orientar-se no espaco, ler mapas, estimar e comparar distancias
percorridas, reconhecer propriedades de formas geométricas basicas, saber
usar diferentes unidades de medida. Também é um estudo em que os
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alunos podem ter uma oportunidade especial, com certeza nao a unica, de
apreciar a faceta da Matematica que trata de teoremas e argumentacoes
dedutivas. Esse estudo apresenta dois aspectos — a geometria que leva
a trigonometria e a geometria para o cdlculo de comprimentos, areas e
volumes.

E, ainda de acordo com este mesmo documento, “o trabalho de representar as
diferentes figuras planas e espaciais, presentes na natureza ou imaginadas, deve ser

aprofundado e sistematizado nesta etapa de escolarizagao”.

Desta forma, percebe-se a real importancia de que todos os conhecimentos ad-
quiridos nesta etapa sejam bem internalizados. E é isso que este trabalho se propoe a
fazer, tendo como base o assunto solidos de revolucao. Através de atividades que busquem
atender aos pressupostos listados acima, atividades que integrem a Geometria e a Algebra,
a visualizacao e a abstracao, a teoria e suas aplicacoes, este trabalho busca desenvolver
nos alunos um novo modo de ver esses solidos, fazendo-os perceber que nem tudo em
Matematica sao formulas e busca fazé-los usar a criatividade e capacidade imaginativa
em prol do aprendizado significativo. Desta forma, os alunos poderao perceber que fazer
matematica esta ao alcance de todos e que o conhecimento avancado pode sim, de uma

forma menos formal, ser compreendido por eles.
Mas a pergunta é: por que a escolha pelos solidos de revolucgao?

Bom, a resposta a esta pergunta encontra-se em cada linha deste trabalho.

1.1 JUSTIFICATIVA

O tema deste trabalho é pouco abordado no Ensino Médio sendo, na maioria
das vezes, apenas citado por alguns autores. Os sélidos de revolucao sao tratados como
pequenas observagoes nos cantos dos livros didaticos. Mas por que isso? Por que nao

estudar com mais detalhes esses solidos tao comuns no dia-a-dia?

Afinal, qual sélido representaria uma lata cheia do delicioso leite condensado, por
exemplo? E os funis, tdo comuns em todas as cozinhas, nao seriam um 6timo exemplo de
como um cone e um cilindro podem se unir, formando um novo sélido? Se vocés pararem
para observar, certamente encontrarao outros diversos exemplos de como os sélidos de
revolugao sao comuns no cotidiano. E, no entanto, a maioria dos alunos saem do Ensino

Médio sem, ao menos, compreender a ideia do que é um sélido de revolucao.

E foi nesta questao que este trabalho se apoiou. Buscando resgatar algo que quase
nao € estudado pelos alunos, pretende-se fazé-los desenvolver uma visao de espaco mais
agucada, trabalhar a abstracao, relacionar temas matematicos diferentes, utilizar materiais
concretos e as tecnologias em busca de construir um conhecimento matematico mais
significativo e, ao mesmo tempo, despertar a curiosidade para o “ir além”. Esta é uma

das propostas deste trabalho: agucar a vontade dos alunos em descobrir coisas novas,
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novos conhecimentos matematicos, fazendo-os perceber que nem todo conhecimento dito

de Ensino Superior é tao inalcancavel para eles.

E claro que tudo tem suas restrigoes, cada etapa do desenvolvimento humano
possui limitagoes e assim também acontece com o conhecimento mateméatico. Os alunos
do Ensino Médio podem sim, compreender parte de um contetido que somente alunos de
Ensino Superior estudariam, mas para isso deve-se adequar a linguagem, ocultar detalhes,

proporcionando uma visao mais simplista da teoria.

Legitimando as palavras acima e a proposta deste trabalho, os Parametros Curri-
culares Nacionais para a Matematica (PCN), em [2], pagina 23 destacam que: “para o
aluno consolidar e ampliar um conceito, é fundamental que ele o veja em novas extensoes,
representacoes ou conexoes com outros conceitos”. E essas palavras serviram como alicerce

para as atividades desenvolvidas aqui.

Esta pesquisa ainda se apoia na ideia de que os alunos devem conseguir “iden-
tificar regularidades em situagoes semelhantes para estabelecer regras, algoritmos e
propriedades”([4], p.116). Assim, através das atividades desenvolvidas, que trabalham
algumas regularidades entre outras questoes, espera-se que os préprios alunos percebam o
que sao os so6lidos de revolugao e busquem construir uma definicao para o mesmo, além
de aplicar conhecimentos prévios para calculo de volumes, para a percepcao de sélidos
gerados através da rotacao de diferentes figuras planas, buscando “perceber as relagoes e
identidades entre diferentes formas de representacdo de um dado objeto” e “identificar e

fazer uso de diferentes formas e instrumentos apropriados para efetuar medidas ou célculos™
(], p-116).

E, finalizando, tem-se ainda a preocupacao com a relagdo entre um sélido de
revolugao e uma funcao, dando especial atencao as fungoes ja estudadas pelos alunos,
a fim de que os mesmos consigam articular diferentes teorias dentro da Matematica e
estabelecam relagdes entre elas. Desta forma, de acordo com [4], pagina 116, busca-
se “construir uma visao sistematizada das diferentes linguagens e campos de estudo da
Matematica, estabelecendo conexdes entre seus diferentes temas e contetidos, para fazer uso
do conhecimento de forma integrada e articulada”, percebendo que “a forma légica dedutiva
que a Geometria utiliza para interpretar as formas geométricas e deduzir propriedades

dessas formas é um exemplo de como a Matemaética 1é e interpreta o mundo a nossa volta”.

1.2 OBJETIVOS

Segundo as Orientagoes Educacionais Complementares aos Parametros Curricu-
lares Nacionais (Pcn+), em [4], pagina 123: “a Geometria, ostensivamente presente nas
formas naturais e construidas, é essencial a descri¢cao, a representagao, a medida e ao

dimensionamento de uma infinidade de objetos e espagos na vida diaria e nos sistemas
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produtivos e de servigos”.

Sendo assim, trabalhar Geometria deve ir além de aplicar formulas. Deve permitir ao
aluno reconhecer o espago que o rodeia, perceber-se como parte deste espago e compreendé-
lo em suas particularidades, além de permitir aos alunos algar voos mais altos. Estimular
a criatividade e a capacidade argumentativa e logica do aluno devem ser constantes no

ensino de Matematica.

A Geometria Espacial traz consigo uma beleza tnica, pois espago é exatamente
o lugar onde todos vivem. Muitos estudam o espago: Astronomos, Fisicos, Bidlogos,
Matematicos, etc., cada qual trabalhando este espaco dentro de sua area, buscando
respostas, calculando medidas, estudando elementos deste espago dentro de seu campo,
buscando, assim, descrever as caracteristicas peculiares desta imensidao que rodeia a todos.
E por que os alunos, em Matematica, veem este espago de maneira tao superficial? Por
que a visao de espaco dos alunos restringe-se a formulas, calculos complicados e figuras
que eles ndo compreendem? Se o espaco é o local que eles vivem, deveria ser simples
para eles conseguir enxergar elementos desse espaco. No entanto, nao é isso que se nota.
Poucos sao os alunos que dizem compreender essa Geometria Espacial estudada no Ensino
Médio. Poucos alunos demonstram estabelecer relagoes entre os sélidos de seu dia-a-dia e
os sélidos estudados em sala de aula. E pouquissimos alunos conseguem perceber relagoes

entre a Geometria Espacial e outros temas matematicos, além da propria Geometria.

De acordo com [4], pagina 125:

é importante destacar que este tema estruturador pode desenvolver
no aluno todas as habilidades relativas a medidas e grandezas, mas
pode fazé-lo também avancar na percepcao do processo histérico de
construcao do conhecimento matematico, e é especialmente adequado
para mostrar diferentes modelos explicativos do espaco e suas formas
numa visdo sistematizada da Geometria com linguagens e raciocinios
diferentes daqueles aprendidos no ensino fundamental com a geometria
classica euclidiana.

Desta forma, o objetivo geral deste trabalho é resgatar um conceito matematico
pouco visto pelos alunos — o conceito de sélido de revolucao — e, através deste conceito,
fazé-los perceber iniimeras variaveis de estudo e relagdbes matematicas, além de buscar um

avancgo no raciocinio logico-dedutivo e uma percep¢ao mais significativa de espaco.

Para alcancar tal objetivo, esta pesquisa tem como objetivos especificos:

e Trabalhar mais profundamente o conceito de sélido de revolugao e o calculo de seus
volumes, procurando introduzir conhecimentos pouco estudados (ou nao estudados)
pelos alunos, como eixo de rotacao, sélido gerado, regiao plana, volume através da

decomposi¢ao e da aproximacao por cilindros, entre outros;
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e Utilizar materiais concretos e recursos tecnologicos, em especial o software livre
winplot [18], para desenvolver no aluno uma melhor compreensio e visdo dos sélidos

estudados, além de estimula-lo em busca do aprendizado significativo;

e Promover uma sequéncia de atividades que despertem o interesse, a imaginacao e a
criatividade do aluno, trabalhando a percepc¢ao de regularidades e a aplicacao de
pré-conceitos e visando a construcao da definicao de solido de revolucao pelo proprio
aluno e o desenvolvimento do raciocinio légico-dedutivo para aplicacao no calculo de

volumes;

e Mostrar ao aluno uma nova maneira de calcular volumes de sélidos de revolugao, sem
a utilizacao de féormulas, introduzindo uma teoria de nivel superior de uma maneira
simplista, mas que desperte nos alunos a vontade de buscar novos conhecimentos
e novas aplicagoes e de estarem em constante processo de aprendizado e sempre

buscando novos modelos de resolucao de problemas.

Enfim, através das atividades propostas, pretende-se que o aluno do Ensino Médio
compreenda a definicao de um sélido de revolugao, sua relagao com as fungdes que o geram
e o calculo de seus volumes. Para este ultimo item, o aluno vera varias formas de se
chegar a um resultado: seja através da aplicacao das férmulas ja conhecidas, através da
decomposicao em sélidos comuns, seja buscando uma aproximacao através da técnica dos
discos (nao formalizada) para volumes de sélidos desconhecidos. Tudo isto estd em forma
de atividades a serem desenvolvidas com os alunos, seguindo uma estrutura que valorize

cada etapa do conhecimento e cada etapa de desenvolvimento do aluno.

1.3 PUBLICO-ALVO

Este trabalho destina-se a aplicagdo em turmas do terceiro ano do Ensino Médio,
podendo ser aplicado em turmas de segundo ano, desde que sejam observados os pré-

requisitos necessarios ao entendimento das atividades.

Optou-se pela aplicacao no ultimo ano de estudos do Ensino Médio devido a
previsao de que, neste ano, os alunos ja estudaram diversos conceitos como areas de figuras
planas, volumes, fungoes e, desta forma, possuem todos os pré-requisitos e a sensatez
necessaria para ampliar e relacionar esses conceitos. Além disso, deduz-se que neste ano de
ensino, os alunos ja possuem uma maturidade de raciocinio 16gico, estando aptos a aplicar
os conhecimentos prévios que possuem na busca por solugoes e aplicagoes inovadoras, além
de estarem prontos para serem introduzidos numa forma diferente de fazer matematica:
uma forma mais investigativa, onde os mesmos buscarao por respostas e serao apresentados

a conteudos um pouco mais sofisticados, fazendo aplica¢oes destes contetudos.
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1.4 PRE-REQUISITOS

Para o desenvolvimento das atividades desta pesquisa, primeiramente os alunos
devem deter conhecimentos basicos de Aritmética, como calculos numéricos e interpretagao
de textos e solugao de problemas. Além disso, pressupoe-se um estudo anterior sobre
as funcoes afim, quadratica e exponencial. Também sao pré-requisitos: conhecimentos
de Geometria Plana, como tipos de figuras planas e suas areas, além de conhecimentos
da prépria Geometria Espacial, como os tipos de sélidos geométricos (paralelepipedos,

prismas, pirAmides, cilindros, cones e esferas) e as formulas para célculo de seus volumes.

Nesta pesquisa optou-se por fazer apenas um breve resumo sobre o volume dos
principais sélidos citados acima, pois tomou-se como pressuposto que os alunos ja estudaram
este conteido. Desta forma, pode-se dar mais énfase ao assunto da pesquisa, que sao os

solidos de revolucao.

1.5 MATERIAIS E TECNOLOGIAS

Neste trabalho serao utilizados materiais concretos para que os alunos consigam
visualizar os sélidos de rotagao, seus respectivos eixos de revolucao e regiao plana geradora.
Estes materiais sao bem simples e constituem-se de espécies de bandeirinhas, produzidas
com papel cartao e palitos para churrasco. As bandeirinhas utilizadas na proposta tem
os formatos de retangulo, triangulo, semicirculo e uma tultima, utilizando arame para
distancia-la do eixo, no formato de circulo. A imagem destas bandeirinhas podem ser
encontradas no ANEXO A.

Além do material concreto, sera utilizado o software livre winplot para plotagem de
graficos de fungoes e posterior rotagao destes graficos, em um intervalo definido, gerando
superficies de revolucdo. Sendo assim, deverd haver a disposicdo um laboratoério de
informatica com computadores suficientes. Este recurso — winplot — é muito importante
para que os alunos consigam visualizar solidos desconhecidos, gerados pela rotagao das
mais diferentes fung¢oes em torno do eixo x. O professor pode abusar deste software
como recurso de visualizagdo, buscando trabalhar com os alunos os diferentes sélidos
gerados pelas diferentes fungoes e por uma tnica fun¢ao, mudando o intervalo ou o eixo
de rotacao. Essa visualizacao é muito importante para que os alunos consigam perceber o
que acontece ao rotacionarmos um intervalo de uma funcao continua ao redor de um dos

eixos coordenados.

1.6 DIFICULDADES PREVISTAS

As dificuldades listadas nesta secao foram fruto de uma cuidadosa reflexao sobre

cada uma das etapas da proposta e estao baseadas na experiéncia docente da autora.
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Geralmente, ao estudar um contetido de Geometria Espacial, os alunos apresentam
muitas dificuldades iniciais de visualizagdo. Passar do plano abstrato (ideias) para o
concreto (visualizagdo) costuma ser um grande desafio. No entanto, as atividades desta
pesquisa foram construidas pautadas na minimizacdo dessas dificuldades através do
trabalho com materiais concretos e com o software winplot. Desta forma, espera-se que as

dificuldades neste campo sejam bem poucas, caso ocorram.

Outra posterior dificuldade poderia acontecer nos célculos de volume através da
aplicacao das féormulas ja conhecidas pelos alunos, devido a alguma lacuna na aprendizagem
desses conceitos. Para isso, foi pensado num resumo sobre os principais volumes dos sélidos
que eles ja conhecem, onde o professor fard uma pequena revisao, também buscando com

que as dificuldades nessa etapa sejam minimizadas.

J& mais na parte especifica voltada para a defini¢ao de sélidos de rotacao, os alunos
podem apresentar dificuldades em relagao a formalizagao de seus pensamentos através de
palavras que traduzam o que pensam ser um solido de revolugao. Para que isso nao ocorra,
o ideal é que o professor os encoraje e escrever sem se preocuparem com erros, falhas,
formalizacao da linguagem, etc. Desta forma, os alunos se sentirdo mais a vontade para
expressar seus pensamentos na forma escrita e o professor pode acabar se surpreendendo

com o resultado e, assim, espera-se que nao haja grandes dificuldades nessa etapa.

Na etapa final, onde a ideia da técnica dos discos para calculo de volumes de sélidos
de rotacao sera introduzida, podem surgir algumas dificuldades em perceber a relacao
das regioes delimitadas em parte pelos graficos das fung¢ées com os solidos — apesar da
sequéncia de atividades estar voltada para a minimizacao destas — e, em especial, na parte
de aplicacao da ideia. O ideal é que o professor avance cada etapa com bastante cautela,
procurando sempre reforcar a necessidade dos alunos nao deixarem nenhuma duvida, pois
uma divida em alguma das etapas do trabalho podera prejudicar o entendimento de todo
o projeto. E é importante destacar que toda a sequéncia de atividades foi construida
pensando exatamente nos momentos onde poderiam surgir as dificuldades e em como
sana-las. Sendo assim, ao seguir a sequéncia, o que se espera é que as dificuldades com o
assunto do trabalho em si sejam minimas e, caso surjam, que estas dificuldades aparecam
mais na ultima etapa, onde um contetido de Ensino Superior serd, de forma mais simples,

introduzido para os alunos.

1.7 RECOMENDACOES METODOLOGICAS

A quantidade de aulas previstas para esta proposta pode variar de acordo com
a necessidade do professor ou dos alunos mas, em média, sao previstas 18 aulas de 50

minutos cada, sendo:

e Uma aula para a aplicagao do questionéario de sondagem;
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e Duas aulas para revisao de volumes e discussao das dificuldades detectadas pelo

professor no questionario de sondagem;

e Duas aulas para a exploragdo do conceito de sélidos de revolugdo (Atividades 2.3.1 a
2.3.5);

e Duas aulas para consolidagao do conceito de sélido de revolugao e calculo de volumes
de sélidos de revolugao ja conhecidos (Atividades 2.3.6 e 2.3.7);

e Uma aula para a introdugao da ideia da técnica dos discos (Atividades 2.3.8 a 2.3.11);

e Duas aulas para as atividades no laboratério que introduzem a técnica do discos
(Atividades 2.3.12 a 2.3.15)

e Duas aulas para discussao sobre o que é a técnica dos discos e para aplicagao da
atividade 2.3.16

e Seis aulas para as atividades de aplicagao da técnica dos discos e consolidagao do
aprendizado (Atividades 2.3.16 a 2.3.22).

Antes de iniciar as atividades propostas neste trabalho, é importante que se aplique
o questionario de sondagem, de maneira individual, para que o professor saiba onde seus
alunos poderao apresentar dificuldades, a quais pontos do contetido ele deve dar maior
atengao e até mesmo revisar para que os alunos consigam acompanhar toda a proposta de
maneira satisfatéria. Aplicado o questionario, é importante que o professor analise todas

as respostas dadas e destaque onde estao as dificuldades iniciais dos seus alunos.

Para a Atividade Exploratéria (atividade 2.3.1), o ideal é que a turma seja dividida
em grupos de quatro ou cinco alunos, a fim de propiciar um ambiente favoravel as discussoes.
Desta maneira, os alunos poderao, inicialmente, discutir os conceitos dentro de cada grupo
e, posteriormente, o professor podera ampliar essa discussao entre os grupos, utilizando
os resultados de cada um deles, discutindo pontos importantes para que eles consigam

construir uma defini¢cao de sélidos de revolucao.

Ainda na atividade exploratoria, serdo utilizados materiais concretos (bandeirinhas)
e o professor deve se preparar anteriormente, construindo o material de acordo com a
quantidade de alunos para o qual a proposta sera aplicada e de acordo com os grupos em

que dividird a(s) turma(s).

Nas atividades para internalizacao do conceito de sélido de revolugao (atividades
2.3.2, 2.3.3, 2.3.4 e 2.3.5) é importante que a turma continue dividida nos mesmos grupos
da atividade inicial, promovendo assim, uma troca maior de ideias. Apods ser dada a
definicao de solidos de revolucao e a realizacao das atividades desta secao, o professor deve

fomentar outra discussao sobre os resultados encontrados por cada grupo, chegando a um
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senso comum sobre os conceitos discutidos e buscando sanar quaisquer duvidas que os

alunos possam ter.

Para as atividades 2.3.6 e 2.3.7 o ideal é que os grupos sejam separados, para que
cada aluno busque sua propria resposta e para que o professor consiga identificar possiveis
problemas com a teoria. Esses problemas sao individuais e, por esta razao, nesta etapa, é

interessante separar os alunos.

As atividades 2.3.8 a 2.3.11 podem ser feitas em grupos a fim de que os alunos
discutam entre si possiveis duvidas que possam surgir. Nao sao esperadas grandes duvidas
nesta etapa, mas se as mesmas surgirem, o ideal é que os alunos discutam primeiro entre
eles antes de consultar o professor, buscando um certo grau de autonomia na busca pelo
aprendizado. E é importante que o professor incentive isso, ndo dando respostas aos seus
alunos e sim fazendo-os pensar, refletir sobre possiveis solugoes, sempre incentivando a

troca entre os elementos de cada grupo.

Para as atividades 2.3.12 a 2.3.14 sera necessario a utilizacao do software winplot
e, desta forma, o professor devera levar seus alunos a um laboratério de informatica que
ja tenha o software instalado em cada maquina. Logo, para esta etapa também deve
haver um preparo anterior pois, caso os computadores nao possuam o software instalado, o
professor devera providenciar essa instalacao. O winplot é um software livre, logo, pode ser
encontrado facilmente na internet. Tendo tudo preparado, o ideal aqui seria que a turma
fosse dividida em duplas, pois a troca seria mais direta e nenhum dos integrantes correria
o risco de virar apenas observador na realizacdo das atividades. No entanto, caso haja
impossibilidade desta divisao, o professor pode adequar a mesma de acordo com o niimero

de computadores disponiveis, estando atento ao surgimento de possiveis observadores.

Apods a etapa descrita, o professor deve fomentar mais uma discussao, buscando
construir junto com seus alunos a no¢ao de que existem solidos de revolucao que nao sao
conhecidos e para os quais nao existem féormulas para o calculo de seus volumes. Para
tal, a atividade 2.3.15 pode ser o ponto de partida, pois nela é solicitado que os alunos
calculem o volume de um cone e de um cilindro, utilizando conhecimentos ja adquiridos e,
posteriormente, nesta mesma atividade, eles sao questionados sobre o calculo de volumes
de sélidos que nao conhecem. Neste debate também deve-se discutir sobre como os sélidos
podem ser comparados com cilindros justapostos e agucar a curiosidade de seus alunos

para a préxima etapa: a aplicacdo da técnica dos discos.

A atividade 2.3.16 também precisara da utilizacdo de computadores, logo, a turma
pode continuar dividida como na etapa anterior. As ultimas atividades — 2.3.17, 2.3.18 e
2.3.19 — buscam introduzir a ideia da utilizacdo da técnica dos discos, logo, o professor
deverd inicialmente realizar tais atividades juntos aos alunos, explicando cada etapa
e buscando perceber possiveis dividas que surgirem e, posteriormente, langar outros

exemplos semelhantes para que os préprios alunos apliquem a técnica sozinhos.
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Para finalizar, uma discussao geral sobre a proposta é interessante para o professor
perceber a reacao de seus alunos frente a tudo o que foi dado. Também pode ser aplicada

uma lista de atividades para que o professor analise se o objetivo da proposta foi atingido.

1.8 POSSIVEIS CONTINUACOES OU DESDOBRAMENTOS

Este estudo utiliza-se de fung¢des bem simples — constante, afim, quadratica e
exponencial — com a intencao de facilitar os cdlculos manuais pelos alunos. Se o professor
achar conveniente, ele pode utilizar calculadoras cientificas, por exemplo, que permitem
aproximagcoes rapidas de calculos mais complicados e que permitiriam uma exploragao de
graficos de fungdes um pouco mais complexas — logaritmica e trigonométrica, por exemplo

—, além de propiciar mais facilmente a aplicacdo em intervalos cada vez menores.

1.9 ORGANIZACAO DO TRABALHO

O capitulo 1 deste trabalho faz uma introducao sobre o mesmo, expondo as justifi-
cativas pela escolha do tema, sua importancia entre outros. Nesta se¢ao o leitor podera
ter uma visao geral do trabalho e como o assunto sélidos de revolucao sera abordado de
maneira mais geral. Além disso, este capitulo ainda apresenta os objetivos do trabalho, o
publico-alvo, os pré-requisitos, o material e as tecnologias que serao utilizadas no desen-
volvimento da proposta, as dificuldades previstas, algumas recomendacdes metodolédgicas,
possiveis continuagoes e desdobramentos e como o trabalho esta organizado, que é o tépico

presente.

No capitulo 2 tem-se todo o desenvolvimento da proposta. Nele é apresentada uma
pequena pesquisa de como o assunto solidos de revolugao ¢ tratado no Ensino Médio e
um resumo sobre os volumes dos principais sélidos estudados neste nivel de ensino. Mas
o ponto principal deste capitulo é a descricao de todas as atividades a serem aplicadas.
Sendo assim, tal capitulo contém cada uma das atividades da proposta, uma a uma,
explicando-as e apresentando-as conforme espera-se que sejam apresentadas ao aluno. Este
capitulo contém as atividades que visam construir uma definicdo para sélidos de revolucao,
atividades que introduzem a técnica dos discos para o cdlculo aproximado de volumes de

solidos de revolucao, entre outras atividades.

Ja no capitulo 3 é apresentada a base tedrica que fundamenta a proposta, dando
detalhes sobre a teoria de nivel superior utilizada, em formalizando os conceitos e estando
voltada para o professor que queira aplicar a proposta e conhecer um pouco mais sobre a

técnica utilizada para o calculo dos volumes.

Tem-se ainda: as referéncias bibliograficas; um apéndice com um questionario de

sondagem que visa diagnosticar quais conteidos necessarios para a aplicagdo da proposta
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os alunos ja dominem; um segundo apéndice com a demonstracao do Principio de Cavalieri

e um anexo com as figuras do material concreto utilizado.
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2 DESCRICAO DA ATIVIDADE

2.1 PESQUISANDO SOLIDOS DE REVOLUCAO EM LIVROS DO ENSINO MEDIO

A questao dos sdélidos de revolugao é pouco explorada no Ensino Médio e, na
maioria das vezes, o aluno nem sabe o que esse termo significa. Pode-se constatar isso

explorando livros de Ensino Médio que falam de alguns exemplos de sélidos de revolucao.

IEZZ1 em [10] faz apenas algumas observagdes sobre o cilindro circular reto ], o
cone circular reto E| e a esfera, dizendo que tais solidos sao solidos de revolugao, mas nao

explora esses conceitos posteriormente. Veja abaixo como ¢ tratado o assunto nesse livro:

“O cilindro circular reto é também chamado cilindro de revolugao, pelo fato de ser

gerado pela rotagao de um retangulo em torno de um de seus lados” (p.454)

'
e e

'
'
o

N

— SAS
Figura 1 — Rotacao do retangulo Figura 2 — Cilindro gerado pela rotagao

“O cone circular reto é também chamado cone de revolugdio, pelo fato de ser gerado

pela rotacdo de um tridngulo retdngulo em torno de um de seus catetos” (p.466)

e

Figura 3 — Rotacao do triangulo retangulo Figura 4 — Cone gerado pela rotagao

“Observe que num cone de revolucao vale a relacao: 72 + h? = g? E|” (p.466)

1 Um cilindro circular reto é um sélido delimitado por dois circulos congruentes C; e Cs, situados em
planos paralelos e por uma superficie lateral gerada por um segmento de reta, com seus extremos
sobre os limites de C; e Cs, que se move de modo a ser sempre perpendicular aos planos de C e Cs.

2 Um cone circular reto é um sélido cuja base é circulo C' e cuja superficie lateral é formada pela reuniao
de segmentos de reta que ligam um ponto P a todos os pontos de C e é tal que P esta situado sobre a
perpendicular ao plano do circulo C' que passa pelo seu centro.

3 Onde r é o raio da base deste cone, h é a altura do cone e g é comprimento da geratriz desse cone.



25

“A esfera é o sélido de revolucao gerado pela rotagdo de um semicirculo em torno

de um eixo que contém o didmetro” (p.479)

/
i
i
i
i
i
\
\
\
\

Figura 5 — Rotacdo do semicirculo e esfera gerada

Percebe-se acima que o conceito de sélido de revolugao nao é explorado verdadei-
ramente, sendo apenas citado com a ajuda de alguns poucos exemplos. Além disso, tal
conceito é incluido somente como uma observacgao, ou seja, constata-se que nao é dada

importancia ao tema.

Da mesma forma, DANTE em [7] destaca apenas que o cilindro circular reto e o
cone circular reto sao soélidos de revolugao, mas nao da explicagoes sobre esse conceito e
tampouco comenta que a esfera também faz parte deste grupo de sélidos de revolucao.

Observe abaixo como o autor trata o assunto:

Um cilindro reto pode ser obtido também girando-se uma regiao retan-
gular em torno de uma reta que contém um de seus lados. Por isso, o
cilindro circular reto pode ser chamado também de cilindro de revolugao,
uma vez que € o solido gerado quando uma regido retangular faz um giro
completo em torno do eixo determinado por um de seus lados. (p.383)

A A
eixo de rotagao eixo de rotagao

Figura 6 — Rotagao do retangulo e cilindro gerado
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Um cone reto pode ser obtido girando-se uma regidao triangular cujo
entorno é um triangulo retangulo em torno de uma reta que contém um
dos catetos.

Por este motivo, o cone reto é considerado um sélido ou corpo de revolugdo
e é chamado cone de revolugio. (p.386)

A A
eixo de rotagao eixo de rotagao

Figura 7 — Rotacao do tridngulo retangulo e cone gerado

Através da pesquisa a alguns livros de Ensino Médio, percebeu-se que os sélidos
de revolugao sao tidos apenas como algo a ser observado e nao como um contetdo que
pode ser explorado a fim de que os alunos desenvolvam sua capacidade de visualizagao e
abstracao, além de construir relagoes entre diferentes conceitos e teorias da Matemaética.
As Orientacoes Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares Nacionais
(PCN+) em [4], pagina 117, destacam a importancia do aluno “articular, integrar e
sistematizar fendomenos e teorias dentro de uma ciéncia” entao, percebe-se a necessidade
de trabalhar conceitos que se completam, que se complementam dentro de uma mesma

adrea da Matematica.

Esta superficialidade com que o assunto solidos de revolugao é tratado no Ensino
Médio foi um dos motivos que impulsionaram esta pesquisa. Além deste motivo, destaca-se
aqui a importancia de se aprofundar os conceitos matematicos através de teorias um pouco
mais avanc¢adas, teorias que permitam ao aluno ampliar sua capacidade investigativa e

agucar sua curiosidade.

E como forma de aprofundar a abordagem dos sélidos de revolucao, o foco central

deste trabalho serd o volume dos mesmos.

Novamente, através de investigacoes em livros do Ensino Médio, percebe-se que o
volume de sélidos de revolugao sao tratados simplesmente por meio de férmulas e nao é
explorada uma visao mais minuciosa do assunto, buscando relagdes com outros conceitos

ja estudados pelos alunos, como o conceito de fung¢oes, por exemplo.

S6 para exemplificar essa questdo, perceba abaixo como IEZZI em [10] introduz o

volume do cilindro, do cone e da esfera:
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“O volume de um cilindro é obtido da mesma forma que o volume de um prisma,
ou seja

V= A-h
Como Ay = 7r?, temos: V = nr?h 7 (p.455). Aqui, A, significa drea da base.

“O volume de um cone é obtido da mesma forma que se obtém o volume da
piramide, ou seja:
1
V = _mr’h
3
Como Ay = 772, temos: V = %m"Qh” (p.468), onde h é a altura do cone e r o raio da base

deste cone.
“O volume V da esfera de raio r é dado por: V = 3ar® 7 (p.480)

Nota-se que ha um grande foco nas férmulas e nao ha nenhum tipo de exploragao
mais detalhada sobre a questdo do volume dos sélidos de revolucao. Os exercicios também
estdo mais voltados para aplicacdo das férmulas do que para o desenvolvimento do
pensamento critico, investigativo e reflexivo do aluno. Em nenhum momento percebeu-se
uma exploracdo de volumes de sélidos de revolucao que diferissem daqueles que os alunos
ja conhecem. Desta forma, conclui-se que ha pouca exploracao da percepcao do “carater
de jogo intelectual, caracteristico da Matematica, como aspecto que estimula o interesse, a
curiosidade, o espirito de investigagao e o desenvolvimento da capacidade para resolver
problemas” ([2], p.47).

Assim, neste trabalho, foram construidas sequéncias de atividades que buscassem
explorar mais o conceito de solidos de revolugao e seus volumes, inserindo contetidos mais
avancados e buscando despertar a curiosidade do aluno e mostrar a este aluno relagoes entre
diferentes teorias matematicas, além de trabalhar a parte da visualizacdo e a abstragao e

desenvolver a capacidade investigativa deste aluno.

2.2 UM BREVE RESUMO SOBRE O VOLUME DE ALGUNS SOLIDOS SIMPLES

Intuitivamente, o volume de um sélido é visto como a quantidade de espaco ocupada
por ele. De acordo com LIMA et al. em [I4], pagina 251, “para exprimir essa “quantidade
de espaco” através de um nimero, devemos compara-la com uma unidade; e o resultado

dessa comparacgao sera chamado volume”.

Como este assunto - volumes de sélidos simples- é pré-requisito para o assunto
deste trabalho, aqui se fard apenas um pequeno resumo sobre os volumes de alguns sélidos
simples. Para isso, serao utilizadas as teorias destacadas em [7], paginas 368 - 392 e [14],
paginas 251 - 171. Portanto, todo conteido da secao seguinte foi baseado nos livros citados

acima.
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Para iniciar o resumo, este trabalho considerara que a unidade de volume é o cubo
de aresta 1, isto é, o cubo unitario. Desta maneira, para cada unidade de comprimento,

tem-se uma unidade correspondente de volume.

2.2.1 Volume do paralelepipedo retangulo

O paralelepipedo retangulo é um poliedro formado por seis faces retangulares. Ele
fica determinado perfeitamente por trés medidas: o seu comprimento a, a sua largura
b e a sua altura c. O volume desse sélido serd indicado por V(a,b,c) e, sendo o cubo
unitario um paralelepipedo retangulo cujo comprimento, largura e altura medem 1, entao

seu volume serd indicado por V(1,1,1) = 1.

Observe que o volume do paralelepipedo retangulo é proporcional a cada uma de
suas dimensoes, ou seja, mantendo constantes a largura e a altura e multiplicando o seu

comprimento por um nimero natural n, o volume também ficara multiplicado por n.

V(na,b,c) =n-V(a,b,c)

Figura 8 — Justaposicao de paralelepipedos

A figura acima mostra quatro paralelepipedos retangulos iguais e justapostos,
colados em faces iguais. Naturalmente, o volume total é quatro vezes maior que o volume

de um deles.

Este fato constatado para nimeros naturais também vale para qualquer nimero
real positivo e, assim, mantidas constantes duas dimensoes de um paralelepipedo retangulo,
seu volume é proporcional a terceira dimensao. Portanto, sendo a,b e ¢ as dimensoes de

um paralelepipedo retangulo, temos:



29

V(a,b,c) = V(a-1,b,¢)

= a-V(1,b,c)=a-V(1,b-1,¢)

= a-b-V(1,1,¢)=a-b-V(1,1,¢-1)
= a-b-c-V(1,1,1)

= a-b-c-1

= a-b-c

Portanto, o volume de um paralelepipedo retangulo é dado pelo produto de suas
dimensoes. Em particular, estando sua face de dimensoes a e b contida em um plano,
costuma-se chamar essa face de base e a dimensao ¢ de altura. Assim, a-b indica a area da
base. E, desta forma, pode-se representar o volume de um paralelepipedo como o produto

da base pela altura.

Volume do paralelepipedo = (drea da base) - (altura)

2.2.2 Principio de Cavalieri

Suponha que dois solidos A e B estao apoiados em um plano horizontal e que
qualquer outro plano também horizontal corte ambos segundo se¢bes de mesma area. O

Principio de Cavalieri afirma que o volume de A ¢ igual ao volume de B.

Figura 9 — Ilustracao do Principio de Cavalieri

Axioma 2.2.1 (Principio de Cavalieri) : Sdo dados dois sélidos e um plano. Se todo
plano paralelo ao plano dado secciona os dois solidos sequndo figuras de mesma drea, entao

esses solidos tém o mesmo volume.
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Observacao 2.2.2 Aqui ndo hd preocupacao com demonstragoes que ultrapassariam os
limites dos alunos, pois trata-se apenas de um resumo de algumas teorias envolvendo
volumes. Mas, o professor que quiser saber mais, pode encontrar a demonstracio do

Principio de Cavalieri no Apéndice B.

Para trabalhar este principio com os alunos, o professor pode inserir alguns exemplos
que indiquem que tal principio é verdadeiro, como utilizar uma pilha de folhas de papel
e modificar sua forma, levando os alunos a concluirem que o volume continua o mesmo
e que tais pilhas atendem ao principio de Cavalieri. Depois de alguns exemplos, pode-se

utilizar este principio como verdade, como azxioma, da forma que estd enunciado acima.

2.2.3 Volume do Prisma

Sera utilizado o Principio de Cavalieri para obtencao do volume do prisma.

Tome um prisma de altura h e cuja base seja um poligono de area A, contido em
um plano horizontal. Ao lado deste prisma construa um paralelepipedo retdngulo também

com altura h e cuja base seja um retangulo de area A.

Az

Figura 10 — Ilustragdo do Principio de Cavalieri com Prisma

Em qualquer prisma uma secao paralela a base serd sempre congruente a esta
base. Desta forma, suponha que os dois solidos acima sejam cortados por outro plano
horizontal, paralelo ao plano da base, produzindo se¢oes de areas A; e Ay no prisma e no
paralelepipedo, respectivamente. Bom, todo paralelepipedo é um prisma, logo, as secoes
produzidas serdao congruentes as bases de cada solido. E sabe-se que figuras congruentes
possuem areas iguais. Logo, tem-se que A; = A = Ay. Como o plano horizontal foi tomado

de maneira aleatéria, pelo Principio de Cavalieri estes dois solidos tem volumes iguais.

Do volume do paralelepipedo, que ja é conhecido, obtém-se:

Volume do prisma = (drea da base) - (altura)
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2.2.4 Volume da Piramide

O volume da piramide ja nao é tao simples e sera preciso alguns resultados adicionais
para obté-lo. Para isso, serd utilizada a teoria exposta em LIMA et al em [14], paginas
258-264.

O importante aqui € ter a certeza de que se o vértice de uma piramide se move em
um plano paralelo a base, o volume desta piramide nao se altera. Sera feito, agora, um

exame do que ocorre quando a piramide é seccionada por um plano paralelo a sua base.

Observe a figura a seguir, que mostra uma piramide de vértice V', base ABC e
altura H. Esta piramide foi seccionada por um plano paralelo a ABC, distando h do

vértice V', produzindo uma secao DEF'.

Figura 11 — Ilustracao da secgdo da piramide

Observe que:

1) A segao e a base da pirdmide sdo figuras semelhantes e a razao de semelhanga é

<

2) A razao entre as areas de figuras semelhantes é o quadrado da razao de semelhanga.

Para maiores explicagdes sobre semelhangas, o leitor pode ver [13], paginas 30-48.

Para obter o volume da piramide primeiramente se fard necessario considerar o

seguinte teorema preparatorio.
Teorema 2.2.3 Duas piramides de mesma base e mesma altura tem mesmo volume.

Para demonstrar tal teorema, observe a figura a seguir, que mostra duas pirdmides
de mesma base ABC, vértices V; e V5 e com mesma altura H. Um plano paralelo ao plano
que contém ABC e distando h dos vértices das pirdmides, produziu se¢oes S; e Sy das

duas piramides.
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S1 S2

Figura 12 — Ilustragao para visualizagao da demonstracao

Seja A a area da base ABC' e sejam A; e Ay as areas das se¢des S; e Sy, respecti-

vamente. Pelos argumentos citados acima, tem-se que:

A (B A
A \H] A

de onde se conclui que A; = A,. Pelo Principio de Cavalieri, as duas pirdmides tem o

mesmo volume, como queriamos demonstrar.

O fato de poder mover o vértice de uma piramide em um plano paralelo a sua base
sem alterar o seu volume é a chave para demonstracao do volume da piramide de base

triangular. Isto sera visto no teorema a seguir.

Teorema 2.2.4 O volume de uma piramide de base triangular é igual a um terco do

produto da drea da base pela altura.

A fim de facilitar o entendimento da demonstragao deste teorema, sera convencio-
nado que em um tetraedro de vértices A, B,C e D se a face ABC for vista como base e o
ponto D como vértice dessa piramide, entao o tetraedro sera representado por D — ABC'.

Ainda o volume desse tetraedro sera representado por

V(D - ABC),V(B — ACD,), ..., etc.,
dependendo de qual face estd sendo considerada como base.

Considere, entao, um prisma cujas bases sao os triangulos ABC e A'B'C’ como

mostra a figura abaixo.
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Figura 13 — Prisma de base triangular

Seja A a area de ABC' e seja h a altura do prisma. Sabe-se que seu volume é Ah.
Agora, divida esse prisma em trés tetraedros a saber: A— A'B'C', B'— ACC" e B'— ABC,

conforme as figuras a seguir (Figuras , .

Figura 16 — Divisao do prisma em tetraedro III
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Figura 18 — Divisao do prisma em tetraedro V

Figura 19 — Divisao do prisma em tetraedro VI

Sejam Vi, V4 e V3 os volumes respectivos dos trés tetraedros citados e seja V' o
volume do prisma. Pelo teorema 2.2.3, sabe-se que o volume de uma piramide nao se
modifica quando, mantendo a base fixa, o vértice é movido em um plano paralelo a essa

base, ou seja, piramides de mesma base e mesma altura tem volumes iguais. Assim:

Vi = V(A-A'B(C') = V(A —-ABC), pois ABC é congruente a A'B'C’
Vo, = V(B '—ACC') = V(B—-ACC") = V(C'"—ABC),conforme Figura
Vs = V(B — ABC)

Conclui-se entao, pelo teorema 2.2.3, que o volume dos trés tetraedros acima sao

iguais:
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V(A — ABC) = V(B — ABC) = V(C' — ABC),

e eles possuem a mesma base e altura do prisma. Logo, cada um deles tem volume igual a
um terco do volume do prisma, pois a soma dos seus volumes é exatamente o volume do
prisma. Portanto, o volume de uma piramide de base triangular é igual a um terco do

produto da area da base pela altura.

O teorema a seguir estende o resultado obtido para qualquer piramide.

Teorema 2.2.5 O volume de qualquer piramide € iqual a um terco do produto da drea da

base pela altura.

Para justificar, observe que qualquer piramide pode ser dividida em piramides de
base triangular. Essa divisao é feita dividindo-se a base em triangulos justapostos por
meio de diagonais e definindo cada plano de divisdo da pirdmide por uma dessas diagonais

da base e pelo vértice da piramide.

Figura 20 — Divisao da piramide em piramides de base triangular

Suponha agora que a piramide tenha altura h e que sua base, de area A, tenha

sido dividida em n triangulos de areas

A Ay, A,

Como o volume da piramide é a soma dos volumes das pirdmides triangulares,

temos que seu volume é:

V o= fAh+3Ah+ .+ AN
Vo= YA+ At .+ AR
vV o= 14h
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como queriamos demonstrar.

Fica entao estabelecido que:

1
Volume da piramide = g(érea da base) - (altura)

2.2.5 Volume do Cilindro

No cilindro, toda secao paralela a base é congruente com essa base.

Desta forma, tome um cilindro de altura h e base de area A contida em um plano
horizontal. Considere agora um prisma qualquer de altura h e base de area A contida no
mesmo plano horizontal da base do cilindro. Se um outro plano horizontal secciona os dois
solidos segundo figuras de areas A; e A,, entdo Ay = A = A,. Pelo Principio de Cavalieri,
concluimos que os dois sélidos tem o mesmo volume. Logo, o volume do cilindro também

¢é o produto da area da base pela altura.

- e )

Figura 21 — Ilustracao do Principio de Cavalieri com Cilindro

Volume do cilindro = (drea da base) - (altura)

2.2.6 Volume do Cone

A relagao entre o prisma e o cilindro é a mesma que entre a piramide e o cone.
Assim, o volume do cone segue o mesmo caminho trilhado anteriormente para o volume

da piramide.

Se um cone tem altura H e base de drea A contida em um plano horizontal,

considere uma pirdmide de altura H e base de area A contida nesse mesmo plano.
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Figura 22 — Ilustracao do Principio de Cavalieri com Cone

Se um outro plano horizontal, distando h do vértice desses sélidos secciona ambos

segundo figuras de areas A; e Ay, entao:

Av_(n)

Ay

A \H) A
ou seja, A; = As. O Principio de Cavalieri garante que os dois sélidos tem o mesmo
volume e, portanto, conclui-se que o volume do cone é igual a um terco do produto da

area da base pela altura.

1
Volume do cone = g(érea da base) - (altura)

2.2.7 Volume da Esfera

O volume da esfera sera obtido também como aplicacdo do Principio de Cavalieri.
Para isso, imagine um certo solido, de volume conhecido e tal que se¢oes produzidas por
planos horizontais na esfera e nesse solido tenham &areas iguais. Repare que em uma esfera
de raio R, uma secio que dista h do centro é um circulo de drea 7(R? — h?). Mas esta é

também a area de uma coroa circular limitada por circunferéncias de raios R e h.

Considere entdao uma esfera de raio R apoiada em um plano horizontal e, ao lado,
um cilindro equilatero E| de raio R com base também sobre esse plano. Do cilindro subtrai-se
dois cones iguais, cada um deles com base em uma base do cilindro e vértices coincidentes
do centro do cilindro. Este sélido C' é tal que qualquer plano horizontal distando A do
seu centro (ou do centro da esfera, o que é o mesmo), produz uma segdo que é uma coroa
circular cujo raio externo é R e cujo raio interno é h. Logo, o volume da esfera é igual ao

de C.

4 Um cilindro equildtero é um cilindro no qual toda seccio plana que contém seu eixo de rotagdo é um
quadrado.
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Figura 23 — Ilustracao do Principio de Cavalieri com Esfera

O volume de C é o volume do cilindro de raio R e altura 2R subtraido de dois

cones de raio R e altura R. Isso da:

1 4
TR*2R — 2§7TR2R = §7TR3,

que é o volume da esfera. Assim:

4
Volume da esfera = §7TR3

2.3 DESCRICAO DA ATIVIDADE

2.3.1 Questionario de Sondagem dos Pré-Requisitos

Antes de iniciar o assunto deste trabalho com os alunos é importante que o
professor verifique se os mesmos possuem os pré-requisitos necessarios para o entendimento
da abordagem do tema. Para isso, sera aplicado este questionario a fim de averiguar
quais conteudos necesséarios os alunos ja dominam e quais contetidos deverao ser revisados
para que os mesmos possam acompanhar o desenvolvimento das atividades de maneira

satisfatoria.

E importante lembrar que o contetido do resumo do item anterior ja devera ter

sido aplicado a turma anteriormente e trabalhado em forma de exemplos e exercicios.

O modelo do questionario pode ser encontrado no APENDICE A.



39

2.3.2 O Conceito de Sélido de Revolugao

Para que os alunos compreendam a ideia do que é um soélido de revolucgao, inicial-
mente serd feita uma atividade de descoberta, visando explorar a capacidade de visualizacao
e abstracao dos alunos. Segundo [6], pagina 47 “a abordagem de geometria no ensino
de matematica deve estimular a percepcao intuitiva do espago fisico no sentido concreto,
objetivando a compreensao de objetos geométricos em seu aspecto abstrato”. Desta forma,
através dessa atividade introdutoria, os alunos terao a oportunidade de construir seus
préprios conceitos sobre os objetos geométricos que irdao estudar. Para aplicacdo desta
atividade é interessante reunir a turma em grupos de 4 ou 5 alunos para que eles possam

trocar ideias e debater opinioes visando chegar a uma conclusao.

2.3.2.1 Atiwidade Exploratoria

Esta atividade tem o objetivo de explorar o conceito, a ideia de sélido de revolucao.
Para isso, serao utilizadas bandeirinhas com algumas figuras planas a fim de que os alunos
a rotacionem em suas maos e consigam visualizar o sélido formado. Através da visualizagao
de diferentes solidos e da exploragao de algumas caracteristicas dos sélidos de revolugao, a
atividade busca fazer com que os proprios alunos construam suas definicoes de solidos de

revolucao. Os modelos de bandeirinha podem ser encontrados no ANEXO A.

Atividade 2.3.1 Vocés ja estudaram os solidos geométricos e seus volumes, mas

agora estudaremos um grupo particular desses solidos: o0s solidos de revolugao.

Antes de definir formalmente tais solidos, vocés terdo a oportunidade de construir
seus proprios conceitos baseados na experimentacao. Para isso, cada grupo recebeu trés
bandeirinhas diferentes: uma em forma de retangulo, outra de triangulo e uma tultima em

forma de semicircunferéncia.

Inicialmente vocés deverao girar as bandeirinhas entre suas maos e descobrir qual
solido cada bandeirinha ird formar. Desenhem cada solido numa folha de papel, colocando
suas respectivas medidas representadas na bandeirinha e nomeiem este solido de acordo

com os conhecimentos que ja adquiriram até aqua.

Consequem. perceber algo em comum entre os trés solidos? Anotem suas observagoes

para posteriormente comparar os resultados com os conceitos dados.

Imaginem agora um plano, perpendicular a haste da bandeirinha, seccionando os

trés solidos encontrados. Que figura cada seccao formaria?

Agora cada grupo receberd uma bandeirinha diferente, com uma figura afastada na
haste por meio de um arame. Imaginem que este arame nao existe para fins de visualizagdo.
Girem a bandeirinha como fizeram anteriormente e tentem desenhar o solido formado.
Este solido possui alguma caracteristica comum aos outros trés? Discutam entre si e

anotem as suas observacoes.
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Novamente, imaginem um plano perpendicular a haste seccionando o solido formado.

Que figura esta sec¢io forma?

Procurem agora atributos semelhantes entre os quatro solidos. Estes quatro solidos

sao solidos de revolucao!

A partir desses modelos, das observagoes de vocés e dos atributos semelhantes,
consequiriam pensar em uma defini¢ao para sélidos de revolugao? Se for ajudar, busquem
o significado da palavra revolugdo em um diciondrio. Guardem todas essas obervagoes para

atividades futuras.

2.3.2.2 Afinal, o que sao solidos de revolugdo?

A maioria dos autores pesquisados definem soélidos de revolucao com base na
definicao dada para superficies de revolucao. Para este trabalho, sera feita uma analise
de algumas defini¢bes pesquisadas e posteriormente sera estabelecida a definicao a ser

utilizada.

Para LIMA et al em [14], pagina 275, dados em um plano “uma reta F chamada
de eixo e uma linha L, simples, que nao corta esse eixo”, serd imaginado que “essa linha
“gire” em torno do eixo, ou seja, cada ponto L descreva uma circunferéncia em um plano

perpendicular a E e com centro sobre E”.

Desta forma,

cada ponto P € L percorre entdo uma circunferéncia cujo raio é a sua
distancia ao eixo e a reuniao de todas essas circunferéncias é chamada
uma superficie de revolugdo. Se essa linha L for fechada ou se dois de
seus extremos pertencerem ao eixo, a superficie de revolucao delimita
um sélido chamado sélido de revolucao.

Perceba que nesta defini¢ao é utilizado o conceito de linha simples, que no contexto seria
uma linha que nao se cruza. A definicdo nao deixa explicito porém, se esta linha é finita
ou infinita e isso pode gerar divergéncias de opinioes. H4 um desenho na pagina citada
que leva a crer que a definicao trata de linhas finitas, assim como o fato de dizer que esta
linha nao corta o eixo, mas isso deveria ter ficado mais claro. Uma reta, por exemplo, aos
olhos de um leitor que prioriza a definicdo ao desenho poderia ser considerada uma linha
simples, e esta tem comprimento infinito e atende a definicdo. Ao passo que um segmento
de reta, de comprimento finito, também poderia ser considerado uma linha simples que
atende a definicdo. E ail o leitor entraria num debate individual de suas ideias com as
ideias do autor: O que o autor estaria querendo explicitar como linha simples? Sera que
minha ideia de linha simples correspondem as ideias do autor? Enfim, estes seriam alguns
questionamentos que este leitor poderia fazer e que talvez se tornassem um entrave para o

entendimento da definicao.
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Perceba ainda que, ao ser utilizado na defini¢ao de superficie de revolucao o conceito
de que esta linha simples nao corta o eixo ao ser rotacionada, pode-se deduzir que esta
linha também nao pode intersectar o eixo em um tnico ponto. No entanto, BAIRRAL e
SILVA em [I], paginas 9-10 definem superficies de revolugao como “superficies geradas pela
rotagdo de uma linha simples (geratriz) em torno de uma reta (eixo de rotagdo) que nao
lhe intercepta, exceto, talvez, numa das extremidades”. Ha aqui incluida, portanto, uma
excecao. Esta excecao faz referéncia exatamente a intersecdo em um unico extremo da
linha. Ainda de acordo com [I], se a linha simples considerada na definigdo de superficies
de revolucao “for fechada ou o eixo de rotacao intercepta-la nos dois extremos, a figura
gerada serda chamada solido de revolugao. Sendo uma linha fechada, o eixo de rotagao

podera interceptar um ponto ou um de seus lados.”E ai entram mais algumas reflexoes:

e Na defini¢do de LIMA et al em [14] para sélidos de revolugao, assim como na definigao
de BAIRRAL e SILVA em [I], fala-se em extremos da linha simples. Se tal linha
tem extremos, deduz-se que a mesma deve ser finita. Mas isso nao fica claro quando

se define a superficie de revolugao;

e O eixo de rotagao podera ou nao intersectar a linha simples? - Aqui faz-se uma
ressalva sobre o verbete interceptar, utilizado por BAIRRAL e SILVA em [1]: com o
sentido de cortar, o correto seria a utilizacao do verbete intersectar, ja que interceptar

¢ utilizado para o sentido de impedir.

Ainda buscando definir sélidos de revolug¢ao de maneira a deixar claro o enten-
dimento de todos os conceitos, observou-se mais uma definicio um pouco diferente das
duas anteriores. Segundo DOLCE ¢ POMPEO em [8], pagina 335: “Consideremos um
semiplano de origem e (eixo) e nele uma superficie S; girando o semiplano em torno de e,
a superficie S gera um sélido chamado sélido de revolu¢ao.” Aqui nao fica claro o tipo de
superficie considerada, por exemplo, e tampouco se tal superficie pode intersectar o eixo

ou nao.

Notou-se, assim, uma diversidade de defini¢bes, cada qual com suas particularidades
e todas elas diferentes entre si, o que pode gerar certa confusdao no entendimento do que é
um sélido de revolugao e, consequentemente, uma diversidade de ideias sobre tal conceito.
Desta forma, baseado em tais defini¢oes e ainda buscando um maior rigor, optou-se por

definir sélido de revolu¢ao da seguinte maneira:

Definicao 2.3.1 Sejam dados uma reta “E” chamada de eixo de rotacao e uma linha
simples (linha que nao se cruza) L, de comprimento finito, chamada de geratriz. Se
esta linha for fechada ou se seus extremos pertencerem ao eixo, formando uma regiao

plana, ao fazé-la girar em torno do eizo, ou seja, ao fazer cada ponto de L descrever uma
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circunferéncia em um plano perpendicular a E e com centro sobre E, forma-se um corpo

chamado de solido de revolugdo.

Alguns exemplos de linhas fechadas que geram soélidos de revolucao:

Eixo de rotagéo Eixo de rotacédo Eixo de rotagéo

Figura 24 — Linhas fechadas que geram sélidos de revolucao

Observe que optou-se aqui por definir sélido de revolugao sem fazer relagdo com a
defini¢ado de superficie de revolucao. No entanto, algumas atividades deste estudo falam

de superficies de revolugao e, por isso, é preciso defini-la.

Para tal, foram utilizadas as defini¢oes de [8] e [14]. Desta forma, superficie de
revolucgao sera considerada a superficie obtida girando-se uma linha L simples e nao
fechada, contida em um plano, em torno de um eixo E. Cada ponto P € L percorre
entao uma circunferéncia cujo raio ¢ a sua distancia ao eixo e a reunidao de todas essas

circunferéncias sera chamada se superficie de revolugao.

O professor pode usar a comparacao de superficie de revolugdo com a “casca do
solido de revolucao” para tentar fazer uma diferenciacao para seus alunos, por exemplo. O

importante é que os alunos saibam que existe uma diferenca entre esses dois conceitos.

2.3.2.3 Atividades para internalizacao do conceito de solidos de revolugdo

As atividades a seguir visam aprofundar a defini¢cao de sélido de revolugao, fazendo
com que os alunos realmente compreendam este conceito. Para essas atividades é interes-
sante que a turma continue dividida em grupos de quatro ou cinco alunos, buscando um

debate maior de ideias.

Na atividade 2.3.2, busca-se um confronto entre as ideias iniciais dos alunos sobre
a defini¢ao de sélidos de revolucao construidas na atividade exploratéria (atividade 2.3.1)

e a definicdo dada pelo professor. E interessante que seja feita uma discussdo sobre as
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diferencas e semelhancas entre essas ideias, para que os alunos consigam internalizar este

conceito.

A atividade 2.3.3 busca verificar se os alunos realmente compreenderam o que é
um soélido de revolugao através da checagem de alguns sélidos dados como sendo ou nao

solidos de revolucao.

A atividade 2.3.4 busca verificar se os alunos reconhecem alguns elementos de

solidos de revolugao, como eixo de rotagao e a figura plana geradora do sélido.

Ja na atividade 2.3.5, o que se espera é que os alunos percebam os elementos
essenciais da definicdo de sélido de revolucao e consigam descrever, com suas proprias
palavras, o que ¢ um sélido de revolucao, agora atendendo a todas as caracteristicas ja

trabalhadas, encorajando, assim, o lado investigativo e critico dos alunos.
Abaixo encontram-se as atividades.

Atividade 2.3.2 Analise a defini¢io que criou na atividade exploratdria (Atividade
2.3.1) com a definicao dada pelo professor. Elas tem pontos em comum? Quais? E quais

foram as divergéncias?

Atividade 2.3.3 Diga se os sélidos descritos/ mostrados abaizo sio sdlidos de

revolucao:
a) O cubo de aresta a.
b) Um cilindro de raio da base r e altura h.
c) Um cone reto de altura h e raio da base 7.
d) Uma semi-esfera de raio r.
e) Um tetraedro de aresta .

Atividade 2.3.4 Identifique nos sélidos de revolugdo da atividade 2.3.3 o eixo de

rotagdo e a regiao plana rotacionada. Se preferir, pode utilizar desenhos.

Atividade 2.3.5 Agora, busque definir solidos de revolugdo com suas palavras e
com base em tudo o que viu e estudou e compare sua defini¢io com a de seus colegas e

com a definicao dada pelo professor. Serd que todas elas definem a mesma “coisa”?
2.3.3 O volume de sélidos de revolugao

2.3.3.1  Calculando volumes de solidos de revolugdo a partir de volumes jd conhecidos

Agora serao trabalhadas algumas atividades que visam o calculo de volumes
de solidos de revolugao comuns, aplicando conhecimentos ja vistos. Também serdo
inseridos alguns sélidos diferentes, mas que possam ter seus volumes calculados através da

decomposi¢ao em soélidos ja conhecidos.
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Tanto a atividade 2.3.6 quanto a atividade 2.3.7 buscam apenas a aplicacao de
conhecimentos ja vistos — no caso o calculo de volumes — para os casos em que os sélidos
sao solidos de revolugao. A unica diferenca é que, em ambas as atividades, nao esta sendo

dado o sélido diretamente e sim a regido plana a ser rotacionada e seu eixo de rotacao.

Atividade 2.3.6: Aplicando os conhecimentos ja adquiridos, calcule o volume
dos trés primeiros solidos — cone, cilindro e esfera — descobertos na atividade exploratoria

(atividade 2.3.1). Vocé conseguiria calcular o volume do quarto sélido? Explique.

Atividade 2.3.7: Calcule agora o volume dos solidos de revolucdo gerados pela

rotacao da regido plana destacada em vermelho ao redor do eizo de rotacio dado:

a)

eixo
de
rotacéo

Figura 25 — Atividade 2.3.7 — Item (a)

eixo
de
rotagdo

Figura 26 — Atividade 2.3.7 — Item (b)



45

rotagao

Figura 27 — Atividade 2.3.7 — Item (c)

Todas estas atividades iniciais tem como objetivo consolidar o aprendizado do
conceito de solido de revolugao e do calculo de volumes de sélidos de revolugao conhecidos.
Agora serao iniciadas as atividades que buscam desenvolver um olhar diferente para estes

solidos, aplicando uma “nova técnica” no calculo de seus volumes.

2.3.3.2  Estimando volumes de sdlidos de revolugcio através da aprorimagdao por cilindros

Nesta secao serao trabalhadas atividades que objetivam introduzir o calculo de
volumes de solidos de revolucao através da técnica dos discos, fazendo aproximagoes de
solidos incomuns com cilindros. Primeiramente serao inseridas as atividades para os alunos.
Tais atividades nao visam o calculo exato de volumes, ja que o assunto é deveras avancado
para o nivel de ensino dos mesmos. Mas as atividades buscam mostrar aos alunos que é
possivel estimar volumes de sélidos de revolucao diferentes daqueles que sdo trabalhados
repetidamente no Ensino Médio. Isso agucara a curiosidade dos alunos e fara com que eles
ampliem a sua visdo. Além disso, as atividades também buscam relacionar os sélidos de
revolucao com as fungoes, fazendo os alunos perceberem que as regioes planas a serem

giradas nao precisam ser conhecidas para que o sélido de revolugao seja formado.

As atividades 2.3.8 e 2.3.9 objetivam verificar se os alunos tem alguma dificuldade
em perceber que um cilindro pode estar em diferentes posi¢coes, mas continua a ter seu
volume calculado da mesma forma. Isso é muito importante, pois os alunos precisam
reconhecer e saber calcular o volume de “cilindros deitados” para o desenvolvimento da

proposta.

Na atividade 2.3.10 o objetivo é fazer o aluno calcular o volume total de figuras
formadas por cilindros justapostos, como se os mesmos formassem uma espécia de “bolo
deitado”.

A atividade 2.3.11 é uma aplicacao da féormula para calculo de volume do cone. No

entanto, tal atividade objetiva fazer o aluno perceber uma semelhanca visual entre o cone
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e a justaposicao de cilindros para posterior aplicacdo do método dos discos para calculo

de volumes, adaptado para o Ensino Médio.

Atividade 2.3.8 Calcule o volume do sequinte solido:

Figura 28 — Cilindro “em pé”

Atividade 2.3.9 Agora tente calcular o volume do sdlido abaizo:

05em
—

Figura 29 — Cilindro “deitado”

Qual a unica diferenga entre os solidos das atividades 2.3.8 e 2.3.97

Atividade 2.3.10 Baseado no que fizeram nas atividades 2.3.8 e 2.3.9 e sabendo
que a largura de cada disco abaizo (ou equivalentemente a “altura” de cada cilindro) é

tgual a 2cm, calcule o volume total das figuras abaixo:

a)

Figura 30 — Justaposicao de cilindros I
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8cm

Figura 31 — Justaposicao de cilindros II

Atividade 2.3.11 Calcule o volume do cone abaizo:

15cm

Figura 32 — Cone

Agora, observe a figura abairo e perceba a relagdo entre o cone da atividade 2.5.11
e 0s discos da atividade 2.3.10.

Figura 33 — Visualizacao do cone com justaposicao de cilindros
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Pela Figura 33, percebe-se que existe a possibilidade de aproximar um cone por
cilindros. Pode-se “fatia-lo” em n pedacos e aproximar esses pedagos a cilindros. Quanto
mais cilindros, melhor serd a comparacgao entre os volumes. E isso pode ser feito para
muitos outros solidos de revolucao. No entanto, para utilizar esta técnica, deve-se primeiro
perceber que os solidos de revolugao podem ser construidos através de parte de gréaficos de
funcgoes, bastando ter uma funcao continua definida em um intervalo fechado e rotacionar
a regiao plana delimitada pelo grafico desta funcao, pelo intervalo considerado e pelo eixo

x em volta do proprio eixo z, gerando um sélido de revolucao.

As proximas atividades que serdo inseridas aos alunos servirdo para que os mesmos
percebam como relacionar uma regiao plana ao grafico de uma funcao dentro de um
intervalo e depois como rotacionar a regiao plana delimitada pelo grafico da funcao no

intervalo considerado, gerando um sélido.

As atividades 2.3.12, 2.3.13 e 2.3.14 utilizam o software winplot para esbogar os
graficos das fungoes afim, constante, quadratica e exponencial e depois rotacionéd-los ao
redor do eixo x, formando uma superficie de revolucao E[ Desta forma, nas duas primeiras
atividades, espera-se que os alunos consigam perceber a relagao entre a regiao plana
delimitada em parte pelo grafico da funcao afim e da fungao constante e os solidos que eles
ja conhecem — cone e cilindro, respectivamente —, gerados pela rotacdo em torno do eixo x
da regiao plana delimitada em parte pelo grafico da funcao em um intervalo definido. J&
na ultima dessas atividades, o aluno ira visualizar solidos utilizando os gréaficos das fungoes
quadrética e exponencial, percebendo que tais solidos nao se “parecem” com algum sélido
que eles conhecam. Este é o pontapé inicial para o debate sobre como podemos gerar
solidos de revolucao desconhecidos através de intervalos de gréaficos de fungoes conhecidas

e, posteriormente, como podemos calcular seus volumes aproximados.

Na atividade 2.3.15, espera-se que os alunos consigam calcular o volume do cone
e do cilindro gerado pela rotagao da regiao plana delimitada em partes pelo grafico das
fungoes afim e constante num intervalo determinado, usando os conhecimentos que ja
possuem. E que, depois disso, percebam que o volume dos sélidos gerados por estas regioes
delimitadas, em parte, pelo graficos das fungdes quadratica e exponencial nao pode ser
calculados de maneira analoga, pois nao existe uma “férmula de volume” para os dois

Casos.

Atividade 2.3.12 Utilizando o winplot, faga o esbogo do grifico da fungio f(x) =

x. Depois vd na aba Um e clique em superficie de revolugdo. Aparecerd uma tela,

5 Neste ponto é importante que o professor explique que o software winplot sé gera superficies de

revolugao e nao sélidos de revolugao. Desta forma, é essencial que o professor faca a distingdo entre
estes dois conceitos, procurando explicar que a figura gerada pelo winplot é apenas para fins de
visualizagao e que a superficie pode ser fechada, considerando seu interior e formando assim um sélido
de revolugao. A superficie dd4 uma 6tima ideia do sélido e, por este motivo, o software foi utilizado.
Mas essa distingao deve ser feita pelo professor para nao causar confusao de conceitos.
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onde vocé ird clicar no “botao” eixo x (Pois a rotagao serd feita ao redor do eizo x).
Deverd aparecer a =0,b=1 e ¢ =0. Depois clique em ver superficie. Qual superficie
apareceu? Que solido € delimitado por esta superficie? Vocé consegue relacionar o que
estd vendo com uma regiao plana que gere o solido delimitado por esta superficie? Que

regido plana seria essa?

Atividade 2.3.13 Repita o mesmo procedimento com a fungao f(z) =1, sempre
usando como eizo de rotacdo o eizo x. A superficie gerada corresponde a qual solido? E
qual a regiao plana que gera este solido? Conseque perceber a relagdo entre os grificos das

fungoes e os solidos de revolucao?

Atividade 2.3.1/4 Agora faca o esbogo do grifico da funcdo f(x) = 2*>+1 e depois
gere a superficie de revolucdo ao redor do eixo x. Vocé conhece esse solido delimitado por
esta superficie? Mas ele é um sélido de revolugdo? Por qué? E quanto ao sélido gerado
pela rotagao da regido plana delimitada em partes pelo grifico da fungio f(x) = (%)m, voCcé

o conhece? Ele ¢ um solido de revolugdo?

Atividade 2.3.15 Considerando as funcoes das atividades 2.3.12 e 1.2.13, calcule
o volume do solido de revolucao gerado pela rotagdo em torno do eixo x de cada regido
plana delimitada por cada um dos graficos dessas funcoes, pelas retas x =0 e x = 3 e pelo
eizo r usando os conhecimentos que jd possui. Vocé conseguiria calcular o volume dos

solidos gerados na atividade 2.5.14 da mesma maneira? Fxplique.

Através dessas atividades espera-se que o aluno perceba a relacao existente entre
graficos de fungoes e os sélidos de revolugao e perceba que nem todo sélido de revolugao

pode ter seu volume calculado através de férmulas pré-estabelecidas.

Neste ponto da proposta, o debate com os alunos sobre todos os resultados e
percepcoes dos mesmos a respeito das atividades deve ser incentivado, buscando uma

construcao efetiva do aprendizado e instigando-os para a proxima fase.

Através dessas discussoes, o professor devera despertar a curiosidade dos seus alunos
a respeito da introducao que sera feita da técnica dos discos para o calculo aproximado de
volume de sélidos desconhecidos. Assim, a proxima sequéncia de atividades prevé que o
aluno consiga perceber que, mesmo nao conseguindo calcular o volume exato, ele podera
estimar o volume de sélidos que ndo sdo conhecidos através da aproximacao dos mesmos

por cilindros.
Introdugdo para as atividades de aproximacoes por cilindros

Esta introducao mostra uma sugestao de discussao que o professor deve lancar ao
seus alunos antes de partir para as atividades. E importante despertar essa capacidade
imaginativa dos alunos, buscando agugar a curiosidade e consequentemente, contribuindo

para o desenvolvimento do raciocinio légico.
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Também ¢é importante frisar com os alunos que, através dos instrumentos disponi-
bilizados, nao sera possivel calcular um volume exato para os solidos que serao estudados,
mas sim um intervalo que pode se tornar tdo melhor quanto maior for a vontade de buscar

essa exatidao.
Abaixo, encontra-se um pequeno texto como sugestao para inicio das discussoes.

Bom, acho que ficou um pouco dificil calcular os volumes dos dois solidos gerados
na atividade 2.3.15, certo? Isso porque eles nao sdo solidos conhecidos e ndo sabemos uma
formula que calcule seu volume. Mas agora vocé aprenderd uma técnica através da qual
poderd estimar o volume desses solidos: a aprorimacao por cilindros, conhecida também
como técnica dos discos. Mas perceba que ndo hd como vocé calcular o volume exato
desses solidos desconhecidos, pois isso requer conhecimentos matemadticos mais avancados,
estudados somente no ensino superior. No entanto, vocé consequird niumeros que lhe dardao
uma boa nocao do volume desses solidos, basta ter vontade de chegar cada vez mais perto

do ideal.

Vocé jd percebeu como podemos aprorimar um cone através da justaposicao de
cilindros, certo? So que isso foi feito apenas visualmente. Veremos agora como fazer com
que essa justaposicdo de cilindros se torne cada vez mais proxima de um cone. E depois
que vocé entender a técnica para o cone, poderd utilizd-la para estimar os volumes daqueles
solidos da atividade 2.3.15. Vamos la?

Nesta etapa da proposta, espera-se que os alunos ja tenham atingido a maturidade
necessaria para avancar mais um estagio do conhecimento matematico, no qual eles serao
apresentados a conceitos num nivel mais avancado, onde o grau de abstracao é maior e as

nocoes matematicas mais “refinadas”.

Antes de iniciarem as atividades onde sera utilizada a ideia central da técnica dos
discos, a tecnologia sera uma aliada no célculo do volume dos sélidos. Através da utilizagao
do software winplot o aluno conseguira saber o volume do sélido com o qual ira trabalhar,
tendo assim, uma noc¢ao dos valores aos quais devera se aproximar em seu estudo. Com o
valor do volume, o aluno podera fazer comparagoes, refletindo se é necessario melhorar as

aproximacoes ou nao.

Assim, utilizando o winplot, a atividade 2.3.16 visa mostrar aos alunos os valores
reais dos volumes que irao buscar aplicando a técnica dos discos. Dessa forma, os alunos
terao uma base de comparacgao entre os seus resultados e o resultado tido como ideal.
Nesta etapa do processo, a resposta antes da resolucao sera de grande valia para o estudo,
pois sem ela o aluno ficaria “perdido”, nao sabendo se o resultado encontrado é satisfatorio

ou nao.

As atividades 2.3.17, 2.3.18 e 2.3.19 sao referentes a aplicagdo da técnica dos discos

para o calculo de um intervalo de valores para o volume de um sélido gerado pela rotacao
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da regiao plana delimitada em partes pelo grafico de uma funcao ao redor do eixo .

Atividade 2.3.16 Utilizando o software winplot, iremos calcular os volumes dos
solidos gerados pela rotacao das regioes planas delimitadas em partes pelo grifico das funcoes
dadas nas atiidades 2.58.12 e 2.3.14, no intervalo [0, 3], como sugerido na atividade 2.3.15.
Tendo feito o esbogco dos grificos e gerado a superficie de revolugao, clique em Um, depois
em medidas e depois volume de revolucao. Na caiva de didlogo que serd aberta,
selecione o eixo x. Em “inicio arco”, coloque o valor do extremo inferior do intervalo
com o qual estd trabalhando seu solido de revolugcao. Em “fim arco”, coloque o valor do
extremo superior do intervalo com o qual estd trabalhando. Clique em volume. Aparecerd
o volume do solido gerado pela regidgo plana delimitada em parte pelo grafico da fungdo
f(z) = x no intervalo x € [0,3]. Guarde esse valor relacionado a essa funcao e faca o
mesmo com 0s outros solidos gerados na atividade 2.3.14. Para o sélido gerado pela fun¢ao
f(x) = 2% + 1, considere o intervalo x € [0,2] e para a fungio f(x) = (%)x considere
o intervalo x € [0,4]. Anote os valores do volume. FEles servirao de orientag¢ao em seus
cdlculos. (Mas lembre-se, os valores que aparecem no programa estao multiplicados por
uma aproximacao de w, logo, para que este valor seja comparado com os valores que ird
encontrar, também deverd utilizar uma aproximagdo de 7 e efetuar a multiplicacao. Neste

trabalho foi utilizada a aproximacgdao m = 3,1416.)

Atividade 2.3.17 Considerando a fun¢io f(x) = x e o intervalo x € |0, 3], vimos
na atividade 2.3.12 que a regiao plana delimitada por esta funcao, pelas retas x =0 ex = 3
e pelo eizo x quando girada em torne do proprio eizo x gera um cone. Iremos “aprorimar”
o cone por uma justaposicio de cilindros circulares retos, buscando um intervalo de valores

aprozimado para o volume deste cone, conforme descrito abaixo.

e Primeiro vamos esbocar o grafico da funcao e trabalhar com um intervalo em = dessa
fungdo. Como na atividade 2.3.12 foi usado o intervalo z € [0, 3], vamos usar esse

mesmo intervalo.
e Agora dividimos esse intervalo em n partes iguais.

e Escolhemos um z; em cada parti¢do do intervalo, formando cilindros de raio f(x;) e
3

n"

altura

e Calculamos o volume de cada cilindro e somamos esses volumes. Essa é uma

aproximacao do volume do cone.

e (Quanto maior o nimero de partes que dividirmos o intervalo, mais precisa sera nossa

aproximacao.
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Como o objetivo é encontrar um intervalo de valores para os volumes dos sélidos,
neste trabalho serdo feitas aproximacdes por cima e por baixo para os volumes [ O
professor deve lembrar seus alunos que, nas aproximacoes por cima com fungdes crescentes,
os cilindros ultrapassam o sélido e, por esta razao, o volume encontrado é maior que o
volume procurado. J4 nas aproximagoes por baixo com fungoes crescentes, havera uma
“falta” dos cilindros em relagao ao sélido e, por isso, os volumes encontrados serao menores
que o volume procurado. Para fungoes decrescentes, ocorre o contrario: nas aproximagcoes
por cima havera uma “falta” dos cilindros em relacao ao sélido e, por isso, os volumes
encontrados serao menores que o volume procurado. Ja nas aproximagoes por baixo, os
cilindros ultrapassam o sélido e, por esta razao, o volume encontrado é maior que o volume

procurado.

flz) =

(2. (20) A,

Figura 34 — Funcgao afim

Primeiro serdao feitas as aproximacoes por cima, utilizando o maior
valor do intervalo de cada particao, isto é, considerando o intervalo [x; 1,1z,

serao utilizados os valores r;, para encontrar o wvalor do raio do cilindro

f(x).

3

1. O intervalo sera, inicialmente, dividido em duas partes: [0, 3

Figura
Desta forma, serao formados dois cilindros de altura % e de raios da base f (%) = % e
f3)=3.

Aproximacgées por cima aqui consideradas sdo aproximagdes onde o volume total encontrado
através da divisao em cilindros serd maior que o volume real do sélido original, pois o sélido formado
pela justaposicao destes cilindros contém em seu interior todo o sélido original considerado, o qual
fica inteiramente contido na porcao de espaco delimitada por esta justaposigdo. Ja as aproximacgoes
por baixo sao aproximagoes onde o volume total encontrado através da divisao em cilindros seréd
menor que o volume real do sélido, porque o sélido formado pela justaposi¢do dos cilindros é quem
fica inteiramente contido no interior do sélido original.

] e [2,3], conforme
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f(x) = x

N W

3 3
2

Figura 35 — Funcao afim

2
O volume do cilindro menor sera: V;, =« - <5> H=T7-

NIW Ao

O volume do cilindro maior serd: Vo =m-32-3 =7.9.

Assim, o volume total sera:

2 2 1
V—Vl—l—V2—877r+277r—257T—16,8757r’£53,01

2. Agora o intervalo serd dividido em trés partes: [0, 1], [1,2] e [2, 3], conforme Figura
1361

Desta forma, serdo formados trés cilindros de altura 1 e de raios da base f(1) =

1,f(2)=2 e f(3)=3.

f(x) = x

Figura 36 — Funcao afim

O volume total serd dado pela soma dos volumes de cada um dos trés cilindros, ou

seja:
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Volume do cilindro menor: V; =7-12-1=7-1-1=7
Volume do cilindro central: Vo =7-22-1=7-4-1=A4x
Volume do cilindro maior: Vs =7-32-1=7-9-1=97

Assim, o volume total sera:

V=Vi+W+Vs=na4+4n+ 97 = 147 = 43,98

. Agora o intervalo serd dividido em seis partes: [0, 3], [3,1], [1, 2], [2,2], [2,2] e [2, 3],

conforme Figura [37]

Desta forma serao formados seis cilindros de altura % e de raios da base f (%) =

LI =113 =5 2 =23 =% e f(3)=3.

f(x) = x

w

N I

N

= N I
'

Figura 37 — Funcao afim

O volume total sera feito como nos dois exemplos acima: somando-se os volumes

de cada um dos cilindros. Sendo V; o volume do cilindro de raio da base %, V5 0

cilindro de raio da base 1, ..., V5 o volume do cilindro de raio da base 3, tem-se:
_ 1\2 1
Vi=m-(3) -3 =4m
Vo=m-1%2. % = %W
2
_ 3 1_9
Vi=m-(3) -3=%n
Vy=m-2%. % =27
2
_ 5 1_ 25
Vi=m-(3) -3="2r

Assim, o volume total sera:

1 1 9 25 9 91
V = Vi+Vo+Va+ V4 Vo4V = §7T+§7T+§7T+27T+§7T+§7T =g = 11,3757 = 35,74
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Perceba que quanto maior o nimero de intervalos, melhor sera a aproximagao do
resultado exato. Como no exemplo acima tem-se um cone de altura 3 e raio da base

f(3) = 3, pelo que foi visto anteriormente, sabe-se que seu volume é igual a

1
Vcone:§-7r-32-3:97r%28,27.

Note que o volume encontrado na tultima aproximacgao, com seis cilindros, ¢ o mais
préoximo do volume exato do cone. Se a regiao for dividida em mais cilindros, melhor

serd a aproximagao.

Agora, utilizando o mesmo raciocinio, serao feitas aproxrimacodes por
baixo. Assim como foi feito para as aproxrimacdes por cima, o intervalo
serd dividido em duas, trés e seis partes. A unica diferenca é que, para as
aproximacoes por baixo, o que se quer é que os cilindros fiquem todos dentro
da regiao que estd sendo rotacionada. Para isso, serdao utilizados os valores

xi_1 € [zi_1,7;] de cada particdo do intervalo |0, 3].

1. Primeiro o intervalo serd dividido em duas partes: [0, %] e [%, 3], conforme Figura .

Desta forma, a regido ficard dividida em cilindros de altura 2 e raios da base

FO)=0 e f(3) =2

f(x) = x

N 10

Figura 38 — Func¢ao afim

O volume do cilindro cujo raio da base é 0 sera: V; = 7 - 0% -

O volume do cilindro cujo raio da base é % sera: Vo =17 - (%)

Assim, o volume total sera:

27 27
V=V1—|—V2=O—|—§7r:§7r:3,3757r§10,60
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2. Agora o intervalo serd dividido em trés partes: [0,1], [1,2] e [2, 3], conforme Figura
B9
Desta forma, serao formados cilindros de altura 1 e cujos raios da base serao iguais

a f(0)=0,f1)=1 e f(2)=2.

f(x) = x

Figura 39 — Funcao afim

O volume do cilindro de raio da base 0 sera: Vi =7-02-1=0
O volume do cilindro de raio da base 1 sera: Vo =7-12-1=n
O volume do cilindro de raio da base 2 sera: Vo =7-2%2.1=4n

Assim, o volume total, dado pela somas dos volumes acima, serd de:

V=Vi+Vo+V3=0+m+4r =5r = 15,71

3. Por ultimo, serd feita a divisao em seis partes:[0, 5], [3,1], [1, 2], [2,2], [2,2] e de
[2,3], conforme Figura .

29

f(x) = x

Niw N N o

Figura 40 — Func¢ao afim
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Desta forma, serao formados seis cilindros de altura % e raios da base iguais a

FO)=0,fQ) =5 r)=1,fC) =3 f2)=2¢ f3) =13

O volume do cilindro de raio da base 0 sera: Vi =7 -0?%- % =0
2

N[ =

O volume do cilindro de raio da base = sera: Vo, = 7 - (%) . % = éﬂ

O volume do cilindro de raio da base 1 sera: Vs =7 -12- % = %7‘(‘

7. . 7z 2
O volume do cilindro de raio da base % sera dado por: V; =7 - (%) . % = %7?
O volume do cilindro de raio da base 2 serd dado por: Vs = 7 -22 - % =27

s : 5 card VL — 5\2.1 _ 25
O volume do cilindro de raio da base 3 serd dado por: Vg =7 - (5) o= FT

Assim, o volume total sera:
V =Vi+Va+ Va4 Vit Vs+ Vs = 0+ i+ 3m+ 342+ 27 = 27 = 6, 8757 = 21, 60.

Quanto mais cilindros forem justapostos, mais préximo do valor exato do volume
do cone se chega. Fazendo a aproximacao por cima e por baixo, como acima, consegue-se
um intervalo de valores muito bom. Note que o volume do cone é igual a 97 e com os
calculos feitos acima, conseguiu-se o intervalo 6, 8751 < volume do cone < 11,375m. Se
o intervalo tivesse sido dividido em mais partes, menor seria cada particdo e mais proximo

do valor real o intervalo encontrado para o volume se aproximaria.

O professor pode adequar essa divisao de acordo com os objetivos esperados. Mas,
para os fins deste trabalho, que pretende encontrar valores aproximados para volumes de

solidos desconhecidos, o intervalo acima seria razoavel.

Nos calculos esta sendo feita a multiplicagdo por uma aproximacao de 7 para que
os alunos consigam comparar seus resultados com o resultado encontrado pelo software

winplot.

Bom, o método utilizado na atividade, conhecido como técnica dos discos ou mesmo
aproximacao por cilindros, utiliza-se da nocao de limite para chegar ao resultado real,
pois quanto maior for o niimero de cilindros utilizados, menor sera o intervalo em x
equivalente a altura desses cilindros e mais proximo do volume real do sélido se conseguira
chegar. E importante que os alunos compreendam essa nocio para que consigam realmente

compreender o método aplicado.

Se o professor quiser, pode aplicar atividades que desenvolvam essa nocao intuitiva
de limites. Alguns exemplos de atividades deste tipo podem ser encontradas em [11],

paginas 21-24 e em [9], paginas 14-15, por exemplo.

Agora este trabalho apresentara alguns outros exemplos onde serd utilizada esta
mesma técnica em regides delimitadas em partes pelo grafico de fungoes conhecidas

pelos alunos que, quando sao giradas em torno do eixo z, delimitadas por um intervalo,
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formam solidos de revolugao que os mesmos nao conhecem. Todas as atividades a seguir
buscam aplicar o método da aproximacao de cilindros para calculo aproximado de volumes,
encontrando um intervalo para o mesmo e sabendo que os alunos ja possuem o valor exato
para fins de comparagao. Tais valores podem ser encontrados utilizando o winplot ou pode
ser fornecido pelo professor, sendo que a primeira op¢ao é mais interessante por ser mais
estimulante para os alunos, permitir o contato dos mesmos com as tecnologias e ainda

fornecer uma visao de como seria o sélido de revolucao.

Atividade 2.3.18 Utilize o método da aprozimagdo por cilindros para calcular
o volume aprozimado do solido gerado pela rotacdo da regiao delimitada pelo grafico da

fungdo f(x) = x>+ 1, pelas retas x =0 e x = 2 e pelo eizo x.

(wiﬂf(w;‘)/ fle) =a"+1

Figura 41 — Funcao quadratica

Aproximacdo por cima:

1. Dividindo o intervalo em duas partes — [0, 1] e [1,2] -, conforme Figura [42] formam-se

dois cilindros de altura 1 e raios da base f(1) =2 e f(2) =5. O volume total sera:

V=n-2"1+m-5-1=297 091,11
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f(x)=x2+1

1 2

Figura 42 — Funcao quadratica

2. Dividindo o intervalo em quatro partes - [0, 1], [3,1], [1, 3] e [2,2] -, conforme Figura

., 43, formam-se quatro cilindros de altura 3 e raios da base f(3) =2, f(1) =2, f(3) =
B ¢ f(2) =5. O volume total serd:

2 2
Ver (3 d4m 22 bame () L+ 7-52 § = S8r 220,563 = 64,60

fix)=x2+1
13

|

»b-lcn‘

2

B |

3
2

Figura 43 — Funcao quadratica

3. Dividindo o intervalo em oito partes — [0, 1], [1, 3], [3.3], 3. 1], [1,2], [2,3], 3. %] e
[%, 2] — , conforme Figura , formam-se oito cilindros de altura }1 e raios da base

FH =510 =300 =8/0=2/0)=5/G) =210 =% ¢ /2=

204 \7
5. O volume total seré:

Clyr (B) leme2lan(8) .14
w-(E)Qi bore52. L= IS g6 0417 o 5322
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fx)=x2+1\ [T 7

NG,
(V)
Sl
o
[N
YRS

Figura 44 — Funcao quadratica

Aproximacdo por bairo:

1. Dividindo o intervalo em duas partes — [0,1] e [1,2] -, conforme Figura[45] formam-se

dois cilindros de altura 1 e raios da base f(0) =1 e f(1) =2. O volume total sera:

V=r-12147-22-1=5m=1571

f(x)=x2+1

1 2

Figura 45 — Funcao quadratica

2. Dividindo o intervalo em quatro partes — [0, 1], [3,1], [1, 3] e [2,2] -, conforme Figura

formam-se quatro cilindros de altura 3 e raios da base f(0) =1, f(3) =2, f(1)
2 e f(2) =2 O volume total seré:

1 5\% 1 1 13\2 1 274
V=mr1.= () o272 () S~ =71 28,5631 = 26,90
™ 2—|—7r 1 2—|—7r 2—|—7r 1 5 327r , T ,
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fix)=x2+1

Figura 46 — Funcao quadratica

3. Dividindo a regiao em oito partes — [0, %], [i,%], [%,%], [%, 1], [1,2], [g,%], [%,g] e
[%, 2] —, conforme Figura 47| formam-se oito cilindros de altura 1 ¢ raios da base

FO=1f)=%fG=3/D=56/0=2/F) =516 =F ¢ f(D=

160 J \2 4
%. O volume total sera:

W) drm(3) dem (B) e e (B)
e (8) 1 (82)° 1 = My 0 gq1 o 34,37

5 /
f(x)=x2+1 :

Figura 47 — Funcao quadratica

Observe que foi encontrado o seguinte intervalo aproximado para o volume: 34,37 <
volume do so6lido < 53,22. Utilizando o winplot, o aluno encontrard o valor

aproximado de 43,14 para o volume, logo, o intervalo encontrado fica bem proximo
do desejado.
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Atividade 2.3.19 Utilize a aprorimacgao por cilindros para calcular o volume
aproximado do solido gerado pela rotacao da regidgo delimitada pelo grdfico da fungao
f(z) = (%)x, pelas retas x = 0 e x = 4 e pelo eizo x.(Observe que esta € uma fungdio
decrescente, logo, para as aprorimacoes por cima teremos que utilizar o menor valor de
cada particio do intervalo e para aproximagoes por baixo teremos que utilizar o maior

valor de cada parti¢ao do intervalo).

AIi

Figura 48 — Funcao exponencial

Aproximacdao por cima

1. Dividindo o intervalo em duas partes — [0,2] e [2,4] -, conforme Figura [49 formam-se

dois cilindros de altura 2 e raios da base f(0) =1 e f(2) = 1. O volume total seré:

1\? 17
V:W-12-2—|—7T-<4> -2:§7r:2,1257r’£6,68
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Figura 49 — Funcao exponencial

2. Dividindo o intervalo em quatro partes — [0, 1],[1,2],[2, 3] e [3,4] —, conforme Figura

, formam-se quatro cilindros de altura 1 e raios da base f(0) =1, f(1) = 3, f(2)
1 e f(3)=1%. O volume total serd:

1\? 1\2 1\? 85
—.12. R i . . . 1 = ~ ~
V=r-114+m <2> 1+ (4) 1+7 (8) 1 647T 1,328 = 4,17

Figura 50 — Funcao exponencial

Aproximacgdao por baixo:

1. Dividindo o intervalo em duas partes — [0, 2] e [2,4] -, conforme Figura 51} formam-se

dois cilindros de altura 2 e raios da base f(2) = ; e f(4) = 15z. O volume total seré:

12 12 17
—r(2) 2qn (=) 2= 2l m0.1337 20,42
Vi=m <4> o (16) 1ag™ = Vi 133m =0,



64

Figura 51 — Funcao exponencial

2. Dividindo o intervalo em quatro partes — [0, 1],[1,2],[2, 3] e [3,4] —, conforme Figura
, formam-se quatro cilindros de altura 1 e raios da base f(1) = 3, f(2) = 1, f(3) =

sef(4) = 5. O volume total seré:

1\2 1\2 1\?2 1\? 85
—7. (=) 1 N i | A2) 1 =) 1= —rq 2= 1,04
Vi=m ( ) t (4) t (8) t (16) o56" -~ 332w = 1.0

Figura 52 — Funcao exponencial

Observe que o valor encontrado através do software winplot para o volume do
solido gerado por esta funcao é V = 2,257 e que foi encontrado o intervalo 1,04 <
volume do soélido < 4,17, portanto, o intervalo encontrado é bem razoavel. Optou-se,

nesta ultima atividade, realizar apenas duas divisdes porque os resultados encontrados
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através destas divisoes ja foram bem satisfatorios. No entanto, quanto mais divisoes forem

feitas, melhor sera essa aproximacao.

Através das atividades anteriores, espera-se que os alunos consigam compreender
como utilizar a técnica dos discos em busca de um intervalo de valores razoavel para
o volume de sélidos de revolucao que eles nao conhecem. Isso permitira aos mesmos
desenvolver um pensamento matematico mais elaborado, no qual consegue-se relacionar,

de maneira simplista, diferentes conteiidos de nivel médio e superior.

O professor deve explorar outras fungdes com os alunos utilizando, como feito aqui
neste trabalho, o winplot para visualizacao das superficies geradas e calculo do volume do
solido de revolucao no intervalo dado. Essa parte da utilizagao do software é importante
para que a proposta nao se resuma a calculos simplesmente e, sim, ao entendimento
completo da aplicagdo dessa proposta e a compreensao de toda a dimensao do contetdo,

além de dar uma base de comparagao de resultados para os alunos.

2.3.3.3  Consolidando o aprendizado

Esta secao traz alguns outros exemplos de atividades que podem ser utilizados
pelo professor para consolidacdo do aprendizado da aplicacdo da técnica dos discos. E
importante que o professor siga a mesma linha das atividades 2.3.17 a 2.3.19 e que explore

também os recursos tecnoldgicos, como o software winplot.

Atividade 2.3.20 Utilize a aprozimacao por cilindros para calcular o volume
aproximado do solido gerado pela rotacao da regidgo delimitada pelo grdfico da funcgao

f(x) =27, pelas retas x =0 e x = 2 e pelo eizo x.

Atividade 2.3.21 Utilize a aprozimacao por cilindros para calcular o volume
aproximado do solido gerado pela rotacao da regidgo delimitada pelo grdfico da funcgao

f(z) = —x + 3, pelas retas x =0 e x = 3 e pelo eixo .

Atividade 2.3.22 Utilize a aproximacao por cilindros para calcular o volume
aprozimado do sélido gerado pela rotagdo da regiao delimitada pelo grafico da funcao

f(x) = 22, pelas retas v =0 e x = 2 e pelo eizo x.
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3 BASE TEORICA

3.1 DEFINICAO DE VOLUME

A teoria deste capitulo foi retirada de [12], [16] e [17], contendo algumas pequenas

modificacoes.

Geralmente tem-se uma ideia intuitiva do significado de volume, mas faz necessario

tornéa-la precisa usando o célculo para chegar a uma definicao exata de volume.

Para isso, inicialmente sera usado um tipo bem simples de sélido, chamado cilindro

(ou mais precisamente, um cilindro reto).

Um cilindro reto ¢ um soélido limitado por duas regioes planas congruentes Ry e Ra,
situadas em planos paralelos e por uma superficie lateral gerada por um segmento de reta,
tendo seus extremos sobre os limites de Ry e Ry, que se move de modo que seja sempre
perpendicular aos planos de R; e Ry. A Figura [53]ilustra um cilindro reto. A altura do
cilindro é a distancia perpendicular entre os planos de Ry e Ry e a base é a regiao R; ou

Ry, visto que sao congruentes.

Ri

R:

Figura 53 — Cilindro Reto

Em particular, se a base é um circulo com raio r, entao o cilindro é um cilindro
circular reto, como mostra a Figura E se a base do cilindro reto for um retangulo,
entdo o cilindro é uma caixa retangular (também chamado de paralelepipedo retangular),

como mostra a Figura
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Figura 54 — Cilindro Circular Reto

Figura 55 — Paralelepipedo Retangular

Se a area da base de um cilindro reto for A unidades quadradas e a altura for h

unidades, entao o volume V do cilindro é definido como

V = Ah.

Sendo assim, o volume de um cilindro circular reto é V = 7r?h e o volume do
paralelepipedo retangular ¢ V' = [wh, onde [ é o comprimento do retangulo da base e w a

largura desse retangulo.

Para calcular o volume de um sélido S que nao é um cilindro, mas cuja area de
qualquer sec¢ao plana (uma regido plana formada pela intersec¢ao de um plano com um
sé6lido) que é perpendicular a um eixo seja uma fungao da distancia perpendicular da secgao
plana de um ponto fixo sobre o eixo, a formula acima também sera utilizada. Para isso,

primeiro “corta-se” S em pedagos e aproxima-se cada parte por um cilindro. O volume de
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S é estimado adicionando os volumes dos cilindros. O volume exato de S é obtido através

de um processo de limite em que o niimero de partes torna-se muito grande.

Comega-se interceptando S com um plano e obtendo uma regidao plana que é
chamada de secgao transversal de S. Seja A(z) a drea da secgao transversal de S no plano
P, perpendicular ao eixo x e passando pelo ponto x, onde a < x < b. (Pense em fatiar S
com uma faca passando por x e calcule a drea da fatia.). A drea da seccao transversal A(x)

ird variar conforme x aumenta de a para b. Exige-se que A(x) seja continua em |[a, b].

O solido S é dividido em n “fatias” de larguras iguais a Ax usando os planos
P,,, P.,, ... para fatid-lo. (Pense em fatiar um pedago de pao.) Se forem escolhidos pontos
amostrais z; em [z;_1,z;], pode-se aproximar a i-ésima fatia S; (a parte de S que estéd
entre os planos P,, , e P,,) a um cilindro com &rea da base A(z}) e “altura” Ax, conforme
ilustra a Figura

Figura 56 — Ilustracdo da particao em “fatias”

O volume desse cilindro é A(xf)Az, assim, uma aproximagao para a concepgao

intuitiva do volume da i-ésima fatia S; é

Adicionando os volumes dessas fatias, obtem-se uma aproximagao para o volume

total (intuitivamente):
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Vx> Az} Ax.
i=1

Essa aproximagao parece melhorar quando n — co. (Pense em fatias tornando-se
cada vez mais finas.) Portanto, define-se o volume como o limite dessas somas quando
n — 00. Mas o limite da soma de Riemann é conhecido como uma integral definida e,

dessa forma, tem-se a seguinte defini¢ao:

Definig¢ao 3.1.1 (Volume) Seja S um sélido que estd entre x = a e x = b. Se a drea
da secgao transversal de S no plano Py, passando por x é perpendicular ao eizo x, é A(x),

onde A € uma funcao continua, entdo o volume de S €
. L * b
V= T}LIEOEA(xl)Ax :/a A(x)dx.

Ao usar a férmula de volume V = [? A(x)dz, é importante lembrar que A(z) é a

area de uma secgao transversal movel, obtida fatiando em x perpendicularmente ao eixo x.

Observe que, para um cilindro, a drea da seccdo transversal é constante: A(z) = A

para todo x. Entao, pela definicdo de volume, tem-se:

V o= [PA(z)dx
= [P Adx
= A(b—a)

Note que isso coincide com a férmula V' = Ah.

3.2 VOLUME DE SOLIDOS DE REVOLUCAO

Um solido de revolugao é obtido pela rotacao de uma regiao plana R em torno de

um eixo, chamado eixo de revolucao, o qual pode ou nao interceptar a regiao.

Neste trabalho s6 esta sendo considerado o caso em que o eixo de revolucao é uma
fronteira da regiao que gira. Para saber sobre o caso onde o eixo de revolug¢ao nao esta na

fronteira da regiao a ser rotacionada, o leitor pode consultar [12], pagina 379.

Seja f uma fungao continua no intervalo fechado [a, b] e suponha que f(x) > 0 para
todo z € [a,b]. Seja R a regido delimitada pela curva y = f(x), pelo eixo = e pelas retas
xr=aex=>b A Figura[57 mostra a regiao R e o i-ésimo retangulo. Quando o i-ésimo
retangulo ¢ girado em torno do eixo x obtemos um elemento de volume que é um disco
cuja base é um circulo de raio f(z}) unidades e cuja altura é Ax = x; — x;_; unidades. O

volume desse disco é:



70

AV, = 7l f(a;)*Aw.

/
2. e ——————
A ga—— .
A ~

Figura 57 — Tlustracao do sélido gerado pela rotacao de R

Agora, considere a = xg < 11 < ... < Tp_1 < T, = b uma particao do intervalo
la, b] e, para cada subintervalo dessa parti¢ao escolha um ponto =} € [x;_1,z;]. Para cada

ponto z} teremos um AV, e a soma desses volumes sera,

Essa é uma soma de Riemann onde A(z}) = 7[f(z})]*>. E, na medida em que sio
tomadas particoes mais e mais finas, os discos justapostos formam um sélido que se parece

cada vez com o so6lido de revolugao original.

Como a fungao f é continua, a fungao g(x) = n[f(x)]* também é continua. Pode-se,

entao, estabelecer a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 3.2.1 (Volume do Sélido de Revolugao) Seja f uma fungao continua em
la,b] e suponha que f(x) >0 para todo x € [a,b]. O volume do sdlido de revolugao obtido

pela rotagdo, em torno do eizo x da regido delimitada pela curva y = f(x), pelo eizo x e

pelas retasx =a ex =0 é



[10]

[11]

[12]

[13]
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APENDICE A — Questionario de Sondagem dos Pré-Requisitos

. Vocé sabe o que é um retangulo? (Explique com suas palavras). Sabe calcular sua
area?

. Como calcularia a area de um circulo?

. Vocé sabe o que é um tridngulo retangulo? (Explique com suas palavras). E como

calcular sua 4rea?

. Conhece outras figuras planas e suas areas? (Nao deixe de identificd-las e mostrar

como calcularia as respectivas areas).

. Voceé saberia esbogar os graficos das funcoes abaixo? Se sim, faga o esbogo.

a) f(z) =241

b) f(z)=2*—-3
c) f(x) =2"
d) f(z) = logy

. Considerando a funcdo do item (b) da questdo anterior, saberia calcular f(5)? E
f(=3)?

. Dos solidos abaixo, marque aqueles que vocé conhece e sabe calcular seu volume:

) Paralelepipedo Retangulo

) Prisma
) Pirdmide
) Cilindro
) Cone

)

(
(
(
(
(
(

Esfera

. Tente esbocar um desenho que represente cada sélido que marcou acima e destaque
em cada um deles pelo menos um dos seguintes elementos: altura, base, vértice, raio

(da base ou outro que desejar).

. Agora, ainda em relacao aos solidos que assinalou, escreva a formula para calculo de

volume dos mesmos e identifique o que cada letra da férmula significa.
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APENDICE B - O Principio de Cavalieri como Teorema

O Principio de Cavalieri, conforme enunciado para estudantes do Ensino Médio na
busca por demonstrar os volumes de alguns solidos, nao se preocupa em definir condi¢oes
sobre fronteiras das regices e dos sélidos. No entanto, para sua demonstragao formal, é
utilizada a teoria da integracao de fungoes reais e, desta forma, é necessario definir essas

condigoes.

De acordo com PATERLINI em [15], o Principio de Cavalieri pode ser enunciado e

demonstrado como teorema conforme segue abaixo.

Principio de Cavalieri para volumes Consideremos um sistema de coordenadas
cartesianas Oxyz e seja P um solido finito delimitado por, z = 0,z = ¢ > 0 e por uma
quantidade finita de graficos de fungdes continuas do tipo y = f(x,2) e z = g(y, z). Para
cada t tal que 0 <t < ¢ seja P, a intersecgao de P com o plano z = t. Seja () outro sélido
finito delimitado por z = 0,z = ¢ > 0 e por uma quantidade finita de graficos de fun¢oes
continuas do tipo y = f(z,2) e z = g(y,z). Para cada t tal que 0 < t < ¢ seja Q; a
interseccao de @ com o plano z = t. Suponhamos que exista k > 0 tal que a(F;) = ka(Q;)
para todo t, onde a representa a area das secgbes planas. Entao v(P) = kv(Q), onde v

representa o volume dos soélidos.

Da teoria da integracao de funcoes reais, temos:

v(P) = [[[pdxdydz
= I [fp, drdy] d=
= Joa(P:)dz
= Jo ka(Q:)dz
= kJja(Q:)dz

= kv(Q),

o que demonstra a afirmacao.



ANEXO A - Imagens do Material Concreto - Bandeirinhas

Figura 58 — Bandeirinha Triangulo

Figura 59 — Bandeirinha Retangulo

75



Figura 60 — Bandeirinha Semicirculo

Figura 61 — Bandeirinha Circulo
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