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RESUMO

O objetivo desse trabalho, é a construcao do espago de modulos para o conjunto de qué-
druplas ordenadas de pontos na fronteira do espaco hiperbolico complexo. Para isso, uti-
lizaremos o conceito de matriz de Gram como critério de congruéncia, e a parametrizagao
do espaco de configuracoes serd feito pelo invariante angular de Cartan e a razao-cruzada.

Exemplificaremos algumas situagoes geométricas.

Palavras-Chave: Espaco de Modulos. Matriz de Gram. Quédruplas de pontos. Invariante

de Cartan. Razao cruzada.



ABSTRACT

The aim of this work is the construction of a moduli space for the configuration space
ordered quadruples of points on the boundary of the complex hyperbolic space. For
this use the concept of Gram matrix as a criterion of congruence, and parametrization
the configuration space will be done by the Cartan invariant and cross-ratio. Will be

exemplified some geometric situations.

Key-words: Moduli Space. Gram Matrix. Quadruples of points. Cartan invariant. Cross-

ratio.
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INTRODUCAO

Um problema bastante recorrente em geometria hiperboélica complexa é o de como
classicar m-uplas ordenadas de pontos distintos no espaco hiperbolico complexo de di-

mensao n, HE e em sua fronteira OHIE.

O espaco de modulos, é um espaco que vai parametrizar o espaco de m-uplas ordenadas

de pontos distintos em OHf, modulo a acao de PU(n, 1).

Sabendo que PU(n, 1) age bi-transitivamente em OHE, classificar pontos ou pares de
pontos sobre acao de PU(n, 1) torna-se trivial. No caso de triplas ordenadas de pontos
distintos em OHI{, a classificacao ¢ feita pelo invariante angular de Cartan A. Mais detalhes

veja Goldman [5].

No caso de quadruplas ordenadas de pontos distintos em 0HP o problema de classifi-

cacao torna-se um pouco mais complexo.

O principal objetivo dessa dissertacao é descrever um espaco de modulos para quadru-
plas ordenadas de pontos distintos em JHE, n > 1, médulo a a¢ao do grupo de isometrias
holomorfas, PU(n, 1). Este trabalho foi divido em cinco capitulos distribuidos da seguinte

forma:

No capitulo 1 apresentamos conceitos preliminares de geometria hiperbolica com-
plexa. Destacamos os conceitos de invariante angular de Cartan e a razao-cruzada com-
plexa, que sao invariantes numéricos importantes para descricao do nosso espaco de mo-

dulos.

No capitulo 2 apresentamos o conceito de matriz de Gram associada a uma m-upla
ordenada de pontos distintos em JH{. A matriz de Gram é a principal técnica utilizada
para descrever o espaco de modulos. Destaca-se neste capitulo as proposicoes 2.1 e 2.3.
Em 2.1, damos uma forma de normalizar as classes de congruéncias das matrizes de
Gram. Em 2.3, classificamos pares de quadruplas ordenadas de pontos em OHY, através

do conceito de matriz de Gram normalizada.

No capitulo 3 destacamos o estudo do espaco de configuracoes de quadruplas orde-

nadas de pontos distintos na fronteira do plano hiperbdlico complexo OHZ e a descri¢ao
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do seu espaco de modulos M.

No capitulo 4 descrevemos o espaco de modulos para quadruplas ordenadas de

pontos em OH, onde n > 1.

No capitulo 5 mostramos alguns subconjuntos do espaco de modulos M estudado

no capitulo 4, e damos uma descricao da topologia do espago M.
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1 ELEMENTOS DE GEOMETRIA
HIPERBOLICA COMPLEXA

Nesse capitulo sao apresentados conceitos preliminares de geometria hiperbdlica com-
plexa, afim de que o leitor se familiarize com os conceitos e notacdes ao longo do trabalho.
Definimos o espago hiperbolico complexo Hf e sua fronteira OH:. Apresentamos o domi-
nio de Siegel e o grupo de Heisenberg. Por fim, apresentamos as subvariedades totalmente

. n
geodésicas de HE.

1.1 O ESPACO HIPERBOLICO COMPLEXO HE

Seja C™! o espago vetorial C"*! munido de uma forma hermitiana ( , ) de assinatura
(n,1).

Dados os vetores Z,W € C™!, a forma mencionada acima & definida por,

(Z,W) = W] Jna[Z]

= Z21Wpt1 + 22W2 + ... + Wy + Zp41W1

onde,
21 wq
Z = , W = ,
Z’VL wn
Zn+1 wn+1
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e — -
0 0 0 1
010 0 0
00 1. 0 0
Jn,l_
000 ... 10
(100 ... 00|

Esta ¢ uma das maneiras de se escrever a forma Hermitiana de assinatura (n, 1) de acordo
com a escolha de uma base. Neste trabalho utilizaremos sempre a forma Hermitiana nas

coordenadas definidas acima.

Destacamos os seguintes subconjuntos de C™!:

Vo = {ZeC™(Z Z) <0}
Vo = {ZeC"(Z Z) >0}
Vo = {ZeC"|(Z Z)=0}.

Os vetores pertencentes aos conjuntos V_, V., e V{ sao denominados vetores negativos,
vetores positivos e vetores nulos ou isotropicos, respectivamente. Note quese Z € V_, )\ €
C\ {0}, temos que (\Z,\Z) = |\*(Z,Z) < 0. Entao, os pontos \Z € V_. As mesmas
afirmacgoes podem ser feitas para V) e V.. Isso nos motiva a definir a seguinte relagao
entre vetores de C™'\ {0}. Seja Z, W € C™', Z ~ W se, somente se, Z = AW para algum

A € C\ {0}. Prova-se sem dificuldades que esta relacdo ¢ de equivaléncia. Dai, definimos

n,1
per — A0

como o espago projetivo complexo de dimensao n. Definimos, também, a projecao cand-
nica 7 : O™\ {0} — PC".

Define-se o espago hiperbdlico complexo de dimensdo n como sendo m(V_) = H.
Define-se a fronteira do espago hiperbélico complexo como sendo 7 (Vy) = OHZ. No caso
de n = 2, diremos que HZ ¢ o plano hiperbolico complezo. Podemos identificar o espago
hiperboélico complexo Hg com a bola B = {Z € C™";|Z| < 1} e sua fronteira OHf com a
esfera S*"~! = {Z € C";|Z| = 1}.

Seja Z,W € HE. Definimos a métrica em HE por

o (dz,w)\  (Z,W)(W,Z)
o (55) = vy
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onde Z e W sao levantamentos quaisquer de z e w, respectivamente. Esta métrica é

denominada métrica de Bergman. Mais detalhes em Goldman |[5].
O grupo unitdrio da forma Hermitiana (, ) é dado por
U(n,1)={Ae€GL(n+1,C)|(AZ,AW) = (Z,W);YZ,W € C™'}.
Como U (n, 1) preserva a forma Hermitiana ( , ), segue que A € U (n, 1) se, somente se,
A*Jp 1A= Jpa.

O grupo unitério U (n,1) atua via projecao em HE (e em OHE). A projetizagao de
U (n,1) é o grupo PU (n, 1) de isometrias holomorfas de H¢. Dados A, B € U(n,1), A ~
B se, e somente se, existe A € C\ {0} tal que A = \B. Entao,
U(n,1)

Y

PU (n,1) =

Agora apresentamos algumas observacoes envolvendo £ - uplas de pontos em OHE que
serao de grande importancia para obtermos alguns resultados. Para essas observacoes
utilizaremos o lema a seguir, encontrado em Parker [7] em uma versdo para pontos em
C?!, mas o resultado se estende para pontos em C™! e a demonstracio é feita de forma

similar a encontrado na fonte supracitada.

Lema 1.1. Se P, € C*! com (P,P) < 0e (Q,Q) <0, entao ou P = \Q para algum
A e Cou (PQ) #0.

Observacao 1.1. Sejam p, ¢ pontos distintos em OHPE com levantamentos dados pelos
vetores P, (), entao (P, Q) # 0.

De fato, basta aplicar o Lema 1.1.

Agora, considere W um subespaco de C™! cuja dimensao de W é igual a k + 1, com
1 <k <n.Tome {P, P,,..., P} uma base ortogonal para W, ou seja (P;, P;) = 0,1 #
j. Segue do Lema 1.1 que a forma hermitiana restrita ao espaco W tera uma das seguintes
assinaturas (k, 1), (k,0), (k+1,0) e diremos que W é hiperbdlico, parabdlico ou eliptico,

respectivamente.

Observacao 1.2. Seja {Py, P, ..., Pyy1} vetores isotropicos linearmente independentes
e W o subespaco gerado por esses vetores. Entao a forma restirta ao subespaco W tem

assinatura (k,1).

Primeiro afirmamos que W N V_ # (). De fato, seja Q € W, podemos escrever esse

vetor como combinacao linear dos vetores Py, P, ..., Py11, ou seja, escrevemos o vetor
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como ) = a1 Py + asP + ... + agy1 Pryq. Dessa forma,
<Q, Q> = 2Re (Ozlag <P1, P2>) + 2Re ((1153 <P1, P3>) 4+ ...+ 2Re (akakﬂ <Pk;, Pk—i—l)) .

Segue da obsesvacao 1.1 que (P, P;) # 0,Vi,j € {1,...,k, k+ 1}. Logo, existem o, . .., a1,
tal que Q € V_.

Agora, tome {Vi, V5, ..., Vii1} base ortogonalizadora de W. Podemos escrever )

como combinacao linear () = 51V) + BoVo + ... + Bry1 Vi1 Assim,

Q= ’51’2 <V1, V1> + ’52’2 <V2, V2> +.. ‘5k+1|2 <Vk+1, Vk+1> < 0.

Isso implica que pelo menos um dos vetores V; € V_. Do Lema 1.1 segue apenas um vetor

Vi pertence a V_. Portanto a assinatura da forma restrita a W sera (k,1).

1.2 MODELO DO PARABOLOIDE (DOMINIO DE
SIEGEL)

Dados Z,W € C™!, consideremos o produto Hermitiano dado por

<Z, W> = 21@714_1 + 20Wo + ... + 2, W, + zn+1w1.

Dado W € C™' escrevemos W = (wy,w,w,y1)" onde w = (wy,...,w,) € C* '

Temos que um vetor W € Vj, se somente se, (W, W) = 0, ou seja,
((w, w)) + W Wpy1 + Wyp1W1 = 0,

onde {({, )) é produto interno usual de C"~!. Isso implica que, se 7 (W) € OHZ, entao
Wpy1 # 0 ou W~ (1,0,...,O)t. De qualquer forma, podemos identificar um ponto

p = (z1,2) € OHZ, pelo seu levantamento P em C™' por

21
p—P=1|2z |,
1

chamado de levantamento padrao em C™! e
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1
Poo /2| O |,
0

onde ps € 0 ponto no infinito em OHI.
Observe que (P, P) = 0, se e somente se, Re (21) + ||z]]> = 0.

Por argumentos similares podemos identificar o espago hiperbolico complexo de di-

mensao n com conjunto

HE ~ " = {(w1,w) € C";Re (w1) + [|w|[* < 0}

denominado dominio de Siegel e sua fronteira é o conjunto
" = { (w1, w) € C"Re (wy) + [[w]|> = 0}

e OHE ~ 0h" U {peo}-

1.2.1 Coordenadas Horoesféricas de H e o grupo de Heisenberg

Temos que
w1 n 2
w = € b < Re(wy) + ||w||” < 0.
w
Colocando u = —Re (w;) — ||w||* > 0 e { = w, segue que Re (w;) = —||¢||* —u. Vemos que
w; tem a forma w; = —||(||* — u + iv para algum v € R. Portanto, temos a seguinte pa-

rametrizagao de H (dominio de Siegel) em coordenadas horoesféricas, cujo levantamento
é dado por
C!'xRxR, — C*!

—[[¢IPP = u+ v
(C,U,U)H \/§C
1

Definigao 1. O grupo de Heisenberg H é conjunto C"~! x R munido da operacao

(C1,v1) - (G2, v2) = (Cu + G2, v1 + w2 + 2Im ((C1, (2))) -

A horoesfera H,, de nivel u > 0 é o subconjunto de H tal que

H, = {(w1,w) € §™;Re (wy) + [|w|* = —u} .
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O grupo de Heisenberg pode ser identificado pela horoesfera de nivel v > 0, pela

correspondéncia

(¢ v) = (=Kl —u+iv,C).

E a identificagao de H x R, com o dominio de Siegel h”™ é dada por

(C,U,U) = (_HC||2 —u—i-Z"U,C) .

1.2.2 Transformacgoes de Heisenberg

Destacamos abaixo, algumas isometrias de PU(n,1). Seja ((,v) € C"! x R. A

translagao de Heisenberg por ((,v) é dada pela matriz,

1 —v2¢ —|[¢]]? + v
T(CVU): O Infl \/§C Y
0 0 1

onde I,,_1 é a matriz identidade de ordem n — 1. A transformacao T fixa o ponto py, e
T(0,0) = (¢,v).
Destacamos também as transformades de Heisenberg que fixam os pontos p., e (0, 0).

A rotacao de Heisenberg é dada pela martriz

1 0 0
RA_ O )
0 0 1

onde A € U (n — 1). Sua agdo em HE em coordenadas horoesféricas é dada por R4 ((,v,u) =

(AC,v,u).

A dilatacao complexa de Heisenberg por um fator A € C, é dada pela matriz

A0 0
D)\ - 0 In—l 0
0 0 1

Sua agao em Hf em coordenadas horoesféricas é dada por Dy, (¢, v,u) = (A(, |0, |A[*u) .

Mais detalhes dessas tranformagdes podem se encontrados em Goldman [5].
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1.3 SUBVARIEDADES TOTALMENTE GEODESICAS

Seja U um subespaco de C™! com dimensdo k+1,onde 1 <k <n-—1,, UNV_ #0.
A projegao m (U\ {0} NV_) C HZ é denominado um C* - plano em HZ. Esse C* - plano

é uma copia de HE, mergulhado em HZ. Logo

HE =P U\ {0}nV.).
Um C* - plano é uma subvariedade totalmente geodésica. Dizemos que um C! - plano é
uma, geodésica compleza e um C"1 - plano é um hiperplano complexo.

A fronteira de um CF - plano é dado por
OHg = P (U\ {0} N Vo)

e ¢ denominada uma C* - cadeia. Dizemos que uma C' - cadeia ¢ uma cadeia e uma C**

- cadeia é uma hipercadeia.

Seja C' uma CF - cadeia, entdo C' ¢ uma C* - cadeia vertical se, somente se, ps, € C.

C ¢ uma CF - cadeia finita se, somente se, py, ¢ C.

Definigao 2. Sejam vy, vs, ..., V541 vetores linearmente independentes em C™! tal que
(vi,v;) € R, Vi, j. Assim o espago W = {oyv1 + agve + ... + ap10k41; 5 € R} € um

subespaco totalmente real de C™!.

Seja U um subespaco totalmente real de C™!' de dimensdo real igual a k + 1, onde
1 <k <n-1. A projecdo P(U\ {0} NV_) C HZ é denominado um R* - plano em HZ.
Um R¥ - plano é uma copia de um espaco hiperbolico real de dimensio k, mergulhado em
HE. Assim,

HE = P(U\{0}n V)
¢ uma subvariedade totalmente geodésica.

Dizemos que um R? - plano é uma geodésica totalmente real e sua fronteira é denomi-

nada um R - circulo.

1.4 INVARIANTES NUMERICOS

Nesta secao introduzimos dois invariantes numéricos importantes para o0s nossos es-

tudos.
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1.4.1 INVARIANTE ANGULAR DE CARTAN

Para mais detalhes o leitor pode ver em Goldman [5].

Definigao 3. Seja p = (p1, p2, p3) uma tripla ordenada de pontos distintos em OHE. O

invariante angular de Cartan A (p) de p é definido por
A(p) = arg (— (P, P», P3)),
onde P, € C™! ¢ um levamento de p; e
(P, Py, P3) = (P, Po) (P, P5) (P3, P) € C

é o produto triplo hermitiano.

O invariante de Cartan independe dos levantamentos P; escolhidos para a tripla P.
De fato, tomando dois levamentos distintos P = (P, Py, P5) e P' = (A Py, \aPa, A\3P3)
para a tripla p, temos
(P}, Py, Py = | M| (P, P, P3)

Esses produtos sao miltiplos por um escalar positivo. Assim seus argumentos sao iguais.

Agora, seja G = [(P;, P;)] a matriz (3 x 3) dada por

0 (P, Py) (Py,Ps)

G=UP. P = | (PLPs) 0 (PP
(P1, Ps) (P, Ps) 0

Entao

det G = (Py, P3) (Py, Po) (P, P3) + (Py, P3) (P, Po) (Py, Ps) = 2Re ((P1, P, P3)) .

Mais adiante veremos que matrizes associadas a k - uplas de pontos em OH{ possuem
determinante negativo ou nulo. Logo, Re ((Py, P2, P3)) < 0. Assim, temos que —7/2 <
Ap) <m/2.

Listamos abaixo algumas propriedades importantes do invariante de Cartan. Consi-

deramos as triplas p = (p1,p2,p3) e p' = (p}, ph, p3) em OHE:

1. As triplas p e p’ sdo congruentes em PU (n, 1) se, somente se, A (p) = A (p');

2. As triplas p e p’ sdo congruentes com respeito a uma isometria antiholoforma de H

se, somente se, A (p) = —A (p);
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3. Uma tripla p = (p1, po, p3) esté contida em uma cadeia se, somente se A (p) = +m/2;

4. Uma tripla p = (p1, p2, p3) esta contida em um R - circulo se, somente se A (p) = 0.

1.5 RAZAO-CRUZADA COMPLEXA

Esse invariante generaliza a razao cruzada usual de quadruplas ordenadas de ntimeros

complexos. Mais detalhes o leitor pode encontrar em Parker [10].

Definigao 4. Seja p = (p1,p2,p3, p4) uma quadrupla ordenada de pontos distintos em

OHE. Definimos a razao cruzada complexa de p da seguinte forma:

(P3, Pr) (Py, P)
(Py, P1) (P35, Py)

X=X{p)=
onde P, € C™! é um levantamento de p;.

Esse invariante independe dos levamentos P, escolhidos. De fato, tomando levanta-
mentos P = (P, Py, P3, Py) e P’ = (P], P, P, P;) para quadrupla p, entdao P/ = \; P, com

A; € C*, assim

(P, Py (P, P}y  (AsPs, \iPr) (MPa, MaPa)  Ashidahe (P, Py) (P, Pa)
(Pj, P{) (P§, Ps)  (AaPa, MP1) (A3P3, MaPy) — MAAshg (Py, PL) (Ps, Py)
( ) )
( ) )

X (p)

P37P1 P47P2
P47P1 P37P2

Algumas propriedades desse invariante sao listadas abaixo:

1. A razao cruzada é invariante com relacao a acao diagonal do grupo de isometrias
holomorfas PU (n, 1);

2. Se a quadrupla p = (p1, p2, p3, p4) esta contida em uma cadeia, entao X (p) € R*;

3. Se a quadrupla p = (p1, pa, 3, p4) esté contida em um R - circulo, entdao X (p) é um

nimero positivo.
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2 MATRIZ DE GRAM

Neste capitulo tratamos de uma importante ferramenta para o estudo do Espaco de
Moédulos de quadruplas de pontos em OHE. A Matriz de Gram nos permite identificar
quando duas quadruplas distintas de pontos em 0H sao congruentes sobre a acao diagonal

do grupo de isometrias PU(n, 1).

2.1 CARACTERIZACAO DA MATRIZ DE GRAM

Nesta secao apresentamos a matriz de Gram associada a uma m-upla ordenada de

pontos distintos na fronteira do espaco hiperboélico complexo.

Definigao 5. Seja p = (p1, ..., pm) uma m-upla ordenada de pontos distintos em OHE.

Consideremos a matriz Hermitiana (m x m)
G =G (p) = lgy] = (P, By,

onde P; é um levantamento de p;. Dizemos que G é uma matriz de Gram associada a

m-~upla p.

Da definicao vemos que uma m-upla p possui varias matrizes de Gram associadas,
ou seja, as matrizes de Gram dependem dos levantamentos escolhidos para m-upla p.
Seja (Py, Py, P3, Py) e (M Py, \aP2, \3P3, \yP;) dois levantamentos distintos da m-upla p
em C™'. Construindo as matrizes de Gram G = [(P,, P;)] e G' = [(\;P;, \; P;)] associadas

am - upla p= (p1,...,pm), temos a seguinte relacdo
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)\lxl <P17 P1>

A0
B 0 A
| 00

= D*GD.

0

)\IX2 <P17 P2>
)\QXI <P27P1> )\2X2 <P2,P2>

AmX1 <Pm7 P1> AmX2 <Pm7 P2>

(P1, Pr)
(P, Pr)

<Pm;P1>

[sso motiva a seguinte definacao.

(P1, Py) (Pr, Pp)
(P, Py) (P, Ps)
<P3a'P2> <Pm7Pm>
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Definicdo 6. Dizemos que duas matrizes Hermitianas H e H (m x m) sdo equivalentes,

se existir uma matriz diagonal

D=(\)=

M O - 0 1
0 X -+ 0
o 0 --- )\m_

com \; € C, = C\ {0} tal que H = D*HD.

Dessa forma, pelo que vimos acima, uma m-upla de pontos em OHE esta associada a

uma classe de equivaléncia de matrizes (m x m) Hermitianas.

Agora tomemos duas matrizes G e GG associadas a uma m-upla p. Pelo que vimos

acima, podemos escrever G = D*GD. Calculando seus determinantes temos

sinal do determinante independe do levantamento escolhido para p.

det G

= det D*det Gdet D

= M.

= ’Al)\g)\m‘z det G.

Assim, verifica-se que det G = Adet G onde, \ = A1 A2... A [? > 0. Isso implica que o
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2.2 CARACTERIZAGCAO DE MATRIZES DE GRAM
ASSOCIADAS A QUADRUPLAS DE PONTOS
EM OH?

Nesta secao apresentamos uma forma de normalizar a classe de matrizes equivalentes
associadas a uma quadrupla de pontos distintos em OHf. E ainda uma forma de iden-
tificar quadruplas de pontos congruentes em PU(n, 1) através de suas matrizes de Gram

associadas.

Proposicao 2.1. Seja p = (p1, pa2, p3, p4) uma quadrupla ordenada de pontos distintos em
OHE. Entao, a classe de equivaléncia da matriz Gram associada a p contém uma dnica
matriz G = (g;;) com g¢;; = 0, g12 = ga3 = g3a = 1, |¢g13| = 1. Dizemos que G é a matriz de

Gram normalizada associada a quadrupla p.

Demonstracao: Seja p = (p1, p2, P3, pa) quadrupla de pontos distintos em OH{ e sejam
P; levamentos de p; em C™!, i = 1,2, 3,4. Como os p; sao distintos segue da observacao
1.1 que g;; = (P, P;) # 0, para i # j. Assim, escolhemos levantamentos para p; da
seguinte forma:
tome P, = a P, Py = Py, Py = 371P3, Py = v 1P, onde a = (P, P) , 3 = (P, P5) ,y =
<P?:, Py) . Isso implica que <P1',P2’> = <P2,,P§> = (P, Pp) =1.

Fazendo a = 1/1/| (P}, P;)| € R escrevendo, P, = aP;, P, = (1/a) P, P; = aP;,
P4 = (1/@)Pzi, obtemos <P1,P2> = <ﬁ2,ﬁ3> = <P3,P4> =1le ’<P1,P3>‘ = 1. Assim a
,pj> é dada por

matriz G = (g;;) = <R

G = (955) =
! g 1 0 1

i Gia Gou 1 0

Agora vamos provar a unicidade da matriz normalizada associada a p. Sejam G = (g;;)

e H = (h;;) matrizes de Gram normalizadas associadas a uma quadrupla p. Entao existe

A0 0 0
o 0 X 0 0 _
uma matriz diagonal D = _ com \; € C,, tal que H = D*GD.
0 0 A3 O
0 0 0 X\

Pelo que vimos acima temos, h;; = Aingij, comi,j =1,2,3,4. Como G e H estao na
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forma normalizada, gi; = hi; = 0, gi12 = g23 = g3a = hi2 = hoz = h3s = 1, |913’ = |h13| =
1. Da relacio entre as matrizes temos que his = A\A3g13, hia = AMAigia, hos = AoAagou.

Para mostrarmos que G = H, é suficiente mostrarmos que M3 = M\ = Aoy = 1.

Como |hiz| = [MAsgis| = |g13] = 1, segue que [A\A3] = 1. De g1a = hig = M dagia = 1
obtemos A Aa = 1 (1). De forma analoga obtemos A3 = 1 (2), A\sAs = 1 (3).

Assim, multiplicando ordenadamente ambos os lados das igualdades (1) e (2), obtemos
MAs|Ag|? = 1. Como [\ N3] = 1, segue que |A\o|2 = 1. Logo, M A3 =1 (4).

Das igualdades (1) e (3) obtemos A\ AA3A\, = 1. Utilizando (4) mostramos que
)\2X4 - 1 (5)

Das igualdades (4) e (5) obtemos A\ AshA\y = 1. Utilizando (2) mostramos que
MMy = 1 (6). Das igualdades (4), (5), (6), temos que G = H.

|
Exemplo 2.1. Utilizando os passos da proposi¢ao anterior, mostraremos como encontrar

a matriz de Gram normalizada associada a classe de equivaléncia de uma quadrupla

p = (p1,p2, p3, pa). Paraisso, seja p uma quadrupla de pontos em OHF com levantamentos

dados por,
0 —1 —4 -9
Pl = 0 ) P2 = \/5 ) P3 - 2\/§ ) P4 - 3\/5
1 1 1 1

Veremos mais adiante no exemplo 5.3 que a quadrupla p esti contida em um R - circulo.

Temos que

<P17P2>:_1 ) <P17P3>:_47 <P17P4>:_97
(P, P3) = =1, (P, Py) =—4, (P, P)=-1.

e a matriz de Gram dada por,

-1 0 -1 -4

G = PmP -
N I
-9 -1 -1 0

Como g19 = ¢go3 = g3 = —1, tome P/ = —F,, parai = 1,3 e P/ = P,, para i = 2,4.
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Dessa forma,
G = (Pl Ps) = dhs = (o B}) = dha = (P Fi) = 1
Como ¢;3 = (P}, P}) = (—P;, —P3) = —4, tome a = 1/+/] — 4| = 1/2. Fazendo

- 1 . . 1 .
P = §P1’, P, = 2P2/, Py = §P1’, P, = 2Pi,

temos que
0 —2 2 —18
151 = 0 s 152 = \/§ ; p?) = _\/§ ; P4 = 6\/§
—1/2 2 —1/2 2
Dai, g19 = gos = gsa = 1,G13 = —1,G1a = 9, gos = —16. E a matriz de Gram normalizada

associada p sera

0o 1 -1 9
G = (j) = << P ~j>> - _11 (1) (1) _116
9 24 1 0 |

Definicao 7. Sejam p = (p1,p2,p3,p4) € P\ = (P}, 0, Ph, ) duas quadruplas ordenadas
de pontos distintos em OHE. Dizemos que p e p’ sdo congruentes em PU(n, 1) se existir
g € PU(n,1) tal que g (p;) =pl,i =1,2,3,4. Onde g (p;),i = 1,2,3,4 é acdo diagonal de
g na quadrupla p.

Exemplo 2.2. Aplicando uma dilatacdo complexa de Heisenberg D,, por um fator \ €
C, na quadrupla p = (p1,pe,p3,ps4) do exemplo anterior, temos uma quadrupla com

levantamentos dados por,

0 —[A[? —4[A[? —9A[?
P1: 0 5 P2: \/5)\ ) P3: 2\/5)\ ) P4: 3\/5)\
1 1 1 1

Assim, essa quadrupla é congruente a quadrupla do exemplo anterior. Podemos cal-
cular sua matriz de Gram e comparar com a matriz de Gram G do exemplo anterior.

Calculando,
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(P, Py =—|\? , (P, Ps) = =4\ (P, P) = —9\?
(Po, Py = —|A\? , (P, Py) = =4\, (D3, Pu) = — |\,

e a matriz de Gram sera

0 AR DR 9P
SR 0 AR AP
H= (P, P,)) = o 2
AR AR 0 ]
SO AR AR 0

Observe que H = |A\]2G = A\G, ou seja, as matrizes de Gram G e H sdo equivalentes,
mas sdo diferentes, se escolhemos A # 1. Vemos que quadruplas de pontos congruentes
nao necessariamente possuem matrizes de Gram iguais. Agora, normalizemos a matriz H
com os passos utilizados no exemplo anterior. Fazendo, P/ = —1/|\]*P;, para i = 1,3 e

P! = P, para i = 2,4. Dessa forma,
Mo = (Pl Ps) = oy = (Ph Py) = by = (P PL) = 1.
Como hy = (P}, P}) = (=P, —P3) = —4/|\|?, tome a = 1//] — 4/[A\]2] = |A|/2. Fazendo

Py = |\?/2P], P, = 2/|\*P;, Py = |\|?/2P], P, = 2/|\|*P},

temos que
0 9| 20| 18\
D __ D __ 24/2) D V2) D __ 62\
P=1 0 R=LSE s Be= g onp s =)
_ 2 1 2
1/2|A A PR A

0 01 -1 9 ]
i (iLw) _ 1 0 1 -16
11 0 1
9 24 1 0

Portanto igual a matriz normalizada G do exemplo anterior.

Estes dois exemplos nos motivam a perguntar, se existe alguma relagao entre matrizes

de Gram normalizadas associadas a quadruplas de pontos congruentes? A Proposicao 2.3
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nos fornece um critério de congruéncia dessas quadruplas utilizando suas matrizes de
Gram normalizadas. Para a sua demonstracao faremos uso do Teorema de Witt, veja

Scharlau [11] abaixo enunciado. Antes, duas definigGes:

Definigao 8. Um espago vetorial hermitiano, (V, (, )) é dito regular, quando
{veV|{(w,v)=0,Yw eV} ={0}.

Definicao 9. Uma isometria entre espagos vetoriais hermitianos ¢ uma aplicacao linear

injetiva que preserva o produto hermitiano.

Lema 2.2. (Teorema de Witt). Seja (V, ( , )) um espago vetorial regular. Sejam W C V
um subespago de Ve o : W — V uma isometria. Entao, existe uma extensao isométrica
Y:V—VdeoaV.

Observacgido 2.1. O espago vetorial C™»! = (C"*1 (| )) é regular. Pois sua assinatura é

(ny,n_,ng =n,1,0).

Proposicao 2.3. Sejam p e p’ duas quadruplas de pontos distintos em OHE. Entao, p e
p’ sdo congruentes em PU (n, 1), se somente se, suas matrizes de Gram normalizadas G e

G’ sao iguais.

Demonstracdo: Sejam p = (p1,pa,p3,pa) € P = (P}, Py, Ph, py) quadruplas de pontos
distintos em OHE congruentes em PU (n, 1). Tomemos levantamentos P = (Py, Ps, P, Py)
e P'= (P, P}, P}, P;) das quadruplas p e p’ em C™'. Entao existe g € PU (n, 1) tal que
g(p;) =pii=1,2,3,4. Logo existe g € U (n,1) tal que g (p;) =P (g(P;)),i =1,2,3,4.
Como P (g (P)) = p; = P(F!), existem \; € C,,i = 1,2,3,4 tal que P/ = \; (g (F))).

Dessa forma
(P, Py = (NG (P),Ng (Py)) = XN (§(Py), G (P))) = Ah; (P, Py .5 =1,2,3,4.

Sejam H e H' as matrizes de Gram associadas a p e p/, respectivamente, definidas por
H = ((P,P;)), H = ((P/,P})). Pela a igualdade acima temos que H = D*HD, onde
D = (Xz) ¢ uma matriz diagonal 4 X 4. Da unicidade da matriz de Gram segue que as

, ’ . . . . .
quadruplas p e p possuem matrizes de Gram normalizadas associadas iguais.

Agora, consideremos p = (p1, p2, p3, pa) € p' = (P}, P, Ph, py) duas quadruplas de pontos
distintos em OHE, com levamentos P = (Py, P, P3, Py) e P' = (P], Py, P}, P;) que geram
matrizes de Gram normalizadas G e GG’ iguais, associadas a p e p/, respectivamente. Sejam
W e W' subespacos de C™! gerados pelos levantamentos P e P’. Entao, dimW = dimW’,

pois as matrizes de Gram normalizadas associadas as quadruplas P e P’ sdo iguais. Caso
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contrario, o numero de colunas linearmente independentes de G e G’ seriam distintos.

Assim, existe um isomorfismo entre W e W”.

Queremos mostrar que existe uma isometria g : W — W’ tal que g (P;) = P/,i =
1,2,3,4. No caso em que dimW = dimW’ = 4 o problema ¢é trivial. Consideremos o
caso em que W e W’ sdo subespacos proprios de C™! de dimensdo 3. Reordenando, se
necessario, podemos considerar B = {Py, P», P3}, B’ = {P|, P;, P;} bases de W e W/,
respectivamente. Definamos o isomorfismo g : W — W' por g (P;)) = P/ onde P, € B e

P! € B'. Desejamos mostrar que g (Py) = Pj.

Como P, € W podemos escrever esse vetor como combinacao linear de Py, Py, P3, ou
seja, Py = aP, +bP,+ cPs. De forma anédloga P; € W’ pode ser escrito da seguinte forma
P =d' P/ + VP + ' P;. Assim,

(Py, P1) = b (P, P1) 4+ c(P3, P)
(Py, Py) = a (P, P) + c(Ps, Ps)
<P4,P3>:CL<P1,P3>+b<P2,P3>

(Py, P{) =V (P, P{) + ¢ (Ps, P)
(P}, P3) = d' (P, P3) + ¢ (Ps, Fy)
(Py, Ps) = a' (P, P5) + b/ (P;, Ps) .
Como (P, P;) = <PZ-’,P](>, temos que (a,b,c) e (a/,b, ) sdo solugoes do mesmo sistema

de equacoes lineares. O determinante da matriz dos coeficientes deste sistema é

0 (P, Py) (P, Ps)

(Pr, P») 0 (P, Ps) | #0,
(P1, Ps) (P, Ps) 0

pois caso contrario, os vetores P, P, P3 seriam linearmente dependentes. Entao, o sistema
acima possui solugao tnica. Logo (a,b,c) = (a/,0',c) e g(Py) = g(aP, + bPs + c¢P3) =
ag (P1) + bg (P) + cg (Ps) = a'P{ + b' Py + ¢ P; = P; como queriamos.

Consideremos o caso em que dimWW = dimW’ = 2. Reordenando, se necesséario,
podemos considerar A = {Py, P}, A" = {P], Py} bases de W e W', respectivamente.
Assim como no caso anterior, definamos a aplicacdo linear g : W — W' por g (P;) = P!

onde P, € Ae P/ € A". Mostraremos que g (P3) = Pj.

Como P; € W e P; € W' podemos escrever esses vetores como combinacoes lineares
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da seguinte forma Py = aP, + bPs, P = aP| + bP,. Assim

{ (P, P1) = b(P,, P1)

<P3,P2> :CL<P1>P2>
(P3, P[) = b(P3, P)
(P3, P3) = a(P], )

Como (P, Pj) = <P[,P;> segue que (a,b) = (a’,V') e g (P3) = P§. Mostrar que g (P,) = P}

é anélogo.

Assim, em ambos os casos, temos que g () = P/ comi = 1,2, 3,4. Logo, (¢ (P;),g(P;)) =
<PZ-’, PJ’> Assim, (g (P),g (F;)) = <P{,P]{> = (P, P;), ou seja g preserva a forma.

Assim, g é uma isometria entre W e W’. Pelo Teorema de Witt podemos estender g

a uma isometria g : C»!' — C™!. O que demonstra o resultado desejado.

Corolario 2.4. Sejam p e p’ duas quadruplas de pontos distintos na OHE. Entao p e
p’ sao congruentes em PU (n,1) se, somente se, suas matrizes de Gram associadas sao

equivalentes.

Demonstragao: Suponhemos p e p' quadruplas de pontos distintos congruentes em
PU (n,1). Pela Proposi¢ao 2.3, as matrizes de Gram normalizadas associadas a p e p’ sdo
iguais. Assim, as matrizes de Gram associadas a p e p’ sdo equivalentes a uma mesma

matriz de Gram normalizada. Logo essas matrizes sao equivalentes.

Agora, suponhemos que as matrizes de Gram associadas a p e p’ sejam equivalentes.
Segue da Proposigao 2.1 que a normalizacao dessas matrizes é tinica. Entao, as quadruplas
p e p' possuem a mesma matriz de Gram normalizada. Segue da Proposicao 2.3 que p e

p’ sdo conguentes em PU (n,1). [ |

Nas duas préximas proposigoes serao apresentadas algumas contas que nos serao dteis

para os proximos resultados.

Proposigao 2.5. Seja p = (p1,p2, p3, p4) uma quadrupla de pontos distintos em OHF e

seja G = (g;;) a matriz de Gram normalizada de p. Entao

det G = —2Re (g14) — 2Re (g13724) — 2Re (915G14924) + |g1a]” + |gaa]” + 1

Demonstracao: De fato, escrevendo G em sua forma normalizada e calculando seu
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determinante, temos

0 1 913 914
1 0 1
detG = g2
g3 1 0 1
g4 Gog 1 0
L1 gu 1 0 g 1 0 1
= —|g13 0 I |+a13] 9135 1 I |=9ua|g3s 1 0
§14 1 O 514 524 O m §24 1
_ — 2 2 — — [ — 2
= —G14 — 913924 T 11913 |924]” — 913914924 — 913024 — 914 — 914013024 + | 914]
= —2Re (g14) — 2Re (13724) — 2Re (g13G14924) + 91" + |g2al* + 1,
visto que |g13] = 1. [ |

Proposicao 2.6. Seja G (i, j, k) uma submatriz de G correspondendo a uma tripla (p;, p;, pr)-

Entao

det G (1,2,3) = 2Re (Gy3) det G (1,2,4) = 2Re (g24714) ,
det G (17 37 4) = 2Re (913§14) ) det G (27 37 4) = 2Re (524) :

Observacao 2.2. Todos os determinantes das proposicoes 2.5 e 2.6 sao negativos ou

nulos.
De fato, seja p = (p1,...,pr) uma k - upla de pontos em OHF, com levantamentos
dados pelos k vetores isotropicos {Py,..., Py} em C™'. Se os k vetores sio linearmente

dependentes, temos que a matriz de Gram G = ((P;, P;)) associada a p possui colunas e

linhas linearmente dependentes. Portanto seu determinante é nulo.

Se o conjunto de vetores {P,..., P} s@o linearmente independentes, tomemos o
subespaco W gerado por esses k vetores. Segue da observacao 1.2 que a forma restrita ao

espaco W tem assinatura (k — 1,1), Assim a matriz de Gram G = ((P;, P;)) é equivalente

I 0
Lia=| .
0 -1

Como vimos anteriormente os determinantes de matrizes equivalentes possuem mesmo

a matriz diagonal

sinal, logo o determinante da matriz de Gram é negativo.

Observacao 2.3. Na Proposicao 2.5 det G = 0 se, e somente se, a quadrupla p esti na

fronteira de um espago hiperbolico de dimensao 2. Na Proposigao 2.6 det G (i, j,k) = 0
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se, somente se, (p;, pj, px) pertence a uma cadeia.
Demonstragao:

Supondo det G = 0, segue que os vetores isotrépicos Pp, P, P3, P, sao linearmente

dependentes, onde P (P;) = p;.

Primeiro consideremos que trés vetores P;, P», P3 sao linearmente independentes e que
W é o subespaco gerado por esses vetores. Dessa forma P, se escreve como combinacao
linear de Py, Py, P3. Como W é gerado por P, P, Ps, temos que P, € (W NV,). Entao,
p € OHZ.

Supondo que dois vetores P;, P, sejam linearmente independentes. Tome V' ¢ [Py, P;|
espago gerado por P; e P, tal que B = { P}, P,, V'} seja uma base para WW. Assim os vetores
P3 e P; sdo escritos como combinagao linear de P, P, V. Logo, Ps. € (W NV, P, €
(W N V). Nesse caso também temos p € OHZ.

Agora supondo que p € OHZ, entdo existe W subespago com dimW =3, W NV_ # ()
tal que P, € WV, =1,2,3,4. Logo P; sao vetores linearmente dependentes e det G = 0.

Isso demonstra a primeira parte.

No caso da cadeia, a demonstracao é similiar.

2.3 RELACOES ENTRE MATRIZES DE GRAM E
INVARIANTES NUMERICOS

Na proxima proposigdo vamos resgatar as entradas das submatrizes de Gram (3 x 3)

de uma quadrupla em OH, através de invariantes de Cartan.

Proposicao 2.7. Seja p = (p1, p2, p3,p4) uma quadrupla ordenada de pontos distintos

em OHE e G = (g,;) a matriz de Gram normalizada de p. Entao

A (p17p27p3) = arg (_513> A (p17p2>p4) = arg (‘924?14>
A (P17P37p4) = arg (—913914) A (p27p37p4) = arg (—Joy)
Demonstracao:

Com calculos simples, relacionamos as entradas das submatrizes G (i, j, k) com os

produtos triplos (P;, P, P;) da seguinte forma,
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o (P, Py, P3) =73
o (P1, Py, Py) = 924914
o (P, P, Py) = 9139145
o (P, Py, P)) = Goy.

Dai o resultado segue.

Agora, definimos as razoes-cruzadas, que foram consideradas em [9], [10].

Xl :X<p17p27p37p4)7 X? :X(p17p37p27p4)7 X3:X(p27p37p17p4)'

Nas proximas proposicoes relacionamos essas razoes-cruzadas e o invariante de Cartan

com a matriz de Gram normalizada de uma quadupla em OHE.

Proposicao 2.8. Seja p = (p1, p2, p3, p4) uma quadrupla ordenada de pontos distintos

em OHE e seja G = (g;;) a matriz de Gram normalizada de p. Entao

G20 1 1
X, = $13921. Xy = —, Xg = ——,
914 914 913924
e _
i 1 X,
gi3 = —¢€ A, g14 = X—Z, go4 = X_le A,

onde A é o invariante de Cartan da tripla (p1, p2, p3).

Demonstracao: Da matriz de Gram normalizada de p segue que g15 = go3 = ¢34 =
1. Com céalculos simples conseguimos as trés primeiras igualdades da proposicao. Da
proposi¢ao 2.7 temos que A = A (p1,p2,p3) = arg(—g;3) e como |g13] = 1, segue que

g13 = —e~ . Agora podemos escrever

— = G24X2
914 .
Portanto, B
X
go1 = Xiem
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Corolario 2.9. Os nimeros X1, X, e A definem unicamente a classe de congruéncia de p
em PU(n,1).

Demonstragao: Olhando as trés ultimas igualdades da proposicao 2.8, vemos que a
matriz de Gram normalizada G = (g;;) da quadrupla p se escreve unicamente em funcdo
de X1, X5 e A. Dai, segue da proposicao 2.3 que X1, Xy e A definem a classe de congruéncia

de p em PU(n,1).

Observacio 2.4. E impossivel expressar unicamente gi; em termos de X;, X, e X3. De

fato, com algumas substitui¢oes encontramos

X4
XoXs'

(913)2 = %2 (924)2 =

XXy

Dessa forma os nimeros X1, X, e X3 nao sao suficientes para definir a classe de congruéncia
de p em PU(n,1).

Observe o proximo exemplo que ilustra esse fato.

Exemplo 2.3. Queremos encontrar duas quadruplas ordenadas p,p’ de pontos distin-
tos em OHZ que nao sejam congruentes em PU(n,1) e que X; (p) = X; (), X2 (p) =
Xe (p), X5 (p) =X5(p) -

Segue do corolario 2.9 visto anteriormente que precisamos encontrar quadruplas p, p’

tal que A (p) # A (p’) . Da Proposicao 2.8 podemos escrever

Xg = (Xg/Xl) €2iA.

Com uma verificagdo simples vemos que para X3 (p) = X3 (p') devemos ter A = +7/2.
Das propriedades do invariante de Cartan, precisamos de duas quadruplas p,p’ onde as

triplas (p1, p2, p3) , (P, Ph, Ps) estdo contidas em uma cadeia.

Daremos um exemplo de quadruplas de pontos em OHZ afim de facilitar as contas.
Usando coordenadas horoesféricas, podemos tomar as quadruplas p = (p1, pa, p3, p4) =
((0,0),00,(0,1),(0,2)),p" = (P, Ph, P, i) = ((0,0), 00, (0, —1), (0, —2)) contidos na ca-
deia vertical C' = {(0,t) € CxR} U {oo}. Da Secao 2.3 vemos que os levantamentos da

quadruplas p, p’ sao dados pelos vetores
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0 1 7 21
P=|0]|, R=|0|, B=|0|, P=|0],
1 0 1 1
0 1 —i —2i
Pr=10)|, PR=|0|, PB=|0|, P= 0
1 0 1 1

Calculando as razoes cruzadas, temos

Xi(p) =X (p) =1/2, Xo(p) =X (p) =1/2, X5 (p) = X5 (p/) = —1.

E ainda A (p) = —7/2 e A (p') = 7/2. Do corolario 2.9 segue que as quadruplas p, p’

nao sao congruentes em PU(n, 1) como queriamos.

Proposicao 2.10. O determinante da matriz de Gram normalizada de p é dado por

1 — .
detG = |)(—|2 [_2Re (Xl + XQ) — 2Re <X1X2€_12A) + |X1|2 + ’X2|2 + 1] = 0.
2

Demonstracao: De fato, substituindo (g;;) das expressoes da proposi¢ao 2.8 na férmula

do determinante de G da proposicao 2.5, temos o resultado.

Proposicao 2.11. Os determinantes das submatrizes G (i, j, k) de G sdo dados por

. X, .
det G (1,2,3) = —2Re ('), det G (1,2,4) = —2Re (ﬁem) :
2
det G (1,3,4) = —2Re e ", det G (2,3,4) = —2Re e "
(13,4 (s 2:3,4) Ear

Demonstracao: O resultado segue substituindo (g;;) das expressoes da proposicao 2.8



nas expressoes da proposicao 2.6.

34
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3 O ESPACO DE MODULOS DE
QUADRUPLAS ORDENADAS
EM OHZ.

Nesse capitulo contruimos um espaco de modulos para o espaco de configuracoes de

quadruplas de pontos em OHZ.

Definicao 10. Seja M o espaco de configuracoes de quadruplas ordenadas de pontos
distintos em JHZ. Ou seja, M é o conjunto de quadruplas ordenadas de pontos distintos
em OHZ pela agao diagonal de PU(2,1), e esse conjunto é equipado com a topologia

quociente. Nessa secao construimos um espaco de modulos para M.

A préxima Proposicao é de grande importancia para chegarmos no nosso principal

resultado.

Proposicao 3.1. Seja G = (g;;) uma matriz 4 x 4 Hermitiana tal que g; = 0,g12 =
923 = g314 = 1, |g13] = 1,914 # 0,924 # 0. Entao G é a matriz de Gram normalizada para
alguma quadrulpla ordenada p = (py, p2, p3, pa) de pontos distintos em OHZ se, somente
se, Re (g13) < 0,Re (924914) < 0 e detG = 0.

Demonstracao: Seja G = (g;;) a matriz de Gra normalizada associada a uma quadrupla

ordenada p = (p1, p2, p3, pa) de pontos distintos em JHZ. Segue da Proposi¢ao 2.6 que
det G (1,2,3) = 2Re (gy3) , det G (1,2,4) = 2Re (g24714) -
Da observacao 2.2 temos que esses determinantes sao negativos ou nulos. Como a qua-

drupla p esta contida em OHZ, quaisquer levantamentos Pi, Py, Py, P, de p sdo linearmente

dependentes. Isso implica que det G = 0.

Agora, tomemos G = (g;;) nas condi¢oes da Proposi¢do 3.1, com Re (g13) < 0, Re (924714) <

0 e det G = 0. Vamos exibir quatro vetores nulos Py, P, Ps, Py, P; € C*!, de quem a ma-

triz de Gram é igual a G, ou seja, G = [g;;] = (D, Pj)].
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Supondo que o ntimero o = 1 — g24G;3 — g14 # 0. Nesse caso tome os seguintes vetores

0 1 913 T4
Pi=101|,P=]0]|, =] \/-2Re(gy)e! 1) |, Py = —2Re (g21914)
! 0 1 24

Primeiro mostremos que (P;, P;) = g;; = 0. De fato, pela escolha de P;, P;, temos que
<P1,P1> = <P2,P2> = 0. E ainda

(Ps, P3) = G5 + v/ —2Re (g13)e™/—2Re (g13)e ™™ + g13 = 0,

<P47 P4> = 14924 — 2Re (924514> + 24914 = 0.

Com uma verificagdo rapida vemos que (Py, P3) = g3, (P, Py) = g14, (P2, P1) = gou, €
ainda que (P, ) = gi1o = 1, (P, P5) = g23 = 1. Resta mostrar que (Ps, P)) = ¢34 = 1.

Para que se tenha

(Ps, Py) = G13024 + / —2Re (g13)e" 1 949157919) \ /_9Re (g247y4) + g1a = 1,

precisamos mostrar que

2v/Re (g13) Re (924714) = |1 — 924715 — 914l
Para isso mostremos que
D = |1 = gugi3 — g1a” — 4Re (g13) Re (924714) = 0.

De fato,

D = (1— 924913 — g1a) (1 = Gp4913 — G14) — 4Re (913) Re (924914)
= 14 |g13]*[g24]* + |914> — 2Re (g14) — 2Re (g15G24) — 2Re (913714924 -

Como |g13] = 1, segue da Proposigao 2.10 que D = det G. Como por hipotese det G =

0 o resultado segue.

Agora supondo que & = 1 — ¢g24G15 — g14 = 0. Entdo, Re (g13) = 0 ou Re (g247,4) = 0.

Se Re (¢249,4) = 0 tome uma quadrupla como acima. Se Re (¢g13) = 0, como por hipdtese
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lg13] = 1, temos ¢g13 = +i. Assim, podemos escolher a quadrupla

0 1 513 §14
P=10]|, RB=|0|, FP=|01, P= —2Re (924914)
1 0 1 G4

Nesse caso mostrar que (P;, P;) = g;; ¢ analogo ao feito acima, basta observar que

(Ps, Py) = 924013 — goa = 1,
pois a = 0 por hipdtese.

Finalmente, em ambos os casos, como (P, P3) = g13 # 0, (Py, Py) = g1a # 0, (Ps, Py) =
gos # 0, segue que P, # P3, P, # P, P, # Py, pois p; € OHZ. Logo os pontos p; com

levantamenos P; sao distintos. Isso completa a demonstracao.

Corolario 3.2. Seja G = (g;;) uma matriz Hermitiana (4 x 4) tal que g; = 0,912 =
923,931 = 1, |g13] = 1,914 # 0,924 # 0, e det G = 0. Entao as inequagoes Re (g13) < 0 e
Re (924914 < 0), implica nas inequagoes Re (¢139;4) < 0 e Re(gy,) < 0.

Demonstracao: Segue da Proposicao 3.1 que G é a matriz de Gram normalizada para
uma quadrupla (p = py, pa, p3, pa) de pontos distintos em OHZ. Da Proposigao 2.6 temos
que

det G (1,3,4) = 2Re (913G14) det G (2,3,4) = 2Re (Gyy) -

Entao o resultado segue da observagao 2.2.

Agora, seja p = (p1,p2, p3, p4) uma quadrupla ordenada de pontos distintos em OHP,

e seja m (p) € M o ponto representado por p = (p1, P2, P3, Pa)-

Definimos a fungao
T M—=>C*xR

7:m(p) = (X1 = X (p1,p2, 03, 04) s Xo = X (p1, p3, 2, 04) , A = A (p1, 2, p3))

onde A = A (p1, p2,p3) € o invariante de Cartan da tripla (p1, ps, p3)-

Proposicao 3.3. Seja X1, X,, e A os nimeros definidos acima. Entao eles satisfazem a
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relacao

det G = [—2Re (X1 + Xo) — 2Re (X1 Xo2e ) + | X3 * + [ Xo* + 1] = 0.

| X2

Demonstracao: Seja p € M. Segue da observacao 2.3 que a matriz de Gram norma-
lizada G associada a quadrupla p possui determinante igual a zero. Entao, o resultado

segue da Proposicao 2.10.

Agora temos todas as ferramentas necessarias para provar nosso principal resultado.

Teorema 3.4. O espago de configuracdo M é homeomorfo ao conjunto de pontos X =
(X1, X, A) € C? x R definido por

det G = [—2Re (X1 + X5) — 2Re (X1 Xo2e ™) + | X1 > + | Xo)? + 1] =0,

| X5|?

sobre as condigoes
—7m/2 < A<7/2, Re (Xle_iA) > 0.

Entao este conjunto é o espaco de modulos para M, denotado por M.

Demonstracao: Da Proposicdo 3.3 temos que os pontos X = X, X5, 4 € C2 xR
satisfazem a equacao do Teorema 3.4. E ainda, seja G a matriz de Gram normalizada
para alguma quadrupla de pontos distintos em JHZ. Segue da Proposi¢do 2.11 que os

determinantes das submatrizes G (1,2,3),G (1,2,4) de G sao dados por

det G (1,2,3) = —2Re(e™) <0,
X, A)
detG(1,2,4) = —2Re e ] <0.
(12,4 (e

Logo, Re (¢4) > 0 e 2Re (Ehze) > 0. Batdo, —7/2 < A < 7/2 ¢ 2Re (Xye ) >

[ X2

Agora vamos mostrar que 7 : M — C% xR é sobrejetiva. Seja X = (X1, Xo, X3) € M,
vamos construir a matriz Hermitiana (4 x 4) G = (g;;) como segue. Usando as formulas
da Proposicao 2.8, definimos ¢13, g14, g24 em funcao de X, X5, A, colocando

iA

_ 1
gi13 = —¢€ ) g4 = =%,
Xy Xy
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Também colocamos g;; = 0,912 = g23 = gas = 1. Comparando a férmula da Proposicao
2.10 com a férmula da Proposicao 2.5 e pela construcao da matriz G, segue que det G = 0.
Como —7/2 < A < /2,Re (X1e7*) > 0. segue que —Re (™) < 0, —2Re ( X e’A> <0.

[X2[?

Comparando essas desigualdades com as férmulas da Proposicao 2.6 e pela construcao de
G temos que Re (g13) < 0 e Re (g24G14) < 0. E ainda temos que |g13| = 1,914 # 0, gog # 0.
Vemos que G satisfaz todas as condi¢oes da Proposicao 3.1. Segue da Proposicao 3.1 que
G é a matriz de Gram normalizada para alguma quadrupla ordenada p = (p1, pa, p3, p4) de
pontos distintos em OHZ. Entao, segue da unicidade de G e das formulas da Proposi¢ao

2.8 que 7 (m(p)) = (X1, X2, X3). Isso prova que 7 é sobrejetiva.

Por outro lado, tomemos m (p) ,m’ (p') € M com 7 (m (p)) = (X1, Xa, A) e (m' (p)) =
(X1, X5, A). Como (m(p)) # (m'(p')) as quadruplas p e p’ ndo sdo congruentes em
PU(n,1). Segue da Proposi¢ao 2.8 que suas matrizes de Gram normalizadas sao distin-
tas. Das formulas da Proposigao 2.8 segue que 7 (m (p)) # 7 (m/ (p')). Entdo 7 é injetiva.
Com M equipado com a topologia induzida de C? x R, temos que 7 : M — M & um

homeomorfismo.
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4/ O ESPACO DE MODULOS DE
QUADRUPLAS ORDENADAS
EM 9HY

Neste capitulo contruimos um espaco de médulos para quadruplas ordenadas de pon-
tos distintos na fronteira do espago hiperbodlico complexo. O roteiro para se chegar ao

nosso principal resultado é como o do capitulo anterior.

Definig¢ao 11. Seja M (n, 4) o espago de configuragoes de quadruplas ordenadas de pontos
distintos em OHE, isto é, M (n,4) é o quociente do conjunto de quadruplas ordenadas
de pontos distintos em OHE pela acdo diagonal de PU(n, 1) equipado com a topologia

quociente.

Nessa se¢ao construimos um espaco de modulos para M (n,4). Para isso precisamos
de uma nova versao da Proposicao 3.1, nesse caso para quadruplas de pontos em OHE,

enunciada abaixo.

Proposigao 4.1. Seja G = (g;;) uma matriz 4 x 4 Hermitiana tal que ¢g; = 0,12 =
923 = 934 = 1, |q13] = 1,914 # 0,924 # 0. Entdo G é a matriz de Gram normalizada para
alguma quadrulpla ordenada p = (p1, pa, p3, ps) de pontos distintos em OHP se, somente

se, Re (g13) < 0,Re (g24974) <0 e det G < 0.

Demonstracao: Supondo que G é a matriz de Gram normalizada associada a uma

quadrupla p = (p1, pa, p3, ps) com p; € OHE. Segue da Proposicao 2.6 que

Da observacao 2.2 temos que esses determinantes sao negativos ou nulos e det G < 0.

Agora, seja G = (g;;) uma matriz hermitiana (4 x 4) tal que g; = 0,912 = g23 = g3a =
1, |913| = 1,Re (913) S 07R€ (924§14) S 0 e detG S 0
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Como na proposicao 3.1, vamos exibir quatro vetores nulos P, P, P5, Py em C™!,

onde sua matriz de Gram seja igual a G, ou seja, G = [g;5] = [(D, P})].

Supondo primeiro que Re (g13) # 0. Tome os seguintes vetores

~
I

0
0
0
0

1
0
0
0

)

913

—2Re (913>

0
0

G4
(1 =914 — G24913) /\/ —2Re (g13)
_ T 2
V ~2Re (g217) + It
0

0

924

Primeiro mostremos que (P;, P;) = g;; = 0. De fato, pela escolha de P;, P;, temos que

<P1,P1> = <P2,P2> = 0. E ainda

(Py, Py) = G14924 +

1—3..—3T 2
| 914 — 924913] — 9Re

—2Re (glg)

(924?14) +

2
(Ps, P3) = G135 + ( —2Re (913)) +g13 =0,

|1 —Ji4 — 524913|2
2Re (g13>

+ Gos914 = 0.

Com uma verificagdo rapida vemos que (Py, P3) = g3, (P, Py) = g14, (P2, Py) = gou, €

ainda que (P, P2) = g12 = 1, (P, P5) = go3 = 1. Resta mostrar que (Ps, Py) = g34 = 1.

De fato,

(P3, Py) = 13924 + 1 — 914 — 924013 + 14 = 1.

Agora, supondo que Re (g13) = 0. Como por hipotese |gi3] = 1, segue que g3 = =+i.

Nesse caso podemos tomar a quadrupla

0
0

1
0

914
—2Re (g24914)
0

0

G4

Novamente, queremos mostrar que g;; = (I, Pj). As contas para (P, P;) com ¢ #

3,j # 4 sao semelhantes as da Proposicao 3.1. Resta mostrar que (Ps, P;) = g34 = 1. De
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fato, escrevendo a expressao de det G' em termos de g;; como na Proposicao 3.1, temos

det D = 1+ |gi3*g24]> + |g14]* — 2Re (g14) — 2Re (913754) — 2Re (913G14924)

= (1 = 924013 — 914) (1 — Go4913 — G1a) — 4Re (913) Re (924914) -

Como por hipotese det G < 0, temos

11— 924715 — g14]> < 4Re (g13) Re (924714) -

Como Re (g13) = 0, segue que 1 — g94G,5 — g14 = 0. Logo,

(P3, Py) = G243+ g1a = 1.

Finalmente, em ambos os casos, como (P, P3) = g13 # 0, (Py, Py) = g1a # 0, (Ps, Py) =
921 # 0, segue que P, # P53, P, # P, P, # Py, pois p; € OHE. Logo os pontos p; com

levantamenos P; sao distintos. Isso completa a demonstracao.

Teorema 4.2. O espago de configuragao M ¢é homeomorfo ao conjunto de pontos X =
(X1, X5, A) € C? x R definido por

1 .
det G = F [—2Re (X; + Xa) — 2Re (X1 Xa2e ) + | X4 + [ Xo* + 1] <0,
2

sobre as condigoes

—7m/2 < A< 7/2, Re (Xle_iA) > 0.

A igualdade na primeira equacao ocorre se, somente se, as quadruplas estao na fron-

teira de um espaco hiperbolico complexo de dimensao 2.

Demonstracao: A maioria dos resultados utilizados na demonstracao do Teorema 3.4
sao provados para o caso de quadruplas de pontos em OHP. Assim, a demonstracao do
Teorema 4.2 é uma pequena modificagao do Teorema 3.4, basta utilizar a Proposicao 5.2

no lugar da prosicao 3.1 e o resultado segue.
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5 ALGUNS SUBCONJUNTOS
INTERESSANTES DEM E A
TOPOLOGIA DO ESPACO DE
MODULOS M

Nesse capitulo apresentamos alguns subconjuntos do espago de médulos M. Como a
variedade bésica S, as variedades de Cartan, as configuragoes C- planas, configuracoes R

- planas e a fatia real de S. Apresentamos também uma descricao da topologia do espaco
de modulos M.

5.1 O CONJUNTO SINGULAR DE M

Com o objetivo de descrever a topologia do espaco de modulos M, definimos o seguinte

subconjunto de C? x R. Seja S o conjunto de pontos em C? x R, satisfazendo a equacao
—2Re (X1 + XQ) — 2Re (legeiiQA) + ’X1’2 + ‘X2‘2 +1=0

Chamamos o conjunto S de variedade basica. Também definimos os conjuntos

Si2s = {(X1,Xs,4) € C? xR:Re () =0};
Sias = {(X1,X5,4) € C2 xR:Re (X1e) =0};
Siza = {(X1,Xs,4) € C2 x R: Re (X2e™) =0} ;
Suss = {(X1,Xs,4) € C2 x R: Re (X1 X2e") =0}

Chamamos os conjuntos S;;; de variedades de Cartan.

Escrevendo X; = a + bi, Xy = ¢ + di e ' = cos A + isen A. Entdo, as variedades de
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Cartan sao descritas da seguinte forma

Stz = {(X1,Xs,4) €CI xR: A=%m/2+2kn};

Sizs = {(X1,X2,4) €CI xR:acosA+bsenA=0};

Sizq = {(Xl,Xg,A)E(Cfo:ccosA—dsenA:O};

Sasa = {(X1,Xs,4) € CIxR: (ac+bd)cos A+ (bc+ad) sen A =0} .

Definigao 5.1. Seja p = (p1, p2, p3, p4) uma quéadrupla de pontos em JHZ. Chamamos p
de um tetraedro com vértices (py, p2, ps,pa), € de faces (p;, pj, pr). Dizemos que p é um

tetraedro

e quase C - plano, se exitir uma face de p contida em uma cadeia.

e C - plano, quando todos os seus vértices estao em uma cadeia.

Na proxima proposicao daremos uma descricao para um tetraedro quase C - plano e
um tetraedro C - plano. Para isso, seja p um tetraedro e m (p) € M um ponto represen-

tado por p.

Proposicao 5.2. Um tetraedro p é quase C - plano se, somenente se, 7 (m (p)) pertence
a alguma variedade de Cartan. Além disso, um tetraedro p é C - plano se, somente se,

7 (m (p)) pertence a intersecao de pelo menos duas variedades de Cartan.

Demonstracao:  Suponhemos p um tetraedro quase C - plano. Entao, uma face
(pi, pj, pi) de p com levantamentos (P, P;, Py,) esta contida em uma cadeia. Logo, os pon-
tos P;, Pj, Py sdo linearmente dependentes. Assim, o determinante da submatriz G (i, j, k)
associada a tripla (p;, p;,pr) € nulo. Observando as formulas da Proposi¢do 2.11 temos
que 7 (m (p)) esta contido em S;;x. A reciproca dessa primeira parte da proposicao é feita

de forma analoga.

Agora demonstraremos a segunda parte da proposicao. Seja p um tetraedro C - plano.
Entao, p = (p1,p2, ps, pa) pertence a uma cadeia. Logo, cada tripla ordenada (FP;, P;, Py)
pertence a uma cadeia. Pelo mesmo argumento feito acima temos que 7 (m (p)) € Sia3 N

S124 N S134 N Saz4.

Suponhemos agora que 7 (m (p)) esta contida em duas variedades de Cartan. Podemos
supor sem perda de generalidade que 7 (m (p)) € Sia3 N S124. Logo, os determinantes das
submatrizes G (1,2,3), G (1,2,4) sao nulos. Assim, sendo P, um levantamento de p;

os conjuntos { Py, P», P3s}, {Pi, P,, P,} sao linearmente dependentes. Podemos tomar o
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subespaco de C*! gerado pelos vetores Py, P,. Entao, as triplas ordenadas p = (py, p2, p3)
e p = (p1,p2,ps) pertencem a mesma cadeia gerada por esse subespaco. Portanto, o

tetraedro p é C - plano.

Exemplo 5.1. Primeiro daremos um exemplo de um tetraedro C - plano.

Podemos tomar a quadrupla p = (p1, p2, p3, p4) = ((0,0),00,(0,1),(0,2)) contida na
cadeia vertical C' = {(0,t) € C x R} U{oo} vista no exemplo 2.3. Da definigdo temos que

p € um tetraedro C - plano. Com os levantamentos de p; dados pelos vetores

S
—
o~
[g:)

Pr=10]1, PB=10], P = Pr=10

1

—_
o
—_ O

Agora, um exemplo de um tetraedro p’ = (p!, ph, ps, py) quase C - plano.

Utilizando o exemplo acima, escolhemos por exemplo pj = (1,1) ¢ C, e fazemos

p = (P}, 05, ps, py) = ((0,0),00,(0,1),(1,1)) com levantamentos dados pelos vetores:

0 1 1 -1+
Pl=1|01, Po=101, P:;: 01, P, = V2
1 0 1 1

Calculando os produtos Hermitianos da quadrupla p’, temos

(P1, P3)
(P3, P3)

L (P, Fy)
1

—1, <P1/, P‘D =—1—1q,
) <P2/7P41>:17 <P:;>P41>

—1.

As razdes - cruzadas serdao, X (p/) = 1/2 —1i/2, X5 (p') = 1/2+1/2. E o invariante
de Cartan da tripla pi, ph, ph, dado por A (p}, ph,ps) = arg(—i) = —m/2. Assim, temos
que Re (") = 0,Re (X1e™') = Re (X2¢™') = —Re (X, X2¢') = 1/2. Tsso implica que o
ponto (Xi, Xo, A) pertence a variedade Si93, mas nao pertence a Sjoq, Si24, Soz4, como era

de se esperar.

Definicao 12. Seja f : R” — R uma funcao e V uma variedade definida implicitamente
por f (z1,9,...,x,). Dizemos que zo € R é um ponto singular da variedade V' se o vetor
gradiente V f (xy) = 0.
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Nas duas proximas proposicoes, descreveremos o conjunto singular da variedade S,
onde —7/2 < A < 7/2.

Proposicao 5.3. A variedade bésica S ndo possui pontos singulares para —7/2 < A <
7T/2 [§] Xl 7& 07X2 7é 0.

Demonstracao: Escrevemos X; = a + bi, Xo = ¢+ di e e 2?4 = cos24 —isen24. O

conjunto de pontos da variedade S em funcao de a, b, c,d, A é dado por

F(a,b,c,d;A) = —2(a+c) — 2[(ac+ bd)cos (24) + (bc — ad) sen (2A)]
+ d+ P+ +d+1=0.

Os pontos singulares da variedade S tém que satisfazer o seguinte sistema de equacoes:

‘2_5 = —1—ccos(24) +dsen (24) +a =0 (5.1)
%_f — 1 acos(24) — bsen (24) + ¢ =0 (5.2)
%_Z — —dcos (24) — csen (24) +b =0 (5.3)
8@—5 = —bcos(2A) +asen(2A)+d =0 (5.4)
g_i — (ac + bd) sen (24) — (be — ad) cos (24) = 0 (5.5)

Como X # 0 e X, # 0, temos que a® +b> # 0 e ¢ + d? # 0. Assim, consideremos os
seguintes casos: a =0,b# 0;a # 0,b=0;a # 0,b # 0.

1° Caso: a = 0,b # 0. Das equagdes 5.1 e 5.5 temos o seguinte sistema:

—ccos (2A) +dsen (2A4) =1
—ccos (2A) +dsen (24) =0

Logo, o sistema nao possui solugao.

2° Caso: a # 0,0 = 0. Reescrevendo o sistema (5.1) — (5.5), temos

([ —ccos(24) +dsen (24) =1—a
—acos(24)=1—-c¢
—dcos (2A) —csen (24) =0
asen (24) = —d
csen (2A) + dcos (2A) =0
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Temos que, cos (24) = ¢ — 1/a,sen (24) = —d/a. Substituindo na ultima equagao,
segue que d = 0. Entao, sen (24) = 0. Assim, A = +7/2, absurdo pela nossa hipotese.

3° Caso: a # 0,b # 0. Multiplicando a equagao 5.1 por b e a equacgao 5.3 por (—a) e

somando as equacoes resultantes, temos que
(ac + bd) sen (2A) — (be — ad) cos (2A) = b.

Assim, da equagao 5.5 segue que b = 0, absurdo pela nossa hipotese.

Entao, nos trés casos o sistema (5.1) — (5.5) ndo possui solugao. Portanto S nao possui

singularidades nessas condig¢oes.

Proposicao 5.4. A variedade basica S tém pontos singulares para A = +7/2.

Demonstracdo: Escrevendo o sistema (5.1) — (5.5) da Proposi¢ao 5.3 no caso em que

A =4/2, temos o sistema

OF

— = —14+c+a=0
da

OF

% = —1+C+Cl:0
OF

— = b+d=0

b *

oF

— = b+d=0

od *

oF

8_14 = bc—ad—O

Com solugdo para a +c¢ =1e b=d = 0. Agora, seja (X7, X3, A) € S com A = £7/2.

Entao, a equacao da variedade S da Proposicao 5.3 em termos de a, b, ¢, d é dada por
F(a,b,c,d)=—2(a+c)+2(ac+bd)+a®>+b*+c*+d*+1=0
Entao, para A = £7/2, os pontos de S sao definidos pelas equagoes

a+c=1, b+d=0.

Logo, todos os pontos X; = a+bi, Xy =c+die —7/2 < A< 7/2, coma+c=
1,b =d=0,A = +7/2 pertencem a variedade S e tornam o gradiente de F' nulo. Logo,

sao pontos singulares de S.



48

Nas quatro proposicoes seguintes utiizaremos X; = a+bi, Xo = ¢+ di e a funcao F =
F (a,b,c,d, A) definida como na Proposi¢ao 5.3. Daremos as coordenadas das interse¢oes
de cada variedade de Cartan S;;;, com a variedade basica S. Mostraremos a dimensao e a

nao transversalidade de cada intersecao.

Proposicao 5.5. A intersecao da variedade de Cartan Si93 com a variedade béasica S é
nao transversal. Essa intersecao é a uniao de variedades analiticas reais de dimensao dois.

Nas coordenadas acima, essa intersecao é dada pelas equacoes

at+c=1, b+d=0, A=4n/2+ 2km.

Demonstracao: Seja (X7, Xs, A) € SNS93 nas coordenadas acima. Logo, Re (eiA) =0
segue que A = +7/2 4 2km. Substituindo esses valores de A na equacdo que determina

os pontos de S, e observando a equagao da Proposicao 5.4 para A = £7/2, vemos que

a+c=1, b+d=0, A==+7/2+ 2km.
Podemos parametrizar cada intersecao definindo as funcoes
¢A ZR2 —>Sﬂ8123

¢A : (xay) = (fE,y,l _Iv_yaA)

para cada A = +m/2 4 2kxw. Entdo, SN Sja3 é a unido de variedades reais de dimensao

dois.

Agora, observemos os conjuntos
Sia3 = {(a,b,c,d,A) ER’: A= j:7r/2+2k77}, S = {(mb,c,d,A) €R’: F(a,b,c,d,A) = O}
Dai, definimos as func¢oes analiticas
fr:RP =R

fr(a,b,c,d,A) = A — (7/2+ kn)
com k € Z.

Assim para cada k € Z temos as variedades

Vi = {(a;bycyd;A) €R53fk<aabac7d7"4>:07 F<a7b7c’d7A):O}
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que sao analiticas. A unido dessas variedades analiticas Vj nos da a intersecao S N Syo3.

Agora, seja (a,b,c,d, A) € SN Sja3. Com algumas substitui¢oes simples temos os

seguintes gradientes,
VF (a,b,c,d,A) =(0,0,0,0,—4d), V fi (a,b,c,d, A) = (0,0,0,0,1).

Isso mostra que essa intersecao ¢ nao transversal. O que completa a demonstracao.

Proposicao 5.6. A intersecao da variedade de Cartan Si94 com a variedade béasica S é
nao transversal. Essa intersecao é a uniao de variedades analiticas reais de dimensao dois.

Nas coordenadas acima, essa intersecao ¢ dada pelas equagoes
a+btan A =0, a+c=1, b—d=0,
para A # +7/2 + 2km, e pelas equagoes
a+c=1, b=0, d=0,

para A = +7/2 4 2km.

Demonstracao: Seja (X;, X2, A) € SN Sia4. Quando A # +7/2 + 2k, observa - se
que Re (YleiA) = 0, implica em b # 0. Pois caso contrario, b = 0, terfamos Re (716“1) =
acos A =0. Como para A # +m/2+ 2k, temos cos A # 0. Assim, a = 0. Isso implicaria

em X; = 0, absurdo. Assim, a condi¢do Re (X1e') = 0 & equivalente a tan (A) = —a/b.

Utilizando as identidades trigonométricas

_ 1-tanZA
¢ COS (QA) T 1+tan? A

__ 2tanA
¢ sen (2A) T 1+tan? A

e substituindo na equacao dos pontos da variedade S,

F(a,b,c,d, A) —2(a+c¢)—2[(ac+ bd) cos (2A) + (be — ad) sen (2A)]
+ A+ +E+d+1
a®+ b+ +d*+2ac—2bd—2(a+c)+1

= (a4+c—1°+0b-d?=0.
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Dali,
a+btan A =0, a+c=1, b—d=0.
Quando A = +7/24 2k, Re (716“‘) =bsen A = 0, implica que b = 0. Assim, a equacao
dos pontos de S se escreve como
4+ +2c—2(a+c)+1=(a+c—1)>+d>=0.
Logo,
at+c=1, b=d=0,
para A = +7/2 + 2km.

Podemos parametrizar os pontos de SN S194 nos pontos nao singulares de S, definindo
as funcgoes

Pk IRz —>Sm8124
Pk - (ZE, y) = (ZL‘, Y, 11— x,Y, arctan (-l’/y) + 2kﬂ-)
com k € Z. Entao, SN Sqa4 € a uniao de variedades reais de dimensao dois.

Como na proposicao acima, definimos as fun¢oes analiticas
g R> =R
gk (a,b,c,d, A) = acos A+ bsen A,
onde A € (—m/2+ km,w/2+ kn).
Assim para cada k € Z temos as variedades

Vi = {(a,b,c,d,A) €R’: g (a,b,c,d, A) =0, F(a,b,c,d,A) :0}

que sao analiticas e S N Sqo3 é a uniao dessas variedades.
Agora, seja (a,b,c,d,A) € SN Sjp4. Com algumas substitui¢oes simples temos os
seguintes gradientes,

—ab®  4ab
a2+ 0% a?+b*’

_ 2 12
VF (a,b,c,d A) = < 0,0, —4b) , Vi (a,b,c,d, A) = (1, ¢ u> ’

—,0,0
b’?) b

ou seja, VF (a,b,c,d, A) = afibb; Vi (a,b,c,d, A). Isso mostra que essa interse¢do é nao

transversal, o que completa a demonstracao.
|

Proposigao 5.7. A intersecdo da variedade de Cartan S;34 com a variedade basica S é
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nao transversal. Essa intersecao é a uniao de variedades analiticas reais de dimensao dois.

Nas coordenadas acima, essa intersecao ¢ dada pelas equagoes
c—dtan A =0, a+c=1, b—d=0,
para A # +7/2 + 2km, e pelas equagoes
a+c=1, b=0, d=0,

para A = +7/2 4 2km.

Demonstracao: Com calculos andlogos aos da Proposicao 5.6, mostramos que os pontos

de S N S;34 sao dados pelas equacoes acima.

Podemos parametrizar os pontos de SN S;34 nos pontos nao singulares de S, definindo
as funcgoes

ak:R2—>Sﬂ8134
Ok : (I’, y) = (1 —,Y,,y,arctan (I/y) + ijﬂ-)
com k € Z. Assim, SN S;34 é a uniao de variedades reais de dimensao dois.

Como nas proposicoes acima, definimos as funcoes analiticas
hi :R® - R
hy (a,b,c,d, A) = ccos A — dsen A,
onde A € (—7/2+ kn,m/2+ kn). E ainda, S N S;34 é a unido das variedades analiticas
Vi = {(a,b,c,d,A) € R’ : by (a,b,c,d,A) =0, F(a,b,c,d, A) = O}.

Agora, seja (a,b,c,d, A) € SN Sy94, temos os seguintes gradientes,

—4d? ded
702+d2’c2+d27

VF (a,bc,d A) = (0,0 p y

. - 2_d2
4d) , Vhy (a,b,c,d, A) = (o,o, 1, —C,C—) ,

ou seja, VF (a,b,¢c,d, A) = Cizj; Vhg (a,b,c,d, A). Isso mostra que essa intersegdo é ndo

transversal, o que completa a demonstracao.

Proposicao 5.8. A intersecao da variedade de Cartan So3s com a variedade basica S é

nao transversal. Essa intersecao é a uniao de variedades analiticas reais de dimensao dois.
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Nas coordenadas acima, essa intersecao é dada pelas equacoes
(ac+ bd) + (bc — ad) tan A = 0, a+c=1, b+d=0,
para A # £7/2 + 2k7, e pelas equagoes
a+c=1, b=0, d=0,

para A = +7/2 + 2k.

Demonstracao: Seja (a,b,c,d, A) € S1a4. Fazendo alguns calculos em algumas parcelas

da equacao dos pontos de S, dadas na Proposicao 5.3, obtemos
(ac + bd) cos (2A) + (bc — ad) sen (2A4) =
cos A [(ac + bd) cos A + (be — ad) sen A] — sen®A (ac + bd) + sen A cos A (be — ad) .
Sabendo que (ac + bd) cos A + (bc — ad) sen A = 0, temos que
(ac + bd) cos (2A) + (bc — ad) sen (2A) = — (ac + bd) .
Assim a equacao dos pontos de S se escreve como
2+ +E+d?42(ac+bd) —2(a+c)+1=(a+c—1)°+(b+d)*=0.
Segue que
at+c=1, b+d=0, (ac+bd) + (bc — ad) tan A = 0,

para A # /2 + 2kn. Quando A = +7/2 + 2km, Re (X1 X2¢!) = (bc — ad)sen A = 0 é

equivalente a bc — ad = 0. Substituindo na equacao dos pontos de S, temos
(a+c—17+(b+d)?*=0.

Assim as solugoes sao dadas pora+c=1,b=d = 0.

Podemos parametrizar os pontos de SN Sy34 nos pontos nao singulares de S, definindo
as funcgoes

Uk 2]R2 —>Sﬂ8234
v (z,y) — (x, y,1 —x, —y, arctan (ZL‘2 +y? — a:/y) + 2k7r)

com k € Z. Assim, SN Sg34 é a uniao de variedades reais de dimensao dois.
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Definimos as funcoes analiticas
L :R° >R
li. (a,b,c,d, A) = (ac + bd) cos A + (bc — ad) sen A,
onde A € (—7/2+ km,7/2+ k). E ainda, SN Sy34 é a unido das variedades analiticas
Vi = {(a,b,c,d,A) € R’: 1l (a,b,c,d,A) =0, F(a,b,c,d A) = O}.

Agora, seja (a,b,c,d, A) € SN Sazq, temos os gradientes,

Vi,= (1-2a+a*+ b (—a+2a*—a®—ab?) /b,a®> + b*
(a® + b2 — a® — ab?) /b, (a — a® — b2)2/b+b> ,
—4
1+tan? A

Isso mostra que essa intersecao ¢ nao transversal, o que completa a demonstracao.

VF (a,b,c,d, A) = Vi, (a,b,c,d, A) .

Como consequéncia das proposicoes anteriores, mostraremos a relacao entre as varie-

dades das proposi¢oes anteriores e o conjunto singular de S. Dessa forma, sejam
S; =S NS, Sy = S M S124, S3 =S M Siz4, Sy =SMNSa3

Como visto nas proposicoes acima, temos que S;,7 = 1,2, 3,4 sao variedades analiticas

reais de dimensao dois.

Corolario 5.9. A intersecao de todas as variedades S; é exatamente o conjunto singular

da variedade S.

Demonstracao: De fato, seja (X7, X2, A) € S; NSy N'S3 NSy, segue da Proposi¢ao 5.5
que A = £7/2 4 2k7 e da Proposicdo 5.6 que a + ¢ = 1,b = d = 0. Por fim, segue da
Proposigao 5.4 que (X, Xo, A) é ponto singular de S.

Seja C o subconjunto dos pontos do espago de moédulos Ml que representam tetraedros

C - planos.

Corolario 5.10. O conjunto C ¢ igual ao conjunto singular do espaco de moédulos M.
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Demonstracao: Seja 7(m(p)) = (X1,X2,A) € C, onde p é um tetraedro C - plano.
segue da demonstracao da Proposi¢ao 5.2 que 7 (m (p)) € S123 N S124 N S134 N So34. Entao,

a+c=1, b=d=0, A=+r/2.

Segue da Proposicao 5.4 que os pontos dessa forma sao os pontos singulares de M.

5.2 CONFIGURACOES C - PLANAS

Nessa secao apresentamos quais as condicoes para que um subconjunto do espaco de

modulos M represente um tetraedro C - plano.

Teorema 5.11. Seja (X, X5, A) € C? x R. Entao, existe um tetraedro C - plano p =
(p1,p2, p3,pa) tal que 7 (m(p)) = (X1, Xo, A) se, e somente se, A = +7/2 ¢ X1, X3 sdo

nimeros reais satisfazendo X; + X, = 1.

Demonstracao: Sejap = (p1, ps, p3, p4) um tetraedro C - plano. Entao o ponto 7 (m (p))
pertence aa variedades S;, Sz, S3,S,. Segue do colorario 5.9 que 7 (m (p)) = (X1, X2, A) é
um ponto singular da variedade S e da Proposicao 5.4 temos que X, X, A satisfazem as

condicoes do teorema.

Agora, suponhemos que A = +7/2 e X, X, sdo nimeros reais onde X; + Xy = 1.
Mostraremos que (X, Xy, A) satisfazem todas as condigdes do Teorema 3.4. De fato,
temos que Re (Xle_“‘) =0 e que (X7, Xs, A) satisfazem a equacio

1

F [—2Re (X + Xo) — 2Re (X1 X2 ) + | X1 + | Xo? +1] =0
2

dos pontos de M. Dessa forma, existe um tetraedro p = (p1, pa, p3, pa) tal que 7 (m (p)) =
(X1, X5, A). Como (X7, X5, A) sdo pontos singulares da variedade S segue do colorario
5.9 que (X1, X5, A) pertence as quatro variedades de Cartan. Finalmente, da Proposicao

5.2 temos que p é um tetraedro C - plano.

Exemplo 5.2. Seja p = (p1,p2,p3,p4) 0 tetraedro C - plano visto no exemplo 2.3, com

levantamentos dados por,
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0 1 1 24
P1: 0 ’ PQ_ 0 ) P3_ 0 ) P4_ 0
1 0 1 1

Vimos que X; (p) = 1/2, Xo(p) = 1/2. E o invariante de Cartan da tripla py, ps, ps,
dado por A (p1,p2,p3) = arg (—i) = —m/2. Entdo, os nimeros (X7, Xs, A), satisfazem as

condigoes do Teorema 5.11.

5.3 CONFIGURACOES R - PLANAS

Nessa secao apresentamos quais as condi¢oes para que um subconjunto do espaco de

modulos M represente um tetraedro R - plano.

Definicao 13. Seja p = (p1, p2, p3, p4) uma quadrupla ordenada de pontos distintos em
OHZ. Dizemos que p ¢ um tetraedro R - plano se todos os seus vértices estao em um R -

circulo.

Teorema 5.12. Seja (X, X5, A) € C? x R. Entao, existe um tetraedro R - plano p =
(p1, D2, p3, pa) tal que 7 (m (p)) = (X1, Xa, A) se, e somente se, A = 0 e X, Xy sdo niimeros

reais positivos satisfazendo a relagao

—2(X1+ X2) = 2X1 Xo + X7+ X3 +1=0

Demonstracao: Suponhemos que p = (p1,p2,ps3, ps) € um tetraedro R - plano, com

7(m(p)) = (X1, X2, A). Das proposigoes 2.7 e 2.8 temos que

A (p1, p2, pa) = arg (Ylem) ’ A (p1, ps, pa) = arg (72672‘1&) 7

onde A = A (p1,p2,p3). Como p esta em um R - circulo segue que A (p;, pj, pr) = 0. Dai
X1, X5 sao nimeros reais. E ainda, da Proposicao 2.11 temos que X, Xy sao nimeros

reais positivos. Da equacao do Teorema 3.4 segue que

—2(X) + Xo) —2X; X0+ X7+ X3+ 1=0.

Agora, suponhemos que A = 0 e X7, X5 sdo nimeros reais positivos satisfazendo as
condigoes do teorema. Os ntimeros dessa forma satisfazem as condi¢oes do Teorema 3.4.
Logo, existe um tetraedro p = (p1, pe, p3, p4) tal que 7 (m (p)) = (X1, Xs,0). Segue das

proposigoes 2.7 e 2.8 que o invariante de Cartan de cada tripla é nulo. Como o R - circulo
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que contém cada tripla é tnico, segue que p = (p1,p2, s, ps) estd contida em um R -

circulo.
|
Exemplo 5.3. Consideremos o R - circulo puramente real, dado por
21 9
R = 121,22 € Re2z1 425 =0,
)
em coordenadas horoesféricas, temos que
21 = — <<<7<>> +w
(¢ v) —
29 = ( \/5
Assim, para que ((,v) € R, devemos ter Im({) = v = 0. Logo, podemos conside-

rar o seguinte R - plano em coordenadas horoesféricas dado por, p = (p1,p2,p3,p1) =

((0,0),(1,0),(2,0),(3,0)), cujos levantamentos sao dados por,

0 —1 —4 -9
Plz 0 P P2: \/§ ) P3: \/§ ) P4: \/§
1 1 1 1

Temos as seguintes razoes - cruzadas, X; (p) = 16/9, X5 (p) = 1/9. Verifica - se

facilmente que X1, X», satisfazem a equacao
—2(X; + Xo) —2X1 Xo + X7+ X+ 1=0.

E ainda como (P, P;) € R, com i,7 = 1,2,3,4, segue que o invariante de Cartan A da

tripla py, p2, p3 € igual a zero.

5.4 A FATIA REAL DA VARIEDADE BASICA S

Chamamos o subconjunto

R = {(Xl,XQ,A) €S: Xl,XQ S R}

de fatia real da variedade bésica S.

Teorema 5.13. Qualquer ponto na fatia real R satisfaz a inequacao Re (Xle*m) >0

para —7/2 < A < 7/2.
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Demonstragiao: Escrevemos X; = a + bi, Xy = c + di, e e”4 = cos (24) — isen (24).

Logo, a equacao dos pontos de R em fungao de a,b,c,d, A é dada por
F(a,b,c,d,A) = F(a,c,A) = a* — 2accos (2A4) +c* —2(a+c) +1=0

que é a equacao dos pontos de S quando b = d = 0. Considerando essa equacao nas
variaveis a e ¢, temos uma familia de conicas. Com um calculo simples encontramos o
discriminante D de qualquer conica nessa familia. Temos que D = —4sen? (24). Dessa
forma essa conica é do tipo paraboloico para A =0 ou A = +7/2, e do tipo eliptico para
—7m/2<A<7m/2e A#0.

Calculando a derivada na equacao dos pontos de R, temos

dc 1 —a+ccos(24)

da  ¢—1—acos(24)

Verificamos que para qualquer —7/2 < A < 7/2 as concas sdo tangentes aos eixos

coordenadas nos pontos (a,c) = (0,1) e (a,c) = (1,0).

Assim as conicas serdao de trés formas a saber:

e Para A = 0, uma parabola de equagao (a + 6)2 —2(a+c¢)+1=0,
e Para A = £+7/2, duas retas de equagao (a + ¢ — 1)2 =0,

e Nos casos restantes, teremos elipses de equagao a?—2accos (2A)+c*—2 (a +¢)+1 =
0, tangentes aos eixos nos pontos (a,c¢) = (0,1) e (a,¢) = (1,0). Assim, temos
—7m/2 < A < 7w/2,a > 0 ou A = £7/2. De qualquer forma, Re (Xle_iA) =
acos (A) > 0.

Corolario 5.14. Qualquer ponto na fatia real R com —7/2 < A < 7/2 representa um
ponto no espaco de configuracao M. O tetraedro C - plano e R - plano definem um

subconjunto na fatia real.

Demonstracao: Consequéncia direta dos Teoremas 5.11, 5.12 e 5.13.
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55 IMAGEM TOPLOLOGICA DO ESPACO DE MO-
DULOS M

Nessa segao vamos descrever a topologia do espaco de modulos M.

Do Teorema 3.4, temos que nem todos os pontos de S; = SN Syp3 com A = £7/2
pertencem ao espaco de modulos M. De fato, escrevendo X, = a + bi, Xy = ¢ + di, para
que os pontos de S; pertenca a M. Do teorema 3.4 temos que esses pontos tém que
satisfazer a desigualdade Re (Xle_Ai) =bsen A > 0. Assim, b > 0 quando A = 7/2 ou
b <0 quando A = —7/2. Dai, S; € M se

A=1/2 (A= 72
b>0,d<0 b<0,d>0
ou
at+c=1 at+c=1
b+d=0 \ b+d=0

Observemos que o conjunto C = {(a,b,c,d,A) e R>; A=+7/2,a+c=1,b=d =0}
dos pontos singulares de M, dividem os pontos de S; com A = £+7/2 em duas partes,

onde a parte contida em M descrita acima, é chamada de parte positiva.

A proposigao a seguir vai nos ajudar a descrever a topologia de M.

Proposigao 5.15. Qualquer ponto (X, X3, A) na variedade bésica S satisfaz a inequagao
Re (X1e7*) > 0 para —7/2 < A < 7/2.

Demonstracao: Escrevemos a equacao dos pontos da variedade S dada na Proposicao

5.3 por,
F(a,b,c,d,A) = —2(a+¢)—2[(ac + bd) cos (24) + (bc — ad) sen (24)] +a®> + b+ +d*+1 =0

Vamos olhar essa equacdo em a e b, com c¢,d, A como parametros. Assim, temos uma
familia de coénicas, cujo discriminante é dado por D = —4. Logo, essas conicas sao todas

do tipo eliptico.

Agora, mostraremos que cada elipse dessa familia de conicas é nao degenerada. De
fato, seja K uma elipse dessa familia, reescrevemos a equacao dos pontos de K da seguinte

forma,

a®+b*—2 (1 + ccos (2A) + dsen (2A)) a—2 (d cos (2A) + csen (2A4)) b—2c+c*+d*+1 = 0.
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Fazendo Y = 1+ ccos (2A) + dsen (2A) e Z = dcos (2A) 4 csen (2A), e a equacao de
K ¢é dada por,
(@=Y)Y?+(b-2)°"=Y"+2>+(c—1)* +d%

Com uma verificagao simples, mostramos que o valor a direita da igualdade é sempre

maior que 0 para —7/2 < A < /2. Logo, K é nao degenerada.

Agora, determinaremos a posi¢ao relativa de cada elipse K com a linha L = L (a,b) =
Re (Xle*"A) =acos A+ bsen A, onde —7w/2 < A < 7/2. Da Proposicao 5.6, temos que
K e L sao tangentes e se intersectam em um tnico ponto p = (1 — ¢, d). Assim, K esta
inteiramente contida no fecho de uma componete do complemento de L. Mostraremos
que K estd na componente onde L (a,b) > 0. Sabemos que o gradiente de F' em p nas
coordenadas a e b, aponta para o exterior da elipse K. Assim, basta mostrarmos que
L(V(F(p))) < 0. Com algumas simplificacdes, mostramos que L (V (F'(p))) = —4.
Tudo isso implica que os pontos da variedade S, onde —7/2 < A < 7/2 satisfazem a

equacao Re (Xle_iA) > 0.

Do que foi visto nessa secao podemos concluir que: o espago de moédulos M pode ser
visto como uma variedade analitica real de dimensao quatro (S), intersectada nao trans-
versalmente por outra variedade analitica real de dimensao quatro (S123). Essa intersegao
é 0 conjunto S123NS com A = £+7/2, que é uma variedade analitica real de dimensao dois
contendo o conjunto singular C de M. O conjunto singular C é uma subvaridade analitica
de dimensao um. Logo, o espaco de mdédulos M nao pode ser descrito como uma variedade

analitica real. Assim, o conjunto M é um conjunto semi-analitico.
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