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Resumo

Neste trabalho utiliza-se a abordagem Bayesiana na estimac@o dos parametros de modelos da Teoria da
Resposta ao Item, destinados a andlise do Funcionamento Diferencial do Item, DIF — Differential Item
Functioning. Os modelos propostos sdo integrados, e permitem incorporar estruturas de regressdo que
podem ser usadas para explicar o DIF relacionado a co-varidveis associadas aos itens. Sdo considerados
modelos para miltiplos grupos e a abordagem utilizada incorpora naturalmente o erro de estimacgdo do
traco latente e dos pardmetros estruturais. A abordagem permite, naturalmente, considerar DIF tanto na
dificuldade quanto na discrimina¢@o do item. Exemplos com dados simulados e com dados reais sio
apresentados.

Palavras-chave: funcionamento diferencial do item; MCMC; teoria da resposta ao item.

Abstract

This paper uses a Bayesian approach for parameter estimation in Item Response Theory Models for
DIF - Differential Item Functioning — analysis. The models proposed are integrated, and incorporate
regression structures that can be used to explain the DIF related to items associated covariates. The
models are proposed for multiple groups and the approach used, naturally, consider the estimation error
of the latent trace and the estimation error of the structural parameters. Examples with simulated data
and real data are also presented.

Keywords: item differential functioning; MCMC; item response theory.

Pesquisa Operacional, v.27, n.2, p.271-291, Maio a Agosto de 2007 271



Soares, Gamerman & Gongalves — Andlise bayesiana do funcionamento diferencial do item

1. Introducio

Informalmente, pode-se entender que um item de um teste de avaliacdo educacional
apresenta um funcionamento diferencial (DIF — Differential Item Functioning) para dois
grupos de alunos quando apesar de esses alunos terem o mesmo nivel de proficiéncia ou de
habilidade cognitiva e, ainda assim, o desempenho no item € significativamente diferente nos
dois grupos. Por exemplo, um tipo de funcionamento diferencial muito comum é aquele em
que o item € mais facil para um determinado grupo de alunos do que para outro, mesmo
quando sdo comparados alunos de mesma proficiéncia.

Num primeiro momento, ndo ¢é desejavel encontrar itens que apresentam DIF num
instrumento de avalia¢do educacional, pois isso poderia implicar que algum particular grupo
de individuos esteja sendo privilegiado em detrimento dos demais. Esse € o contexto
histérico da preocupag@o com o DIF, que estava ligado ao desejo de se construir questdes de
testes que ndo fossem afetadas por caracteristicas étnico-culturais dos grupos submetidos a
testes de admissdo (cf. Cole, 1993). Muito associado, portanto, as campanhas em prol da
melhoria dos direitos civis dos cidaddaos comuns nos anos 60 nos Estados Unidos da
América. Inicialmente, entdo, o foco dos estudos era o de identificar tipos de itens que eram
favordveis (ou desfavordveis) a um determinado grupo em detrimento de outros, de tal forma
que os testes pudessem evitar questdes “prejudiciais e injustas”.

No entanto, os itens que apresentam DIF trazem informac¢des importantes € nem sempre o
procedimento adotado atualmente €, simplesmente, de retird-los das provas ou dos célculos
das proficiéncias — desde que o comportamento diferencial ndo tenha impacto aprecidvel
sobre a proficiéncia estimada. Por outro lado, tendo em vista que é impossivel eliminar
completamente a presenca de itens com algum tipo de funcionamento diferencial, pois é
impossivel considerar todas as diferencas entre os alunos, é razodvel supor que sempre
havera itens com algum tipo de funcionamento diferencial em um teste educacional. Note-se
que, embora o natural seja admitir que grupos diferentes sejam constituidos a partir da
localiza¢do dos alunos no espago e no tempo, ou por diferencas de caracteristicas étnico-
culturais e ou bioldgicas, os grupos podem ainda ser constituidos a partir de outras
caracteristicas como, por exemplo, por diferencas nos métodos de ensino aos quais os alunos
s@0 expostos. Assim, itens com DIF podem vir a ser introduzidos propositalmente para testar
hipéteses sobre diferengas cognitivas entre diferentes grupos de alunos, por exemplo.

A Figura 1 corresponde a imagem de um item (cedido pela Secretaria Estadual de Educagdo
de Minas Gerais) que foi aplicado aos alunos da 4% série do ensino fundamental no PROEB/
SIMAVE-2001, programa de avaliagdo do ensino fundamental e médio da rede publica
estadual de Minas Gerais, que avaliou competéncias nas disciplinas de histéria e geografia.

Através do Sistema de Andlise de Itens (SisAni), desenvolvido em linguagem DELPHI
(cf. Soares & Galvao, 2004), foram calculadas as estatisticas cldssicas do funcionamento
diferencial e foi produzida a Figura 2 que mostra o funcionamento do item para dois grupos
de alunos. As estatisticas e os graficos apresentados permitem uma andlise do comporta-
mento diferencial com respeito, principalmente, a dificuldade do item. Ndo sendo relevante
neste ponto, sugere-se ao leitor ndo familiarizado ignorar as estatisticas e concentrar sua
atencdo na interpretacdo dos graficos. No primeiro deles é apresentado o percentual de acerto
do item para os alunos de ambos os grupos. A comparacdo € apresentada dividindo-se os
alunos em subgrupos pareados de mesma habilidade cognitiva, isto é, cada quadrado nesse
grifico representa o percentual de acerto para os alunos de um dos grupos (denominado
grupo de referéncia) com proficiéncias em torno de um determinado nivel e o tridngulo
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correspondente representa o percentual de acerto dos alunos do outro grupo (denominado
grupo focal) com proficiéncia em torno desse mesmo nivel. O segundo grafico apresenta a
diferenca entre esses percentuais de acertos calculados para os dois grupos.

(PROEB-2001) Observe o desenho e responda as duas questdes seguintes:

(HO04038MG) O desenho mostra uma realidade que se relaciona a um espaco:
A) urbano.
B) industrial.
C) rural.
D) metropolitano.

Figura 1 — Imagem do Item H04038MG (SIMAVE/PROEB - 2001).

Ttem: h04038mg
Grupo de Referéncia: POLO 5

Grupo Focal: POLD 3 Gabarito: C Opcéo analisada: C

Meétodo: Classico

Alfa MH AlfaD MH SE AlfaD MH M. Haenszel PValue  STDP.Diff SE-STDP  STDD.Diff  SE-STDD
0,54452  1,42840  0,13987  105,71000 0,00000  0,08264  0,00808  1,13930  0,06109

Percentual de Acerto por Faixa Diferenga de Percentusis

= Prm
-9 |2 Pim

Proficiéncia Proficiéncia

Sishnl - CAEd - UFIF

Figura 2 — Funcionamento Diferencial exibido pelo Item H04038MG.
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No caso sdo comparados os desempenhos dos alunos da regido metropolitana de Belo-
Horizonte (Grupo de Referéncia) com os desempenhos dos alunos da regido do tridngulo
mineiro (Grupo Focal). Observa-se que os alunos da regido do tridngulo acertaram o item em
maior propor¢do do que os alunos da regido metropolitana, ou seja, o item foi mais facil para
os alunos do tridngulo mineiro do que para os alunos da regido metropolitana. O valor para a
estatistica AlfaD MH (alfa/Delta de Mantel Haenszel — ver Dorans & Holland, 1993, para a
definicdo formal dessa estatistica) de 1,428 indica um nivel intermediario de funcionamento
diferencial (pelo critério da ETS — Educational Testing Service — ver Longford, Holland &
Thayer, 1993, por exemplo).

O objetivo deste trabalho é o de propor e implementar um novo modelo para auxiliar uma
andlise de DIF. Esse novo modelo fornece elementos para uma decisdo baseada em estatisticas
quanto as conclusdes sobre a natureza do DIF. Isto é alcangado a partir da introdugédo de co-
varidveis explicativas no modelo que representam determinadas caracteristicas dos itens.
Embora algumas abordagens ja tenham sido propostas e implementadas nesse sentido (ver
Swanson et al., 2002), até agora, nenhuma delas propds e implementou um modelo com a
estimagdo simultanea das proficiéncias e dos pardmetros estruturais, inclusive com os
pardmetros associados as co-varidveis explicativas. Nesse sentido, o modelo proposto e
implementado neste trabalho € flexivel e permite uma abordagem integrada. Pelo fato de o
modelo apresentar uma estrutura complexa, utiliza-se para a estima¢do dos parametros técni-
cas de simulacdo de Monte Carlo conhecidas como MCMC (Markov Chain Monte Carlo).

Na secdo 2 serd apresentado o modelo proposto para andlise de DIF. Na secdo 3, apresenta-se
uma rapida revisdo da literatura sobre o assunto, contextualizando o presente trabalho. Na
secdo 4 sera apresentado o método utilizado para estimagdo do modelo, e na secdo 5 serdo
apresentados exemplos, a partir de dados simulados e dados reais. Finalmente, na se¢do 5 sdo
apresentadas conclusdes finais do trabalho.

2. Modelo para a identificaciio e analise do DIF

Modelos da teoria da resposta ao item associam a probabilidade de o aluno alcangar um
determinado escore no item com sua habilidade latente, ou proficiéncia, 0/. (ver, por

exemplo, Lord (1980) para uma discussdo sobre esse conceito). O modelo de trés
parametros, proposto por Birnbaum (1968), tem tido um importante papel no contexto da
avaliacdo educacional em larga escala, principalmente, porque nesses casos geralmente se
empregam itens de multiplas escolhas nos testes e o efeito de um acerto devido a uma
escolha, pelo menos em parte, aleatéria € considerado com a introdugdo do parametro ¢; no
modelo de dois pardmetros originalmente proposto (ver Lord, 1980). O griafico que
representa a relacfio entre a probabilidade de acerto e a proficiéncia é conhecido como Curva
Caracteristica do Item (CCI). Pode-se ter, entdo, a CCI obtida a partir do modelo (CCI
tedrica) ou, se sdo conhecidas as proficiéncias dos alunos, a CCI construida a partir dos
dados empiricos (CCI empirica).

Tipicamente, em avaliacdo educacional, um teste é constituido por / itens, mas um aluno j
responde apenas a um subconjunto /(j) desses itens. Seja entdo Y;, j=1L...,J, 0 escore

atribuido a resposta dada pelo aluno j aoitem i, i€ I(j), (I(j)c[]l,...,1]). Neste trabalho

vai-se considerar apenas o caso dicotdmico, onde ao item ¢ atribuido um dos escores [0,1],
de tal forma que ¥; =1 representa um acerto, por exemplo, e ¥; =0 representa um erro.
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Em geral, pode-se ter diferentes tipos de DIF (ver, por exemplo, Hanson, 1998, para uma
caracterizacdo mais abrangente), mas restringindo-se as caracteristicas explicitadas através
do modelo de trés pardmetros, pode-se imediatamente caracterizar o tipo de DIF de acordo
com a dificuldade, a discriminag@o e o acerto casual. Dessa forma, a andlise do DIF consiste
em verificar a estabilidade do modelo nos diferentes grupos de alunos, isto €, verificar se os
parametros dos modelos dos itens sdo diferentes ou ndo para os grupos.

Neste trabalho ndo se vai incluir a possibilidade de DIF no parametro de acerto casual do
item. Embora seja possivel, as dificuldades conhecidas para a estimacdo desse pardmetro e
restricdes de ordem praticas limitam substancialmente a aplicabilidade de uma implemen-
tacdo nesse sentido.

O modelo proposto neste trabalho para a andlise do DIF € apresentado através da equagdo (1)
e da equacdo (2).

( ij —_1|0j’ i2UisCis :’ll" i’)’) Ci %’
P(Y. a.,b.,c,,d;,.d +

d°
-De ¢ a (0, —-b+d"
A= Pe T @O =bitdy) ¢=1..G.

A equacido (1) representa a probabilidade de um aluno j acertar ao item i do teste dado que
ele tenha a proficiéncia 6;. Os demais parametros representam as caracteristicas do item. O

A de; . . ~ e .
parametro a, =e “ a; (>0) € conhecido como o parametro de discriminagdo do item,

bgl. =b, —difi , como o parametro de dificuldade do item e ¢; (€ [0,1]), como o pardmetro de

acerto casual (Lord, 1980, por exemplo, apresenta justificativas para essas denominagdes).
Neste modelo admite-se, ainda, que os alunos estejam agrupados em G grupos e que
0, ~N(Uy(j»0,;)» onde g(j) identifica grupo do aluno j. Para garantir a
identificabilidade do modelo admite-se que A4, =[x 0,]=[0 1] - considerado como grupo
de referéncia. Por outro lado, os demais pardmetros das distribuicdes de proficiéncias,

representados por ﬂg = [,ug O'g:|, g=2,...,G, é desconhecido e deverd ser estimado em
conjunto com os demais pardmetros. O pardmetro dsl. (dﬁ =0) representa o DIF com

relagdo a dificuldade do item para cada grupo e o parametro dy; (g=2....,G, dii=0)

representa o DIF com relag¢@o a discriminacio.

Para garantir a comparabilidade das proficiéncias estimadas para os alunos dos diferentes
grupos, € necessdrio que parte dos itens que sejam aplicados em comum aos grupos nao deva

apresentar DIF (no caso do modelo acima isto implica que d;,’l. :dé’i =0 para esses itens).
Thissen, Steinberg & Wainer (1993), denomina esses itens que ndo exibem DIF e sdo usados
para garantir a comparabilidade das proficiéncias dos alunos dos diferentes grupos de itens
ancoras (Anchor Itens). Note-se que o subconjunto de itens ancoras deve ser definido a
priori. Neste trabalho, ele serd representado por 1, c[1...1].
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O conjunto dos itens comuns para os quais se deseja analisar o DIF serd representado por
Ly ={L,....1} — I, . Naturalmente, para alguns itens, pode-se admitir o DIF com relagio a

dificuldade e ndo com relagdo a discriminacdo ou vice-versa. Alids, o mais comum ¢ a

presenca de DIF com relagdo apenas a dificuldade. Nesse sentido, o conjunto Ijif Sy s

representa o conjunto de itens para os quais se admite DIF na discriminagdo e, o conjunto

Ifl’if C 1y , representa o conjunto correspondente para o DIF na dificuldade.

Finalmente, para investigar a natureza do DIF impde-se uma estrutura de regressdo para
h .
dy(h=ab):

K
dy =7, +,§1 Yeg Wit + 10y )

onde ;/,'{’g sdo os parimetros fixos do modelo de DIF, W, sdo varidveis explicativas

associadas aos itens e 77; representa um fator aleatério especifico do item em cada grupo.

T
Vai-se admitir que E( ) 0e E(ng(ng) )=T,ou E(ng(ng) )=I r;, Vg=2,.,G
sendo I a matriz identidade.

A funcao de verossimilhancga é dada, entdo, por:

J10) Yy
f(18.a.b.c.d*.d")=T[1(P¥; =116;.a,.b;.c;.d%.d%))

it %
j=li=1

(1-P(Y; =116;.a,.b;.c;.d; d”))

i Yiotio%gio

Como o objetivo do trabalho é apresentar uma andlise Bayesiana para o problema do DIF, o
modelo se completa com a especificacdo das distribuicdes a priori para os parimetros. As
prioris adotadas para os pardmetros estruturais foram: a; ~LN(0,2), b, ~N(0,1) e

¢; ~beta(5,17). Estas prioris sdo habitualmente empregadas, como por exemplo, sdo

defaults no software Bilog-mg, e naturais tendo em vista as caracteristicas dos parametros.
Para os pardmetros correspondentes ao modelo de explicagdo do DIF, admite-se que

dl;, IWh,'y,;,,Th ~N(Wh yg,Th), com a priori }f;' ~N(7h,Sé’). Admite-se, ainda, que

[T Icg ~ N(O, Gg) , com (5; ~GIl (o g,B g) , onde GI representa a distribui¢do Gama Inversa.

3. Abordagens Tradicionais para a Deteccao e Analise do DIF

Lord (1980) propds utilizar um teste normal para verificar se hd diferencas significativas
entre os pardmetros de dificuldade, e um teste qui-quadrado para verificar se hd diferencas
nos parametros de dificuldade e discriminag@o simultaneamente. Lord (1980) ndo considerou
DIF no parametro de acerto casual. Nessa abordagem, as estatisticas serdo eficientes na
deteccdo do DIF se, ou a proficiéncia ja for conhecida para os alunos, ou se houver um bom
nimero de itens dncoras de tal forma que as proficiéncias sejam estimadas com erros muito
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pequenos. Ora, admitir que a proficiéncia seja conhecida é sempre uma fic¢do e, em geral, o
nimero de itens respondido por um aluno é pequeno. Assim, propriedades assintéticas
podem ser pouco confidveis dependendo do tipo de estimador utilizado — Lord utilizou
originalmente um estimador de mdxima verossimilhanga conjunta para os parametros
estruturais do modelo e para as proficiéncias dos alunos, o que € inconsistente (cf. Baker,
1992). Estudos mostraram que o método de Lord pode conduzir a erros bastante expressivos
na detec¢do do DIF (ver Thissem, Steinberg & Wainer, 1993).

Thissem, Steinberg & Wainer (1993) apresentaram um procedimento geral para detecc¢do de
DIF que denominaram de método geral TRI-Razdo de Verossimilhangas (“general
IRT-LR”). Grosso modo, o método propde que o conjunto de itens ancoras seja
cuidadosamente selecionado por testes anteriores e especialistas — Designated Anchor. Os
autores propdem, inicialmente, maximizar a fun¢do de verossimilhanga marginalizada com
respeito a distribui¢do de proficiéncias considerando-se que todos os itens ndo apresentam
DIF e os alunos pertencem ao mesmo grupo. Numa segunda etapa, maximiza-se a fungdo de
verossimilhanga marginalizada com respeito as distribuicdes de proficiéncias considerando-
se que parte dos itens pode apresentar DIF, e os alunos pertencam a grupos miuiltiplos. Os
dois modelos, entdo, sdo comparados através de um teste de razdo de verossimilhangas. O
software Bilog-mg tem implementado um algoritmo nessa linha de abordagem, estimando

diferentes valores para os pardmetros de dificuldade nos diferentes grupos (bgi) , mas ndo

permite, pelo menos diretamente, definir um subconjunto de itens &ncoras, de tal forma que a

I
restri¢ao Z(bm —bgi) =0 faz-se necessdria para garantir a identificabilidade. Essa restri¢do
i=1

impede, ou pelo menos restringe, uma andlise de DIF mais abrangente. Por outro lado, a
consisténcia do estimador de mdxima verossimilhanca marginal depende do conhecimento
das distribuigdes corretas. Apesar de o programa estimar em etapas iterativas os valores da
distribuicdo nos pontos de quadratura pelo procedimento proposto em Bock & Zimowski
(1997), s@o desconhecidos estudos que garantam uma boa convergéncia da distribui¢do de
proficiéncias. Esta, provavelmente, depende do nimero de itens sem DIF e da quantidade de
informagdo associada a eles sobre as proficiéncias. Por outro lado, o procedimento proposto
por Thissem, Steinberg & Wainer (1993) tem uma preocupagdo muito mais focada no
impacto que o DIF pode ter sobre a proficiéncia do que propriamente numa andlise de DIF.
Por exemplo, estes autores ndo introduziram co-varidveis explicativas nos modelos.

O método da regressdo logistica para identificar o DIF foi proposto por Swaminathan &
Rogers (1990), e, basicamente, admitindo que a proficiéncia € conhecida, utiliza o modelo de
regressao logistica:
1
b a ’
+E—Dai(9—bi+di g+d g 9)

PY =110,B;¢) = g=0,1.

1

Nesse caso, os grupos sdo representados pela varidvel ¢ (g =0 se o examinando pertence
ao grupo de referéncia e g =1 se o examinando pertence ao grupo focal). Evidentemente, o
modelo pode ser generalizado, introduzindo-se outras varidveis dummiy, para comparagdo
com mais grupos.

Os parametros dos modelos sdo estimados pelos métodos habituais e testes de significancia
(tipicamente baseados na estatistica de Wald) indicardo a existéncia de DIF quanto a

Pesquisa Operacional, v.27, n.2, p.271-291, Maio a Agosto de 2007 277



Soares, Gamerman & Gongalves — Andlise bayesiana do funcionamento diferencial do item

dificuldade e quanto & discriminagdo, respectivamente. Alguns autores utilizam o escore
bruto do teste, ou variagdes, como, por exemplo, o escore bruto excluindo-se o item cujo DIF
estd sendo testado.

Note-se que o modelo da regressdo logistica é aparentemente similar ao proposto através da
equagdo (1), no entanto, ele ndo considera o acerto casual ao item e, principalmente, admite
que a proficiéncia seja conhecida. E um artificio que simplifica a estimagdo dos pardmetros
estruturais do modelo, porém, a qualidade dos resultados depende da qualidade da medida de
proficiéncia disponivel.

Swanson et al. (2002) propdem uma extensdo do modelo de regressdo logistica que emprega
estruturas hierdrquicas segundo os itens. As caracteristicas especificas dos itens sdo
representadas, entdo, por co-varidveis explicativas, que podem ser varidveis indicadoras,
como por exemplo se o item estd associado a uma particular competéncia, ou varidveis
intervalares, como o nimero de palavras empregadas no enunciado. Mas a restricdo de
proficiéncia conhecidas continua sendo necessdria naquele trabalho.

Patz & Junker (1999b) discutem e apresentam aplicacdes de MCMC na teoria da resposta ao
item. De passagem, os autores comentam a viabilidade de se implementar através dessa
técnica um modelo para DIF que incluiria co-varidveis associadas aos itens. No entanto, eles
ndo implementam qualquer modelo nesse sentido naquele trabalho nem em qualquer outro a
posteriori que seja do conhecimento destes autores. A idéia neste artigo € estimar, nas
mesmas linhas propostas em Patz & Junker (1999a) e Patz & Junker (1999b), os parametros
do modelo apresentado em (1) e (2) que considera a possibilidade de DIF incluindo co-
varidveis explicativas associadas.

4. Estimacido do Modelo Através de MCMC

O numero de parametros do modelo formulado em (1) e (2), e as diferentes caracteristicas
desses parametros, torna sua estimag@o consideravelmente dificil, em particular, quando a
proficiéncia ndo é conhecida. A distribuicdo a posteriori conjunta dos pardmetros nio
apresenta forma fechada e é de dificil tratamento por métodos numéricos. O método de
estimacdo dos parametros dos modelos que foi adotado neste trabalho consiste em encontrar
a média da distribuicao conjunta a posteriori de todos os parametros dos modelos dos itens e
proficiéncias dos alunos condicionados aos dados, isto € encontrar o valor esperado da
distribuicdo:

p(0.p.d. 1.y, TIY,W), p=[abc], d=[d.d"].

Para superar as dificuldades mencionadas, empregam-se técnicas de simulacdo extensivas
conhecidas como MCMC — Markov Chain Monte Carlo, que permitem gerar amostras dessa
distribuicdo conjunta.

Em particular, foi utilizado o amostrador de Gibbs (c¢f. Gamerman & Lopes, 2006) que
consiste num algoritmo iterativo que permite gerar amostras de uma distribui¢do conjunta a
posteriori, como a apresentada acima, a partir de amostras obtidas das distribui¢des de cada
pardmetro ou de bloco de parametros condicionadas aos demais pardmetros dos modelos,
chamadas de distribui¢des condicionais completas. Sob condi¢des apropriadas, mostra-se que
a seqiiéncia de varidveis aleatérias que representam as sucessivas amostras geradas
constituem uma cadeia de Markov cuja distribui¢do de transi¢do converge para uma
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distribuicdo de transicdo estaciondria e igual a distribuicdo conjunta a posteriori dos
parametros.

Quando as distribui¢des condicionais completas ndo apresentam formas fechadas conhecidas
torna-se necessdrio utilizar, por exemplo, o algoritmo de Metropolis-Hastings (cf. Gamerman
& Lopes, 2006). Nesse caso, a cada iteragdo do algoritmo uma amostra de um parametro é
gerada a partir de uma distribui¢@o arbitrdria com pardmetro de localizagdo (tipicamente, a
média) dado pela amostra anterior do pardmetro. Naturalmente, essa distribuicdo deve ser
adequada as restri¢des impostas ao pardmetro e é denominada de transi¢do proposta. A nova
amostra € aceita ou rejeitada (mantendo-se, neste caso, o estado anterior) a partir de uma
decisdo tomada de acordo com uma determinada probabilidade (denominada de proba-
bilidade de aceitagdo).

As distribui¢des condicionais completas utilizadas na geracdo das amostras dos pardmetros
dos modelos dos itens sdo apresentadas em detalhes no anexo A.

5. Desempenho em Exemplos Simulados e Estudos Reais

Exemplo 1 (2 grupos — DIF na dificuldade)

Neste primeiro exemplo, foram simuladas as respostas de 4000 alunos a um teste constituido
de 50 itens dicotdmicos — os alunos foram divididos em dois grupos com 2000 alunos cada.
Os parametros dos modelos dos itens e as proficiéncias dos alunos foram todos gerados
aleatoriamente. As proficiéncias foram geradas a partir de uma distribuicdo normal, com
média zero e desvio-padrdo 1,0 para o grupo de referéncia e média 0,15 e desvio-padrdo 1,0
para o grupo focal. Os pardmetros dos modelos foram gerados de acordo com as prioris
apresentadas na secdo 2. O programa de simulag@o escolhe aleatoriamente os itens ancoras,
neste exemplo 33 dos itens foram escolhidos como ancoras e, portanto, os outros 17 itens
foram considerados, entdo, como sujeitos a um possivel funcionamento diferencial. Foram
fixados os valores ¥y, =0,3 e, %, =0,3, e W;; =1 para 7 desses itens e W;; =0 para os

demais, simulando assim o efeito de uma co-varidvel bindria associada a uma possivel

caracteristica comum desses sete itens. Os parimetros dgi foram gerados conforme o modelo

em (2) supondo que 771b[ ~N(0,0,2) e, Z'§ =0,04.

Todos os estudos foram realizados com o auxilio de dois programas elaborados pelos autores
em duas linguagens diferentes: R e Matlab. Os resultados sdo os mesmos obtidos em ambos
0s programas, porém o programa em Matlab gasta cerca de um terco do tempo gasto pelo
programa em R. Nesse exemplo, com 2 grupos, o programa em Matlab, executado em um
computador PENTIUM IV - 2,6 GHz, gastou cerca de 8 horas para a geracdo das 20000
realizacdes das cadeias.

As convergéncias das cadeias de Markov geradas pelo amostrador de Gibbs foram testadas
através do critério R de Gelmam & Rubin (RGR) (¢f. Gameman & Lopes, 2006), a partir da
geracdo de 4 cadeias em paralelo, de 20000 realizacdes cada, com diferentes condig¢des
iniciais. Todas as cadeias alcangaram convergéncia com menos de 10000 realizacdes,
apresentando RGR < 1.1. A Figura 3 mostra as 10000 primeiras realiza¢des encontradas para
os parametros estruturais do item 1, além dos pardmetros correspondentes as médias dos
grupos e os parametros da estrutura de regressdo sobre o DIF (ver Figura 4).
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Figura 3 — Trajetoria das 4 Cadeias para os Parametros Estruturais Selecionados.
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Figura 4 — Trajetéria das 4 Cadeias para os Pardmetros de Regressao.

Na Tabela I sdio apresentadas as estimativas que foram obtidas para a média e o desvio
padrio das proficiéncias do grupo 2. Foram utilizadas as médias das 10000 ultimas
realizagdes das cadeias.

Tabela I — Média e desvio-padrdo dos Grupos.

7 Intervalo de o b Intervalo de

Grupo He He Credibilidade & & Credibilidade
(Real) (Est.)  (L.C.)(95%) (Real) (Est.)  (I1.C.)(95%)

1 0 0 0 0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

2 0,1500 0,1616 0,0898 0,2296 1,0000 1,0341 0,9701 1,1819
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Verifica-se que tanto a estimativa da média quanto do desvio padrdo s@o muito satisfatdrias,
bastante proximas dos valores reais. Esse resultado garante, portanto, que as médias de
proficiéncias dos dois grupos de alunos estdo sendo apropriadamente comparadas mesmo
quando hd itens com funcionamento diferencial.

Em geral, como pode ser visto na Tabela II, a estimac¢do dos pardmetros estruturais a e b foi
muito satisfatdria, enquanto a estimacio do parametro c é, em geral, menos satisfatéria. A
correlagdo de Pearson entre os parametros verdadeiros e as estimativas foi de, respectiva-
mente, 0,9750, 0,9970 e 0,6020.

Problemas foram encontrados na estimacdo dos pardmetros de itens que exibiam ou valores
muito baixos ou muito elevados para os paradmetros de discriminacdo. No entanto, nessas
condicdes, é naturalmente mais dificil se obter boas estimativas.

Nota-se que os intervalos de credibilidade sdo muito menores, proporcionalmente aos
valores, para os pardmetros de dificuldade e muito maiores para os pardmetros de acerto
casual. Esse fato indica que os estimadores dos pardmetros de dificuldade sdo muito mais
precisos do que os estimadores dos pardmetros de acerto casual. Em alguns exemplos
simulados, sem DIF, as estimativas obtidas através do amostrador de Gibbs — para todos os
trés parametros do modelo — t&ém sido superiores as obtidas pelo software Bilog-mg que
utiliza métodos de maxima verossimilhanca marginal e maxima verossimilhanga marginal
penalizada (MMAP) — ou médxima distribuiciio a posteriori marginalizada. A estimagdo dos

pardmetros de DIF 5, também se mostrou bastante satisfatoria, a correlagio de Pearson

entre os parametros verdadeiros e as estimativas foi de 0,9942. Os resultados apresentados na
Tabela III indicam que a utilizacdo do intervalo de credibilidade pode ser util para verificar
se o item apresenta ou nao um DIF significativo. Por exemplo, os itens 14 e 42 apresentam,
claramente, um DIF desprezivel.

Tabela II — Parametros DIF.

Item & dy; Lc
(Real) (Est.) (95%)

1 -0,3066 -0,3033 -0,3908 -0,2262
2 -0,2695 -0,2936 -0,4024  -0,1914
4 -0,2926 -0,4374 -0,7082  -0,1921
5 -0,8262 -0,7450 -0,8857 -0,6708
14 -0,0161 -0,0283 -0,1716 0,0953
19 0,2014 0,2564 0,1455 0,3577
23 -0,5134 -0,4976 -0,6145 -0,3951
24 -0,6032 -0,5063 -0,6612  -0,3513
28 -0,9015 -0,6471 -0,8431 -0,4630
31 -0,7252 -0,7835 -0,9417 -0,6941
32 -0,1113 0,1334 -0,0650 0,3559
39 -0,4393 -0,4922 -0,6879 -0,3459
40 -0,5357 -0,6210 -0,7749 -0,4701
41 -0,5283 -0,5691 -0,7407 -0,4087
42 -0,0814 -0,0922 -0,1708 -0,0059
44 -0,6248 -0,6964 20,9860  -0,4630
46 -0,7307 -0,7429 -0,9345 -0,6517
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Tabela III — Parametros Estruturais (a, b, ¢).

Item | @ @ 1C(95%) ¢ G ILC.(95%) b b, IC (95%)
1 | 144 137 1,16 155 014 013 007 0,19 076 -079 095 -0,67
2 | 136 140 1,17 1,62 018 020 017 024 005 006 -004 017
3 (130 134 102 155 021 022 014 030 -0.88 -085 -1,05 -0,70
4 | 115 1,02 071 137 018 0,18 015 020 204 207 1,8 240
s | 193 19 157 217 021 0,19 014 024 -111 -1,09 -130 -098
6 | 1.8 173 141 200 023 021 018 025 023 022 014 031
7 1059 058 049 0,67 016 0,15 005 028 -1,58 -1,63 -193 -131
8 074 070 059 082 022 023 011 036 -091 -086 -1,19 -0,53
9 | 164 158 116 201 016 0,16 015 0,18 190 202 18 232
10 {225 213 1,71 250 019 0,19 016 021 044 048 041 0,56
11 | 204 173 148 199 020 017 012 022 -028 -034 -045 -0.25
12 {073 073 055 094 019 0,19 014 024 137 141 125 164
13 /093 095 080 1,09 019 020 012 027 -046 -043 -0,60 -026
14 |075 074 058 087 016 015 009 022 035 035 0,16 055
15 | 428 332 277 393 022 020 016 025 -056 -062 -0,72 -0,54
16 | 1,57 178 143 210 019 020 017 022 081 080 071 092
17 | 176 172 142 201 0,17 015 013 018 087 087 078 101
18 {078 072 057 086 022 020 013 026 055 048 029 0,68
19 | 176 180 137 211 0,18 019 016 021 097 103 092 121
20 300 245 173 304 022 021 019 022 141 145 134 165
21 | 126 122 102 139 021 021 016 026 -000 004 -007 0,14
22 063 070 054 08 025 033 022 041 -023 009 -025 038
23 | 113 120 101 137 016 019 012 026 -087 -079 -096 -0.64
24 076 073 062 087 023 024 009 040 -1,58 -1,55 -196 -1,09
25 | 065 076 057 097 021 024 020 027 18 192 1,72 224
26 | 063 056 046 068 018 012 006 019 105 091 070 1,16
27 | 1.83 1,88 1,58 222 024 025 018 032 -0,79 -078 -093 -0.67
28 056 068 054 08 019 023 016 029 017 035 014 057
29 | 165 145 121 1,67 019 014 005 023 -107 -1,19 -139 -1,05
30 066 066 055 078 023 024 009 042 -154 -1,66 -2,12 -1,19
31 | 1,80 1,83 149 2,11 017 022 0,18 026 -055 -0,51 -066 -042
2 | 173 141 114 1,70 022 025 008 044 -2,09 2,11 -249 -1,82
33 | 167 1,62 133 181 017 016 012 021 -030 -034 -044 -025
34 [ 178 1,68 143 194 022 017 008 026 -097 -1,08 -124 -094
35 | 1,90 198 164 231 022 018 007 031 -138 -142 -1,62 -127
36 074 082 067 095 014 019 011 027 -046 -036 -056 -0,17
37 | 114 1,10 091 126 021 018 013 023 016 0,13 002 025
38 | 127 144 118 1,66 022 025 021 028 030 039 030 049
39 (073 069 056 08 020 017 011 022 076 070 052 088
40 | 1,65 165 137 198 019 028 014 041 -1.82 -1,83 210 -16l
41 10,70 070 060 080 018 020 007 036 -1,65 -1,66 -201 -128
42 132 121 101 138 021 0,16 012 020 023 018 006 028
43 [ 106 095 079 1,11 026 022 015 028 0,10 001 -0,15 017
44 | 127 116 077 161 016 015 013 017 177 191 169 2728
45 | 1,62 164 136 1,89 022 023 018 028 -034 -032 -043 -021
46 | 198 192 161 220 016 0,18 013 023 -092 -096 -1,I5 -0,84
47 | 056 053 044 062 021 0,16 007 027 -026 -042 -0,73 -007
48 | 1,18 1,08 09 125 021 022 011 034 -095 -098 -122 -0,75
49 1070 070 058 083 018 021 011 030 -022 -019 -046 0,06
50 092 08 063 1,00 018 019 015 022 120 125 110 146
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As estimativas dos pardmetros correspondentes a estrutura de regressdo explicativa para o
DIF — parametros ¥y, €, };,, ver Tabela IV — foram muito similares as obtidas pelo ajuste de

um modelo de regressdo linear cldssico, utilizando minimos quadrados ordindrios, a partir
das estimativas encontradas para os pardmetros d;. Nesse caso, os resultados encontrados
foram, respectivamente, 0,252 (0,90), 0,348 (0,131).

Tabela IV — Parametros da Estrutura de Regressao (Gama).

_ IC. = IC. 2 =2 LC.
Grupo | Yog  Yog (95%) Mg Vg (95%) Te T (95%)
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 030 025 003 048 030 034 003 067 004 0,11 005 025

Um exemplo com 5 grupos foi construido de forma semelhante a esse com dois grupos e os
resultados foram igualmente satisfatérios. A qualidade da estimag@o das proficiéncias, por
exemplo, se manteve para todos os grupos focais.

Exemplo 2 (2 grupos — DIF na discriminacao)

Nos exemplos anteriores foi considerada a possibilidade de DIF apenas nos parametros de
dificuldade dos itens. Em geral, neste exemplo repetem-se as condi¢des de simulagdo
utilizadas no exemplo 2, porém o DIF € introduzido na discrimina¢do dos modelos dos itens.
Os itens para os quais se admite a possibilidade de um DIF foram escolhidos aleatoriamente
através de uma distribuicdo Bin(50; 0,4), de tal forma que 31 dos itens foram escolhidos
como itens ancoras e, portanto, os outros 19 itens foram considerados, entdo, como itens
sujeitos a um possivel funcionamento diferencial. Foram fixados os valores y, =0,5 e,

%2 =0,2, o que torna os itens com DIF menos discriminantes no grupo 2, e W, =1 para 10

desses itens e W, =0 para os demais, simulando o efeito de uma co-varidvel bindria
. 7. Z et : A a

associada a uma possivel caracteristica comum desses dez itens. Os pardmetros d5; foram

gerados conforme o modelo em (2) supondo que 7]1"1. ~N(0;0,2) e 7:; =0,04.

Da mesma forma que no exemplo anterior a convergéncia das cadeias de todos os pardmetros

foi testada e através do critério RGR foram confirmadas.

As Tabelas de V a VII trazem os pardmetros gerados, as estimativas obtidas com o
amostrador de GIBBS e os respectivos intervalos de credibilidade. Foram utilizadas as
médias das 8000 ultimas realiza¢des das cadeias.

Tabela V — Parametros das Distribui¢des de Proficiéncias.

Média das proficiéncias dos grupos

Desvio Padrao das proficiéncias dos grupos

Grupo | valor real estimado intervalo Grupo | valor real estimado intervalo

1 0 0 0 0 1 1 1 1 1

2 0,1500 0,1256 0,0668 0,1827 2 1,0000 0,9862 0,9335 1,0395
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Tabela VI — Pardmetros Estruturais — DIF na discriminagao.

Parametro d

Item | valor real estimado intervalo Item | valor real estimado intervalo

2 0,3141 0,3914 0,1357 0,6613| 35 0,6667 0,7162 0,5259 10,9342
4 0,5114 0,5623 0,3957 0,7559| 37 | 0,6390 0,7113 0,5259 10,9319
8 0,8210 0,7715 0,5298 1,0316| 41 0,4256 0,4203 0,2536 0,5779
13 0,2831 0,3953  0,1900 0,6091| 42 | 0,8953 1,0447 0,8616 1,2405
15 0,2360 0,1856 0,0517 0,3327| 43 | 0,6792 0,7679 0,5378 1,0209
18 | 0,5518 0,5026 0,2611 0,7330| 44 | 0,5089 0,4419 0,2539 0,6386
21 0,9751 1,0194 0,8058 1,2436| 45 | 0,4748 0,3923 0,2637 0,5326
23 0,6934 0,9308 10,7187 1,1738| 47 | 0,2041 0,2606  -0,0365 0,5237
24 | 0,8335 0,8903 0,6599 11,1376 48 | 0,8743 0,8891 0,6820 11,1183
30 | 0,6380 0,6288 0,4229 0,8620

Em geral a estimacdo dos pardmetros a, b e c, foi tdo satisfatéria quanto no exemplo com
DIF na dificuldade, por isso omitiu-se a apresenta¢do dos resultados. Apenas no item 17 o
modelo ndo conseguiu estimar bem o parametro a, ao se observar o grafico desta cadeia
(omitido), nota-se que ndo houve convergéncia. Provavelmente, a razdo de nio convergéncia
esteja associada a dificuldade de estimagdo dos parametros desse item. Ele apresenta um
nivel de dificuldade muito baixo (trata-se, portanto, de um item muito fcil) e um nivel de
discriminacdo muito alto, isso é muito raro de acontecer na pritica. A estimacdo dos

pardmetros de DIF dj; também se mostrou bastante satisfatdria, apenas o intervalo de

credibilidade do item 23 ndo conteve o verdadeiro valor do pardmetro. No entanto, como era
de se esperar, as estimativas foram um pouco piores do que no caso do DIF na dificuldade. A
correlag@o de Pearson entre os parametros verdadeiros e as estimativas foi de 0,906.

Tabela VII — Parametros de Regressdo — DIF na discriminagao.

Coeficientes da regressao do parametro d Variancia do erro da regressao

Parametro|valor real estimado  intervalo [Grupo|valor real estimado intervalo
% 0,5 0,4823 10,2774 0,6858| 2 0,04 0,0820 0,0364 0,1696
V4 0,2 0,2696 -0,0069 0,5540

A recuperacdo dos parametros correspondentes a estrutura de regressdo explicativa para o
DIF encontrado — pardmetros ¥, €, };, — foi também muito boa. A estimativa da variincia

de tal regressdo ndo ficou tdo boa quanto esperada, mas o intervalo de credibilidade conteve
o verdadeiro valor do parametro. Finalmente, pode-se também dizer que a estimagdo dos
parametros da distribui¢cdo das proficiéncias, média e desvio padrdo do grupo focal, foi
razodvel, no entanto, ndo tdo boa quanto no caso de DIF na dificuldade.

Os resultados indicam, portanto, que a presenca de DIF expressivo na discriminac¢do pode
conduzir a maiores problemas na comparabilidade das médias dos dois grupos do que no
caso de DIF na dificuldade. Porém, tendo em vista que na pratica raramente se tem situagdes
de DIF na discriminacdo nos niveis apresentados neste exemplo, garante-se, também, uma
boa comparabilidade de resultados de testes educacionais aplicados a diferentes grupos de
alunos.
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Exemplo 3 (real)

Em Soares, Genovez & Galvao (2005) foi apresentada uma andlise sistemdtica do
funcionamento diferencial exibido pelos itens de geografia utilizados para avaliar os alunos
da 4* série do ensino fundamental no PROEB/SIMAVE-2001. O funcionamento dos itens foi
analisado comparativamente para as diferentes regides do estado de Minas Gerais,
representadas pelos podlos regionais de ensino: pdlo 1 — que compreende a regido
Metropolitana de Belo Horizonte; pélo 2 — regido centro-sul; pélo 3 — regido do tridngulo
mineiro; pélo 4 — regido da Zona da Mata e polo 5 — regido Norte do estado. Naquele
trabalho, trés etapas distintas da investigacdo foram realizadas: na primeira os itens que
exibiam funcionamento diferencial foram identificados com o uso do programa Bilog-mg
utilizando-se modelos da teoria da Resposta ao Item para grupos multiplos (cf. Bock &
Zimovski, 1995); na segunda o funcionamento diferencial identificado foi confirmado ou nao
através das estatisticas cldssicas fornecidas pelo SisAni e, a partir delas, o DIF encontrado foi
classificado como desprezivel, pequeno, intermedidrio ou grande; finalmente na terceira
etapa a natureza do funcionamento diferencial foi investigada, sendo que conexdes e
extrapolagdes empiricas foram construidas de tal forma que se pdde chegar a uma
interpretacdo sistémica. Dezessete itens, dentro de um conjunto de 81 aplicados, exibiram
algum funcionamento diferencial mais relevante. Sete desses itens avaliaram o conhecimento
do aluno sobre as diferencas entre o espaco urbano e o espaco rural. Se ele seria capaz, por
exemplo, de discriminar os produtos do campo de os produtos da cidade. Como, em geral,
esses itens foram mais faceis para os alunos das demais regides do estado do que para os
alunos do pdlo Capital, pdde-se inferir que, provavelmente, o fato de os alunos dessas
regides estarem mais proximos de zonas rurais se refletiu numa maior competéncia nas
respostas a essas questdes. Infelizmente, as conclusdes obtidas sdo genéricas, baseadas no
bom senso e carecem de uma confirmacdo embasada em uma maior evidéncia estatistica.

Utilizou-se, entdo, neste trabalho, o novo método apresentado para confirmar ou ndo as
conclusdes apresentadas em Soares et al. (2005). Lembrando, o teste analisado avaliou os
alunos da 4* série do ensino fundamental da rede estadual de ensino do Estado de Minas
Gerais em 2001. Tomando como o grupo de referéncia a regido metropolitana de Belo-
Horizonte, e adotando-se como co-varidvel explicativa para o DIF na dificuldade uma
varidvel dicotomica W, =1 — para os itens associados a competéncia mencionada — e,

W,; =0 para os demais, obteve-se os seguintes resultados apds 20000 realizacdes das cadeias
(Sdo apresentadas as médias das ultimas 10000 realizacdes).

Tabela VIII — Média e desvio-padrao dos Grupos.

Grupo 3 Intei.’v.allo de 5 Intei.’v.allo de
§ credibilidade g credibilidade
1 — Metropolitana de BH 0 0 0 1,0000 1,0000 1,0000
2 — Centro-Sul 0,0938 0,0456 0,1450 1,0039 0,9626 1,0535
3 — Triangulo 0,1224 0,0518 0,1945 0,9674 0,8987 1,0367
4 — Zona da Mata 0,0801 0,0275 0,1336 1,0358 0,9819 1,0436
5 — Norte -0,4178  -0,4671 -0,3673 1,0718 1,0253 1,1281

Os resultados apresentados na Tabela VIII s@o coerentes com os apresentados nos relatérios
PROEB/SIMAVE-2001, indicando que os alunos da regido norte do estado apresentam uma
proficiéncia, em média, bastante inferior aos alunos das demais regides na rede estadual de
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ensino. No entanto, os resultados sdo diferentes dos obtidos sem consideracdo de DIF. Em
particular, observou-se que as proficiéncias dos alunos do interior foram subestimadas,
principalmente, dos alunos do tridngulo mineiro.

De fato, quando se analisa as estimativas encontradas para os coeficientes da estrutura de
regressdo dos parametros de DIF, Tabela IX, observa-se que os itens que apresentaram DIF,
em média, foram um pouco mais dificeis para a regido do tridngulo mineiro ( J,; =0,1441).

Isto significa que o teste foi um pouco mais dificil para os alunos do tridngulo mineiro.

Tabela IX — Coeficientes da Estrutura de Regressao do DIF (Gama).

Grupo | Yo, LC. (95%) Ve LC. (95%) 7, 1.C.(95%)

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 | 0,0971 -0,0225 02266 -0,3638 -0,5412 -0,1953 0,0296 0,0152 0,0565
3| 0,1441 00572 03477 -0,3365 -0,6128 -0,0639 0,0677 0,247 0,1532
4 100290 -0,159 02103 -0,2060 -0,4575 0,0590 0,0703 0,0326 0,1418
5 10,0786 -0,0770 0,2308 -0,2822 -0,5065 -0,0539 0,0435 0,0201 _0,9100

As estimativas encontradas para 7, , todas negativas nos grupos focais, indicam que de fato

N

o conjunto de itens associados a competéncia mencionada € mais facil para os alunos do
interior do estado do que para os alunos da regido metropolitana de Belo-Horizonte.

Além disso, o coeficiente 7, estimado permite ter uma idéia razodvel do gap existente com

relacdo a essa competéncia. No caso, os alunos da regido metropolitana estdo, algo em torno
de 0,30 unidades do desvio padrdo da distribuicdo de proficiéncias (dependendo da regido),
defasados em relagdo a competéncia exibida pelos alunos do interior do estado.

Finalmente, dos 17 itens originalmente diagnosticados com DIF através das estatisticas
classicas, apenas 13 deles foram confirmados pelo novo método.

6. Conclusoes

Os resultados obtidos nos exemplos foram bastante promissores, sendo que para os modelos
simulados a recuperacdo dos pardmetros gerados foi bastante satisfatéria. Por outro lado, no
exemplo real o resultado da andlise confirmou a conclusao do estudo anterior de Soares,
Genovez & Galvao (2005), baseada em estatisticas cldssicas, de que itens associados a
competéncia relacionada ao conhecimento do aluno sobre as diferencas entre o espaco
urbano e o espaco rural sdo mais faceis para alunos do interior do estado do que para a regiao
metropolitana. Além disso, o modelo forneceu uma estimativa para o gap dessas diferencas
(ver Tabela IX). Esses resultados encorajam a continuidade de estudos com o objetivo do
aprimoramento do modelo e, conseqiiente aplicacdo em outros estudos reais. No momento,
estdo sendo realizados exemplos que analisam as estimativas, simultaneamente, para o DIF
na discriminag@o e na dificuldade do item. Além disso, estdo sendo realizados estudos para
avaliar o efeito do ndmero de itens ancoras sobre as estimativas dos parametros e das
proficiéncias. Estudos mais abrangentes do que o apresentado no exemplo 3, que incluam a
estimacdo de Tg, podem vir a ser muito interessantes, pois uma estimava dessa matriz de

covariancia permitiria prospectar co-varidveis associadas aos itens explicativas para o DIF
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que ainda ndo tivessem sido incluidas no modelo. Por outro lado, como € possivel construir
uma distribui¢do estimada para essa matriz de covaridncia a partir das simulagdes obtidas
pelo amostrador de Gibbs, poderia se testar hipéteses de correlacdo, por exemplo, para o DIF
exibido pelos itens. A dificuldade aqui estd associada a inclusdo de um maior nimero de
grupos para uma boa estimagdo de 7, . Alternativas podem ser adotadas, por exemplo,

criando-se grupos artificiais e exigindo-se que os demais pardmetros dos modelos sejam
iguais nesses grupos, estimando-se apenas T, . Espera-se que esse artificio conduza a uma

diminuicdo do tempo necessdrio de processamento, viabilizando-se uma andlise da
correlagdo apresentada pelos DIF dos diferentes itens.
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ANEXO A - Condicionais Completas
i)  Proficiéncias.
Para gerar amostras de p(018,d,A,y,T,Y,W) geram-se amostras, iterativamente, de:

p;10,;.B.d. 3.7 T.Y.W) = p(8; 1By jy-dyjyr0ys hgr ¥
PO 10,81y Ay jyicyhe) PO By dgiyicyhg) =
= p(Y; 16,814 y05) PO 1)) = [T POG16; Body ) PO 1k ) ¥ =1

iel())

As igualdades se verificam, basicamente, admitindo-se que as respostas dos alunos sdo
independentes, e as resposta atribuidas aos itens sdo independentes quando condicionadas as
proficiéncias e aos pardmetros dos modelos dos itens. A distribui¢do acima ndo apresenta
uma forma conhecida fechada, ndo permitindo que amostras sejam geradas diretamente. Por
isso, vai-se empregar o algoritmo de Metropolis-Hastings com esse objetivo. Para tanto,
adotou-se um nicleo de transi¢do normal, tal que a proposi¢do para o novo estado é gerada
por:

6, ~q6,16")=N@",0,)

Adotou-se o, =0,2, escolhida a partir de um estudo piloto de tal forma a garantir uma taxa

adequada de transicio da cadeia. As condigdes iniciais habituais para as proficiéncias
adotadas foram os escores brutos padronizados obtidos por cada aluno no teste. Estudos de
convergéncia para algumas proficiéncias foram realizados apds a geracdo de cadeias em
paralelo, com diferentes condi¢des iniciais.
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ii)  Pardmetros das distribui¢des de proficiéncias dos grupos.
a) Média da distribui¢io de proficiéncias do grupo.

Admita que p(u, |.) representa distribui¢do a posteriori da média do grupo condicionada

aos demais parametros do modelo. Nesse caso,

P 1)=p, 10, .0,)< p®, 1K,.0,) p,16,) e

o< H p®;lu,.0,) pu,lo,),e admitindo que u,lo, ~N(0,0,), tem-se que:

il ()
2.9
jel, _ c

_ g
U, |.~N(mg,sg), m, =

e, 5§, =——.
£ N+ N+

J,, representa o conjunto de alunos e N, o nimero de alunos do grupo g, g =1,...,G.

b) Variancia da distribuicao de proficiéncias do grupo.
No caso da variancia das proficiéncias dos grupos:
2 2 2 2 P
p(c,1)= P(Gg |ejg,ug)o< .H)p(ej lu,,0,)p(c,) e adotando-se como  prioris
€el(j

2 S . ]
c, ~Gl(a, ,p ¢)»onde GI representa uma distribui¢do gama inversa, tem-se que:

2

N Z(e./’_ug) +2Bg
21~ Gl| o, +—%, =1,..G
Gg . g 7, 2 , 8§ =L...,G.

iii) Parimetros estruturais £ .

Admitindo-se  independéncia local dos itens, para se gerar amostras de
pB10,d,A,y,T,Y,W)=p(p10,d,Y), pode-se gerar amostras a partir de:

p(B;10,,).d;.Y, ;)< p(Y,;)10,.).B,.d;) p(B; 1d;) =

= H P(Yij lgj’Bi’dig(j)) P(:Bi): H P(Yij lgj’Bi’dig(j)) P(ai)P(bi)P(Cf)a Vi=L..1

Jjed (i) Jjed (i)
Sendo que a tltima igualdade advém da hipétese de independéncia a priori dos parametros.

As prioris adotadas foram as seguintes: a, ~ LN(0,2), b, ~ N(0,1) e ¢; ~ beta(5,17). Estas

prioris s@o habitualmente empregadas, como por exemplo, sdo defaults no software
Bilog-mg. E, novamente, como as distribuicdes apresentam formas desconhecidas o
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algoritmo de Metropolis-Hastings foi empregado utilizando-se os seguintes nucleos de
transi¢io: a/ ~ LN(log(a, "), ,), b ~N®b/",s,) e, ¢ ~Ulc"=8,¢/"+5]. Foram
utilizados os seguintes valores para os parametros de dispersdo dos nticleos de transi¢do:
,=0,05, 5,=0,2, §=0,05.

iv) Parametros estruturais de DIF.

Amostras de p(dh IB,B,l,y,Th,Y,Wh a7 ), h=a,b, podem ser obtidas a partir de amostras
de:

h h h h hy _ h h
pd,ld dj; ,0.B,A,v, T, Y, W' =p(d,. |d

g.#i? gi 8. #i?

#h h hy _
dg 79Jg(j)7ﬁi77g7T 7ng(,‘)7W ) -

h h h h h
P(dgﬂd d;; ’B_Ig([)’ﬁivyg7T ’ng(,')’w ) o<

g.#i°

o< Py, 10, oy Bidg) pldg; 1dy .3 Wy, ) T") =

g #i?
= [I p;16,.B..d,) p(dg | W, vy, 7p), Vi€ L, (8=2,..G),
jeJ (@)

2
Na dltima igualdade, admite-se que T =(T£’) I, sendo I a matriz identidade de ordem
nid, X nid, , onde nid, o nimero de itens com provéavel DIF. Nesse caso, a priori condicional,

A . s hooh _h hoh . _h)\2 .

adotada para os parametros de DIF foi a seguinte: dgi | ' W, NgoTg ~ N(W; yg,(rg) ).Jao

nucleo de transi¢do considerado foi o seguinte: d :,';M ~N(d ;’;’,O, 3) Vi . Por outro lado, no

caso mais geral:

p(d} 1d, .dZ, 0, By, T.Y W)ocp(YJ(g)IBJg,B,dg)p(dZIWh,yZ,Th)=

#g 20 #£g? Jg>
=TI I r;16,.8,.d,) p@, I W" 4. T"), (g=2...G).
ielfy Jed
h h  h h h h h - PP . .
sendo que d, W%y, , T" ~N(W"y,,T"). O nucleo de transi¢cdo adotado foi o seguinte

d -t~ N@h’,0,21).
8 8

v)  Parametros da estrutura de regressdo explicativa do DIF.

Para os parametros ¥, devem ser geradas amostras de:

PV 1 Ve 0BT Y. W = p(y, 1d T! W) o< p(dy 17, W' T)) p(Y,). 8 =2.....G,
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Adotando-se a priori yi’, ~N (yg,Sg) , tem-se a distribui¢do condicional completa:

-1

vh1dL, T/ W" ~ N(H,L), L=[(W")T(T&’f)_lwh+(sg)_l} e,

H=L| (W) (1)@ +(st) vt |

8

vi) Duas situagdes foram consideradas para a estrutura de covaridncia 7 :
2
h_ (. h
a) Tg - (Tg) L,
Nesse caso, amostras de p(T10,B,A,y,Y, W) serdo obtidas através de amostras de:

p(eh) 1 W e pla 1 (7)) r . W () )=
=Gl(a, +%,B (@' -W"y,) (a" -W" yg)ﬂig}, §=2....G.
Onde (’L’;’ )2 ~ Gl(a,,p,) apriori.

b) T, =T", ¢=2...G.

nid,,

Nesse caso, adotando-se como priori T ~WI ( ,Tg‘ ), onde WI representa a distribui¢do

de Wishart inversa, tem-se que:

nid, +G

G
T 1d" y" W' ~ WI(T,%Z(dZ - Wiyt )(dh - Wy )T +T)).

g=

—_
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