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RESUMO

Neste trabalho descrevemos em detalhes os quocientes parabdlicos maximais do tipo A
e B e apresentamos a caracterizacao das relagoes de cobertura da ordem de Bruhat dos
mesmos. Nossa abordagem é principalmente combinatéria e baseia-se no padrao das

permutacoes correspondentes, também chamadas permutagoes Grassmannianas.

Palavras-chave: Grupos de Coxeter. Ordem de Bruhat. Permutagoes Grassmannianas.



ABSTRACT

In this work we describe in detail the maximal parabolic quotients of type A and B, and
present the characterization of the covering relations of the Bruhat order of the same.
Our approach is mainly combinatorial and it is based on the pattern of the corresponding

permutations, also called Grassmannian permutations.

Keywords: Coxeter groups. Bruhat order. Grassmannian permutations.
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1 Indroducao

Esta dissertagao tem como objetivo a descrigao das permutacoes Grassmannianas
associadas aos grupos de Coxeter de tipo A e tipo B, por uma abordagem combinatoria.
A principal motivacdo é geométrica e vem do fato de que estas permutacoes parametri-
zam certas células, chamadas de Bruhat, que decompoem as variedades Grassmannianas
classicas, no caso de tipo A, e Grassmannianas Isotrépicas, no caso de tipo B. Neste tra-
balho, nos propomos a desenvolver as técnicas combinatorias necessarias para tornar mais
acessivel a descricao desta decomposicao celular. Em particular, estudamos as relagoes
de cobertura que sao muito uteis na descricdo dos complexos de cadeia celular no célculo

dos grupos de homologia de tais variedades (para mais detalhes, ver [5]).

A abordagem aqui é puramente algébrica e combinatoria pois os grupos envolvidos
sao casos particulares de Grupos de Coxeter que sao definidos de uma maneira simples por
geradores e relagoes. Um dos exemplos mais notaveis que seréa abordado aqui é o grupo
simétrico que pode ser visto tanto como um grupo de permutagoes, como um grupo de
simetrias ou como o Grupo de Weyl de um sistema de raizes do tipo A. Neste sentido
¢é que varios aspectos combinatorios, algébricos e geométricos estao entrelagados quando

estudamos os grupos de Coxeter.

Uma caracteristica deste trabalho é justamente obter resultados de carater e moti-
vagao geométricos simplesmente em termos combinatérios dos grupos de Coxeter, isto é,
através do manuseio de expressoes reduzidas, explorando uma ordem parcial de elementos
de grupo, processos de enumeracao e contagem, e construgao de certos grafos associados.
Em particular, um dos aspectos mais singulares dos grupos de Coxeter é desempenhado
pela ordem de Bruhat, a qual damos atencao especial. Embora a estrutura de ordem seja
usada em algumas outras partes de algebra, o papel da ordem de Bruhat para o estudo
dos grupos de Coxeter e as propriedades combinatérias e geométricas dessa relagao de

ordem sao unicas.

Baseados no livro Brenti-Bjorner [1], mostramos que os grupos de Coxeter asso-
ciados aos sistemas de tipo A e tipo B sdo, respectivamente, um grupo de permutagoes
e um grupo de permutagdes com sinais sendo que a ordem de Bruhat e as relagdes de
cobertura para estes grupos sao conhecidas. A partir disto, consideramos o quociente
destes grupos por subgrupos parabdlicos maximais. Ao tomar os representantes minimais
destas classes é que obtemos as chamadas permutagoes Grassmannianas, isto é, permuta-
¢oes que admitem um tnico descendente — uma posicao em que ha uma quebra de ordem
da permutacao. Uma vez que a ordem de Bruhat é passada ao quociente, a pergunta que
se levanta é como se comporta a ordem de Bruhat entre os elementos minimais. Segui-
mos entdao o artigo Rabelo-Lambert [5] que responde esta pergunta no caso do tipo B e

adaptamos os argumentos para obter a resposta também no caso do tipo A, que é mais
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simples, mas nao esta claramente descrita na literatura conhecida. Fazer esta descrigao

sequencial ¢ uma das principais contribuicoes deste trabalho.

Além disto, apresentamos também de maneira informal como os diagramas de
Young e os diagramas de Young semi-deslocados sao tteis para ilustrar e fornecer um
bom modelo visual para as relagoes de cobertura das permutacoes Grassmannianas de

tipo A e tipo B, respectivamente.

Este trabalho esté organizado da seguinte forma: os Capitulos 2 e 3 fornecem uma
introducao a teoria combinatéria dos grupos de Coxeter, onde tratamos a combinatéria

de decomposicoes reduzidas e a ordem de Bruhat.

No Capitulo 4, estabelecemos os principais resultados desta dissertacao a respeito
das relagoes de cobertura de certas permutagoes. Este capitulo esta dividido em duas
partes relacionados aos dois exemplos de grupos de Coxeter a serem considerados: o grupo
das permutacoes, o qual estd associado ao grafo de tipo A, e o grupo das permutagoes

com sinal, ao qual esta associado o grafo de tipo B.

Com os resultados do Capitulo 2, concluimos que tais grupos de permutacao sao
grupos de Coxeter e, em seguida, estudamos a ordem de Bruhat dos mesmos. Depois,
introduzimos os subgrupos parabdlicos maximais correspondentes de modo a obter a ex-
pressao dos representantes minimais que sao chamadas de permutagoes Grassmannianas
em cada caso. Finalmente, nos dedicamos a obter as relagoes de cobertura destas per-
mutagoes. Para o caso de tipo B, seguimos o artigo [5] enquanto o caso do tipo A segue

como uma contribui¢ao deste trabalho.

No Capitulo 5, nos dedicamos descrever as relagoes de cobertura do conjunto de
representantes minimais em termos dos diagramas de Young (para o Tipo A) e em termos

dos diagramas de Young semi-deslocados (para o Tipo B).
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2 Conceitos Basicos

Grupos de Coxeter sao definidos de uma maneira simples por geradores e relagoes.
Neste capitulo, damos as defini¢oes basicas, apresentamos alguns exemplos e derivamos os
fatos combinatérios mais elementares subjacentes a este trabalho. A referéncia principal
¢ o Capitulo 1 do [1].

2.1 Sistemas de Coxeter

Defini¢do 2.1. Seja S um conjunto. Uma matriz m : S x S — {1,2,...,00} é chamada

Matriz de Cozeter se satisfaz:

(i) m(s,s") =m(s,s);

(ii) m(s,s)=1<s=4.

Equivalentemente, m pode ser representada por um grafo de Cozeter (ou diagrama
de Cozeter) cujo conjunto de ndés é S e cujas arestas sdo os pares nao ordenados {s, s’}

tal que m(s,s’) > 3. As arestas com m(s,s’) > 4 sdo rotuladas por tal nimero.
Definicdo 2.2. Seja S, = {(s,8') € 5% m(s,s') # oo}. Uma matriz de Coxeter m

determina um grupo W com apresentacao:

(2.1)

s,8")

{ Geradores: S

Relacbes: (ss')™*%) = e, para todo (s,s') € SZ,.

Aqui, e na sequéncia, “e” denota o elemento identidade de qualquer grupo em

consideracao. Como m(s,s’) = 1< s = s/, temos que
s? = e, para todo s € S.
Isso mostra que a relacio (ss')™**) = ¢ é equivalente &

ss'ss’'s...=s'ss'ss" ...

m(s,s’) m(s,s’)

Em particular, m(s,s’) = 2 (isto é, s e s’ sdo dois nés distintos que nao sao vizinhos no

grafo de Coxeter) se, e somente se, s e ' comutam.

Defini¢ao 2.3. Se um Grupo W tem apresentagdo como (2.1), entdo o par (W,S) é
chamado sistema de Cozeter. O grupo W é o Grupo de Coxeter e S é o conjunto de
geradores de Cozeter. A cardinalidade de S é chamada posto de (W, S). O sistema ¢é dito

irredutivel se seu grafo de Coxeter é conexo.
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Exemplo 2.4. Considere a matriz de Coxeter e seu grafo associado

54

1
00
2
2

w A~ = R
N — R N
— o W N

O grupo de Coxeter determinado pelo grafo de Coxeter acima é gerado por sq, S9, S3, 84 €

satisfaz as relagoes:

=€

=N

2 _ 2 _ 2 _
5] =28;=835=5

5183 = 8381, poi m(51, 33) =2

wn

$184 = S451, pois m(sy,s4) =2
S9S83S8983 = 3898389, POIS m(Sg, s3) = 4

898489 = 48984, POis m(sq,s4) =3

S384 = 8483, pois m(s3,s4) =2

Observacao 2.5. Quando nos referimos a um grupo abstrato como grupo de Coxeter
devemos ter em mente nao apenas W, mas o par (W, S) com um conjunto de geradores

S especifico entendido implicitamente.

As trés afirmacoes a seguir sao equivalentes e torna explicito quais os meios para

W ser determinado por m via apresentacao (2.1). Para mais detalhes, ver referéncia [2].

1. (Propriedade Universal) Se G é um grupo e f : S — G é uma aplicagao tal que

(f(s)f(s))™) =,

para todo (s, s') € S2_, entdo existe uma tinica extensao de f para um homomorfismo
de grupos f: W — G.

2. W= F/N, onde F é o grupo livre gerado por S e N é o subgrupo normal gerado
por {(ss')™=5); (s,5') € SZ.}.

3. Seja S* o mondide livre gerado por S, isto é, o conjunto das palavras no alfabeto S
com concatenacao como produto. Seja = a relagdo de equivaléncia gerada permi-

tindo a inclusao ou exclusao de qualquer palavra da forma

!
(58")™M5) = s5's5' ... 5’55,
—_
2m(s,s’)

para (s,s’) € S2_. Entao, S*/ = forma um grupo isomorfo a W.
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Seja (W, S) um sistema de Coxeter. A Definigao 2.1 deixa algumas incertezas sobre
as ordens dos pares de produtos ss’ como elementos de W, com s, s’ € S. E imediato que
a ordem de ss’ divide m(s,s’) se m(s,s’) é finito. Isso deixa aberto a possibilidade que
grafos de Coxeter distintos podem determinar sistemas de Coxeter isomorfos. No entanto,

esse nao é o caso.

Proposigao 2.6 ([1], p.3). Seja (W, S) o sistema de Cozeter determinado por uma matriz

de Coxeter m. Sejam s e s dois elementos distintos de S. Entao, valem:

(i) (As classes de) s e s sao distintas em W.

(it) A ordem de ss" em W ém(s,s').

Como consequéncia da Proposigao 2.6 temos que a matriz de Coxeter (m(s, s))s.ses
pode ser totalmente reconstruida do grupo W e do conjunto de geradores S. Isto nos leva

a uma importante conclusao.

Teorema 2.7. A menos de isomorfismos existe uma correspondéncia 1 —1 entre matrizes

de Cozeter e sistemas de Coxeter.

Os sistemas de Coxeter finitos irredutiveis, assim como certas classes de sistemas
infinitos podem ser classificados, como mostra a Tabela 1. Vamos nos referir a alguns
desses grupos de Coxeter de vez em quando por seus nomes convencionais mencionados
na Tabela 1, mas a classificacdo como tal nao desempenhara nenhum papel significativo
neste trabalho. Nao existe nada de especial em restringir nossa atencao para o caso
irredutivel, desde que grupos de Coxeter redutiveis decompdem unicamente como produto

de irredutiveis.

Os grupos de Coxeter finitos para o qual m(s,s') € {2,3,4,6}, para todo (s,s’) €
S, com s # s, sao chamados grupos de Weyl, nome motivado pela Teoria de Lie. Os
grupos de Coxeter para o qual m(s,s’) € {2,3}, para todo (s,s') € S, com s # &, sdo

chamados simplesmente entrelacados.

Vamos agora olhar alguns exemplos, com o objetivo de nos familiarizar com alguns
dos grupos que desempenham um papel importante na teoria combinatéria dos grupos
de Coxeter e para exemplificar algumas das diversas maneiras pelas quais os grupos de

Coxeter surgem.



Tabela 1 — Sistema de Coxeter finitos irredutiveis

Nome Diagrama Ordem
A —_ I ,
n « = - © + 1 !
(n>1) 2 3 n-lmn ey
Bn >—4<>—<>— —_—O—0 2n |
(n>2) 0o 1 2 n—2n-—1 n
0
D,,
(n > 4) 2n—1pl
1 2 3 n—2n-1
Es { 27345
E; [ 210345 7
Eg [ 21435527
F, 4 1152
Go 6 \ 12
Hsj 5 120
5
Hy ‘ 14400
Ir(m) m
(m > 3) o—o 2m
Exemplo 2.8. O grafo
o o o o o
S1 S9 S3 Sn—1 Sp

14

com n vértices isolados (sem arestas) é o grafo de Coxeter do grupo W = Zy X Zo X ... X Zg
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de ordem 2". Neste caso,

81:(

82:(

Y

ol
=l ol
ol ol
ol O

Geradores: S = {s1,$2,...,8,}, onde
s, = (0,0,0,...,1)
Relagoes: s

(sis7)° = (s;8:)° = e, para todos i,j € {1,...,n}.

Exemplo 2.9. O grupo de Coxeter universal U,, de posto n é definido pelo grafo completo
com todas as (g) arestas marcadas com “oco”. Equivalentemente, ele é o grupo tendo
n geradores de ordem 2 e nenhuma outra relagao. Cada elemento do grupo pode ser
unicamente expresso com uma palavra do alfabeto de geradores e essas palavras sao

precisamente aquelas onde as letras adjacentes nao sao iguais.
Exemplo 2.10 (Grupos simétricos). O caminho

O Oo— +++ —O—0O
S1 So S3 Sn—2 Sn—1

¢ o grafo de Coxeter do grupo simétrico S, com respeito ao sistema de geradores de
transposigoes adjacentes s; = (4,7 + 1), 1 < i < n — 1. Isso serd provado no capitulo
4, onde trataremos com detalhe esse exemplo. Uma noc¢ao basica desse exemplo em
particular é muito valiosa, tanto pela importancia do grupo simétrico quanto por seu

papel como o exemplo nao trivial mais acessivel de um grupo de Coxeter.

Exemplo 2.11 (Grupos das permutagoes com sinal). O grafo

4
o o— '+ —O0——0

S0 S1 So Sn—2 Sn—1

é o grafo de Coxeter do grupo SZ de todas as permutagdes com sinal do conjunto [n] =
{1,2,...,n}. Trataremos esse exemplo com detalhes no capitulo 4. Esse grupo pode ser
pensando em termos do seguinte modelo combinatoério. Suponha que temos um baralho
de n cartas tal que a j—ésima carta tem “+7” escrito de um lado e “—3” do outro. Os
elementos de SZ podem ser identificados com um possivel rearranjo de pilhas de cartas,
isto é, um elemento do grupo é uma permutagao de [n] (a ordem da carta da pilha) junto
com a informagao sinal [n] — {+, —} (dizendo qual lado de cada carta estd para cima).
Os geradores s;, 1 <i < n — 1, trocam a carta na posicao ¢ com a que esta na posicao
i+ 1 na pilha (preservando a orientagao) e so vira a primeira carta da pilha, isto é, troca

seu sinal.
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Exemplo 2.12 (Grupos diedrais). Sejam L; e Lo linhas retas atravessando a origem do

s
m’

plano euclidiano E2. Assuma que o angulo entre elas é para algum m > 2. Seja r;

a reflexdo através de Ly e seja ry a reflexdo ortogonal através de L,. Entao, riry é uma

rotagao do plano euclidiano de angulo 2% e, assim, (ry12)™ = e.
“I‘Q(Ll)
T1 (L2>

3

Ly

J

3

Ly

Seja G, o grupo gerado por 7 e ro. Consideracoes geométricas simples mostram que G,

2km

consiste de m rotagoes do plano através do angulo =, 0 < k < m, e essas m rotagoes

seguidas pela reflexao ry. Assim, |G,,| = 2m.
Agora, defina o grupo de Coxeter I5(m) dado pelo grafo de Coxeter

m
O——O
S1 52

isto é, geradores S = {s1, 52} e relagoes s? = s3 = e = (5152)™.

Diretamente da defini¢do, vemos que todo elemento de I(m) pode se representado
como uma palavra alternando 152515257 ... OU $251825152 . .. de comprimento < m (isto
inclui a representacao do elemento identidade pela palavra vazia). Uma vez que existem
duas tais palavras de cada comprimento positivo e as duas palavras de comprimento m

representam o mesmo elemento do grupo, segue que |Ir(m)| < 2m.

Como r} = r2 = (ryry)™ = e, existe um homomorfismo sobrejetor f : I(m) — G,
estendendo
S = G
/ " parai=1,2.
S; = Ty,

Ja vimos que |I(m)| < |G| = 2m. Consequentemente, f deve ser um isomor-

fismo.

O grupo Iy(m) é chamado grupo diedral de ordem 2m. Similarmente, o grupo
I5(00), que é de ordem infinita, é chamado grupo diedral infinito. Ele surge como o grupo
gerado pelas reflexoes ortogonais 1 e 3 em linhas cujo angulo é um multiplo nao racional

de 7.
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2.2 Uma representagao por permutacao

Nosso objetivo é obter as propriedades combinatoérias centrais de um grupo Coxe-
ter, como a propriedade de troca, que sera discutida na préxima secao. Acontece que a
descrigao do grupo por meio de sua apresentagao (2.1) é inadequada para esse propdsito
- é necessario a estrutura adicional proveniente de alguma realizacao concreta adequada

do grupo.

Esta secao descreve uma realizacao como um grupo de permutacao que leva ra-
pidamente ao objetivo. Esta representacao permutacao ¢ introduzida aqui com o tnico
proposito de provar o Teorema Propriedade de Troca Forte da proxima segao; ela nao
reaparecera desta forma depois disso. Ao longo desta se¢ao, (W, .S) denota um sistema de

Coxeter.

Definicao 2.13. Definimos:
T={wsw'; s€S, weW}.

Os elementos de T, isto é, os elementos conjugados para algum gerador de Coxeter, sao

chamados refiexoes.

A definicdo mostra que S C T e que t? = ¢, para todo t € T.. Os elementos de S

sao chamados reflexzoes simples.

Definicao 2.14. Dada uma palavra s;ss ... s, € S*, definimos:
ti = 85182...85;-15;S;—-1...85251,

para 1 <1 < k e a k-upla ordenada

o~

T(81$2 ce Sk) = (tl,tg, .. ,tk)

Consideramos palavras em S* também como elementos em W (lidas entdo como

um produto) sem mudar de notagao. Note que:

~1
. tz = (Sl . Si,1>51'(51 c. Sifl)

o 1;S1S9...5; = S1...8;...5 (s; omitido)
e S5152...5; :titi—l-“tl

Lema 2.15. Se w = s153...5;, com k minimal, entdo t; # t;, para todo 1 <1 < j <k.



Demonstragio. Sejam t; = (s1...8-1)8i(S1...8i-1)  et; = (s1...5j-1)sj(s1 ...

Se t; = t;, para algum ¢ < j, entdo t;t; = e. Assim,
W = §182...8 = titjslsQ ... SE
— -1
= ti[(Sl Ce ijl)sj(sl Ce Sj,1> ]5152 v e 8j-185 ... Sk
= ti(Sl . Sj—l)sj .Sk

= [(81 e Si—l)si(sl e Si_l)_l](Sl e S—18 ... Sj_l)é} ... Sk

~ ~

=851...5...55...5k
isto ¢, s; e s; sao deletados, o que contradiz a minimalidade de k.

Definicao 2.16. Para s1s5...s, € S* et €T, seja

n(siss ... sk t) = nimero de vezes que t aparece em T'(s1Sg ... Sk).

Observe que n(sise...sk;t) = 1, se t = t; e k é minimal, pois pelo Lema 2.15,
t; # t;, para todo 1 <7 < j < k. Além disso, n(s152...sx;t) =0, se t € T for distinto de

todos os t;’s, 1 <1 < k.
Dados s € S et € T, definimos

—1,ses=t
n(S;t)Z{

+1, se s #t

Note que:

k
(_1>n(5132...sk;t) = H T](Sl, Si—1..- 51t51 . 51;1)

se, e somente se,

(Si—l Ce 81)_1SZ‘(SZ‘_1 e 81) = t,

(2.2)

(2.3)

isto é, se t =t; € T, para algum 1 < i < k, entdo n(s;; sj—1...81ts1...8;-1) = —1.

Definigao 2.17. Considere o grupo S(R) de todas as permutagbes do conjunto
R=Tx{-1,+1}.
Para s € S, definimos a aplicagao

. R — R
(t,e) — ms(t,e) = (sts,en(s;t))
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Note que:
Tt €) = mems(t, €) = mo(sts, en(s; 1)) = (sstss,en(s;t)n(s; sts)) = (t,¢),
isto é, s € S(R)

Teorema 2.18. (i) A aplicagio s — w4 estende unicamente para um homomorfismo

injetivo w — m, de W para S(R).

(ii) m(t,e) = (t,—¢), para todot € T
Demonstragio. Verificaremos as afirmacoes em alguns passos:

1) J4 vimos que 72 = idp.

2) Sejam s,s" € S e m(s,s’) = p # oco. Afirmamos que (w,my )P = idg. Para provar
J

isso, seja
s, se i é impar
S; — .,
s, se i é par
e denote por s a palavra s1S2...59, = §'ss'ss’...s's. Seja T'(s) = (t1,ta,...,t2p),
onde t; = S1...8;...... s; = 8's...s;...88 = (s's)71s, com 1 < i < 2p. Como

m(s,s') = p # oo temos que (ss')P = e = (s's)P. Note que:
tyr1 = (8'5)PFI71s = (§'5)P(5's) Vs’ = (s'5) 17 Ls = 1,
isto é, t,+1 = t;,1 < i <p. Dai, n(s;t) é par, para todo ¢t € T. Temos que:
(T )P = MMy o MMy = My Mgy 1 - Ty T -
Seja (t',e") = (msme )P(t, €). Entao:

t = (59 Mooy - - - TsuTsy ) (L)
= Ty Mgy 1 - Moo (M ) (E) = Mgy Moy 1 -+ Moy (S1151)
= Moy, Mgyt - - Wss (525118182) = ... = Sop... 51151 ... 89

= (s9p...51)t(s9p...51) = (s...8)t(s...88)  =ete”t =1,

istoé, t =1, e
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g = (a9 Tsgy_1 - -+ TspTsy ) (€)
= Ty Tsgp_q1 + -+ Tsg (7‘(‘51)(6) = Mo, Msgp_1 -+« Tsg (577(31; t))
= Ty, Mgy 1+ - My (en(s1;t)n(se; s1ts1))

Ty Manp1 - - - (EN(S151)N(52; 51151)1(S35 525115152))
2p
=...= €H77(8i;81;71---811581---81'71)
i=1
_ 8(_1)n(s1,52...52p;t) _ 8(_1)n(s;t) —c.1= £,
isto é, e = ¢’. Logo, (msmy)P(t,€) = (t,€), ou seja, (msmy )P = idg.

Pela Propriedade Universal e o que acaba de ser mostrado, a aplicagao s —

estende para um homomorfismo w +— m,, de W. Se w = spSp_1 ... S1, entao
Tw(t,€) = Topsp_y..51 (1, €) = s, sy, - .- S1(L,€)

k
= (sk ... 81tS1 ... S, € H n(Si; Siz1 ... 5181 ... 51_1)>
i=1

= (wtw™, 5(—1)”(51’82"'3’“”) (2.4)

Em particular, a paridade de n(sy, ss ... sx;t) depende somente de w e t.

Suponha que w # e. Escolha uma expressao w = sisi_1 ...S; com k minimal e seja

T(sgSk—1-..51) = (t1,t2,...,tx). Pelo Lema 2.15, todos os t;s sdo distintos, entao
n(si, s ... sk t;) = 1. Portanto, por 2.4, m,(t;, ) = (wtw™!, —¢), para 1 < i < k.

Assim, m,, # idg. Dai, o homomorfismo é injetivo.

Mostraremos (7i) por indu¢do no tamanho da expressdo simétrica para t. Seja
t = 5182...5,...5251, com s; € S. O caso p = 1 é imediato. De fato, neste caso

t=s51¢€
mi(t,€) = 7, (s1,€) = (s15181,€n(51581)) = (81, —¢) = (¢, —¢).
Entao, por inducao,

Tt €) = (Mapspesy ) (1 €) = Ts Mgy sp.sn (T (L, €))
= sy Mag...sp00 (S1E51,EN(513 1))
= Ty Tsnpsposs (S1[S1 - - Sp ... 51]51,€n(81;51...55...51))
= Ty Tsnpsposs (52 - Sp .. 52,EN(S1581 ... 8p...51))
=T, (S2...8p...52,en(51381...8p...51)N(S2...Sp...82;S2...82;82...5...
=T, (Sg...8p...52, —en(S1;81...5p...51))
= (s1(s2...Sp...52)81, —eN(S1;81 ... Sp...51)N(51:82...5p...52))

= (t,—en*(s1; 5. . Sp...S)) = (t,—¢)

s2))
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Note que:
N(s1;81...8p...851) =—1 51 =51...5,...51 =52...5,...52

¢ equivalente a condicdo 7(s1;52...5p...52) = —1. Portanto,
n(s1581...8p...51)n(s1;82...8p...52) :772(51;32...sp...52). 0

Definicao 2.19. Para w e W et € T, seja
n(w,t) _ (_1)n(31...sk;t) — (_1)”(“’?1‘/)7 (25)

onde w = 5185 ...5; € uma expressao arbitraria, com s; € S.

A expressao estd bem definida, pois depende apenas de w e t, como mostrado na
demostragao do Teorema 2.18 (Passo 3). Além disso, (2.5) estende (2.2) e assim podemos

reescrever a igualdade (2.4) como:

Tw(t,e) = (wtw™, en(w™;t)). (2.6)

2.3 Palavras reduzidas e Propriedade de Troca Forte

Nesta secao, provamos algumas propriedades combinatorias fundamentais do sis-

tema de palavras que representam qualquer elemento dado de um grupo Coxeter.

Defini¢ao 2.20. Seja (W, S) um sistema de Coxeter. Cada elemento w € W pode ser

escrito como um produto de geradores:
W= S$18y...8;, com s; € S.

Se k é minimo entre todas tais expressoes para w, entao k é chamado comprimento de w
(escrevemos f(w) = k) e a palavra s15; . . . s, é chamada palavra reduzida (ou decomposigao

reduzida ou expressio reduzida) para w.

Observacao 2.21. Se w = s182...8,, com s; € S, é uma expressao qualquer para w,
entao (w) < k.

Como ja mencionado $18s ..., denota ambos o produto desses geradores (isto
é, um elemento de W) e a palavra formada por listando eles nesta ordem (isto é, um

elemento do monodide livre S*).

O resultado a seguir é uma consequéncia da Propriedade Universal:

Lema 2.22. A aplicagio € : s — {—1}, para todo s € S, estende-se para wm homomor-
fismo de grupos e : W — {—1,+1}.
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Demonstragio. Temos que £(s) = —1, para todo s € S. Os elementos de W satisfazem a

relagio (ss')™**) = e, para todo (s,s') € SZ,. Seja m(s,s’) = m. Entao:

para todo (s, s') € S?

n

de grupos e : W — {—1,+1}. O

s+ Logo, pela Propriedade Universal, € estende a um homomorfismo

A Proposicao a seguir apresenta algumas propriedades béasicas da fungdo compri-

mento.

Proposicao 2.23. Para todos u,w € W valem:

(i) e(w) = (=1)",

(i) ((uw) = L(u) + {(w) (mod 2),
(iii) ((sw) = €(w) £ 1, para todo s € S,
(iv) L(w™) = (w),

(v) [(u) = L(w)] < Lluw) < L(u) + H(w),

(vi) L(uw™) é uma métrica em W.

Demonstragio. (i) Se w = $152...5; ¢ uma palavra reduzida, entdo ¢(w) = k. Logo,
e(w) = e(s152...58) = (s1)e(s2) . .. e(s) = (—=1)F = (=1)),

Como consequéncia, o numero de geradores em duas decomposicoes de w tem a

mesma paridade.

(ii) Pelo item (i), e(u) = (—1)“™ e g(w) = (—1)“™). J4 sabemos que ¢ ¢ um homomor-

fismo. Assim,
(1)) = efuw) = e(u)e(w) = (—1) (1)1 = (1)),

isto é, f(uw) = ¢(u)+£(w)(mod 2). Isto significa que ao fazer o produto uw, ¢(uw) =
{(u)+{¢(w) se a primeira letra de w ndo coincide com a tltima letra de u (na verdade,
o resultado é mais geral: a coincidéncia pode ocorrer fora dos extremos, como

veremos adiante). Caso contrario, serd retirada uma quantidade par de geradores.
(iii) Se w = s182 ... s, é uma palavra reduzida, entdao ¢(w) = k. Logo,
(_1)Z(sw) _ 8(81()) _ 8(8)5(11)) _ (_1)1<_1)€(w) — (_1)(1+Z(w))7

isto é, (sw) = 1+ {(w)(mod 2) = {(w) £ 1.



23

(iv) Se w = 8183 .. .5k, com k minimal, entdo w™! = s;... sys;. Temos que:

™) < fw). (2.7)
Fazendo w~! em (2.7) obtemos:

f(w) < o(w). (2.8)
Por (2.7) e (2.8) segue que {(w) = £(w1).

(v) Segue imediatamente da Observacao 2.21 que (uw) < l(u) + £(w).

Note que v = vww!. Dai,
((u) = Lluww™") < f(uw) +L(w™) = L(uw) + ((w),
isto é, [{(u) — f(w)] < L(uw). Portanto, [{(u) — ¢(w)] < (uw) < £(u) 4+ {(w).
(vi) Vamos mostrar que

d: WxW — Ry
(u,w) = du,w) = L(uw™")

é uma métrica. De fato,

1) dlu,w) =0 Lluw ™) =0 uw ' =ecu=w

2) d(u,w) = Lluw™") > 0, se u # w, pois £ denota o comprimento.

3) d(u,w) = Luw™) =L((uvw™)™1) =L((w) T ut) = l(wu™) = d(w,u).

4) Luww™t) = Luwotow™) < Luww™t) + Llow™?), isto é, d(u,w) < d(u,v) +
d(v,w). O

E uma consequéncia do Lema 2.22 que os elementos de comprimento par formam
um subgrupo de W de indice 2, chamado subgrupo alternado (seguindo a terminologia do

grupo simétrico) ou subgrupo de rotagio (seguindo a terminologia dos grupos de reflexoes
finitos) de W. De fato,

ker € = {w € W;e(w) =1} e e(w) = (=1)"™) =1 = (=1)*,

isto é, ker £ é um subgrupo de W (normal) formado por todas as palavras de comprimento

par.

Agora chegamos a chamada “Propriedade de Troca”, que é uma propriedade com-
inatoria fundamen ru xeter. Em sua versa Asi recendo n
binatéria fundamental dos os de Coxeter. Em sua versao basica, aparecendo na
proxima secao, a condicdo t € T no teorema a seguir é enfraquecida para t € S, dai o

adjetivo “forte” para a versao dada aqui.
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Teorema 2.24 (Propriedade de Troca Forte). Suponha que w = $183...58, com s; € S
et € T. Se l(tw) < L(w), entdo tw = S1...8;...5, para algum i € [k], em que
(k] ={1,2,...,k}.

Demonstragio. Relembre a Definigdo 2.19. Temos que n € {—1,+1}. Provaremos a

equivaléncia das condigoes (a) e (b), onde:
(a) L(tw) < l(w).

(b) n(wst) = —1.

(b) = (a): Assuma que n(w;t) = —1 e seja w = s, ... s, uma expressao reduzida. Como

/
Gt

n(sysh...sl;t) ¢ um nimero impar concluimos que t = s)s,...s,...s5s], isto é, t = t;,

para algum 1 < i < d. Assim,

~

(tw) = L((s)85 ... 8. .. 858)s 85 ...8) = L(s)shy...sb...s)) <d=L(w).

Agora, assuma que n(w;t) = 1. Entédo, pela Equagao (2.6),

T(pw)-1 (L, €) = Typ1m(t,€) = Ty (L, —€)

= (W™ t(w )~ —en((w™) 1)

= (wHtw, —en(w,t)) = (wtw, —¢)

Dai, n(tw;t) = —1. Portanto, {(t(tw)) < {(tw) implica {(w) < ¢(tw), o que é uma con-
tradicao.
(a) = (b): Suponha que ((tw) < £(w). Como n(s18s ... Sk;t) é um nimero impar conclui-

mos que t = t;, para algum 1 <7 < k. Portanto, tw = $182...5;... 8. O

Corolario 2.25. Se w = s155...8, € uma expressao reduzida et € T, entao as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:

(a) ((tw) < L(w).
(b) tw=s1...5;...5, para algum i € [k],
(c) t =5183...8;...5281, para algum i € [k].

Além disso, o indice “i” que aparece em (b) e (¢) é determinado unicamente.
Demonstragio. A equivaléncia entre (b) e (c¢) é facil de ver (e ndo requer a hip6tese que
S189 ... Sk seja reduzida). A unicidade segue do Lema 2.15. O Teorema 2.24 mostra que

(a) implica (b). A reciproca é ébvia. O
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Definicao 2.26. Definimos:

Ty(w) = {t € T; ((tw) < ((w)},
Tr(w) = {t € T; l(wt) < l(w)}.

Nesta notacao, “L” e “R” sao usados para indicar “esquerda” e “direita”. 17 (w) é

chamado conjunto de reflexdes associadas & esquerda para w e, similarmente para Tr(w).

O Corolario 2.25 da algumas caracterizagdes tteis do conjunto 77, (w). Aplicando
ele para w™! temos as correspondentes afirmacoes “espelhadas” para Tg(w), desde que
Tr(w) = Tr(w™1). De fato,

To(w™) ={teT;((tw™) < L(w™ ")}
={teT; (((tw™ ")) < L((w™)™)}
={teT; (((w™)7t7") < L(w)}
={teT; l(wt) < l(w)}
= Tr(w)

Corolario 2.27. |T(w)| = {(w).

Demonstragio. Seja w = $183...8 e seja k = {(w). Entao,
Tr(w)={teT; ((tw) <l(w)} ={s1...8...51;1 <i <k}
Como k ¢ minimal, entdo ¢; # ¢;, para todos 1 <14 < j < k, ou seja, todos os elementos
do conjunto Tp(w) sao distintos. Logo, |Tp(w)| = £(w). O
Precisaremos frequentemente nos referir as reflexoes simples associadas, para isso

vamos introduzir a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.28. Definimos:

O conjunto Dr(w) é chamado conjunto descendente a esquerda e, similarmente
para Dg(w). Seus elementos sdo chamados de descendentes a direita (respectivamente,
a esquerda). Note que, por simetria, Dr(w) = Dp(w™'). A razao para essa terminologia

ficara clara no Capitulo 3, onde trataremos dos grupos simétricos.

Corolario 2.29. Para todo s € S e w € W, valem:

(i) s € Dp(w) se, e somente se, alguma expressao reduzida para w comega com a letra

S.
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(ii) s € Dr(w) se, e somente se, alguma expressao reduzida para w termina com a letra

S.

Demonstragio. (i) Observe que podemos escrever
Dp(w)=T(w)NnS={sesS; l(sw) < l(w)}.

Dai, se s € Dy (w) entao ¢(sw) < ¢(w) e, portanto, w comega com s.
Por outro lado, pelo item (ii7) da Proposicao 2.23, ¢(sw) = ¢(w) £ 1 e, por hipdtese,

w comega com §, logo ((sw) = (w) — 1 < l(w).

(ii) Anélogo a (7). O

A seguir apresentamos uma consequéncia importante da propriedade de troca.

Proposicao 2.30 (Propriedade de Exclusdo). Se w = s182...8; € {(w) < k, entdo

W=51...8...5j...5;, para algum 1 < < j < k.

Demonstragio. Escolha i maximal tal que s;8;41 ... s, nao é reduzida (isto significa que
Sit1...Sk ¢ a palavra reduzida). Entao, €(s;S;y1...5k) < €(Si41...5k). A principio po-
demos pensar que vale a igualdade £(s;8;11...8k) = £(Si11-..Sk), mas pelo item (iiz) da
Proposigao 2.23, ¢(sw) = {(w) = 1. Assim, a igualdade nunca sera satisfeita. Logo, pela

Propriedade de Troca Forte,
SiSi+1 - - Sk :si+1...§j...sk,
para algum 1 < 5 < k. Multiplicando a esquerda por s;ss...s;_1, obtemos:

(8182 . Si—l)(sisi—l—l e Sk> = (8182 e Si—l)si—H <850 Sk,
isto ¢, s; foi omitido. Portanto, w =s1...5;...5;... 5. O

Corolario 2.31. (i) Qualquer expressio w = $18y ... S contém um expressao reduzida

para w como uma subpalavra obtida por excluindo um nimero par de letras.

(it) Suponhamos que w = $1S3 ..., = 8|Sy ... s} sdo duas expressoes reduzidas. Entao,
o conjunto das letras aparecendo na palavra s15s ... s € igual ao conjunto de letras

aparecendo em sysy . .. s).

(iii) S € um conjunto gerador minimal para W, isto €, nenhum gerador de Coxeter pode

SET ETPTESSO em termos de outros gemdores.

Demonstragio. (i) E uma consequéncia direta da Propriedade de Exclusio.
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(ii) Seja I = {s},...,s,}. Suponha que s; ¢ I e que j é escolhido para ser o menor
com essa propriedade. Sendo w = $185...5; = 8155 ...}, expressoes reduzidas, pelo

Corolario 2.25, temos que:
/AN, / !/ .
$152...8j...5251 = §185...5;...85sy, para algum i.

Assim,

-1/ ./ —1

Sj=(81...8j21)7 88y ... 8. .. 8581(8j-1...81)

_ . !/ / !l .
— Sj—l P 818182 P SZ P 828181 .. ’Sj—l'

Note que todas as letras que aparecem do lado direito pertencem a I, portanto,

tomando uma expressao reduzida, obtemos que s; € I, o que contradiz a hipotese.

(iii) Segue de (7). O

2.4 Uma caracterizagdo para um sistema de Coxeter

A Propriedade de Troca na teoria combinatoria dos grupos de Coxeter é funda-
mental, pois ela caracteriza tais grupos. Isso é muitas vezes um modo conveniente para
provar que um dado grupo é um grupo de Coxeter, como sera exemplificado no Capitulo

4, no caso dos grupos simétricos S, e dos grupos das pemutacdes com sinal SZ.

Vamos assumir que W é um grupo arbitrario e que S C W é um subconjunto
gerador tal que s* = e, para todo s € S. Os conceitos de comprimento ¢(w),w € W
e palavra reduzida sys5...s;,s; € S podem ser definidos como anteriormente. Note,
entretanto, que as propriedades (i) e (v) da Proposigao 2.23 nao sdo mais necessariamente
verdadeiras; tudo o que podemos dizer é que [{(sw) — l(w)| < 1, jA que {(sw) = L(w) é

agora também uma possibilidade.

Dizer que um par (W, S) tem “Propriedade de Troca” significa que:
Propriedade de Troca: Sejam w = s1S5...5; uma expressao reduzida e s € S. Se

((sw) < £(w), entdo sw = sy...S;...Sk, para algum i € [k].

Similarmente, dizer que um par (W, S) tem “Propriedade de Exclusdo” significa
que:

Propriedade de Exclusao: Se w = s155...5; e {(w) < k,entdow = s1...5;...5;...5k,

para algum 1 <1 < j < k.

Teorema 2.32. Sejam W um grupo e S um conjunto de geradores de ordem 2. Entao,

sao equivalentes:

(i) (W,S) é um sistema de Coxeter.

(ii) (W, S) tem a Propriedade de Troca.
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(iii) (W, S) tem a Propriedade de Exclusao.

Demonstragio. (i) = (i): E uma consequéncia da Propriedade de Troca Forte.

(17) = (i1i): A Proposicao 2.30 passa a provar essa implicagdo, mesmo se (W, .S) nao é (a
priori) um sistema de Coxeter.

(i1i) = (4i): Seja w = s1...s, e suponha que {(sw) < f(w) = k. Pela proposicao
2.30, duas letras podem ser excluidas de w (w = $1...§;...5;...5;) resultando em
uma nova expressao para sw (sw = $S;...8;...5;...5;). Se s ndo é uma dessas le-
tras, entao ss;...s, = $81...5;...5;...5;, ¢ multiplicando a esquerda por s, obtemos
w=5...5...5;...5; 0 que implica {(w) < k, contradicdo. Assim, s deve ser uma das
letras excluidas e portanto, sw = s;...5;... 5.

(i1) = (i): Seja s183...8, = e uma relacio em um grupo com a propriedade de troca.
Entao r deve ser par, digamos r = 2k. De fato, j4 vimos que (ii) < (ii). Assim, pela
propriedade de exclusdo, se f(e) = {(s182...5,) < r, entdo todas as letras que aparecem

na expressao de e sao excluidas aos pares e, como £(e) = 0, segue que r = 2k. Assim,

8189 ...89k = € = 8189 ...8kSk+1-.-S2k = €
= 5182...8k = Sok ... Sk+1

= $182...5F = S185... 5 (2.9)

s,8")

Devemos provar que (2.9) é uma consequéncia de (ss')™**) = ¢, onde m(s, s') é definido

como a ordem do produto ss’, quando este é finito.

A prova ¢ feita por inducao em k. O caso k = 1 ¢é trivial, pois s155 = e implica
51 = sy = §;. Por simplicidade, diremos que uma relagao é “fina” se ela pode ser derivada
~ / . ~ .
da relacdo (ss')™**) = e. Vamos assumir que todas as relacdes de comprimento menor

que 2k sao finas.

Caso 1: s;89...8; nao é reduzida.
Entao, existe uma posicao 1 < ¢ < k tal que s;118;12 ..., € reduzida, mas s;S;11 ... Sk

nao é. Assim, £(s;S;11...5k) < €(Si+1Si42 ... Sk). Pela propriedade de troca, temos que:
8iSi41 .- Sk = Siy1--.5j...5k.

Multiplicando a esquerda por s;, obtemos:
Sit1 .Sk = 8iSit1-.-Sj...Sk, (2.10)

para algum 1 < j < k. Essa relagdo é de comprimento menor que 2k e, portanto, ¢ fina.

Temos que:

St 8(Sig1 .. SK) =81 8. Sy S (2.11)
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Substituindo (2.10) em (2.9), obtemos:

~

$182 ... 8i(8iSip1 -+ S5 Sk) =81 ... Sy =>81...5...5...8,=5]...5) (s; fol omitido),

isto é, a relagdo é de comprimento menor que 2k e , portanto, (2.9) é fina.
Caso 2: s153...s8; ¢ reduzida.
Podemos assumir que s; # s}, pois caso contrario, (2.9) é equivalente a uma rela¢ao mais
curta. De fato, se s; = 5], entao s;(s1...5¢) = s1(8}...8;) = S2...5, = 55...s). Pela
Propriedade de Troca, temos:
U(sjw) < l(w) = sfw =51...5...8, = W= 8151 ...5_15i41--- Sk

= (Sl S Si>(8i+1 ce Sk) = (8/181 c. si,l)(siﬂ c. Sk)

= 81...8 = 8181...81, para algum 1 <7 < k (2.12)
Temos que:

(S1.+.8:)8i41 .Sk =81 ...8. (2.13)

Substituindo (2.12) em (2.13), obtemos:

(8181 -8i-1)Sit1--- Sk =81...8, = (8181...8)...8, = 8] ...5) (s; foi omitido) (2.14)

e multiplicando a esquerda por s}, temos sy...5;...5; = s,...5}, isto é, a relagdo é de
comprimento menor que 2k e, portanto, é fina. Dai, (2.14) também é fina.

Se i < k, entdo (2.12) ¢ fina. Portanto, (2.13) ¢ fina, pois (2.13) ¢ obtida por substituindo
(2.12) em (2.14).

Se 1 = k, entdo precisamos trabalhar um pouco mais. Assim,

S1...8¢ = 8181...8k_1. (2.15)
Substituindo (2.15) em (2.13), obtemos:

$181...8k1 = S]...5 (2.16)

A equagao (2.16) ja conhecemos que ¢ fina. Entao ¢é suficiente mostrar que (2.15) ¢ fina,
pois (2.13) ¢ obtida por substituindo (2.15) em (2.16).

Deixe a equagao (2.15) assumir o papel da equagao (2.13) e repita todo o argumento do
Caso 2. Se nao for resolvido ao longo do caminho, a questao serd agora (quando chegarmos

novamente ao “estagio” (2.15)) reduzida se
/ . /
5181 ..8k—1 = 515151 ... Sk—2
¢ fina. Outra interagao reduzird a relagao

/ ! !
518151+ .Sk—2 = 51515151 ... S5k-3
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e assim por diante. Entao, no final, a questao sera reduzida a relagao
s1818187 ... = sys18)81 ...
/ . 7 . !
que é, claramente implicita por (313’1)"”‘(51’31) =e. ]

A Propriedade de Troca é estabelecida acima em sua versdo “a esquerda’”, pois
estamos agindo s a esquerda de w. Existe também sua versao “a direita”, substituindo

sw por ws, que é equivalente como uma consequéncia do teorema acima.
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3 Ordem de Bruhat

Um dos aspectos mais notaveis dos grupos de Coxeter, do ponto de vista combi-
natoério, é o papel crucial que é desempenhado nesta teoria por uma certa estrutura de
ordem parcial. Essa ordem parcial surge em uma infinidade de maneiras em algebra e

geometria, por exemplo, em decomposigoes celulares de certas variedades.

Embora a estrutura de ordem seja usada em algumas outras partes de algebra,
o papel da ordem de Bruhat para o estudo dos grupos de Coxeter e as propriedades

combinatorias e geométricas dessa relagao de ordem sao tnicas.

Neste capitulo, introduziremos a ordem de Bruhat e derivamos suas propriedades

combinatoérias basicas. A referéncia principal é o Capitulo 2 do [1].

3.1 Definicao e primeiros exemplos

Sejam (W, S) um sistema de Coxeter e T' = {wsw™; w € W, s € S} o conjunto

de reflexoes.

Definicao 3.1. Sejam u,w € W. Entao:
(i) u—>w significa que u™'w =t € T e L(u) < L(w).
(ii) u—>w significa que ©—->w , para algum ¢t € T.

(ili) u < w significa que existem u; € W tal que

U = Ug Uy Uk—1 W =W .

O grafo de Bruhat é o grafo dirigido cujos nés sao elementos de W e cujas arestas sao

dadas por (ii). A ordem de Bruhat é a relagao de ordem parcial no conjunto W definida

por (iii).
As seguintes observagoes sao imediatas:
(i) w < w implica £(u) < l(w).
(il) u < ut & l(u) < l(ut), paratodou e WeteT.

(iii) O elemento identidade e satisfaz e < w, para todo w € W, ou seja, qualquer palavra

reduzida w = s; ... s, induz

€ S1 S152 S1...8,=W.

Desde que a ordem de Bruhat é o fechamento transitivo das relagoes primarias
t - . e
u——>ut , pode parecer neste estagio que o conceito favorece a multiplicagao no

lado direito, porém essa impressao é falsa.
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Exemplo 3.2. Considere o grupo diedral I5(4) = B, com grafo de Coxeter

4
OO0
a b

Entao T = {a, b, aba, bab} e o grupo tem o seguinte diagrama sob a ordem de Bruhat:

abab = baba

aba bab
ab ba
a b
e

Figura 1 — Ordem de Bruhat de Bs.

Para obter o grafo Bruhat de B,, direcione todas as arestas da figura 1 para cima

e adicione as arestas e — aba, e — bab, a — abab e b — baba.

ababa = baba

aba bab
ab ba
a b
e

Figura 2 — Grafo de Bruhat de Bs.

A ordem de Bruhat de um grupo diedral geral I5(m) tem a mesma estrutura:
um conjunto parcialmente ordenado graduado de comprimento m com dois elementos em
cada nivel de classificac@o, exceto a parte superior e inferior, e com todas as relagoes de

ordem entre os niveis de classificacao sucessivos.

A ordem de Bruhat dos grupos simétricos S,, e a dos grupos das permutagoes com

sinal SZ serd discutida no Capitulo 4.
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3.2 Propriedades basicas

Seja (W, S) um sistema de Coxeter. Vamos estabelecer duas propriedades funda-
mentais da ordem de Bruhat: “Propriedade da Subpalavra” e “Propriedade de Cadeia”.

Elas sao consequéncias do lema a seguir:

Definicao 3.3. Uma subpalavra de uma palavra s;sy...s, ¢ uma palavra da forma

iy Siy - -8, onde 1 <4y < ... <1 <q.

Lema 3.4. Parau, w € W, u # w, sejaw = $183 ... S uma expressao reduzida e suponha
que alguma expressao reduzida para u é uma subpalavra de w. FEntao, existe v € W tal

que:

(i) v > u.
(i7) {(v) = £(u) + 1.

(iii) Alguma expressdao reduzida para v € uma subpalavra de w.

Demonstracao. De todas as expressoes reduzidas
uzsl--'gil--'é\ik---sq; 1§Zl<<2k§q,

escolha uma tal que i ¢ minimal. Seja t = s454-1...5;, ... S—154. Entao,

ut = 51---§ik---§ik_1---3i

s Sq

e dai f(ut) < l(u) + 1. Afirmamos que ut > u. De fato, suponhamos o contrario, isto
é, ut < u. Logo, pela Propriedade de Troca Forte, uma das duas possibilidades abaixo

ocorre:

1) t =54Sg—1---Sp.-.Sq-15¢, para algum p > iy

2) t=54...8i,---Siy---Sp...8iy...5 ...8q, para algum r < ig,r # i;.

No primeiro caso,

w=wt® = (5189...50)(8gSip - 5¢)(Sq---Sp...5g)

=51...8,...5p...5¢
que contradiz {(w) = ¢. Similarmente, no segundo caso,

2 ~ ~ _
u=ut"=(S1...8; ... 8 -.-Sq)(Sqg---Sip .- Si-..Sip ... 8¢)(Sq .- Sip .. Sq)
=818 Sp... 84, ... 8¢
que contradiz a minimalidade de 7.

Fazendo v = ut, temos provado o resultado. O
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Teorema 3.5 (Propriedade da Subpalavra). Seja w = s155...5, expressio reduzida.

Entao,

u<w-<&  existe uma expressao reduzida

U= 8§, 8iy-..5,, com1<i3 <...<i <q.

Demonstra¢io. =) Suponha que u = g o Uy L, U, = w . Entao, pela Pro-

priedade de Troca,
Ly, =t = wt,, =
Upr Uy = by = U1 = Wy, = S1...5;... 8,

para algum ¢, e similarmente, %, = Up_1tm-1 = U1...5...5;...5, e assim para
Upm—3, Um—_4,-.... Finalmente, obtemos uma expressao para u que € uma subpalavra de
5182...8, (com m letras excluidas). Pela Propriedade de Exclusao, esta contém uma
subpalavra reduzida que é a mais nova expressao para u.

<) Segue do Lema 3.4 via indugdo em ¢(w) — {(u). O

Corolario 3.6. Para u,z € W sdo equivalentes:

(i) u<z

(ii) Toda expressao reduzida para z tem uma palavra que é uma expressio reduzida para

u.

(7ii) Alguma expressao reduzida para z tem uma subpalavra que é uma expressao reduzida

para u.

Corolério 3.7. A aplicacio w — w™' é um automorfismo da ordem de Bruhat, isto é,

u<weu ! <w

Demonstracio. A relacao subpalavra nao é afetada por reverter todas as expressoes, ou

seja,

1

u < w < v é uma subpalavra de w < 1! é uma subpalavra de w™' < u™' <w™'. O

Teorema 3.8 (Propriedade da Cadeia). Se u < w entdo existe uma cadeia v = uy <

up < ... <up=w tal que l(u;) = L(u) + i, para 1 < k.

Demonstragio. Pelo Lema 3.4, se u; > u;—1 entdo ¢(u;) = {(u;—1) + 1. Pela Propriedade

da Subpalavra, existe uma expressao reduzida para u;_1. O

Defini¢ao 3.9. Um par (u,w) tal que u < w e nao existe z tal que u < z < w é chamado

uma relagdo de cobertura na ordem de Bruhat.
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Pela Propriedade de Cadeia, uma relagdo de cobertura significa que u < w e
l(w) = £(u) + 1. A Propriedade de Cadeia mostra que a ordem de Bruhat é um conjunto

parcialmente ordenado graduado, cuja funcao posto é a funcdo comprimento.

Proposicao 3.10 (Propriedade de Levantamento). Suponha u < w e s € Dy (w)\ Dr(u).

Entao, u < sw e su < w.

Figura 3 — Propriedade de Levantamento

Demonstracao. Denotamos o < 3 a relacdo subpalavra entre uma palavra S e uma sub-
palavra «. Escolha uma decomposicao reduzida sw = s155...5,. Entao, w = ss152...5,

¢é também reduzida e existe uma subpalavra reduzida
U= 8§, Siy...8i, < 858182...8,=W.
Lembre-se da Definicao 2.28:
Dp(w) =T (w)NS ={s€S; l(sw) < l(w)}.
Como s € Dp(w) \ Dp(u), entdo su > u, para algum s € S. Assim, s;; # s. Portanto,

8i18iy -+ Sipy, = S182...8 => u < Sw

Si18iy -+ Sip, = 88182...8; = su < w O

A Propriedade de Levantamento tem os seguintes corolarios sobre configuragoes

locais na ordem de Bruhat.

Corolario 3.11. (i) Paras € S, t € T, s #t tal que w<sw e w<tw tem-se sw < stw

e tw <4 stw.
(ii) Para s,s' € S tal que w<sw e w<aws' tem-se sw<sws' e ws' Asws’ ou w = sws'.

Definicao 3.12. Um conjunto parcialmente ordenado P ¢ dirigido se para quaisquer

u,w € Pexiste z€ Ptalque u < zew < z.

Proposicao 3.13. A ordem de Bruhat é um conjunto parcialmente ordenado dirigido.
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Demonstragao. Usaremos indugao em £(u) + (w).

Se {(u) + ¢(w) = 0 entdo ¢(u) = {(w) = 0 e, portanto, w = u = e. Logo, existe z € W tal
que u =w < 2.

Suponha ¢(u) +¢(w) > 0. Podemos assumir ¢(u) > 0. Entao u # e e escolhemos s € S tal
que su < u. Assim, {(su) + (w) < l(u) + ¢(w). Pela hipétese de indugdo, existe z € W
tal que su,w < z. Agora, se sz < z temos, pela propriedade de levantamento, u < z.

Logo, {u,w} tem limite superior z.

SZ.

Lema 3.14. Suponha que u < ut e v < tv, para u,v € W, t € T. Entao, uv < utv.

Demonstragio. Suponhamos o contrario, isto é, uv > utv = t'uv, onde t' = utu™!. Sejam

u=aj...a;ev=">b...b; expressoes reduzidas. Entao, pela Propriedade de Troca Forte,

al...ai...akbl...bj...bq
t'uv =< ou

al...ai...akbl...bj...bq

para algum ¢ e j. No primeiro caso, temos:
utv=tw=ut=tu=ay...4;...a, < ay...0;...a = U
e no segundo caso,

utv = t'uv = uby ... by ... by =>tv=">by...bj...by <by...bj...by="u.

Logo, em ambos os casos, chegamos a uma contradicao. O
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3.3 O caso finito

Se W ¢ finito e dirigido (Proposi¢ao 3.13), dizemos que W possui um maior ele-
mento e denotaremos esse elemento de comprimento maximo por “w,”. Nesta secao,
derivamos algumas das propriedades basicas de wy e também discutimos automorfismos
da ordem de Bruhat.

Proposicao 3.15. (i) Se W é finito, existe um unico elemento wy € W tal que w < wy,

para todo w € W.

(i) Por outro lado, suponha que (W,S) tem um elemento z tal que Dr(z) = S. Entao,

W € finito e z = wy.

Demonstragio. (i) Suponha que wy e zy sejam dois elementos de comprimento maximo
em W. Entao:

w < wp, para todow € W e w < 2y, para todo w € W.
Em particular, zg < wg e wg < z9. Portanto, zg = wy.

(ii) Vamos provar que u < z, para todo v € W, usando induc¢do no comprimento de u.
Se (u) = 0 entdo u = e e, portanto, u < z.
Suponha f(u) > 0, entdo u # e. Assim, podemos encontrar s € S tal que su < w.
Logo, ¢(su) < £(u). Pela hipétese de inducao, su < z. Como S = Dy (z), temos
((sz) < £(z), para todo s € S, isto é, sz < z. Pela Propriedade de Levantamento,
u < z. Logo, W = e, z] ¢ finito.

Dizemos que wy ¢ involucao principal de W.

Proposicao 3.16. A involugcio principal wg de um grupo finito W tem as sequintes

propriedades:

(i) wi =e.

(77) {(wwy) = L(wy) — L(w), para todo w € W.
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(7ii) Tr(wwy) =T\ Tp(w), para todo w € W.

(iv) C(wy) = |T|.

Demonstragio. (i) Pela Proposicao 2.23, item (i), {(wy') = £(wo) e como wy tem

comprimento maximal segue, pela unicidade de wy, que wy = wy*.

(ii) Temos que £(wwg) > £(wy) — £(w), pois £(wwy) > |¢(w) — €(wp)|. Para mostrar que
(wwy) < (wp) — ¢(w) usaremos indugao em £(wy) — £(w).
Para w = wy, temos {(wow) = {(e) = 0 = L(wy) — L(w).
Para w < wy, pelo item (i) da Proposicao 3.15, podemos escolher s € S tal que
w < sw. Assim, temos que £(wy) — {(sw) < £(wy) — ¢(w) e, por hipdtese indutiva,

segue que {(swwy) < l(wg) — ¢(sw). Entao,
L(wwp) < l(swwp) + 1 < l(wy) — £(sw) + 1
= {(wo) — (L(w) +1) +1 = £(wo) — £(w)
(iii) Uma consequéncia de (i7) é que, para todot € T'e w € W: tw < w < twwy > wwy.
(iv) Fixando w = e na equagao (iii), temos
Ti(wo) =T\ Tp(e) ={t € T l(te) > le)} =T,
e, pelo Corolério 2.27, obtemos £(wg) = |1 (wo)| = |T. O
Corolario 3.17. (i) {(wow) = {(wy) — {(w), para todo w € W.
(i) ((wowwy) = L(w), para todo w € W,
Demonstragio. (i) L(wow) = £((wow) ™) = L(w™ wy) = L(wy) — L(w™) = L(wy) — L(w).

(il) L(wowwy) = L(wo(wwy)) = £(wy) — L(wwy) = L(wy) — (L(wy) — L(w)) = L(w). O

Translagdo e conjugagao pela involugao principal wy induz (anti)automorfismos da

ordem de Bruhat, como podemos ver pela Proposigao 3.16, item (i), e Corolario 3.17.

Proposicao 3.18. Para a ordem de Bruhat em um grupo de Coxeter finito, valem:

(i) w— wwy e w — wow sdo anti-automorfismos.

(i) w — wowwy € um automorfismo.
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Demonstragio. (i) Para w +— wwy, temos:
u<w s l(u) < lw) s —lu) > —L(w)
& l(wy) — l(u) > L(wy) — L(w)
< L(uwg) > (wwy)
& uwy > wwy

isto é, a aplicacao reverte a ordem.

(ii) Para w — wowwy, temos:

u<w s l(u) < l(w) = wouwy) < L(wowwy)

& Wouwy < Wowwy

isto é, a aplicagao preserva a ordem. O
3.4 Subgrupos parabdlicos e quocientes

Definicao 3.19. Para J C S, seja W, o subgrupo de W gerado pelo conjunto J. Sub-

grupos dos grupos de (W, .S) dessa forma sao chamados parabdlicos.

Nessa secao descreveremos as propridades combinatérias béasicas dos subgrupos
parabdlicos. A subescrita “J” acrescentada para simbolos familiares sempre refere a um
subgrupo desse tipo. Por exemplo, “/;(w)” refere a fun¢do comprimento de W; com

respeito ao sistema de geradores involutivos.
Proposicao 3.20. (i) (W, J) € grupo de Cozxeter.
(i) £;(w) = L(w), para todo w € Wj.
(iii) Wi N W, = Wyny.
(tv) Wy UW;) = Wp,.

(’U) Wr=W;,;=1=1J.

Demonstragio. Seja w € W;. Por defini¢ao, w = s152...5,, para algum s; € J e, pela
Propriedade de Exclusao, podemos assumir que essa é reduzida em W e, portanto, em
W;. Isso prova (i).

Como £;(w) = ¢(w), a propriedade de troca vale em (W, J) como um caso especial da
propriedade de troca em (W, S). Portanto, vale (7).

As afirmagoes (iii) e (v) seguem do Coroldrio 2.31 (isto ¢, se w admite duas expressoes
reduzidas entdo o conjunto das letras aparecendo nas duas expressoes é igual) e (iv) é

elementar. O



40

O diagrama de Coxeter para (W, J) é obtido por removendo todos os nés em S\ J
e suas arestas incidentes do diagrama para (W, S). Se W; é finito ele tem uma involugao

principal, que sera denotada por:

wo(J) = involugao principal de W;.

Entéo, por exemplo, wy(0) = e e wy(S) = wy (se W é finito).
Note que wo(I) # wo(J) se I # J.

Os subgrupos parabdlicos possuem sistemas completos de representantes de classes
laterais combinatoriamente distintos, ou seja, cada classe lateral tem um tinico membro de
menor comprimento. Para distinguir esses e outros sistemas de representantes de classes

laterais, precisaremos dos seguintes conceitos.

Definicao 3.21. Para [ C J C S, sejam

Df ={w e W; I C Dg(w) C J},
WJID(?\J,
D; = D1

Conjuntos da forma Dy sdo chamados classes descendentes (a direita). As classes descen-

dentes especiais
WY = {w e W; ws > w, para todo s € J} (3.1)

sao chamadas quocientes.

Lema 3.22. Um elemento w € W7 se, e somente se, nenhuma expressio reduzida para

w termina com uma letra de J.

Demonstragio. Segue do Corolario 2.29. O

Proposicao 3.23. Seja J C S. Entdo, valem:

(i) Todo w € W tem uma fatoragio tinica w = w”’ - wy tal que w’ € W' ew; € W;.

(ii) Para essa fatoragio, £(w) = (w”) + L(wy).

Demonstracao. Existéncia: Escolha s; € J tal que ws; < w, se tal s; existe. Continue
escolhendo s; € J tal que wsy...s; < wsy...s;_1 enquanto que tal s; pode se encon-
trado. O processo deve terminar depois de no maximo ¢(w) passos. Se ele terminar
com wy = WSy ...S, entdo wys > wy, para todo s € J, isto é, w, € W’. Agora, seja

2= SpSp_1...51 € Wy. Temos que w = wyz, e por construcao, £(w) = £(w?) + (wy).
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Unicidade: Suponha que w = uv = xy, com u,z € W’ e v,y € W;. Sejam
U = $18...5, e vy L = s)sh. .. 8, com a primeira expressao reduzida, s; € S, s; € J.
Entao,

T =uvy ' =518y...5.5,55. .. s;.

Dai, podemos extrair uma subpalavra reduzida para x. Ela nao pode terminar em alguma
letra s%, pois = € W, isto é, xs > x, para todo s € J. Portanto, ela é uma subpalavra

de s182...5; ¢ x < u. Por simetria, u < x. Logo, u =x e v =y. ]

As seguintes afirmagoes sao consequéncias imediatas da Proposicao 3.23.

Corolario 3.24. (i) Cada classe lateral a esquerda wWy tem um unico representante

de comprimento minimal. O sistema de tais representantes minimais de classes
. S\J
laterais é W/ = D@\ .

(ii) Se W € finito, entdo cada classe lateral a esquerda wW tem wm tinico representante
de comprimento mazimal. O sistema de tais representantes mazximais de classes
laterais é D7.

A proposicao anterior e seu corolario sdo ilustrados a seguir:

Exemplo 3.25. Seja S = {a,b,c}, W = (5) satisfazendo

(ab)* = e
(be)® =e
(ac)* = e

isto é, o diagrama de Coxeter de W é

Bg:
a b c

e |W|=48. Seja Jo C S, Jy ={a,b}, Wy, = (Jo) satisfazendo

(ab)* = e
ad=0=e

isto é, o diagrama de Coxeter de W, é

B2: 4

e W, = {e,a,b,ab, ba, aba, bab, abab} = |W,,| = 8. Temos que:



Tabela 2 — Classes laterais wWy,.

eWy, cWy, beWy, abcWy, babcWy, cbabcWy,
e

a,b c

ab, ba ca, ch be
aba,bab | cab, cba bea, beb abc

abab caba, cbab | bcab, beba abca, abch babc

cabab beaba, bebab | abeab, abeba babca, babch cbabe
beabab abcaba, abcbab |  babcab, babcba cbabca, cbabeb

abcabab

babcaba, babcbab

cbabcaba, cbabecbab

babcabab

cbabcaba, cbabcbab

cbabcabab
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A Tabela 2 contém todos os 48 elementos do grupo W = Bjs, distribuidos de

acordo com a classe lateral que pertencem. Observe que os elementos numa mesma linha

da Tabela 2 tem mesmo comprimento e o nimero de elementos em cada linha ¢é igual ao

numero de elementos que aparece em cada linha do diagrama da ordem Bruhat de B3

ilustrado na Figura 4.

Logo,

Figura 4 — Ordem de Bruhat de Bs.

W = {e, ¢, be, abe, babe, beabe
Di = {abab, cabab, becabab, abcabab, babcabab, chabcabab}
W =eWy, UcWy, UbcWy, U abcWy, U babcWy, U cbabcWy,

Na Figura 5, sao desenhadas as 6 classes laterais de W, e sao rotulados os ele-

mentos maximais e minimais de cada classe.
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cbabcabab

cabab ¢

abab

Figura 5 — W = Bj e classes laterais wWy, com Wy, = ({a,b}).

Agora, seja J; C S, J; = {a,c}, W; = (J) satisfazendo

(ac)* =e
ad=ct=e
isto é, o diagrama de Coxeter de W, ¢é

o O
a Cc

e Wy, ={e,a,c,ac} = |Wy, | = 4. Neste caso, temos que:

W7 ={e, b, ab, cb, cab, bab, bcab, cbab, bebac, abcab, abebab, babcbab}
Di ={ac, bac, abac, cbac, cabac, babac, bcabac, cbabac, bebabac, abcabac, abebabac, babcbabac}
W =eW;, UbWy, UabWy, U bWy, U cabW;, U babWy, U beabWy, U
U cbabW;, U bebabW U abeabW;, U abeabab Wy, U babcbabW,

Na Figura 6, sao desenhadas as 12 classes laterais de W, e sao rotulados os
elementos maximais e minimais de cada classe. Note que os vértices da Figura 4 foram

rearranjados de modo a obter uma melhor visualizacao das classes laterais wWj,, para
J1 = {a,c}.
Finalmente, seja Jy C S, Jy = {b,c}, W, = (Jp) satisfazendo

isto é, o diagrama de Coxeter de W, é

A22
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babe baba

bebabac — abe ml hac N

@l SR Y
NVANTA
NN AL
V.V ATA
NN
NN
v

Figura 6 — W = Bjs e classes laterais wWj, com Wy, = ({a,c}).

e Wy, ={e,b,c,be, cb,beb} = |[W,,| = 6. Neste caso, temos que:

W ={e, a,ba,aba, cba, caba, bcaba, abcaba}
D§O ={cbc, abeb, babeb, ababeb, cbabeb, cababeb, beababeb, abcababeb}
W =eW,, U aWy, U baW;, U abaW;, U cbaW ;U
U cabaW, U beabaW, U abcabaWy,

Como no caso da Figura 7, os vértices da Figura 4 foram rearranjados de modo a
obter uma melhor visualizagao das 8 classes laterais wW,, para Jy = {b, ¢}, como mostra

a Figura 7.

,‘ abcababeb

. beababch

al abch (babfb K’%&
abcaba 4

N

\R\!
|

Figura 7 — W = Bj e classes laterais wWj, com Wy, = ({b,c}).
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Suponha que S = {sy, S2,...,5,} e parai = 1,...,n seja

Qi = (W{51,..‘,si}){817m78i71}‘

Entao Q1 = Wi,y = {e,s1} e Q;, para i > 2, é um sistema de representantes minimais

de classes laterais a esquerda de Wy, 3y em Wi, .y e, assim,

W = U QnW{sl,...,Snfl}: U ( U QnQn—IW{sl,...,snz})

gn€Qn @n€Qn \Gn-1€Qn—-1

=...= U ( U Qnin---(U Q1I)>
@ €Qn \gn-1€Qn—1 @1 EQ1

=W = gnQn—-1---q1-

Repetindo a aplicagao da Proposicao 3.23, obtemos:
Corolario 3.26. A aplicacio produto Q1 X ... x Q, — W, definida por
<QI7 q2, - .. 7QTZ) = qnQn-1 - - - q1,

¢ uma bijecao satisfazendo U(qnqn—1...q1) = U(q1) + (q2) + ... + l(qn)-

As construgoes anteriores podem ser “espelhadas”. Existe um sistema completo
W ={weW; Dy(w) C S\ J}= W)™

de representantes de comprimento minimal de classes laterais a direita W;w. Todow € W

pode ser fatorado unicamente como
w=wy-"w, onde wy e Wye we’'W
e entao
((w) = L(wy) + (T w). (3.2)

Além disso, um elemento w € YW se, e somente se, nenhuma expressao reduzida pra w

comeca com uma letra de J.

3.5 Ordem de Bruhat em quocientes

Quocientes W7 e, mais geralmente, classes descendentes, tem uma interessante
estrutura de conjunto parcialmente ordenado sob a ordem de Bruhat. Muito da estrutura
encontrada na ordem de Bruhat em todo W ¢é herdada quando ao restringir para um
subconjunto parcialmente ordenado W”7. Isso pode de certo modo ser entendido como

uma transferéncia de estrutura via aplicacao projecao que definiremos a seguir.
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Definicdo 3.27. Seja J C S. Definimos a aplicacao projecio P’ : W — W por
P(w) = w’.

Em outras palavras, a aplicacdo P/ envia w para o representante minimal da classe lateral
médulo W,

Teorema 3.28. A aplicacio P’ preserva ordem.

Demonstragdo. Suponha que w; < wy em W. Vamos mostrar que wi < wy por indugio

em £(ws).

Note que: w{ < w; < wy. Portanto, se wy = ws, entdo w{ < wy. Caso contrario,

existe algum s € J tal que wys < wy. A relagio w{ < w, pode ser levantada para
w{ < wys. Por inducio, wi < (wys)’ = wy. O

Corolario 3.29. Suponha que w € W7/, w € W eu<w. Entdo, ou w = us, para algum
s€J, ouweW’.

Corolario 3.30. W7 ¢ um conjunto parcialmente ordenado dirigido.

Demonstracao. Ja mostramos que a ordem de Bruhat é um conjunto parcialmente orde-
nado (ver Proposicdo 3.13) e que a aplicacdo P’ preserva ordem. Portanto, o resultado

segue. O

Em particular, se W+ ¢ finito, entao ele tem um tinico elemento maximal que serd

denotado por:

wg = involugdo principal de W7,

Neste caso, w < wy, para todo w € W.
Se W ¢é finito, temos a seguinte relagao entre involugoes principais:
wo = wy - wo(J) e €(we) = £(wy) + L(wo(J)),

ou equivalentemente, wy = (wp)” e wo(J) = (wp) ;. Como wy e wy(J) sdo involugdes, isto

6, wi = e e (wy(J))? = e, segue que wy é uma involugio se, e somente se, wy e wo(J)

comutam. De fato, temos que wy = wy - wo(J). Dai,
e = wy = wy - wo(J) - wy - wo(J) = (wy)® - (wo(J))?,

isto &, wy e wo(J) comutam. Em particular,

wg é uma involucdo se wy pertence ao centro de W.

Essa condigao suficiente (mas ndo necesséaria) é muitas vezes cumprida.

Quocientes em grupos finitos tem uma notavel simetria combinatoria.
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Proposicao 3.31. Seja (W, S) um sistema de Coxeter finito e seja J C S. Entdo,

a: W — w
u = wouwy(J)

¢ um antiautomorfismo da ordem de Bruhat, isto €, u < v < a(u) > a(v).

Vamos ilustrar a Proposicao 3.31 com um exemplo.

Exemplo 3.32. Sejam W = B3 e J = {a,b}. J& vimos no Exemplo 3.25 que
W; = {e,a,b,ab,ba, aba, bab, abab} e W’ = {e, c, bc, abc, babe, beabc}.

As involugcoes principais de W e W sdo wy = cbabcabab e wy(J) = abab, respectivamente.

Dado u € W7 temos que a(u) = wouwy(J) = v € W7. Segue da Proposicio 3.16
(item (7)) que u = wovwo(J) = a(v) € W”. Usando as relagdes satisfeitas pelos geradores
de W obtemos:

e — bcabe
¢ — babce

bc — abc

O resultado a seguir é uma versao forte do Teorema 3.8 (o caso J = ().

Teorema 3.33. Se u < w em WY, entio existem elementos w; € W7, {(w;) = €(u) + i,

para 0 <1 < k, tal que u = wy < wy < ... < wp = w.

Corolério 3.34. Todas as cadeias mazimais de u para w em W7 tem o mesmo compri-

mento.
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4 Relagoes de cobertura

Neste capitulo, vamos estabelecer os principais resultados desta dissertacao a res-

peito das relagoes de cobertura de certas permutacoes.

Este capitulo esta dividido em duas partes relacionados aos dois exemplos de gru-
pos de Coxeter a serem considerados: o grupo das permutagoes, o qual esta associado ao
grafo de tipo A, e o grupo das permutagoes com sinal, ao qual esta associado o grafo de

tipo B.

Com os resultados do Capitulo 2, concluimos que tais grupos de permutagao sao
grupos de Coxeter e, em seguida, estudamos a ordem de Bruhat dos mesmos. Depois,
introduzimos os subgrupos parabdlicos maximais correspondentes a fim de obter a ex-
pressao dos representantes minimais que sao chamadas de permutagoes Grassmannianas

em cada caso. Para isto, a principal referéncia sdo os Capitulos 1,2 e 8 do [1].

Finalmente, nos dedicamos a obter as relagoes de cobertura destas permutagoes.
Para o caso de tipo B, seguimos o artigo [5] enquanto o caso do tipo A segue como uma

contribuicao deste trabalho.

4.1 Tipo A

Nesta secao, vamos abordar o sistema de Coxeter determinado pelo grafo de tipo

A de acordo com a classificacdo dada pela Tabela 1.
Vamos abaixo introduzir alguns conceitos basicos.

Fixe um conjunto FE, finito ou infinito. Bije¢bes w : E — E sao chamadas per-
mutagoes de E. Elas formam um grupo sob a composi¢gdo que denotaremos por S(FE).
Subgrupos de S(E) sao chamados grupos de permutagées. Uma representag¢io por per-
mutagio de um grupo W é um homomorfismo f : W — S(FE), para algum conjunto
E.

Os grupos finitos S, = S([n]), em que [n] = {1,2,...,n}, sdo chamados grupos
simétricos. Suponha que F é um subconjunto finito de Z tal que [n] ou [£n]|. Entao,
permutagoes w € S(E) serao denotadas por listando todos os valores w(i) da esquerda
para direita na ordem crescente do argumento ¢ e chamaremos essa notacao de notacao
completa ou notacdo linha para w. Por exemplo, 2537614 denota a permutagao 1 +—
2,25 3—3,4—7 56, 6—1, 7— 4, isto é um elemento de S7.

Escrever w = wyw, . .. w, para uma permutacao w de um conjunto finito £ C Z

significa que w; = w(e;), para i, onde ¢; é o i-ésimo elemento de E na ordem crescente.

Também escrevemos permutacoes na forma de ciclos disjuntos omitindo os 1-ciclos.
Por exemplo, 2537614 = (1,2,5,6)(4,7). Permutacoes da forma (i,j) sdo chamadas
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transposicoes.

Nossa convencao para multiplicacao de permutacoes € ler o produto da direita para
esquerda como composicao de aplicagoes. Por exemplo, sejam 31524 e 15243 permutacoes

de [n], para n = 5, expressas na notagao completa, temos que:
32154 - 14523 = 35421.

Uma consequéncia para S,, é que multiplicar w = wyws . . . w, (notagdo completa) a direita
por uma transposicao t;; = (i,7) tem o efeito de trocar os valores nas posigoes i e j, e

quando multiplicamos a esquerda troca os valores de i e j. Por exemplo,

23154 - £, 4 = 53124
t14 - 23154 = 23451

Essas defini¢bes aplicam, em particular, para permutacées w = wjws...w, €

S(E), onde E CZ, |E| = n.

4.1.1 S, como grupo de Coxeter

Essa se¢ao é desenvolvida para uma discussao do grupo simétrico do ponto de vista
de um grupo de Coxeter. Nosso objetivo nesta se¢do sera mostrar que S,, € um grupo de

Coxeter.

Os elementos de S,, sdo permutagoes do conjunto [n]. Como um conjunto de
geradores para S,, tome S = {s1, S2,...,S,-1}, onde s; = (i,i+1), parai =1,2,...,n—1,

isto é, s; € uma transposicao adjacente.

Podemos associar um elemento w = s183... 54 (escrito como uma expressao
reduzida) com uma permutagao w = w(1)w(2)...w(n) (escrita na notagdo completa) por
meio de uma agao dos geradores na expressao reduzida de w no elemento identidade do
grupo .S, isto é, na permutacao identidade I'd = 12 - - - n. Por exemplo, seja w = 231 € Ss,
cuja expressao reduzida é w = s155. Abaixo ilustramos a acao a direita e, respectivamente,

a esquerda, de w = s159 na identidade.

123 - 5189 123
51
213
52
2 31
8182'123 . 123
52
132

S1

2 31
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Ao longo dessa secao trataremos apenas de agoes a direita.

Definicao 4.1. O nimero de inversoes de w € .S,, é dado por:

inv(w) = card{(¢,7); i <jew(i) > w(j)}.
Note que:

inv(w - s;) =

Denotaremos por £4(+) a fungdo comprimento de S,, com respeito a S.

Proposigao 4.2. Seja w € S,,. Entdo
la(w) = inv(w).

Demonstra¢io. Como inv(e) = fl4(e) = 0, por (4.1), temos que inv(w) < f4(w). A
desigualdade oposta é provada por induc¢ao em inv(w). Se inv(w) = 0 entdow = 12...n =
e e dal inv(w) = l4(w). Sejaw € S, e k € N tal que inv(w) = k+ 1. Entdo w # e e
assim existe s € S tal que inv(ws) = k (caso contério, (4.1) implicaria que w(l) < w(2) <
... <w(n) edai w = e). Logo, pela hipétese de inducao, £4(ws) < inv(ws) < k e assim
la(ws) = la(w) —1 < k+1, 0 que implica £4(w) < k+ 1. Portanto, £4(w) < inv(w). O

Como uma consequéncia da Proposicao 4.2 obtemos a seguinte descri¢do combi-

natéria do conjunto descendente a direita de um elemento de S,,.

Proposigao 4.3. Seja w € S,,. Entao,
Dr(w) ={i € [n—1]; w(i)>w(+1)}.
Demonstragao. Pela Definigao 2.28, temos que:

Dr(w) =Tr(w) NS ={s; € 5; la(ws;) < la(w)}
={s; € S; inv(ws;) < inv(w)}
={iehn—1}; w(i) >wi+1)} O

Na classificagao de grupos de Coxeter finitos irredutiveis, o sistema de Coxeter

determinado pelo grafo

S1 S92 S3 Sn—2 Sn—1
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é denotado por A,_;. Ele é gerado por S = {s;; i =1,2,...,n— 1} para o qual temos as

seguintes relacgoes:

si=1,1<i<n-—1
587 =8j8;, |t —j| >2

SZ'SjSi :SjSiSj, ’Z —]| = ]_
Proposigao 4.4. (S,,S) é um sistema de Cozeter do tipo A, 1.

Demonstragio. Vamos mostrar que o par (S,,S) tem a propriedade de troca (em sua
versao a direita), e portanto, pelo Teorema 2.32, segue que (S,,S) é um sistema de

Coxeter. Seja i,1,...,1, € [n — 1] e suponha que
KA(Sil e Sipsi) < KA(Sil e S,L'p) (42)
Devemos mostrar que existe j € [p| tal que

(4.3)

Si1~--3ip8izsi1~--si~-~-

J SZ

P

Sejam w = s;, ...5;,,b = w(i) e a = w(i +1). Como {4(w) = inv(w) temos que (4.2) é

equivalente a inv(ws;) < inv(w), ou seja, w(i) > w(i + 1) e, portanto, b > a.

Assim, a estd a esquerda de b na notacao completa da identidade, mas estd a
direita de b na notagao completa de w. Dai, existe j € [p] tal que a estd a esquerda de b

em s;, ...S8;. ,, mas a estd a direita de bem s;, ...s;..
1 j—17 1 J

12 ... ab ... n *M
ab 2=
ba N

w(l) w(2) ... w@)w(j) ... win)

Logo, a notagao completa de s;, ...5;. ..

4 . Si

, ¢ a mesma que a de s;, ...s;, exceto

que a e b estao trocados. Pela definicao de w, a e b, temos

Sil...SZ‘pSi:Sil...SZ‘j...SZ’p. ]

4.1.2 Ordem de Bruhat em S,

Vamos discutir a partir de agora o caso especial da ordem de Bruhat em S,,.
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Ja vimos que S,, é um grupo de Coxeter com respeito ao conjunto de geradores
de transposigoes adjacentes s; = (4,7 4+ 1). O conjunto de reflexdes de S, é o conjunto de

todas as transposicoes
T ={(a,b); 1 <a<b<n},

pois ws;w ™t = Id - ws;w™! = (w(i), w(i + 1)), para w € S,,.

Relembre a Definigao 3.1. Desde que reflexoes t € S,, sdo transposigoes (a,b) e o
comprimento ¢ igual ao nimero de inversoes, se estamos trabalhando com agoes a direita,
entdo a relagdo w @y, significa que se move da permutacdo w = w(l)...w(n) para
a permutacao z = z(1)...z(n) trocando os valores que estdo nas posigoes a e b, em que

a<bew(a) <w). Esquematicamente,

(a,b)
w z

w(a) < w(b) —w(b) > w(a)

Isto descreve as arestas do grafo de Bruhat de S,,. O grafo e a ordem de Bruhat em S;

sao mostrados na Figura 8.

321 321

231 312 231 312

132 213 132 213

123 123

Figura 8 — Grafo e ordem de Bruhat em Sj3.

~ o < (a,b) .
Observacao 4.5. No caso de trabalhar com acoes a esquerda, a relagcio w —> z sig-
nifica que se move da permutagao w para a permutacao z trocando os valores a e b na

permutacao w tal que a aparece a esquerda de b e a < b. Esquematicamente,

(a,b)

w—>Z

a<b——=b>a

Lema 4.6. Sejam w, z € S,,. Entdo, w é coberto por z na ordem de Bruhat se, e somente
se, z = w - (a,b), para algum a < b tal que w(a) < w(b) e nao existe qualquer ¢ tal que

a<c<bew(a) <w(c)<wb).
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Demonstragio. Se z = w - (a,b) com as propriedades estabelecidas, entdao inv(z) =
inv(w) + 1. Dai, temos uma cobertura na ordem de Bruhat. Por outro lado, suponha que
z=w-(a,b), a <beinv(z) > inv(w). Entao, w(a) < w(b). Se w(a) < w(c) < w(b), para

algum a < ¢ < b, entdo w < w - (a,c) < z, logo w < z ndo é uma cobertura. O

A Figura 9 ilustra a ordem de Bruhat em S4. Os elementos de Sy sdo apresentados
tanto na notagao completa quanto na decomposi¢ao reduzida. De acordo com a Defini¢ao
2.20, o comprimento de w € S, é igual ao nimero de geradores que aparece na decompo-
sigdo reduzida. O diagrama estd organizado de modo que o comprimento de um elemento
numa linha L; é igual a ¢+ — 1, para todo 1 <1 < (Z) + 1, todos os elementos numa mesma
linha tem o mesmo comprimento e, dadas duas linhas adjacentes no diagramas (digamos
L; e Li11), temos que os elementos da linha L;;; tem comprimento igual aos da linha L;

acrescentados de 1 unidade.

4321

Figura 9 — Ordem de Bruhat de Sj.

A involugdo principal wy no grupo simétrico S, é a “permutacao inversao” que
levaiemn+1—1iel(wy) = (g) Para n = 4, temos que wy = 4321 e {(wy) = 6. Assim,
se w = 3124 entao os efeitos das aplicagoes da Proposicao 3.18 em S, sdo exemplificadas

por:

(i) wwy = 3124 - 4321 = 4213: inverte as posigoes de w, ou seja, troca os valores nas

posicoes 1 e 4 e troca os valores nas posigoes 2 e 3 na permutagao w.
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(il) wow = 4321 - 3124 = 2431: inverte os valores de w, ou seja, troca de posicdo os

valores 1 e 4 e troca de posicao os valores 2 e 3 na permutacgao w.

(ili) wowwy = (4321 - 3124) - 4321 = 2431 - 4321 = 1342: inverte as posigoes e valores da

permutacao w.

Pelo Corolario 3.17, temos que os elementos da linha L;, para todo 1 < i < (g) +1,
serao levados pelas aplicagdoes w — wow e w — wwy em elementos da linha L, ;.1, e,

serao levados em elementos da linha L; pela aplicagao w — wowwy.

O Lema 4.6 pode ser usado facilmente para resolver pequenos casos, tal como
n = 4, como mostra a Figura 9. Porém, para valores grandes de n, é computacionalmente
dificil ver do Lema 4.6 quando duas permutacoes sao comparavéis na ordem de Bruhat.
Por exemplo, w = 368475912 e z = 694287531 sao comparavéis? Felizmente, existem

critérios eficientes. Apresentaremos dois deles: critério do ponto e critério da tabela.

Definicao 4.7. Para w € 5,,, seja
wli, j] = {a € [il;w(a) = j},

parai,7 =1,...,n.

Podemos interpretar essa funcao da seguinte maneira. Considere uma tabela de
tamanho n x n. Enumere as linhas e colunas da tabela com os niimeros de 1 a n de modo
que a numeracao das linhas é feita da esquerda para a direita e das colunas de baixo para
cima, ambas em ordem crescente. Representamos a permutagdo w = w(1)w(2)...w(n)
nesta tabela por colocando um ponto nas células com coordenadas (a,w(a)), para 1l < a <
n. Entdo, wli, j| conta o nimero de pontos a esquerda e acima da célula com coordenadas

(,7). Por exemplo, se w = 253641, entao w(5,3] = 4, como mostra a Figura 10.

=N Wk ot
0

123456

Figura 10 — Tlustragao de w[5, 3] = 4.

Observacao 4.8. Para qualquer w € 5, tem-se:

(1) wln,i] =n+ 1 —1, pois cada linha deve possuir um tnico ponto.
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n
: n—i+1
i

1 7 n
(2) wli,1] =1, parai=1,...,n, pois cada coluna deve possuir um tnico ponto.
n
i
1
1 - @ - n
L

<3> ’UJ[’L,]] - ’UJ[]{Z,]] - U)[Z,l] + w[kal] = ’{CL € [k + 171]7.] < w(a) < l}’a para todo
1<k<i<nel <7< <n, pois compreende o nimero de pontos na regiao
hachurada na figura.

1 ... kk+1 ... i...n

Teorema 4.9 ([1], Theorem 2.1.5, Critério do ponto). Sejam w,z € S,. FEntao, sio

equivalentes:

(i) w<z
(7i) wli, j| < z[i, j], pra todos i,j € [n].
Como ilustracao do Teorema 4.9 respondemos a questao:
w = 375184926 e z = 863921457 sdo comparavéis?

As permutagoes w e z sao ilustrados na Figura 11. Observe que w[2,5] e z[2, 5] sdo repre-
sentados na Figura 11 pelo hachurado em azul, enquanto w|7, 3] e z[7, 3] estdo hachurados
em rosa. Entdo, w[2,5] =1 < 2 = 2[2,5], mas w[7,3] =6 > 5 = z[7,3]. Logo, w e z sdo

incomparaveis na ordem de Bruhat em Sy

O teorema a seguir é na pratica o mais conveniente algoritmo para decidir quando

duas permutagoes sao comparavéis.
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R NWHR OO 00 ©

..

R NWHR IO J 00 ©
.

123456789 123456789
Figura 11 — ITlustracao de w e z, respectivamente.

Teorema 4.10 ([1], Theorem 2.6.3, Critério da tabela). Para w,z € S,, seja w;j o
i-ésimo elemento no rearranjo crescente de wy,ws, ..., w;. Analogamente, defina z;y.

Entao, sao equivalentes:

(i) w<z.
(11) wix < zig, para todo k € Dp(w) el <i <k.

(170) wiy < zig, para todo k € [n — 1]\ Dg(z) e 1 <i <k.

Vamos usar o Teorema 4.10 para verificar se w = 375184926 e z = 863921457 sao
comparavéis. De acordo com a Defini¢ao 4.3, Dg(w) = {2,3,5,7}. Assim, geramos as
matrizes de quatro linhas de rearranjos crescentes de segmentos de comprimentos 2, 3, 5
e’.

1[3]4]5]7]8]9] 112]374]6]8]9]
w—LI3[5]7[8 ~|2]3]6]8]9

3(5(7 “=1316]8

37 68

Comparando entrada por entrada, encontramos as violagoes 3 < 2,4 <3,5<4e7 <6,

entdo concluimos que w e z sao incomparavéis.

O fato que as matrizes usadas sdo tabelas aumentando (ao longo das linhas e
colunas) explica o nome do critério. Para reduzir o tamanho do calculo baseado neste
critério (o tamanho da tabela) vale a pena determinar quais dos conjuntos Dg(w), Dr(w),
[n—1]\ Dg(z) e [n—1]\ Dr(2) tem menor tamanho. Por exemplo, se é Dy (w) = Dg(w™")
usamos que w < z < w~! < z7! e aplicamos o critério para w™! e 27! e, similarmente

para Dy (z) = Dg(z71).
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Vamos agora focar nosso estudo aos subgrupos parabdlicos maximais de .S,, e seus

quocientes.

Lembre-se da nossa convengao no caso de S, que S = {s1,5s9,..

.y Sn—1}, onde

si=(i,i+ 1), parai=1,2,...,n — 1. Todas as permutagdes w € S,, serdo indicadas em

notacao completa como w = wyws . . . wy,, onde w; = w(7).

Definigao 4.11. Para k € [n — 1], definimos

SW — fw e Sp; wy < ... < wp € Wpq < ... < wy

Os elementos de S\¥) sao chamados permutacées Grassmannianas do tipo A.

Proposicao 4.12. Seja J = S\ {s;}. Entao,

(Sn)J = Sk X Sn—k e
(Sn)J =5

n

Demonstracao. Temos que:
J=5S\{sk} ={s1, -, Sk_1, k1, Sn_1} = {51,

Logo, Wy = (Sn)s = (J) = ({s1,- -+ s-11) X ({8k41,

todo w € W; é a justaposi¢do wiws, em que w; = S;,
Wy = Siy,y - Sip_y, COM Si; € {Sky1,. s Sn_1}-

Agora, por definicao

ey Sk—l}U{sk—H, ey Sn—l}'

ey Sno1)) = SPE x S,y isto é,

.8, com s;; € {s1,..

(S,)” = {w € S,; ws; > w, para todo s; € J}

= {w € Sy; La(ws;) > l4(w), para

todo s; € J}

= {w € S,; inv(ws;) > inv(w), para todo s; € J}

={w e S,; w(i) <w(i+1), para todo s; € J}

—{weS, w <...<wpewpsy <...<wy}=25Wk

A aplicacao

S, — Sk
w = w!

pode ser descrita como segue: w’

. Sk—l} (S

(4.4)

¢ obtido de w por primeiro rearranjando os valores

wy, ..., w; tal que eles aparecem na ordem crescente nos lugares 1,..., k e similarmente

para Weyt, ..., Wy.
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Exemplo 4.13. Seja w = 3124 € S,. Pela aplicacao (4.4), segue que:

w — w® =23124
w — w® =1324
w — w® =1234

O resultado a seguir apresenta as relagdes de cobertura em S,(Lk).
Lema 4.14. Sejam w,w' € S, Entdo w cobre w' na ordem de Bruhat se, e somente

se, w' = w(a,b), para algum a < b, com a € [k] e b € [n — k] tal que w(a) = w(b) + 1.

Demonstracao. Note que:
S® S, emque S ={weS,; wl)<...<wk)ewk+1)<...<w)}.
Pelo Lema 4.6, dados w,w" € S,,, temos que

a<b, w'(a) <w(b)

w< wew=uw ) com
Be, a<c<b, wia)<wlc)<w(b)

é equivalente a dizer

, a <b, w(a) > w(b)
w< wew=w- com
Be, a < c<b, wla)>w(c) > wb)
Seja w’ € S, Suponha a < b com w'(a) < w'(b) e a,b € [k], isto é,
w' = ()w(b)| .........
a b
Logo,
w=...w0) .. w@.. .|[.........
a b

o que implica w ¢ S| pois terfamos w’(b) > w'(a) aparecendo nas k primeiras posicoes
nao cumprindo a condigdo de ordenacgio de S E imediato que o mesmo acontece se

tomarmos a,b € [n — k|. Portanto, a € [k] e b € [n — k.
Seja w € S®. Suponha que w(a) = p e w(b) = p— 2, com x > 1. Entao
w'(a) =w(b) =p—xew(b) =w(a) =p, isto é,
w=...p...|...p—x...

!/

w=...p—x...|...p...
Como nao existe ¢, tal que a < ¢ < b com w(a) > w(c) > w(b), os valores entre p e p — x
aparecem nas posigoes de 1,...,a — 1 ou nas posicoes de b,...,n —b.

No primeiro caso, existiria ¢ < a tal que w'(i) > w'(a). E, no segundo caso,
existiria j > b tal que w'(j) < w'(b). Em ambos os casos, concluimos que w' € S*)

Portanto, w = 1. O]
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4.2 Tipo B

Nesta secao, vamos abordar o sistema de Coxeter determinado pelo grafo de tipo

B de acordo com a classificagao dada pela Tabela 1.

4.2.1  SP como grupo de Coxeter

Essa se¢ao é desenvolvida para uma discussao do grupo das permutagoes com sinal
do ponto de vista de um grupo de Coxeter. Nosso objetivo nesta secao serd mostrar que

S5 ¢ um grupo de Coxeter.

Seja SB o grupo de todas as bije¢des w do conjunto [+n] nele mesmo tal que
w(—a) = —w(a), para todo a € [£n],

com a composicao como operagao do grupo.

Se w € SB entdo escrevemos w = [ay, ..., a,] para significar que w(i) = a;, para
1=1,...,n, e chamamos essa notacao de notacdo janela de w. Por causa dessa notacao,

o grupo SB é muitas vezes chamado grupo de todas as “permutagées com sinal” de [n].

Desde que os elementos de SZ sio permutacoes de [+n], podemos também escrevé-
los na forma de ciclos disjuntos e na notagdo completa (como elementos de S([£n])). Por

exemplo, se w = [2,—6,1,7,5,—8, 4, 3] entdo escrevemos
w=-3—-48-5—-7—-16—22—-6175—-843
w=(2,-6,8,3,1)(4,7)(—8,-3,—1,-2,6)(—4,—-7)
Multiplicamos elementos de SZ “a direita”. Por exemplo, se w = [—4,2,6,3,—5,1] e
z=1[-1,5,4,-3,2,6], entdo
w ! =16,2,4,—1,-5,3]

[~1,5,4,-3,2,6][~4,2,6,3, —5,1] = [3,5,6,4, —2, 1]
Wz = [_47 2’ 67 37 _57 1] [_17 57 47 _37 27 6} = [47 _57 37 _67 2) 1]

ZW

Dada uma permutagio w € SZ, com frequéncia, vamos escrever o sinal de menos

sobre o inteiro. Essa convenc¢ao tem por objetivo facilitar a notacao. Por exemplo, se
w = [—4,2,6,3,—5,1] entdo escrevemos w = [4,2,6, 3,5, 1].

Identificamos S,, como um subgrupo de SZ de uma maneira natural.

Como um conjunto de geradores para S tomamos

B B B
Sg=A{s7,--,Sn_1,5 }
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onde

s =[1,...,i—1,i4+1,i,i+2,...,n], parat € [n—1] e

)

B
s§ =1-1,2,...,n].

Note que multiplicar um elemento w € SZ & direita por s? (respectivamente, por
s) tem o efeito de trocar os valores nas posigdes i e i+ 1 (respectivamente, mudar o sinal
na primeira posi¢ao) na notagao janela de w, para i = 1,...,n — 1. Além disso, a mesma
operagao tem o efeito de trocar os valores nas posicoes i e ¢ + 1 bem como aqueles nas
posigdes —i e —(i + 1) na notacao completa de w. Isso deixa claro que Sp gera SB.

As Figuras 12 e 13 ilustram a agao de s e sZ em SP.

A WIN = DN

QI N | — DN W
°

Figura 13 — Diagrama de s# € SP e sua acdo em SP.
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Como no caso de S,,, o primeiro passo é obter uma descricao combinatéria explicita

da fungao comprimento £ de SZ com respeito a Sp.
Definigao 4.15. Para w € SZ, definimos:
invg(w) = inv(w(l),...,w(n)) + neg(w(l),...,w(n)) + nsp(w(l),...,w(n)),  (4.5)
onde
inv(w(l),w(2),...,w(n)) =card{(i,j); 1 <i<j<new()>w()}
def . ~
= numero de inversoes de w;
neg(w(1l),w(2),...,w(n)) = card{i € [n]; w(i) < 0}

def , .
= numero de entradas negativas de w;

[“]>; w(i) + w(j) < 0}

nsp(w(1),w(2),...,w(n)) = card{(i,j) € ( 5

def , .
= ntmero de pares com soma negativa de w.
Exemplo 4.16. Seja w = [2,5,1,6,3,4] € SB. Temos que:

inv(w) = card{(1,3), (1,4), (1,6), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6), (3,4), (3,6), (5,6)} = 10
neg(w) = card{4,6} = 2
nsp(w) = card{(1,4), (1,6),(2,4),(3,4),(3,6), (4,5), (4,6), (5,6)} =8

Logo, invg(w) = 10 + 2 4+ 8 = 20.

Note que:
invg(w) = card{(i,7) € [n] x [n]; i <jew(i)>w(j)}+ (4.6)
card{ (i, j) € [n] x [n]; « < j e w(—i) > w(j)},

isto é, invp(w) pode ser interpretada como a contagem de inversdes na notagao completa
de w. Por essa razao, chamamos as inversoes contadas pelo lado direito da igualdade (4.6)

de B-inversodes.

Observe que para cada i € [n]
card{w(j); |w(j)| < |lw(@)|} = |w(@)| —1. (4.7)
Segue da igualdade (4.7) que

neg(w(l),...,w(n)) +nsp(w(l),...,w(n)) = — Z w(y) (4.8)

{j€ln]; w(j)<0}
Além disso,

invg(w) = inv(w) se, e somente se, w € S,,. (4.9)
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Logo, podemos reescrever a igualdade (4.5) como

invg(w) = inv(w(l),...,w(n)) — > w(y) (4.10)

{j€ln]; w(j)<0}

Lema 4.17. Seja w € SB. Entdo:
inv((wso)(1), ..., (wso)(n)) = inv(w(l),... w(n)) — w(l) + sgn(w(1)) (4.11)
Demonstragio. Seja w = w(1)w(2)...w(n). Defina
Ni(w) ={w(j); i < jew(i) > w(j)}.
Temos que inv(w) = é card N;(w). Note que:

wsp = (—w(l),w(2),...,w(n)) e
Ni(w) = N;(wsyp), para todo 1 <i <mn.

Portanto, basta analisar os conjuntos Ny (w) e Ny(wsg). Ha dois casos a considerar.

Faremos o caso w(1) > 0. O caso w(1) < 0 é anélogo.

Se w(1) > 0, entdo
Niw) = {w(5); w(1) > w(i)} = {w(); ()| < wD)} O {w); wi)l > w(1)}
e, portanto,
card Ny (w) = card{w(j); [w(j)| < w(1)} + card{w(j): |w(i)] > w(1)}.
Pela Equagio (4.7), temos que:
card Ny(w) = w(l) — 1+ card{w(j); [w(j)| > w(D)}. (4.12)

Agora, Ny(wso) = {w(j); —w(1) > w(j)} = {w(j); lw(i)| > w(1)} e, card Ny(wso) =
card{w(j); |w(j)| > w(l)}. Logo,

card Ni(w) = w(1) — 1 + card Ny(wsp).

Dal, inv(w) = inv(wsg) + (w(1) — 1), o que implica inv(wsy) = inv(w) —w(1) +sgn(w(l)).
[

Proposigao 4.18. Seja w € SE. Entao,

lp(w) = invg(w).
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Demonstracao. Primeiro provaremos que
invp(w) < {p(w), para todo w € S&. (4.13)
Seja w € SB. Pelo Lema 4.17 e Definicao 4.15 segue que
invg(wsg) = invg(w) + sgn(w(1)). (4.14)
Por outro lado, para ¢ € [n — 1], temos que:

invg(w) + 1, se w(i) < w(i+1)

. . . (4.15)
invg(w) — 1, se w(i) > w(i+1)

invp(ws;) = {
Como invg(e) = fp(e) = 0, segue de (4.14) e (4.15) que invg(w) < ¢p(w), para todo
w e SB.
Agora provaremos que {g(w) = invg(w) por indu¢ao em invg(w).
Se invg(w) = 0 entdo w = [1,2,...,n] = e. Logo, {p(w) = invp(w).

Sejat € N e w € SB tal que invg(w) = t + 1. Entdo, w # e e daf existe s € S

tal que invg(ws) =t (caso contrério, (4.14) e (4.15), implicaria que 0 < w(1) < w(2) <
. < w(n) e assim w = e). Logo, a hipdtese de inducdo implica que ¢p(ws) = t e
que {p(w) < t+ 1. Portanto, {p(w) < invg(w) e, por (4.13), concluimos o passo de

inducao. O
Como consequéncia da Proposicao 4.18 obtemos a seguinte descrigdo do conjunto
descendente (& direita) de um elemento de SZ.

Proposigao 4.19. Seja w € SZ. Entdo

Dr(w) = {s; € Sp; w(i) >w(i+ 1)}, onde w(0) =0.

Demonstragao. Pela proposi¢ao 4.18, temos que:
Dr(w) = {s € Sp; invp(ws) < invg(w)}

De (4.14) e (4.15) concluimos o desejado. O

Por exemplo, se w = [—4,2,—5,—7,6, 1, —3] entdao Dg(w) = {so, $2, 3, S5, S6 }-

Simplificaremos a notacio escrevendo “S” no lugar de “Sp” e “s;” no lugar de s?,

parat=20,...,n— 1.

Na classificagao de grupos de Coxeter finitos irredutiveis, o sistema de Coxeter

determinado pelo grafo

S0 S1 S9o Sn—2 Sn—1
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é denotado por B,. Ele é gerado por S = {s;; i =0,1,...,n — 1} para o qual temos as

seguintes relagoes

50515051 = S1505150
8i+18iSi41 = 8iSit18;, 1 <i<n—1

S$iSj = 554, |Z —]| Z 2
Proposigao 4.20. (S2.S) é um sistema de Coxeter do tipo B,,.
Demonstragio. Sejam 4,1y, ..., 1, € [0,n — 1] tal que

Cp(Siy - .- 5i,8i) <LlB(Si,...5,) € wW=25;...5.

Se i € [n — 1] entao pela proposicao 4.18, o raciocinio é o mesmo da da prova que (S,, S)

¢ um sistema de Coxeter (proposicao 4.4), exceto que i; # 0, desde que a + b # 0.

Se i = 0 entao, pela proposigao 4.19, 0 = w(0) > w(l) = 1 = q, isto é, a < 0, onde
a = w(1). Logo, a aparece do lado esquerdo da notacao completa da identidade, mas do
lado direito da notagdo completa de w. Dali, existe j € [p] tal que a estd do lado esquerdo

da notagao completa de s;, ...s;;_,, mas do lado direito da notacao s;, ... s;;.

-n ... —1J1 oo AT
a e
a o

w(—n) ... w(=1)]w() ... w(n)

Logo, as notagoes completas de s;, ...s;, e de s; ...8;, ...5s;, sdo iguais, exceto

P P

que a e —a estao trocados e isso, pela definicio de w e a, implica que s;, ...s;,8 =

Siy -+ - 8i; - - - Si,, COMO queriamos. O

4.2.2  Ordem de Bruhat em S?
Vamos discutir a partir de agora o caso especial da ordem de Bruhat em SP.

e

Proposigdo 4.21. O conjunto de reflexoes de SB é:

{(i,4) (=i, —j); 1 <i<|j| <n}U{(G,—0); i € [n]}.

. B 2 ~
Em particular, S} tem n* reflexoes.
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Demonstragio. Sejam w € S e i € [n — 1]. Logo,
ws;w ' = Id-wsiw ™ = (w(i),w(i + 1)) (—w(i), —w(i + 1)).

Analogamente,

wsew ' = Id-ws,w™ ' = (w(1), —w(1)).

Desde que w ¢ um elemento arbitrario de SZ, segue que w(i) e w(i + 1) podem ser
quaisquer dois elementos de [£n] que tem diferentes valores absolutos, considerando que

w(1) pode ser qualquer elemento de [+n]. O

A proposigao anterior permite derivar uma descricdo do grafo de Bruhat de SZ.

Proposicao 4.22. Sejam w, z € Sf. Entdo, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) w—-sz.

(i1) Ezistem i,j € [£n], i < j, tal que w(i) < w(j) e

e ouz=w(,j)(—i,—j), seli] #|j|

e ouz=uw(ij), seli|=]|jl
Demonstragio. Por definigao do grafo de Bruhat (Defini¢ao 3.1) e pela Proposicao 4.21,
temos somente que verificar que dados i, j, w e z como em (i7), invg(z) > invg(w) se, e

somente se, w(i) < w(j).

Se j = —i (note que isso implica que ¢ < 0), entdo a notagdo completa de z é

obtida da de w por trocando os valores w(i) e w(—i).
Se w(i) < 0, entao w(i) < w(—i) e da Defini¢ao 4.15 segue que invg(w) < invp(z).

Se w(i) > 0, entao pela mesma razao (trocando os papéis de w e z) concluimos

que invg(w) > invp(2).

Se j # —i entdo a notagao completa de z é obtida da de w por trocando w(i) e w(y)
bem como w(—i) e w(—j). Suponha que w(i) < w(j). O resultado é claro se ij > 0. Se
ij < 0, entao desde que w(i,j)(—i,—j) = w(i, —i)(—7,7)(—1,7)(i, —1i), o resultado segue

dos dois casos anteriores. Similarmente, invg(z) < invg(w) se w(i) > w(j). O

A Proposicio 4.22 implica, em particular, que se w,z € S, C SZ, entao w ——= 2
em S, se, e somente se, w—=2 em SZ. Entdo o grafo de Bruhat de S, é um subgrafo
dirigido induzido pelo de SZ em S,,. Por exemplo, a Figura 14 mostra a ordem de Bruhat

e o grafo de Bruhat de SP, respectivamente.

Compare a Figura 14 com o diagrama da ordem de Bruhat e grafo de Bruhat de

By mostrado nas Figuras 1 e 2, respectivamente.
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12 12
21 12 21 12
21 21 21 21
12 21 12 21
12 12

Figura 14 — Ordem de Bruhat e grafo de Bruhat em SE.

A Proposicio 4.22 também d4 uma descri¢do da ordem de Bruhat em SZ e mostra,
em particular, que se w,z € S? e w < z em SP, entdo w < 2z em (na ordem de Bruhat

de) S([£n]). A reciproca também verdadeira.

Apresentaremos a seguir, os analogos dos Teoremas 4.9 e Teorema 4.10 para a

ordem de Bruhat em SZ.

Definigao 4.23. Para w € S, seja
wli, j| = card{a € [-n,n]; a <iew(a) > j},
para i,j € [—n,n|, onde w(0) = 0.

Note que o item (3) da Observagao 4.8 continua vélidase w € SB ek, i, j, | € [+n],
com k < iej <l Também vale w[—i —1,—j + 1] —w[i,j] = j —i — 1, para todos
i€[-n,n—1]eje[-n+1,n]

Teorema 4.24 ([1], Theorem 8.1.8). Sejam w, z € SB. Entdo, sio equivalentes:

(i) w<z

(ii) wli, j] < li, ], para todo i, j € [~n,n].

Vamos ilustrar o Teorema 4.24 com um exemplo.
Exemplo 4.25. Sejam n = 4, w = [—4,2,1,-3] e z = [—1,3,—4,—2] ilustrados na
Figura 15.

Observe que w[—4, 3] e z[—4, 3] sdo representados na Figura 15 pelo hachurado em

azul, enquanto w[—3,2] e z[—3, 2] estdo hachurados em rosa.



67

I DO = = DO O
.

I DO = = DO W
.

Figura 15 — ITlustracao de w e z, respectivamente.

Entao, w[—4,3] =0 < 1 = z[—4, 3|, mas w[—3,2] =2 > 1 = z[-3,2]. Logo, w e z

sdo incomparaveis na ordem de Bruhat em SP

O Teorema 4.24 também mostra que a ordem de Bruhat em SZ é um subconjunto

parcialmente ordenado da ordem de Bruhat em S, (= S([£n])).

Corolério 4.26. Sejam w,z € SP. Entio, w < 2z em SP se, e somente se, w < z em
Son.

Demonstracao. Segue dos Teoremas 4.9 e 4.24. O]
Definigdo 4.27. Dado w € SZ, definimos a matriz A(w) = (A(w); ;)1<i<n, 1<j<n+1—i POT
{A(Ww)in, s A(W)ing1-it< = {k € [£n]; w(k) > i},
parai=1,...,n, em que o indice < significa que os conjuntos sdo totalmente ordenados.

Teorema 4.28 ([1], Exercise 6). Para w,z € SB, sdo equivalentes:
(i) w<z.
(it) A(w);; > A(2);;, para todo i € [n] ej € [n+1—1].
Podemos reescrever o Exemplo 4.25 usando o Teorema 4.28.

Exemplo 4.29. Sejam n = 4, w = [-4,2,1,-3] e z = [-1,3,—4,—2]. Entado, k €
{—4,-3,-2,-1,1,2,3,4}. Escreva w =3124 421 3. Pela Defini¢ao 4.27, temos que:
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para 1 < 7 < 4. Logo,

-4 -1 2 3

-4 -1 2
A(w) = 4

-1

A(z);; ={-4,-3,-1,2}

A(Z)Q,j :{_47 _37 2}

A(2)3; ={-3,2}

A(2)a; ={-3}

para 1 < 7 < 4. Logo,

—4 -3 -1 2
—4 -3 2

Alz) =

(2) -3 2

-3

Comparando entrada por entrada das matrizes A(w);; e A(z);;, obtemos as seguintes
violagoes: A(w)sy = —4 < =3 = A(2)31, A(w)z2 = —1 < 2 = A(2)32. Portanto, w e z

sao incomparaveis na ordem de Bruhat de SP.

4.2.3 Ordem de Bruhat em quocientes maximais

Como foi feito para S, agora daremos descricoes combinatorias de subgrupos

quocientes e parabdlicos de SZ. Trataremos somente o caso |J| = |S| — 1.

Proposigao 4.30. Seja k € [0,n —1] e J =S\ {sx}. Entao,

(Sf)JgSkBXSn_k [
(SBY ={we SE; 0 <w(l) <...<wk) ewlk+1)<...<w(n)}.

Demonstracao. Temos que:
J=25 \ {Sk} = {So, S1ye4+38k—15Sk+1y-- -, Snfl} = {80, ey Sk,l}U{SkJrl, e Snfl}-

Logo, W; = (S2); = (J) = ({s0,---,8k-1}) X ({Sks1,---,8n_1}) = SP x S,_4, isto é,
todo w € W; ¢é a justaposicdo wiws, em que wy; = s, ... 8;,, com 8;; € {So,..., 8,1} €

Wy = Siy,y - Siy_y, COM Si; € {Sky1,. o, Sn1}-

Para qualquer w = w(1)...w(n) € SZ, segue que sua classe lateral w(S5); ¢

n’
composta pelas permutagoes com as primeiras k-entradas permutadas com sinais trocados
- correspondente a parte (SP); - junto com as permutagdoes com as restantes (n — k)

permutadas - mas sem trocar os sinais correspondendo a parte S, .
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A partir da Equacao (3.1), o conjunto dos representantes de comprimento minimal

de classes laterais para SZ/(SB); ¢
(SB) = {w € S5; invp(ws) > invg(w), para todo s; € J}
Se J =S\ {s}, com k # 0, segue da Equacao (4.15) que

(S5) = {w € SB; w(i) < w(i+ 1), para todo s; € J}
={weS? 0<wl)<...<wk)ewk+1)<...<wn)} (4.16)

Se J =5\ {s0}, usamos a Equacao (4.14) para concluir (4.16). O

Exemplo 4.31. J4 calculamos no Exemplo 3.25 os conjuntos W7, em que W = By = SP
e Jo ={a,b}, Jo = {b,c} e J; = {a,c}. Todo elemento de W é uma permutagao com sinal
do conjunto {1, 2, 3}, entdo o conjunto gerador de W ser4 identificado com S = {sy, $1, S2}.
Analogamente, identificamos os conjuntos Jy = {b,c} = S\ {so}, J1 = {a,c} = S\ {s1}
e Jo ={a,b} = S\ {s2}. Entao, pela Proposicao 4.30, obtemos:

W’ ={123,123,213,213,312, 312,321,321, 312},
Wh={123,213,312,123,132,213,231,312,321,132, 2371, 321},
W2 ={123,132 231,231,132, 123}

A aplicacao
SB — (SB)/

n
J

(4.17)
w —> w

pode ser descrita como segue: se k € [0,n — 1] e J = S\ {sx}, entdo a notacdo janela de
w’ é obtida da notagao de w rearranjando os elementos de {w(k+1),...,w(n)} na ordem

crescente e depois rearranjando os elementos {|w(1)|,...,|w(k)|} na ordem crescente.

Exemplo 4.32. Seja w = [4,1,3,2] € SP. Pela aplicacio (4.17), segue que:

w = wh=[3T1,24]
w — wh=1[4,31,2]
w — w2 =1[1,4,3 2]
w = wh=1[1,3,4,2]

Observacgao 4.33. De agora em diante vamos adotar a seguinte notacao com a finalidade

de simplificar a notacdo anterior:

S5 =w,
J =8\ {s1} = (k)
(SP)s = W

(SB) =W

n



70

A notagao linha de w € SZ pode ser identificada pela férmula
W= Wyx = U U Ao AU Vs (4.18)
onde

O<ur <...<ug Y

D<M <...< A, N

(1), para 1 <1<k (4.19)

w
wk+r—i+1), paral <i<r
w

O<v1 <...<Up_r, U (k+r+i)paral<i<n—k-—r

Essas sao chamadas permutagoes Grassmannianas do tipo B.

Agora definiremos um par de parti¢oes duplas « e A associadas com cada permu-
tagdo Grassmannianas w pela igualdade (4.18). A parte negativa de w nos fornece uma
partigdo estrita A = (A, > ... > A\; > 0). Para cada 7, 0 < i < k, definimos

a; =u; —i+d;, ed; =card{\;; A\; > u;}. (4.20)

Afirmamos que « = (n — k > a4 > ... > 0) é uma particao. De fato, para cada i,
podemos coletar todos os indices que sao maiores que u; que aparecem na permutacao

(4.18) de acordo com a posi¢ao que ocupam pela seguinte férmula:
[n] = [wi] = {uys uy > wi} U{A; A > wiy U o vy > we}
onde a cardinalidade é dada por
w; = n — card{u;; u; > w;} — card{\;; \; > u;} — card{v;; v; > u;}. (4.21)
Observe que card{u;; u; > u;} = k —1i. Segue que (4.21) é equivalente &
u=n—k+1i—d; — p; (4.22)
onde y; = card{v;; v; > w;}. A igualdade (4.20) pode ser reescrita como
a=Mm—k+i—di—p)—i+di=n—Fk— (4.23)
E claro de (4.23) que a é uma particio dentro de um retangulo k x (n—k). Denote

k r
lal = X a; e |A] = X Ao Observe que p; = p;(w) também depende da escolha de w.
i=1 i=1

Lema 4.34. Seja w € WF . O comprimento {z(w) de w é dado pela soma das entradas

no par de particoes dupla o e X, isto €,

p(w) = |af +[A].

Demonstracio. A soma dos \'s correspondem a soma — > na equacao 4.10.
{j€[nl; w(j)<0}
Resta mostrar que as inversoes de w((1),...,w(n)) sdo dadas pela soma dos o’s. Como

existe um tunico descendente na posicao k, todas as inversoes correspondem a inversoes
entre os u's com todos os \'s e alguns dos vjs. Logo, para cada 1 < i < k, temos que
o nimero de inversoes relacionadas aos u; é n — k — card{v;; w; < v;} = a;, por (4.23).
Assim, inv(w(1),...,w(n)) = |al. O
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4.2.4 Classificacao dos pares de cobertura

Diferentemente do tipo A, as relagoes de cobertura do tipo B é mais complexa

sendo descrita por varios tipos de pares.
Definigio 4.35. Sejam w e w’ permutacdes em W,*) escritas na notagao linha como

UJ=:u1...ukLAT...Alvl...vn_k_r

/

o Asva N7 /
w =y . N vy

n—k—r

Denote por a, A e o/, N os pares de particoes associadas com w e w’, respectivamente.

Também denote por p; = p;(w) e p; = pi(w'). Dizemos que:

1) w,w" é um par do tipo B1 se:

Em outras palavras, escolhemos w tal que A\; = 1 e w’ é obtido de w por removendo

o sinal negativo de 1.
2) w,w’ é um par do tipo B2 se:
w=...]...a...(a=1)...ew'=..|...a=1...a...,

onde a > 0. Em outras palavras, existem t € [r] e ¢ € [n — k —r] tal que \y = a e

v, =a—1, ew éobtido de w por comutando v, e ;.
3) w,w’ é um par do tipo B3 se:
w=...a...|...(a—x)...ew' =...(a—x)...|...a...,

onde @ > x > 0. Em outras palavras, existem p € [k] e ¢ € [n—k—r] tal que u, = a

e v, =a — 2. A permutagao w’ é obtida de w por comutando u, e v,.

4) w,w’ é um par do tipo B4 se:

w=...(a—z)...|...a...ew' =...a...]...a—x,
onde @ > z > 0. Em outras palavras, existem p € [k] et € [r] tal que u, =a—x e
At = a. A permutacao w’ é obtida de w por comutando u, e ;.
O préximo lema estabelece uma propriedade para pares do tipo B3 e B4.
Lema 4.36. Sejam w,w' € Wk,
(i) Se w,w’ é um par do tipo B3, entdao todos os valores positivos a —x + 1,a — x +

2,...,a—1 devem pertencer aos \'s, isto é, existet € [r| tal que \y = a—x+1, \j11 =

a—r+2,... ., Mg o=a—1.
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(ii) Se w,w" é um par do tipo B4, entdo todos os valores positivos a — x + 1,a — x +
2,...,a — 1 devem pertencer aos v's, isto €, exviste ¢ € [n —k — 1] tal que v, =

a—2+1Lvgp =a—v+2,...,042-2=a—1.

Demonstragdo. Sejam w,w’ um par do tipo B3. Seja p € [k] tal que u, = a. Suponha
que existe i € [k]| tal que i < peu; € [a—x+1,a— 1]. Depois de trocar a e a — x, temos
que u, = a — x, onde u; ainda pertence a [a —z + 1,a — 1]. Em outras palavras, u; > u,

para ¢ < p, que ¢ impossivel por 4.19.

Agora suponha que existe i € [k] tal que p <iewu; € [a—x+ 1,a — 1]. Isso da
u, > u;, para p < i oque nao ¢ possivel por 4.19. Consequentemente, nao existe ¢ € [k]
tal que u; € [a —x = 1,a — 1]. Da mesma forma, provamos que nao existe j € [n — k — 7]

tal que v; € [a — 2z + 1,a — 1]. Portanto, temos provamos (7).

Usamos a mesma ideia para provar (i7) O

Para definir os quatro tipos de pares, somente exigimos que ambos w e w’ per-
tencem a W* . A principio ndo é clara a relacdo entre eles. Esse é o contetido do nosso

principal Teorema.

Teorema 4.37. Sejam w,w' € WK . Entdo, w cobre w' se, e somente se, w e w' é um
b n ) ) )

par do tipo B1, B2, B3 ou B4.

Demonstragio. Considere os conjuntos de inteiros positivos Iy = [k], I = [k + 1,r] e
I3 = [k+7r+1,n] e os respectivos conjuntos de inteiros negativos It = [k, 1], Iz = [T, k + 1]
e Iy = [m, k + r + 1]. Note que cada conjunto representa um bloco de posigoes em w como

mostrado abaixo:

W=Tp e O N [T T O Uy e | Ao A UL Uy
—_— —— e —— —_——  ———

I3 Iz Iz I Iz I3

Explicitamente,

Vi_gp_r, para i € I

MNetral—i, parai € I

u;, para i € Iy

w(i) =4 0, parai =0 (4.24)
u_;, parat € Iy

Aktry1-i, para i € I3

V_(i—k—r), Para i € Iz

Suponha que w cobre w', isto é, w' < w e {(w) = {(w'") + 1. Isso significa que existem
n<i<j<mntal que w(i) > w(j) e ou w' = w(i,j)(—i,—j), se |i| # |j], ou w' = w(i,j),

se [i] = |j]-
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Primeiramente, 1 = 0 se, e somente se, 7 = 0, pois a simetria de Wék) implica que
w(0) = 0. Logo, consideraremos sempre i e j nao nulos.

O conjunto [—n,n| é a unido disjunta I3U I5U I U{0} U} U Iy U I3. Provaremos o
Teorema por verificando todas as combinacoes possiveis de ¢+ < j tal que i € I, e j € I},
para m,l € {3,2,1,1,2,3}. A tabela abaixo inclui tais informagoes para i e j, onde as

linhas denotam I,,, e as colunas denotam I;.

Tabela 3 — Possibilidades de escolhas para i < j tal que w(i) > w(j).

I || | ;|5 I

=

IlAAx
T | x[a]x]x
I§AAAA><
3 | x|[a]x]a]x]|x

Existem algumas escolhas de i < j para os quais a relacao w(i) > w(j) nao sao
satisfeitas. Por exemplo, para i,j € I3 tal que i < j temos w(i) = v;_g—r < Vj_j—p = w(J).
Células vazias significam ¢ > j. Uma célula marcada com X significa que para todo i < j
no respectivo conjunto, temos w(i) < w(j). Células marcadas com A sdo as Unicas tais

que i < j satisfazem w(i) > w(7j).

Quando |z # |j], sabemos que w’ é obtido por comutando os valores w(i) e w(j), e
também por comutando os valores w(—i) e w(—j). Entao, existe uma simetria na escolha
de 7,7. Por exemplo, escolher i« < j tal que @« € I3 e j € I7 é equivalente a escolher

—j < —i tal que —j € I e —i € I,. E suficiente verificar o caso onde i e j pertencem a

I, e I, respectivamente.

Portanto, somente temos que verificar as cinco possibilidades na tabela represen-

tadas pelas células sombreadas marcadas com A.

Caso 1: Suponha que i € I1 e j € I3 tal que w(i) > w(j). Sejam a > z > 0
inteiros tais que w(i) = u; = a e w(j) = vj_p_, = a — x. A permutacdo w' ée obtida de w
por comutando w(7) = a e w(j) = a — z, e comutando os respectivos negativos w(—i) = @

e w(j) = a— z. Em suma,

W=Up .o @ U N AU (A= T) Uy

w=up...a—x. . ug[h. UL v,
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Vamos comparar os comprimentos de w e w’. O item (¢) do lema diz que todos os inteiros

a—x+1,...,a—1 devem pertencer aos \'s. Entao,

{U;7 U; > u'lz} = {U;7 Ué > a— ‘T} = {Ug'fkfr,vH U;7k7r+17 cee 7/U’£L7k71"}
={a} U{vj_p—rs1,- -, Unk—r}

= {a} U{vg; vy > i}

{v; vy > wp} = {vg; vy > ui}, parat € [kt #i

Dai, pf = p; + 1 e p, = p, para todo t # i. Segue de 4.23 que o) = a; — 1 e o) = oy, para
t # i, o que implica |a| = |o/| + 1. Como |A\| = |X'| temos que

lw) = |a|+ A =]+ 1+ |N| =Ll + 1.

Portanto, w,w’ é um par do tipo B3.

Caso 2: Suponha que i € I} e j € I tal que w(i) > w(j). Observe qye se
trocamos w(i) = w; e w(j) = A\j_k_,, colocaria uma entrada negativa nas primeiras k

posicoes de w’, o que nao é permitido por 4.23. Portanto, esse nao é um caso valido.

Caso 3: Suponha que i € I7 e j € I3 tal que w(i) > w(j). Sejam a > z > 0

inteiros tais que w(j) = Aptr41-; = @ € w(i) = U_; = a — x. A permutagdo w’ é obtida
de w por comutando w(i) = a — x e w(j) = a e,0s respectivos negativos w(—i) =a — x e

w(—7) = a. Em suma,

W=U...a—T... U A.. T AU (=) Vg,

/

wW=up...a...uplA..ca—x.  MNUL. A Uy,

Vamos comparar os comprimentos de w e w’. Pelo lema, todos os inteiros a—z+1,...,a—1

estao nos v's. Entao,

{vg; vy >u_i} ={vg vy>a—zt={a—x+1,...,a—1}U{vy; v, > a}

={a—x+1,...,a—1}U{v; v, >u,

{vg; vy > wi} = {vg; vy > wi}, parat € [kt #i

Dai, p_; = p' ;+(x—1) e py = py, parat # —i. Logo, segue de 4.23 que o/ ; = a_;+(z—1)
e o) = oy, para t # —i, o que implica |a| = |¢/| — 2 + 1. Como |A\| = |N| + z, temos
l(w) = £(w') + 1. Portanto, w,w" é um par do tipo B4.

Caso 4: Suponha que i € I5 e j € I3 tal que w(i) > w(j). Sejam a > z > 0

inteiros tais que w(i) = Mprp1— = a e w(j) = vj_g—r = a — x. A permutacdo w' é
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obtida de w por comutando w(i) = a e w(j) = a—x e comutando os respectivos negativos

w(—i) =a e w(—j) =a— z. Em suma,
W= U AT AU (A= T) Uy
W= up A A — T ANV A Uy

Vamos comparar os comprimentos de w e w’. Como w,w’ € W todos os inteiros
a—xz+1, ..., a—1devem estar nos u's (isso pode se provado da forma do lema). denotamos
por p € [0, k] o maior inteiro tal que u, < a —z (se necessario, tome ug = 0). Claramente,

Upp1 =a—T+1,... Uy, = a— 1. Entao,

{vg; vy > ui} = {vg; vy > wi}, para todo t € [p]

q’

!/
q
{vg; vy > ui} = {vg; vy > wy U{a}, paratodot € [p+1,p+x—1]
!/
q

{vg; vy > up} = {vg; vy > ue}, para todo t € [p+ x, k]

e, assim,

, ,sep<t<p+az-—1
Ky = He = ‘.
0, caso contrario
Por 4.23,

, L, sep<t<p+zx-1
Qy =y = .
0, caso contrario
e la| = |&/| + (z — 1). Claramente, |\| = |N| + x, o que implica {(w) = {(w') + 2z — 1.
Por hipétese, 2¢ — 1 deve ser igual a 1, o que nos leva a concluir que x = 1. Portanto,

w,w’ é um par do tipo B2.

Caso 5: Suponha que i € I5 e j € I, tal que w(i) > w(j).Primeiramente, assuma
—i < jr w(i) = Nggrp14i = @ € W(J) = Mgyr—; = a—x. A permutacdo w’ é obtida
de w por comutando w(i) = a e w(j) = a — x e, os respectivos negativos w(—i) = a e

w(—j) = a— z. Em suma,
W=Up .. U T — T NV Uy
w=up. . ougNa =T AU U,

Note que se existe algum )\, a direita de w(—i) = a — z ou a > vy, entdo ele nao satisfaz
4.19. Dai, devemos ter —i = k+r —1,j = k+rea < v; e, ambos a —x e a de v’
devem ser adicionados aos v’'s. Além disso, todos os inteiros a —x 4+ 1,...,a — 1 devem
estar nos u's. Denotamos por p € [0, k] o maior inteiro tal que u, < a — x. Claramente,
Upr1 =a—x+1,..., Upy,—1 = a—1. Vamos comparar os comprimentos de w e w’. Temos

que:

{U;, U, > U;} — {Uq; Uq > ut} U {a, — {L’,CL}, para todo t S [p]

q
{vgs vg > w} ={vg; vg > w}U{a}, paratodot € [p+1,p+a—1]
!/
q

{vg; vy > up} = {vg; vy > ui}, para todo t € [p+ x, k]



e, assim,

Por 4.23,

N

py=pe =19 1,

=

2,
/
at:at:

Y

0,

set<p
sep<t<p+z-—1
sept+tar—1<t<k

set<p
sep<t<p+z-—1
sept+tr—1<t<k

76

e la| = || +2p + (z — 1). Claramente, |A| = |[N| + (a — x) 4+ a, o que implica (w) =
l(w') 4+ 2a + 2p — 1. Por hipdtese, 2a 4+ 2p — 1 deve ser igual & 1. Isso implica que a = 1,

p =0 e x éum inteiro tal que 1 > x > 0. Portanto, esse nao é um caso valido.

Se —i > j entdo podemos proceder como antes para mostrar que esse também nao

é um caso valido.

Finalmente, suponha que —i = j. Seja a > 0 um inteiro tal que w(i) = A\prr1-5 =

aew(j) = Mr—j = @. A permutacao w' é obtida de w por comutando w(i) = a e

w(j) = a. Em suma,

Por 4.19, w' € W se, e somente se,

- =35 =k+rea< v.

Entao, a deve ser

adicionado aos v's. denotamos por p € [0,k] o maior inteiro tal que u, < a. Vamos

comparar os comprimentos de w e w’. Temos que:

{vg;

{vr;

e, assim,

Por 4.23,

v, > up}t = {vg; vg > u} U{a}, para todo t € [p]

vy > ug b = {vg; vg > u,}, para todo t € [p+ 1, K]

fy = jiy

at:agz{

; set <p
0, sep<t<k

1, set<p
0, sep<t<k

e |a| = || + p. Claramente, |A| = |N| + a, o que implica {(w) = {(w') + a + p. Por

hipétese, a + p deve ser igual a 1, o que nos leva a concluir que a = 1 e p = 0. Portanto,

w,w" é um par do tipo Bl. Claramente, nos implicitamente provamos a reciproca. O
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Como consequéncia do Teorema 4.37, se comegamos com uma permutacao qual-
quer w € WF | estabelecemos certas condigoes para determinar todos os possiveis w' €

W) cobertos por w.

Corolério 4.38 (Comprimento diminuindo). Seja w € W,

(i) Sew=...]...1... entdo w cobre w' =...|...1...

(it) Sew=...]...a...(a—1)... entdo w cobrew’ =...|...a—1...a...

(iii) Sew=...a...|...b..., ondea > b e todos os inteiros positivos b+1,b+2,...,a—1
pertencem aos N's, entdo w cobre w' =...b...|...a...

(iv) Sew=...b...|...a..., ondea > b etodos os inteiros positivos b+1,b+2,... a—1
pertencem aos v's, entio w cobre w' = ...a...|...b...

Demonstragio. Para as afirmacdes (i) e (ii), claramente w’ pertence a W% o que implica
w, w' sdo pares do tipo Bl e B2, respectivamente. Para (7i7), a condi¢ao b+1,b0+2,...,a—1
pertence aos \'s garante que w’ pertence a Wék). Entao, w,w’ é um par do tipo B3. O

mesmo argumento vale para (iv), concluindo que w,w’ é um par do tipo B4. O

Exemplo 4.39. Considere w = 2 5[4 T 3, onde n = 5 e k = 2. Vamos determinar
w' e W5(2), tal que w cobre w’ seguindo o corolario 4.38. E imediato que w cobre 254 1 3

que é um par do tipo Bl.

Para obter um par do tipo B2, devemos escolher uma entrada @ nos \'s e uma
entrada a — 1 nos v's. A tnica escolha é o par de entradas 4 e 3, de modo que w cobre
25|13 1 4.

Para obter um par do tipo B3, devemos escolher uma entrada a nos u's e uma
entrada b nos v's tal que a > b e todos os inteiros positivos b+1,b+2,...,a—1 pertencem
aos \'s. Escolhendo 5 e 3 obtemos uma cobertura de 4, que é o tinico inteiro entre b = 3
ea =75 e, estd contido nos X's. Assim, w cobre 23|4 T 5. Escolhendo 6 e 3 ndo obtemos

uma cobertura de 5 que é um nimero entre b = 3 e a = 6, mas nao pertence aos \'s.

Finalmente, para obter um par de tipo B4, devemos escolher uma entrada b nos
u's e uma entrada @ nos \'s tal que a > b e todos inteiros b+ 1,b+2,...,a— 1 pertencem
aos v's. Escolhendo b = 2 e @ = 4, em que 3 ¢é inteiro entre eles e estd nos v's. Obtemos
que w cobre 45|12 T 3. Colocando esses casos juntos temos os seguintes quatro pares de

cobertura:



w=25/413ew; =25/41 3 do tipo Bl
w=25/413ew,=25314 do tipo B2
w=25/413ew;=23]415 do tipo B3
w=25[413e¢w,=45/21 3 do tipo B4
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Temos também uma versao similar do Corolério 4.38, onde comegamos com qual-

quer permutcao w’ € W*) e queremos determinar todos os possiveis w € W% que cobrem

w'.

Corolario 4.40 (Comprimento aumentando). Seja w' € W,

(i) Sew =...|...1... entaow=...|...T... cobre v’

(it) Sew =...|...a=T1...a... entcow=...|...a...(a—1)... cobre v’

(iii) Sew' =...b...|...a..., ondea > b e todos os inteiros positivos b+1,b+2 ...
pertencem aos N's, entéow =...a...|...b... cobre v’

(iv) Sew = ...a...|...b..., ondea > b e todos o0s inteiros positivos b+1,b+2, ...

pertencem aos v's, entdo w =...b...|...a...
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5 Diagramas

O objetivo deste capitulo é descrever as relagoes de cobertura do conjunto de
representantes minimais em termos dos diagramas de Young (para o Tipo A) e em termos
dos diagramas de Young semi-deslocados (para o Tipo B). As principais referéncias sao
os artigos [4], [8], [7], [5] a tese [6] e o livro [3].

5.1 Partigoes

Defini¢ao 5.1. Uma parti¢do inteira (padrao), ou simplesmente parti¢do, é uma sequéncia
finita

a= (a1, ag,...,0)

de inteiros nao negativos em ordem crescente 0 < a1 < s < ... < .

Os termos «; da particdo « sdo chamados partes de . O numero de partes é o
comprimento de «, denotado por ¢(«), e a soma das partes de a, denotado por |«|, da
uma particdo do numero |a|. Por exemplo, se |a| = n dizemos que a é uma particao de

n.

Seja o = (aq, (g, . . ., ) uma partigdo. O diagrama de Young D, da particao o é

definido como o conjunto de caixas quadradas (4, j) € Z* tal que 1 < j < a;:

Do={(i,j) €Z* 1<i<k, 1<j<a}.

Ao desenhar tais diagramas adotaremos a convencao que a primeira coordenada 7
(o indice da linha) aumenta a medida que se sobe, e a segunda coordenada j (o indice da
coluna) aumenta a medida que se vai da esquerda para a direita. Entdo o diagrama de
Young de a é uma colecao de |a| caixas dispostas em linhas justificadas a esquerda, com

«; caixas na ¢-ésima linha a partir da parte inferior.

Por exemplo, oo = (2, 3) é representado por

a=(2,3)

Observacgao 5.2. Esta convencao difere tanto da convengao Inglesa quanto da convencao

Francesa (veja [3]).

Denote por P o conjunto de todas as particdoes com comprimento no maximo k.

Se n é um inteiro com n > k, seja Py, o subconjunto de Py consistindo dos elementos
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cuja maior parte ¢ menor ou igual a n — k. Para qualquer particao u, seja P, o conjunto
de todas as partigoes a tal que < pu. Em particular, se p é uma particao cujo diagrama
de Young é o retangulo k x (n — k), entdao P, é idéntico a Py,,.

O conjugado da particdo « é a particdo o cujo diagrama é a transposta do di-
agrama D,, isto é, o diagrama obtido pela reflexdo na diagonal principal. Dai, o} é
o nimero de caixas na n — k — i + 1-ésima coluna de «, ou equivalentemente, o) =
card{j; a; > oy +1—1i}. Em particular, of, , = l() e oy, = £(c). Claramente, o = a.

Por exemplo, o conjugado de o« = (2,3) acima é o/ = (1,2,2) e o diagrama de

Young de o/ é:

o =(1,2,2)

Definicao 5.3. Uma particao inteira estrita é uma sequéncia crescente de inteiros posi-

tivos

A=(A>...> )\ >0).

Como no caso de «, o comprimento da particao estrita A é igual ao seu niimero de

partes. Denotaremos por D,, o conjunto de todas as partigoes estritas A, com A\, < n.

Particoes estritas podem ser representadas graficamente como uma colecao finita
de caixas, dispostas em forma de escada, com linhas de comprimentos iguais a \;. Esta

representacao é chamada diagrama de Young estrito e serd denotada por SD).

SDy={(i,j) €Z% 1<i<r i<j<i+Agp1i—1}

Por exemplo, A = (1,4) é representado por

A=(1,4)

5.2 Diagramas de Young - Tipo A

No Lema 4.12, vimos que (S,,); é identificado com Sy, x S,,_. e (S,,)” é identificado

com o conjunto de todas as permutacoes Grassmannianas S,
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A notacao linha de w € S® pode ser identificada pela férmula

W=Up... U|V] ... Up_k, (5.1)
onde
0<u <...<ug, u;=w(i), paral <i<k
O<v;<...<Upg, Vi =w(k+i)paral <i<n-—k
Definicdo 5.4. Seja w € S, Definimos uma particio o = (av, ..., ax) de n por

QO =uUj — J,

isto é, o ¢ a diferenca entre o valor na posicao j e posigao j correspondente, onde
1<j<k

Para cada 1 <1i < oy, a conjugada de « é o = card{j; a; > oy, +1 —i}.

Note que:

k
la(w) = |a| =) a;, em que £4(w) é o comprimento de w.
=1

De fato, pelo Lema 4.2,
la(w) = inv(w) = card{(i,7); i < j e w(i) > w(y)}.
k
Assim, {4(w) = Y card{j; v; < w;}. Escolha u; € w, para 1 <i < k. Temos que:
j=1
v; < U OU V; > u; €
card{j; v; < w;} +card{j; v; > w;} =n—k

Para cada 7, podemos coletar todos os indices que sao maiores que u; que aparecem na

permutagao (5.1) de acordo com a posi¢do que ocupam pela seguinte férmula:
[n] = [wi] = {j; wj > wi} U{j; v; > i},
onde a cardinalidade é dada por
n —u; = card{u;; u; > u;} + card{v;; v; > w;}. (5.2)
Observe que card{j; u; > w;} = k —i. Dai,
card{j; v; >w;} =n—u, —k+1, e

card{j; v; <w;} =u; —i = .

Portanto, {4 (w) = |a| = X «;.
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Lema 5.5. A aplicagio w + (ay,. .., ax) é uma bijegio entre S*®) e todas as sequéncias

de inteiros 0 < ay < ... < ap < n —k, isto €, existe uma bijecio entre 57(1]“) € Pin-
Demonstragio. =) Seja w € S%. Temos que:

w(j —1) <w(j), para todo 1 < j <k com w(0) =0
w(ij—1)+i<w(j),coml<i<n-—k
wi—1)— (=D +i<w(i)—j+1
O{j_l—l—iSOZj—Fl

-1 S @

Logo, 0 <oy <as <...<apeqp=w(k)—k <n—k, uma vez que w(k) < n.

<) Sejam « uma particao tal que ay < n —k e al,_, < k. Entdo, os n nimeros

id:Oéd+d (1§d§k)
jd:_a;@—k—d—l-l—}_d—i_k (1§d§n—k5)

sao uma permutacao de {1,...n}, em que o’ é o conjugado de .

De fato, o diagrama de Young de « estd contido no retdngulo k x (n — k). Es-
crevemos um caminho ao longo da fronteira do diagrama de Young partindo do canto
inferior esquerdo para o canto superior direito do retangulo. Enumere cada seta de 1
a n no sentido anti-horario. Os nimeros atribuidos as setas verticais sao 14 = ag + d,

para 1 < d < k) e, por transposi¢ao, os numeros atribuidos as setas horizontais sao

Ja = =0 4 4 +d+k paral < d < n—k Logo, a permutacdo Grassmanni-
ana correspondente é w = (i1,...,4, j1,- -, Jn_k), OU S€ja, as setas verticais correspon-
dem a parte w(l) < ... < w(k) enquanto as setas horizontais correspondem a parte
wk+1) <...<wn). O

Exemplo 5.6. Seja w = 25134 € SéQ). A particao associada a w é a = (1,3), pois
a; =w(l)—1=1ea =w(2)—2=3. O conjugado de a é o = (1,1,2). Quando

considerado como um diagrama de Young, « esta contido no retangulo 2 x 3.

1
=¥

A2

~Y

Temos que:

hh=a1+1=2 1 =ay+2=05>.
h=—as+3=1j=—-a)+4=3,j35=—a,+5=4.
Logo, w = (2,5,1,3,4).
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Em termos da particao, o Lema 4.14 pode ser reescrito como:

Lema 5.7. Sejam w,w' € S® com particoes associadas o e p, respectivamente. Entdo,
] n K

w cobre W' se, e somente se, existe a € [k] tal que p, = ag — 1.

Demonstra¢io. Uma vez que w cobre w’ temos que se w(a) = p entdo w'(a) = p—1, para

a€ k] epeln], ew(i)=w'(i), parai € [k —1].

w=...p... |

!/

w :...p—l...‘ .........

Portanto, o, = w(a) —a=p—ae p, =w'(a) —a=p—1—a=a, — 1. A reciproca é

imediata. O

O Lema 5.7, em termos dos diagramas de Young das parti¢oes « e i, tem a seguinte

interpretagao geométrica: D,, é obtido a partir de D, retirando uma caixa na linha a.

Definicao 5.8. Um canto de D, é uma caixa do diagrama de Young, de modo que, se a
excluirmos de D,, o diagrama resultante D, é um diagrama de Young de uma particao
1, que estd associada a uma permutacdo Grassmanniana w’ coberta por w, permutacao

associada a «.

Em resumo, existe um canto na i-ésima linha se, e somente se, ;1 > «;, para

1 >1oua; >0.

Exemplo 5.9. Seja w = 25|134 € SE(]Z). Queremos determinar w’ tal que w' < w. Ja

vimos que a parti¢do associada a w é o = (1,3). Para a € [2], tem-se:

i) Se a =1 entdo py = 0. Logo, u = (0,3)

ii) Se a = 2 entao puy = 2. Logo, u = (1,2)

Portanto, w cobre w] = 15234 e w} = 24135.

10

Corolario 5.10.

w<zem ST(L’“) se, e somente se, a; < i, para 1 < i < k.
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Demonstracao. Pelo Lema 4.6, z é obtido de w por uma sequéncia de coberturas

w z

e, pelo Lema 5.7, dadas quaisquer duas permutacoes nesta sequéncia, as particoes asso-

ciadas a essas permutagoes difere de 1. O]

Dada uma permutagao w, existe uma bijecao entre a expressao reduzida w =
$189...8 e a notagao completa w = w(1)w(2)...w(n). Dessa forma, podemos recuperar
a permutacao em termos da expressao reduzida. Rotulamos cada caixa do retangulo com
um gerador seguindo a seguinte ordem: de baixo para cima com geradores em ordem
crescente e da esquerda para a direita com geradores em ordem crescente. Cada linha
do retangulo sera lida como um produto de geradores da direita para a esquerda. A

permutacao w sera dada pelo produto das expressoes de cada linha.

Ly Sk Sk+1 T Sn—1
Iy S1 S9 - Sn—k

Exemplo 5.11. O diagrama de Young associado a permutacdo w = 25134 é dado por:

52 53 S4

S1 52 $3

Como Ly = s1 e Ly = 848359 segue que w = §15453S2.

Vimos no Lema 5.5 que S%) ¢ isomorfo ao conjunto parcialmente ordenado de
todas parti¢oes de inteiros em no maximo k partes, com a maior parte no maximo n — k,
isto é, uma partigao cujo diagrama de Young encaixa em um retangulo k x (n — k). Essas

particoes sao ordenadas pela inclusao de seus diagramas de Young.
Exemplo 5.12. Sejam W = S5, k=2, J = 5\ {(2,3)}. Temos que:
W, = {12345,12435, 12543, 12354, 12453, 12534, 21345, 21435, 21543, 21354, 21453, 21534 }

WY = {12345, 13245, 14235, 23145, 15234, 24135, 25134, 34125, 35124, 45123}

A particdo associada ao elemento topo wy = (n,n — 1,...,1) no grupo S%¥ ¢é

a = (n—k,...,n—k). Ela é representada pelo retangulo k x (n — k). A partir do
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45123
535251545352
a9 =3
(5] =3
35124
5$9515453S2
a9 ::3
a1 =2
25134 34125
51545359 59515359
(0% ::3 Q9 =
aq =1 aq =2
15234 24135
545389 5158382
as =3 g = 2
a1 = aq 1
14235 23145
$352 51592
g =2 ay =1
o] = a1 =1
13245
52
Qg =
(051] =0
12345
0
(%) =0
a1 =0

Figura 16 — Relacoes de cobertura em SE()2)
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diagrama de Young de wy obtemos todos os outros diagramas de Young associados aos
elementos de S*) excluindo-se os cantos dos diagramas. A Figura 16 ilustra esse processo
paran =5 e k = 2. Observe que o grafo de Bruhat de SéQ) ¢é obtido por invertendo as

direcoes de todas as setas da Figura 16.

33

00

Observagao 5.13. Alguns autores optam por trabalhar com agoes a esquerda, por exem-

plo, o artigo [8]. Vamos abaixo descrever como proceder neste caso.

O subgrupo parabdlico maximal W;, em que J = S —{(n —k,n—k —1)}, é o
conjunto de todas as permutacgoes obtidas por permutando os elementos dos conjuntos
Nie Ny, tal que Ny ={1,....,n—k}e Ny ={n—k+1,...,n}, e, W’ é o conjunto de

todas as permutagoes tal que os elementos de Ny e Ny aparecem na sua ordem natural.

Sew € W’ el < i <k entdo definimos uma particio o = (ay,...,q;) de n,

associada a w, por
a;(w) = card{j; j aparece a direitaden —i+1ej<n—i+1}.

isto é, para determinar «; basta olhar onde esta o valor n — i + 1 do conjunto N, na

permutacao w e contar quantos elementos de N; estao a direita e sao menores que n—i+1.
Como no caso de agoes a direita, existe uma bijecao entre S*) e P

Para recuperar a permutagao em termos da notagao completa escreva um caminho
ao longo da fronteira do diagrama de Young partindo do canto superior direito para o
canto inferior esquerdo do retdngulo. Atribuimos numeros pra cada seta de 1 a n no
sentido horario. Se os ntimeros atribuidos das setas verticais sdo i} < ... < i} e cujas

as setas horizontais sdo j; < ... < jI _,, entdo a permutagao associada a este caminho é
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w=(J1,..., 7 i\, ..., %), e, a permutacdo w € W’ que procuramos ¢ a inversa de w,
isto ¢, w = (w)~1.
Por exemplo, sejam w = 41253, k = 2 e n = 5. A particdo associada a w é

a = (1,3). O diagrama de Young de « estd contido no retangulo 2 x 3.

7 3
B

A

Temos que w = (2,3,5,1,4) e, portanto, w = (4,1,2,5,3).

Para recuperar a permutacao em termos da expressao reduzida, rotulamos cada
caixa do retangulo com um gerador seguindo a seguinte ordem: de cima para baixo com
geradores em ordem crescente e da direita para a esquerda com geradores em ordem
crescente. Cada coluna do retangulo serd lida como um produto de geradores da cima

para baixo. A permutacao w sera dada pelo produto das expressoes de cada coluna.

CH s C%—k—l C%—k

Sn—*k e S92 S1
Sn—k+j—1 e Sj+1 Sj

Spn—1 ... Sk+1 Sk

Por exemplo, seja w = 41253. Como C] = s384, C5 = s9 e C3 = 51, segue que w =

5354592851.

S3 S9 S1

S4 53 52

Vejamos agora um exemplo.

Sejam W =S5, k=2, J=5\{(3,4)}, Ny ={1,2,3} e Ny = {4,5}. Temos que:

W = {12345,13245, 31245, 32145, 21345, 23145, 12354, 13254, 31254, 32154, 21354, 23154}
W’ = {12345, 12435, 14235, 12453, 41235, 14253, 41253, 14523, 41523, 45123}



45123
535452535152
9 =3
a1 =3
41523
5384828351
(0% =3
aq =2

<N

41253 14523
53545951 53545953
(8% =3 (6%) =2
aq =1 aq =2
41235 14253
§$352S51 535459
ay =3 g =2
a1 = a1 =
14235 12453
53592 5354
g =2 oy =1
a1 = a1 =1
12435
53
o =
a1 =0
12345
0
(0%) =0
a1 =0

Figura 17 — Relagbes de cobertura em 5’5()2) - acdo a esquerda

38
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5.3 Diagramas de Young semi-deslocados - Tipo B

A descricdo dos elementos W no caso do tipo B se d4 pela combinacdo de uma

particao padrao e uma particao estrita.

Cada elemento wy )y = Wy = Uy ... Uk|Ar ... AU ... Up_pp—y € W+ corresponde a

uma partigdo dupla A = a|A, onde oo = (u, A) é definida pela Equacao (4.20), isto é,

a; =u; —i+d;, com d; = card{j; \; > u;}. (5.3)

Chamamos « a particio superior de A e X\ a particao inferior de A. J& mostramos

k
no Lema 4.34, que o comprimento de w € W*) é {z(w) = |a| + || , em que |a| = 3 oy
i=1

e\ =3 A\

Considere a permutacao w = [2 1,3]. A particao inteira estrita A corresponde

? 57 17
as entradas negativas de w, isto é, A = (1,4) e, pela Equacao (5.3), temos que a = (2, 3).

Defina P(k,n) como o conjunto de pares A = a|\ com o € Py € A € D, tal

que ay > £(N), isto é, A satisfaz

n—k>ap,>...00 >0 (5.4)
n>MN>...>XA >0
(1126()\)

Lema 5.14. Eriste uma bijecio entre W*) e P(k, n).

Quando queremos enfatizar que uma permutacao w esta associada a alguma par-

ticao dupla A, denotamos a permutagao por wy.

O par A = a|A € P(k,n) pode ser representado como um diagrama de caixas que
chamamos de diagramas Young semi-deslocados. Um diagrama Young semi-deslocado é
composto por duas partes: a parte superior é o diagrama Young que se encaixa em um

retangulo e a parte inferior é o diagrama de Young estrito deslocado em forma de escada.

Considere o diagrama superior a a esquerda justificado no retangulo k x (n — k)
e denote por D, o conjunto de caixas quadradas com coordenadas (i, j) neste retangulo
dispostos de tal forma que (1, 1) é a caixa inferior esquerda. Além disso, considere, para
cada 1 < i < r, que a i-ésima linha de A\ é deslocada para a direita (i — 1) unidades.
Com essa mudanca, o diagrama inferior pode ser visto dentro uma particdo escada com n
linhas e defina SD, o conjunto de caixas quadradas com coordenadas (i, j) do diagrama

inferior arranjado de tal forma que (1,1) é a caixa superior esquerda.

O diagrama D, de A = «|\ é a justaposi¢ao de D, e SD,. Caixas, linhas, ou

colunas que estdao contidas na parte superior D, (respectivamente parte inferior SD))
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serao chamadas de caizas superiores (resp. inferiores), linhas ou colunas. Note que a
condi¢do a; > ¢(\) implica que o nimero de linhas no diagrama inferior ndo excede o

numero de caixas na tultima linha do diagrama superior.

Por exemplo, a Figura 18 apresenta o diagrama de Young semi-deslocado de w, =

(2,3,1,4).

superior

inferior

Figura 18 — Diagrama de Young semi-deslocado de A = 2,3|1,4 mostrando a direcao de leitura
de D, e SD,.

Vejamos agora como podemos recuperar a permutagao w na notacao janela a partir

do diagrama semi-deslocado da particao A .

Primeiramente, vamos estabelecer uma relagao entre as linhas superiores e as co-

lunas superiores com as colunas inferiores de D,.

Dada uma linha superior 1 < ¢ < k, a («;+1)-ésima coluna inferior na forma da es-
cada n x n serd chamada de relacionada horizontalmente, ou simplesmente H-relacionada.
Esta definicao tem uma explicacao geométrica em D,: uma coluna inferior é H-relacionada
se podemos desenhar uma linha de 45 graus do centro da primeira caixa desta coluna até

o centro da primeira caixa de alguma linha superior.

. . . p , .

Para qualquer coluna superior 1 < j <n —k, a (k+j —a;,_;_;,,)-ésima coluna
inferior na forma escada n x n sera chamada relacionada verticalmente ou simplesmente
V-relacionada. Geometricamente em D,, suponha que uma t¢-ésima coluna inferior é

escolhida:

(a) se t < oy, entdo essa coluna inferior é V-relacionada;

(b) caso contrario, se pudermos tragar uma linha de 45 graus a partir do centro da
primeira caixa nesta coluna até o centro da caixa em branco imediatamente abaixo

de uma caixa de D,, entao essa coluna inferior é V-relacionada.
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Em resumo:
H-relacionada: i-ésima linha superior <> (a; + i)-ésima coluna inferior;
V-relacionada: j-ésima coluna superior <> (k+j —a;_;_;,)-ésima coluna inferior.
Por exemplo, as colunas H-relacionadas e as colunas V-relacionadas de A =

2,3|1,4 sao as colunas inferiores com linhas vermelhas e linhas azuis, respectivamente,

na Figura 19.

Figura 19 — Colunas H-relacionadas (a esquerda) e V-relacionadas (& direita) de A = 2,3|1,4.
O ntimero de pontos em cada coluna inferior sdo os seus comprimentos vagos.

Definicao 5.15. O comprimento vago de uma coluna inferior é o nimero de caixas vazias
abaixo das caixas de A na forma da escada n x n. Explicitamente, o comprimento vago

da j-ésima coluna inferior é o nimero j — card{i; \; +i > j}.

Podemos recuperar a permutacgao associada com tal diagrama tomando o compri-
mento vago das colunas inferiores H e V relacionadas. A permutagao associada a A = |\
¢ definida por w,, \ na Equacao (4.18), em que 0 < u; < ... < u; é o comprimento vago
das colunas H-relacionadas e vy > ... > v,__y) > 0 ¢ o comprimento vago das colunas
V-relacionadas. Por exemplo, a particaio A = 2,3|1,4 (ver Figura 19) corresponde ao
elemento w = (2,5,4,1, 3).

Dada qualquer permutacdo w € W7, queremos determinar quais as possiveis per-
mutagoes w' € W tal que w’ < w e f(w) = £(w')+ 1. Fazemos isso através dos diagramas
de Young semi-deslocados, ou seja, vamos dar uma interpretacao do Teorema 4.37 em ter-
mos de D, e D), em que A = a|X e A" = [|u s@o as parti¢des duplas associada a w e w’,

respectivamente. Nosso primeiro passo é reescrever a defini¢ao 4.35.

Definicao 5.16. Um canto de A é uma caixa do diagrama de Young semi-deslocado, de
modo que, se a excluirmos de D,, o diagrama resultante D/, é um diagrama de Young
semi-deslocado de uma particdo dupla A, que esta associada a uma permutacao w’ que

satisfaz as equagoes (5.4). Portanto, um canto de um diagrama é a caixa mais a direita de
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uma linha onde nao hé caixa logo abaixo dela. Adicionalmente, nés também consideramos
o canto mais a direita da ultima linha de a sendo um canto se vale a inequacao estrita

aj; > {(A\). Em resumo,

(i) existe um canto na i-ésima linha se, e somente se, a; 11 > oy, parat > 1 ou oy > £()\);

(ii) existe um canto na i-ésima linha de inferior se, e somente se, \; + 1 < A4q. A

primeira linha de A sempre contém um canto.

Os cantos que estdao contidos na parte superior D, (respectivamente, na parte
inferior SD,) serao chamados de cantos superiores (respectivamente, inferiores). Va-
mos classificar os cantos em diferentes classes com base em sua localizacdo no diagrama.

Chamamos:

o T-canto é qualquer canto superior;
e D-canto é qualquer canto inferior que esteja em uma caixa diagonal (i,7) € SDj;
e H-canto é qualquer canto inferior que esteja em uma coluna inferior H-relacionada;

o V-canto é qualquer canto inferior que esteja em uma coluna inferior V-relacionada

e nao seja diagonal.

Dado 1 <t < /(M) el <z <\, suponha que C' é uma caixa inferior ¢ estd na
t-ésima linha inferior e (¢ + x — 1)-ésima coluna inferior. Entao, C' é chamado de caiza

intermedidria ou M -caiza de A se satisfizer as seguintes condigoes:

e (' nao é nem um canto nem uma diagonal, isto é, 1 < x < A;
o (C pertence a uma coluna H-relacionada;
o x> Ny1t 1

o M—T—0ay, < ap.—1,0nde pe éoindice 1 < pe < ktal que oy +k—pe+1 =t+z—1

A Figura 20 ilustra os cantos e M-caixas de A = 2, 3|1,4. Observe que ela contém

todos os quatro tipos de cantos e a primeira linha superior nao contém um canto desde

) = f()\)

Note que, se apenas removemos uma M-caixa, nao obtemos um diagrama de
Young. Mas, se removemos um canto C' e movemos as tltimas (\; — x)-caixas da t-
ésima linha inferior para a pc-ésima linha superior, obtemos uma particao. De fato, esta

partigdo A" = SB|u é dada da seguinte forma

7 )\_7 ) =
B = a; + Ay — T, se 1= pc (5.5)

Q;, caso contrario
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r—1,sej=t
ujz{ ’ (5.6)

Aj, caso contrario

Logo, a permutacao w, associada a A’ satisfaz w, < wa e £(A) = L(N) + 1.
Chamamos A’ de rearranjo de A com respeito a M-caiza C.

As condigoes de uma M-caixa C' implica que todas as caixas a direita do canto C

pertencem a uma coluna inferior V-relacionada.

Figura 20 — Cantos e M-caixas de A = 2,3|1,4 rotulados de acordo com o seu tipo.

A Definigao 4.35 pode ser reescrita como:

Definigdo 5.17. Sejam w e w' permutacdes em W7 com particés duplas A = a|) e
N = |, e, diagramas de Young semi-deslocados D, e D', respectivamente. Dizemos

que:

1) w, w' é um par do tipo Bl se D', é obtido de D, retirando um D-canto.
2) w, w' é um par do tipo B2 se D', é obtido de D, retirando um V-canto.
3) w, w' é um par do tipo B3 se D', é obtido de D, retirando um T-canto.

4) w, w' é um par do tipo B4 se D/, é obtido de D, retirando um H-canto ou rear-

ranjando uma M -caixa.

Teorema 5.18. Sejam w,w' € Wé’“). Entao, w cobre w' se, e somente se, w e w' € um
par do tipo B1, B2, B3 ou B4.

Vamos ilustrar o Teorema 5.18 com um exemplo.

1) Tipo B1
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Outra vantagem de organizar as caixas de uma particao dupla A como o diagrama
de Young semi-deslocado é porque ha uma maneira facil de obter a permutagao w, em
termos de reflexdes simples s;. Isso é conhecido como a expressdo de leitura de linha de
w e W® onde A = |\ € P(k,n). Em relacio a particdo superior a, seja s : Dy —
{s1,...,8,_1} definida, para 1 <i< kel <j<n-—k, por

sT(i,J) = 8j1i1 (5.7)

Para uma dada particdo o € Py, associada a A = a|X € P(k,n), o mapa de leitura de
linha é uma bijegao n* : D, — {1,2,...,|a|} definida atribuindo os niimeros aumentando
para as caixas de D, da direita para a esquerda e de baixo para cima. Entao, podemos

formar uma palavra
Wo, = Siy - - - Siyys (5.8)

onde s;, = s7((n7)71(1)), para todo 1 <1 < |a].

Com respeito a particio inferior A, seja sZ : SDy — {s¢,...,8,1}, para 1 <i <

n—k,1<j<mei<j,por

s%(1,7) = Sitj-(n-p) (5.9)

Como anteriormente, para uma dada particdo A € D,, associada a A = a|\ € P(k,n), a
leitura de linha mapa é uma bijegao 7% : SDy — {1,2,..., ||} definido por atribuir os
numeros aumentando para as caixas de SD, da direita para a esquerda, comecando da

linha de baixo para a linha de cima. Entao, podemos formar uma palavra
Wy = S, -+ Sjy s (5.10)

onde s;, = sB((n?))71(1)), para todo 1 <1 < |\

A concatenacao de (5.8) e (5.10) nos dd w = wy = WxW,.
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S2 | S3 | S4

s1| S2

S0 | S1 S2 | 83

Figura 21 — Ilustracdo das aplicacoes s” e sP para A =2, 3|1, 4.

4
i 50413
2 [ 1
504312

773
1

Figura 22 — Ilustracdo das aplicacdes n? e n para A = 2,3|1, 4.

Por exemplo, w, = S35 - $45283S2 € wy = Sp - S3S2515¢. Portanto, w = (s -

$3525180)(S251 + S4835251).

A particdo dupla associada ao elemento topo wg no grupo WK é A = n—k,... n—
kln,n—1,...,k+1. Ela é representada pelo retdngulo k x (n— k) (correspondente a parte
a) e todas as n — k linhas na forma escada (correspondente a parte \). Note que esse é o
maior diagrama de Young semi-deslocado possivel. A partir do diagrama de Young semi-
deslocado de wy obtemos todos os outros diagramas de Young semi-deslocado associados
aos elementos de W{¥) excluindo cantos e rearranjando M-caixas. A Figura 23 ilustra

esse processo paran =4 e k = 2.

Observe que o grafo de Bruhat de W4(2) é obtido por invertendo a diregoes de todas
as setas da Figura 23. Para cada um dos tipos de cobertura é denotado usando uma cor

diferente:

» setas em azul sdo pares do tipo Bl;
e setas em amarelo sao pares tipo B2;
» setas em vermelho sao pares tipo B3;

» setas em verde sao pares tipo B4.
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