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RESUMO

Neste trabalho analisamos os aspectos gerais do modelo de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw,
como as equagodes de movimento, as ondas eletromagnéticas modificadas pela presenca do
termo campo de fundo. Encontramos também os vinculos para este sistema e com isso

analisamos as relagoes dos parénteses de Dirac.

Palavras-chave: Campo de fundo, quebra da simetria de Lorentz, invariancia de calibre,
modelo Carol-Field-Jackiw, método de Dirac.



ABSTRACT

In this work we have analyzed the general aspects of the Maxwell-Carroll-Field-Jackiw
model, such as the equation of motion of the electromagnetic waves modified by the
presence of the background field. We also have found constraint of this system and with

this result we analyzed the parenthesis relations of Dirac.

Key words: Key words: Background field, gauge invariance, Carol-Field-Jackiw model,

Dirac method.



SUMARIO

1 INTRODUGAO . . . . ottt e e e e e e e e e e e e e e e e e 7
2 ASPECTOS GERAIS DE MODELO MAXWELL CARROLL-
FIELD-JACKIW . . . . . . ittt i it et e e e 8
2.1 Chern-Simons em (3+1) dimensoes . . . . . . . .. ... ... ... ... 8
2.2 Equagoes de Maxwell Carroll-Field-Jackiw . . . . . .. .. ... . ... 9
3 FORMALISMO HAMILTONIANO PARA SISTEMAS VIN-
CULADOS . . . . o e s s e 13
3.1 O método de Dirac . . . . . . . ... Lo 13
3.1.1 Vinculos de primeira e segunda classe . . . . .. . ... ... ... ... 18
3.1.2 Parénteses de Dirac . . . . . . . .. ..o 18
4 QUANTIZACAO CANONICA DE MODELO MAXWELL CARRROLL-
FIELD-JACKIW . . . . . . ittt it e et e e e 21
5 Conclusao . . ... ... ... i 27

REFERENCIAS . . . o o e et e e e s e s s i, 28



1 INTRODUCAO

H& mais de 25 anos, Carroll-Field-Jackiw (CFJ) estudaram um modelo tedrico que
modifica a teoria de Maxwell [4], onde envolve um termo CFJ que representa uma extensao
quadridimensional do termo Chern-Simons (SC). O termo de CFJ viola a simetria de
Lorentz e CPT, mas preserva a simetria de calibre [10], e é responsavel por fornecer uma
massa topoldgica [17] ao campo de calibre, alterando assim a taxa de espalhamento do

féton no vacuo [9]. Este termo CFJ é dado por

1
Log = —ZEMVQBPHAVFaﬁ, (1.1)

onde: € ¢ o tensor de Levi-Civita, A, é o quadrivetor potencial, F,p € tensor eletro-
magnético e P, é o campo de fundo responsével pela viola¢do no setor de calibre [16].
Tipicamente, a simetria de Lorentz é quebrada pela presenca do quadrivetor constante P,
que introduz uma dire¢ao privilegiada no espago-tempo [5]. As componentes temporal e

espacial foram discutidas a partir de dados astronémicos e geomagnéticos [14].

A violagao da simetria de Lorentz e da CPT é agora tratada como um ingrediente
importante da possivel extensdo do modelo padrao [5]. E por isso que alguns autores se
dedicaram a estudar os aspectos fisicos deste modelo [2, 3], como uma teoria para um

eletromagnetismo modificado que prediz a birrefringéncia da luz no vacuo [4, 5, 6, 11, 12, 15].

Neste trabalho faremos a quantizacao do modelo de Maxwell-CFJ (MCFJ) utili-
zando o formalismo de Dirac [1, 8, 18], onde os vinculos sdo classificados em primeira e
segunda classe (os vinculos de segunda classe permitem uma reducao dos graus fisicos de
liberdade e os vinculos de primeira classe possuem a propriedade fundamental de estarem
relacionados a geradores de calibre [13, 18]), que nos levam de forma conveniente aos
parénteses de Dirac, os quais sao os parénteses que permitem a passagem aos comutadores

na mecénica quantica [13].

A ideia central no método de Dirac é a implementagao dos vinculos na Hamiltoniana
do modelo MCFJ que nos conduz aos parénteses generalizados chamados parénteses de
Dirac. Estes parénteses transformam o conjunto de vinculos de segunda classe obtidos
numa algebra, permitindo assim uma implementacao consistente pela regra de quantizacao
{, }— —%[ , |, pois assim obtemos a regra que associa a cada observavel classico um

operador autoadjunto sobre o espago de Hilbert.

Neste trabalho estudaremos os aspectos gerais das equacoes de Maxwell modificado
e, as equacoes de ondas deste modelo MCFJ. Depois, no segundo capitulo sera tratado o

formalismo de Dirac e finalmente no capitulo final, quantizaremos o modelo MCFJ.



2 ASPECTOS GERAIS DE MODELO MAXWELL CARROLL-FIELD-
JACKIW

2.1 Chern-Simons em (3+1) dimensoes

O Lagrangiano de Chern-Simons em (3+41) dimensdes é uma associagdo de um
tensor dual eletromagnético com um quadrivetor P, (campo de fundo) expressado do

seguinte jeito [4]:
1 N
Los = —§PNA,,F“”, (2.1)

onde A, ¢ um quadrivetor potencial e, F'** ¢ o tensor dual eletromagnético.

Queremos determinar em que condi¢oes Log sera invariante de calibre. Assim, a

variagdo d Lcg em fungao de transformagao de calibre 64, = 9, é:

1 ~ 1 ~
0 Lcs = —§§(PuA,,F“”) = —ipu(ayx)F‘“’, (2.2)

onde y é uma funcao arbitraria, e levando em consideracao que o tensor de intensidade

eletromagnética F'*¥ é invariante de calibre. Assim, integrando (2.2) por partes, temos:

1 -
0Lcs = 5X(&)VPM}«“’“)

1 -~ 1 -
= ixF“"(ayP#)%—?XPM(aVF“”). (2.3)

Logo, por definicdo 9, F* = 0. Assim:

1 -
0Los = EXFVM(GVPP«)
1 =~ 1 =~
= XFM(@,P) + X (0,F)
1 -
= ixF””(('?MP,,—@,,PM). (2.4)

Para que (2.4) seja invariante de calibre, precisamos que 6 Log = 0, para x arbitrario. No
espaco-tempo plano temos 0,FP3 = 0, para qualquer sistema de referéncia. Portanto, a

teoria ¢ invariante de calibre [4].



2.2 Equagdes de Maxwell Carroll-Field-Jackiw

Nesta secao, consideramos o Lagrangiano formulado por Carroll-Field-Jackiw em

1990 [4], que ¢ invariante de calibre e quebra a simetria de Lorentz, e é descrito como:

1 1 _
Lops =~ FuF" — SR AF™ — A,J", (2.5)

onde FH = %GMWJUF »o € 0 tensor dual eletromagnético de Fig = 0, Ag—03A,, J" densidade

de corrente e o tensor Levi-Civita e?7 (ehP? = —¢,,,, € €212 =1).

Temos que a equacao de Euler-Lagrange para teoria de campos ¢é

o, laﬁcm ] _0Lory _ 0. (2.6)

2(0,A,) | ~ 0A,

onde Lepy(A,,0,A,) = Lopy é a densidade Lagrangiana para coordenadas de campo

eletromagnético A* e velocidade 0,A4,,.

Utilizando a equagao (2.6), temos para o Lagrangiano de Maxwell CFJ:

OLors 0 lp pe 1
0(0,4,)  0(0,A,)" 477 2

1
= —2FP7(5K6Y — 616Y) — §e“ﬂPJPaAﬁ(5gag)

P,A,F*)

1
= —4F™ — 5eaﬂﬂ”PaAﬁ. (2.7)

Assim, utilizando a equacao (2.7), calculamos as equages de Euler-Lagrange:

1 ) o1 ) ~a]
-1 [t - 30 ) -

0A,
0A,

11 0
1 apo o
+ [ € 0, +
1 1
O = ST (0,Ag) S P(0,A,)55 + J°F = 0
1 1
O — IV, (0,A9) + S PA(0,A0) + ] = 0

1
OMF‘“’ . §€anUPana - JY = 0. (28)

As equacgoes de movimento para o modelo de MCFJ, sdao representadas mediante a equacao

(2.8), onde claramente temos a presenca de forma explicita do campo do fundo P,. E claro
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que, quando P, = 0 conseguimos as equacgoes de Maxwell usuais, as quais sao invariantes

de Lorentz e de calibre.

Logo, utilizando a equac¢ao de Maxwell modificada em (2.8), podemos obter as

duas primeiras equacgoes de MCFJ em forma vetorial, com as seguintes relagoes:

1. & = —9;, Al = —A,

2. FV = [

Assim, as equagoes (2.8), quando py=0ev =jcom j=1, 2, 3, é

. . 1 ... 1 .. 1 .. )
80F0j + GZ-F” = §€0JZkPOEk + §€Z]OkPiFok + §€ljk0PiFk0 + J?
_aOEj - EOijkain — _;POEOiklEOjikBl - ;607,]kplEk + ;6OUkP1Ek + Jj

VxB-0,E = PxE—PB+J. (2.9)

Também quando v =0e p=1icom i =1, 2, 3, as equagoes (2.8) ficam:

(%Fio — JO +€inkPi(ajAk)
8E; = p—PB

— — —

V-E = p—P-B. (2.10)

As outras equagoes eletromagnéticas, ou as equacoes homogéneas, nao mudam, e sao

definidas em funcao de tensor dual eletromagnético como:

- 1
9, F"* = ieﬂ”aﬂaﬂFaﬂ
= P9, (0, A) = 0. (2.11)

Assim, as equagoes (2.11), quando v =0, é:
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€90, (0,A5) = 0
eOijkﬁi(ﬁjAk) = 0
V-B = 0. (2.12)

Também as equagoes (2.11), quando y=0e v =j com j =1, 2, 3, fica:

eujaﬂay(aaAﬁ) =

"% 00(0; Ar,) + €9%0;(0p Ay,) + €9%°0,(0,Ag) =
DR (B Ay) + IR,y —

OB+VxE =

o o o O

(2.13)

A equacgao (2.9) representa lei de Ampere modificada e a equacao (2.10) representa
a lei Gauss modificada e Ampere. A equagao (2.9) mostra que a densidade de corrente
J gera nao somente campo magnético, mas também campo elétrico. Também a equagao
(2.10) mostra que a densidade de carga p é fonte de campo elétrico e magnético. Quando
consideramos que nao existe fonte (p =0 e J = 0), os campos magnético e elétrico atuam

como fontes.

Em eletrodindmica usual, os campos elétricos e magnéticos se propagam através
do espaco em forma de perturbagoes, denominadas ondas eletromagnéticas. Aplicando um

rotacional a equagao (2.9) quando J = 0, obtemos:

Vx(VxB)—0(VxE)=Vx(PxE)—=Py(VxB). (2.14)

Utilizando as identidades vetoriais e as equagoes (2.10), (2.12), (2.13), quando p = 0,

temos:

2
V2B — thB = —-VXx(PXE)+ PRV XxB (2.15)

Aplicando o rotacional a equagao (2.13). Temos (2.15) como:

OV x B=—-V x (V x E). (2.16)
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Utilizando as identidades vetoriais e equacdes (2.9), (2.10), quando J =0 e p = 0, (2.16) é:

2
VQE_;?E — 8(Px B RaB-v(/P- B (2.17)

Nas equagoes de onda (2.15) e (2.17) ndo é possivel a separagao E de B , por causa dos

efeitos da quebra de simetria de Lorentz.
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3 FORMALISMO HAMILTONIANO PARA SISTEMAS VINCULADOS

3.1 O método de Dirac

Nesta secao apresentaremos o tratamento Hamiltoniano de sistemas vinculados, foi
desenvolvido por Dirac em seu livro “Lectures on Quantum Mechanics” [7]. Antes, porém,
faremos uma breve digressao sobre sistemas vinculados e o tratamento especial que deve

ser dado ao quantizar pelo método chamado de quantizacao canonica.

Seja uma teoria classica que possua um vinculo envolvendo coordenadas e momentos

I'(q,p) =0, (3.1)

onde ¢ e p sao todas as coordenadas ¢; e momentos p;, respectivamente. Apesar do vinculo
possuir valor nulo, os parénteses de Poisson deste vinculo com outra quantidade qualquer,
por exemplo, da teoria, pode nao ser nulo, o que ¢é incoerente. Por isso, utilizamos a

notacao

I'(q,p) =0, (3.2)

onde diz “fracamente igual a zero”, significando que a relagao acima nao é nula, necessari-

amente, dentro dos parénteses de Poison.

Consideramos, entao, que existe uma certa quantidade dindmica A(q,p), cujo

paréntese de Poisson com I'(q, p) seja diferente de zero, isto é:

{A,I'} #0. (3.3)

Na passagem para a Mecanica Quéantica, I' e A se transformam em operadores, que
chamaremos de I' e A. Em virtude de (3.1), [' 6 um operador nulo. Assim, qualquer

comutador envolvendo I' deve ser nulo

[A,T] =0. (3.4)
Mas, pela relagao

1 ~ 4
?
devemos obter um resultado diferente de zero para o comutador entre A e I A regra geral

de quantizacao canonica, dada por (3.5), leva a inconsisténcias na presenca de vinculos.



14
Foi Dirac quem descobriu a maneira correta de proceder quanto a quantizacao canodnica

de vinculos.

Entao, comecamos com o formalismo Lagrangeano e, em seguida, passa-se para o

Hamiltoniano. Sendo, entdo, um sistema descrito pela Lagrangeana

num espago de configuragoes N-dimensional, representado pelas coordenadas generalizadas

¢; e velocidades generalizadas ¢; com ¢ =1, 2,..., N.

A passagem para o formalismo Hamiltoniano é feito, primeiramente, pela introducao

dos momentos canénicos:

oL

onde ¢; e p; nao sao variaveis independentes, entretanto, devem haver sistemas onde a rela-
¢ao dada por (3.7) leva a existéncia de vinculos. Denotemos estes vinculos, genericamente,

por:

Os vinculos decorrentes diretamente da relacao da definicio dos momentos sdo chamados
de vinculos primarios. Conforme veremos, outros vinculos podem existir, estes tomam os

nomes de vinculos secundarios, terciarios, etc.

Seja, o Hamiltoniano canonico:

He(gi,pi) = pigi — L(qi, ¢;). (3.9)

Com este procedimento, as equagoes de movimento no espaco de fase sdo obtidas trivial-

mente.

Poderiamos ter seguido um outro caminho, partindo diretamente de (3.9), tomada
como definicdo. E f4cil constatar que a Hamiltoniana é, ainda, funcdo de ¢; e p; mesmo
para pontos fora da trajetoria classica. Vejamos isto. Sejam variagoes genéricas de ¢;, ¢; e
p; dadas por dq;, d¢; e dp;. Assim:

oL

o ar |
0Hc = pidd; + Giop; — 87[6% - 8746Qi- (3.10)
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Note-se que, para pontos fora da trajetoria classica, as equagoes de movimento nao podem
ser usadas. Usando a definigdo de movimento candnico, dado em (3.7), imediatamente

temos:

L

Como vemos, 6 H,. é escrita em termos de dg; e dp;, o que sugere ser Ho apenas fungao
de ¢; e p;. Novamente, na expressao (3.11) nao podemos substituir g—; por p; porque nao

estamos na trajetoria classica.

Em termos praticos, a passagem para H¢, dado em (3.9), para uma fun¢io apenas

de g; e p;, envolve transformagcao do tipo:

(gi>di) — (g, i) (3.12)
O Jacobiano para esta transformagao é determinado pela matriz:

8pi . 82[/
9q;  04;0q;

(3.13)

chamada matriz Hessiana. Quando o determinante da matriz é diferente de zero, as trans-
formagoes em (3.12) sempre vao possibilitar a determinagdo do Hamiltoniano H¢(g;, p;)-
Em outras palavras, as equagoes que definem os momentos canonicos podem ser todas
resolvidas para as velocidades em fun¢do dos momentos. Isto ocorre para o caso em que
nao existem vinculos. Na presenca de vinculos, a matriz Hessiana é singular e, consequente-
mente, nem todos os ¢; podem ser unicamente escritos em termos de g; e p;. Considerando
que haja M vinculos, havera M velocidades nestas condi¢oes. Portanto, neste caso, o

Hamiltoniano nao pode ser unicamente determinado em termos de ¢; e p;.

Como ja dissemos, na presenca de vinculos, a Hamiltoniana nao é unicamente
determinada em termos de momento e coordenada. A fim de termos uma idéia sobre qual
Hamiltoniano usar, efetivamente no formalismo, vamos calcular as equagoes de movimento

no espago de fases. Seja, entdo, o principio de Hamilton com L obtido de (3.9), depois:

t
t2

t1
= /t (pi0g; + 0pig; — 6Hc)dt. (3.14)
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Isto sugere que 6 Ho pode ser escrito, de uma maneira geral, como:

(SHC = %5% + %

;- 1

Assim, substituindo este resultado em (3.14), temos

t1 . O0Hc ) OH¢
—p — %) 50, O Y 5ol dt = 0. 1

Como d¢; e dp; sao fungodes arbitrarias do tempo, concluimos que a integragao em (3.16)

s6 é nula se:

. aHC . aHC
A Sa: A Op; = 1
(pz 9% ) q; < q; 9pl ) Di 0 (3 7)

Em virtude das M relagoes de vinculos envolvendo p; e ¢;, nada podemos concluir

de (3.17). Por outro lado, das equagdes (3.2) e (3.8), podemos afirmar que:

0 ~ 5¢m(qiapi)
0P,
0q; %t

IPm

op;, 1
op, 7 (3.18)

que sao, ao todo, M equagdes. Multiplicando cada uma por A, = A\, (¢, pi), € somando o

resultado com (3.17), obtemos:

OH¢ Obm ) OH¢ Obm
< —m . 4 . 1
o, + A o, ) 0q; + (pZ + 34, + A 0, op; (3.19)

0~ (-QZ‘—F

Temos, agora, M fungbes arbitrarias A, (g;, p;) (multiplicadores de Lagrange). Assim, é

possivel obter as seguintes equacgoes de Hamilton:

) ~ AWL b 2
4 Ip; - Op; (3 O)
. a]{C a¢m

ey, S 21
b dq; dq; (3 )

Efetivamente, é como se tivéssemos definido uma nova Hamiltoniana dada por:

H=He¢ + Ao ~ He (3.22)



17

Como vemos, o preco pago pelos M vinculos é a presenca de M multiplicadores de
Lagrange. Podemos escrever as equacoes de Hamilton em termos dos parénteses de Poisson

envolvendo H

G = {a H}, (3.23)
pi = {pi, H}. (3.24)

Conforme dissemos, podem haver mais vinculos. Neste caso, é facil ver que eles sao
incorporados a teoria de maneira semelhante ao que fizemos anteriormente. Por exemplo,

suponhamos que existam apenas K vinculos secundarios (K + M < N). Temos, entdo:

H=He+ N, a=1,2,...M+K, (3.25)

onde H é chamada de Hamiltoniano total.

Vejamos, agora como determinar os vinculos secundérios, terciarios, etc. Seja ¢,,
um dos M vinculos primarios. E uma condicao de consisténcia que os vinculos nao evoluam

com o tempo. Assim, podemos escrever

~ A{¢m, He} + AP, b0} = 0. (3.26)

Da relagao (3.26), podemos destacar duas possibilidades, as quais estao relacionados aos

parénteses de Poisson entre ¢, e ¢, ser ou nao ser zero fracamente.

Caso 1:

{Gm, Pn} = 0, se for esse o caso H = H, assim a equacao (3.25) se reduz a:

que é uma relagao de vinculo. Esta pode ser vinculo ja conhecido, ou pode ser um novo
vinculo. Esse procedimento pode ser repetido até que a relacao nao gere mais vinculos.
Caso 2:

{bm, dn} # 0, ndo obtemos uma relacdo de vinculo, mas sim uma rela¢ao com os multipli-

cadores de Lagrange.
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3.1.1 Vinculos de primeira e segunda classe

Esta é uma classificacdo que esta ligada a maneira como os vinculos sao obtidos.
Ela é apenas, uma questao digamos de organizacao. Em termos de quantizagdo candnica,
nao importa como os vinculos foram obtidos. O que importa é que eles existem. Neste
sentido, uma classificacdo mais 1til é a seguinte: dentre os vinculos, podem existir alguns
que possuem parénteses de Poisson fracamente zero com todos os vinculos da teoria. Estes
vinculos sao denominados de primeira classe. Ja aqueles que possuirem pelo menos um

paréntese de Poisson diferente de zero sdo chamados de segunda classe.

3.1.2 Parénteses de Dirac

Quando introduzimos os parénteses de Poisson. Seja a evolugao temporal de uma

certa quantidade dindmica A(g;, pi,t). Temos, entdo:

dA 0A.  9A_ 0A

el il SO Ml 2
TR PRl e (3.28)
Usando as equagoes de Hamilton dadas por (3.20) e (3.21), obtemos:
dA  0A (0H¢ 0, 0A ([ OHc¢ g, 0A
7~ o (oo o) o (o)
0A
~ {A Hot 4+ Aa{A G} + 5 (3.29)

emque a=1, 2,.... M + K (vide eq. (3.25)). Todos os vinculos estao incluidos, inclusive

os decorrentes de fixacdo de calibre, caso existam.

No caso particular de A ser qualquer um dos vinculos da teoria, vem que:

_ o

U=—"r~ {ov, Ho'} + Aa{dp, dat- (3.30)

Seja C' a matriz cujos elementos sdo os parénteses de Poisson dos vinculos, isto é:

Cab = {a; do} (3.31)

Logo, da (3.30) temos que:

Aacba + {¢b7 HC} ~ 07
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dai,
)\aCab ~ {¢b, Hc}, (332)

em que usamos o fato de que a matriz C' seja antisimétrica (caso de vinculos bosdnicos).
Dirac mostrou que a matriz C' sempre possui determinante diferente de zero (lembre-se
que estamos considerando que todos os vinculos sejam de segunda classe). Assim da eq.

(3.32), temos que:
/\aCabCl;l ~ {¢b7 Hfgl}
logo,

o = —CH oy, Ho} (3.33)

Introduzindo este resultado em (3.29), finalmente temos que:

dA oA
E ~ {A’ HC} - {A, ¢a}0@1{¢b7 HC} + E
0A
€1 que
{A, HC}D = {A, Hc} — {A’ gba}cﬁl{gbb, HC} (335)

é o paréntese de Dirac entre A e He.

Agora, com sistemas vinculados, temos uma expressao classica analoga a equagao
quéntica, que é dado por (3.35). Assim, este fato parece sugerir que, no caso de sistemas

vinculados, temos a seguinte regra de quantizacao candnica:

{A,B}p — Z%[A, B, (3.36)
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Em que os parénteses de Dirac entre A e B é definido de forma andloga aquele em (3.35),

ou seja,

{A’ B}D = {Av B} - {Aa gba}C@l{gbb, B} (337)

Aqui, também, hé fortes evidéncias que sustentam a hipé6tese dada por (3.36). A
mais importante é que as relagoes de vinculo, que s6 valiam fracamente nos termos dos
parénteses de Poison, valem fortemente em termos dos parénteses de Dirac. Isto significa
que se tomamos o paréntese de Dirac entre um vinculo e uma quantidade qualquer, obtemos

Zero.
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4 QUANTIZACAO CANONICA DE MODELO MAXWELL CARRROLL-
FIELD-JACKIW

Seja a densidade de Lagrangeana do modelo:

1 1
Lopy = _Z WFuu_ZeuuaﬁpuAVFaﬁ
= L imy - toupaE, v LevipaE, 1+ Loip AR
= 5( Ok)_i( k:j)_ie 0 kij+1€ kOij+§€ kA jo.

(4.1)

O momento candnico 7 associado ao quadrivetor potencial A*, para esta densidade

de Lagrangiana é:

u OLcrs
™ = —
0(0vA,)
1
— FO“—ieo”aﬁPaAﬁ, (4.2)
onde
™ =0
k ok L onij
™ = —F — 5¢ P A;. (4.3)

Assim, utilizando as equagoes (4.1) e (4.3), encontramos o Hamiltoniano canénico Ho =
[dx (7*A, — Lopy) = [ dPx He. Onde:

1 1 . 1 . 1 1 .
HC - 5(7Tk)2 + §€OkZ]7TkPZ‘Aj + WkakAO —+ g[EOkaAj]Q + Z(Fk])Q + EEOkszoAkFij

—iGOkiijAQEj. (44)

Nosso principal interesse é encontrar os vinculos para o Hamiltoniano descrito em

(4.4), por isso é importante conhecer os parénteses de Poisson fundamentais, tais como:

{A' (), Wj(x)}z{):mo = 5;5(3)(55/ — ),
{A"("), 4;(@)}ap=s0 = 0,
{7"(2"), Tj(T)}ap=a = 0. (4.5)
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Esta claro que nao podemos proceder a quantizacao canonica via os parénteses de
Poisson acima, pois a teoria apresenta vinculos, assim da relagdo (4.3), imediatamente

identificamos o vinculo primario:

0, =7, (4.6)

Logo, usando a condicao de consisténcia para €2y, temos:

Ql ~ {WO,Hc}‘i‘/dsx{?To,)\lQl}

Q

1 -
e + ZeO’WPkE-j ~ 0, (4.7)
que é um novo vinculo:

1 .
Qy = O + ZEOk”PkF,-j ~ 0, (4.8)

onde (4.8) representa lei de Gauss modificada, pela presenga do vector campo de fundo.

Aplicando novamente condicao de consisténcia para {2, temos:

Oy {0, Hot + [ dr{0 M} + [ {0, 00} =0 (4.9)

Portanto o vinculo (4.8) se conserva. Assim nao existem mais vinculos neste modelo.

Avaliando o paréntesis de Poisson para §2; e {25, temos:

1 ..
{Ql, Qg} = {7T0, ak’ffk + ZEOMJP]CFU} =0. (410)

Portanto, os vinculos €2 e €25 sdo de primeira classe. A presencga de vinculos de primeira
classe na teoria ja era esperada, pois ela é uma teoria de calibre. Sendo estes em ntmero
de dois, significa que, ao procedermos a fixacao calibre, teremos para o campo de foton
apenas dois graus de liberdade, estes dois graus de liberdade podem ser associados aos

seus dois estados de polarizacao.

O fato de existirem dois vinculos de primeira classe significa que devemos encontrar

dois vinculos devidos a fixacao de calibre. Logo, consideramos a seguinte fixacao de calibre

Y1 = OpAy. (4.11)
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Tal que, a condi¢ao de consisténcia da fixagao de calibre 1, é:

g = {, Hob + / Pr{iby, M} + / P {in, M}

1 .
= —Opm" — V24y — Zeo’“ﬂPkFij + V2. (4.12)
Logo, temos que (2 ~ 0 em (4.8). Entao dn" = —1e P, F};, portanto:
; 2 L okis
¢1 =-V Ag + 56 PkE] =~ 0. (413)

Também temos que:
An = {Ay Ho) + /d?’x{Ak, M)+ /d%{Ak, Aol )
1 .
= 7Tk + §€OkZJP7;A]' + akA[) — 8k)\2 (414)
Logo, de (4.3) e (4.14), podemos fixar V2, = 0. Assim, de (4.13) temos um vinculo:
1 -
Py = V24 — §e°mﬂkaij ~ 0. (4.15)
Aplicando condi¢ao de consisténcia a 15, temos:
j 2 L okij p 1

Os vinculos (4.6), (4.8), (4.11) e (4.15) sao de segunda classe, e o conjunto de

vinculos da teoria sio:

¢ = 0

¢~52 = V24— ;EOkiijFij ~0

¢3 = OpAr =0

by = Ot 4+ ie%ijpkﬂj ~ 0. (4.17)

O préximo passo é a construcao dos parénteses de Dirac. Para tal, precisamos de
construcio de matriz ( Cop(2’ — ) = {da, »} a,b=1,...,4) dos parénteses de Poison

dos vinculos em (4.17). Esta construgao faremos interativamente.
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Usando q~51 e gEQ, temos:

{D1(2), a(2)} = {7, V2A"} = —V25% (2’ — z), (4.18)

e sendo os demais paréntesis de Poison nulos, a matriz C' dos vinculos ¢ e ¢9 é:

—1
Cup(2',x) = (2 0 )V253(x'—x), a, b=1,2 (4.19)

e a inversa da matriz C é:

1
Cpl(a,z) = ( _01 0 ) L63(:::’ — ), a, b=1,2. (4.20)

Usando a definicao dos parénteses de Dirac construimos os seguintes parénteses

preliminares:

{A* (), mi(@)} = {A'(@),m5(2)} - Z/d3yd32{z4i(w’),aza(y)}CJbl(y, 2 w(2), mi(2)}

= 06°(a' —x) (4.21)
{AM(), Aj(z)} = 0 (4.22)
() m@y = 0 (423
(A, T (2)) = —EOkliBaile(sS(x'—x) (4.24)
{AMa'), mo(2)} = 0 (4.25)

A matriz C para os vinculos ¢3 e ¢4 é:

{03(2"), 9a(2)} = {0 A(2"), 9 (2)} = V?8°(a" — w), (4.26)

os demais parénteses de Poison sao nulos. Entao a matriz C' para os vinculos ¢3 e ¢4 é:



0 1

Cou(2' ) = (_1 0

) V2365* (2 — ), a, b=3,4

e sua inversa é:

0 -1 1
Clt,z) = (1 0 )53(x'—x), a, b=3,4.

Logo, nao é dificil verificar, para os vinculos ¢3 e ¢4, a siguente matriz:

cla.e) {04, 03} {Pa, Du}*

1
= ( 0 )V253(x'—x),
-1 0

= _ ({53,(53}* {653,54}*)

e a inversa de C' é:

~ 0 —1 1
C M2\ 2)y = ( ) =82’ — 1), a, b=3,4.

25

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

Assim, partindo dos parénteses de Dirac preliminares e usando a matriz C~1, podemos

construir os parénteses de Dirac para o modelo MCFJ.
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Assim, utilizando a defini¢do dos parénteses de Dirac em (3.37) temos:

W)@ = - (o84 ) o -

{A%(@), A;(@)}” = 0 (4.31)
(@), (@)} =~ P00 — 1) + RO ) (432)
(A0, T (2))P = —eOkliB@led?’(x’—x) (4.33)
{A*(2), mo(2)}P = 0, (4.34)

O resultado obtido para o paréntese de Dirac {Ay(z’), 7;(x)}p do modelo de MCFJ
coincide com os parénteses de Dirac de Maxwell, mas nio para {m(z'), m;(z)}”, pois ¢
uma relagao de nao-comutatividade em fun¢ao de vector de campo de fundo, também
o parénteses {A%(z'), 7%(x)}P é diferente de zero onde aparece explicitamente o vector

campo de fundo. Se consideramos FP; = 0 podemos observar que temos os parénteses de
Dirac de Maxwell.
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5 Conclusao

A importancia de considerar a violagao da simetria de Lorentz é uma necessidade
de uma descricao tedrica sélida e consistente da violagao dessa simetria; é por isso que
¢ dada importancia ao modelo de MCFJ que viola a simetria de Lorentz pela presenca
de campo de fundo no termo Chern-Simons. O campo de fundo pode ser visto como um
campo de fundo constante que preenche todo o Universo, introduzindo direcionalidade
ao espaco-tempo. Os fotons interagem com esse campo de fundo e experimentam efeitos

dependentes de sistema referencial, violando a invaridncia de Lorentz.

As leis modificadas de Ampere e Gauss, das equacoes de Maxwell mostram explici-
tamente a presenca dos termos do campo de fundo, a partir do qual podemos detalhar
a importancia do campo de fundo na criacdo de uma nova fonte, sem a presenca de p
(densidade) e J (corrente). Enquanto as leis de Faraday e Gauss para o magnetismo nao
sao modificadas pelo campo de fundo, porque vem da definicdo apenas que s6 depende do
tensor dual eletromagnético e nao da Lagrangiana. Também as equagoes de onda Maxwell
CFJ mostram que uma separacao de campo elétrico e magnético nao é possivel como o

que acontece com o modelo Maxwell que tem solucao trivial.

As regras de quantizagdo do modelo Maxwell CFJ apresentam relagoes diferentes
do modelo de Maxwell, pois os parénteses de Dirac entre os momentos candnicos se
comportam como uma relagdo nao comutativa com a presenca de vetor de campo de fundo
que aparece explicitamente nessa relacao. Também o paréntese de Dirac entre o potencial
escalar e o momento canonico é diferente de zero, ao contrario do modelo de Maxwell. A
partir daqui podemos inferir que as propriedades termodinamicas sao diferentes das do

modelo de Maxwell.

Outros aspectos que podem ser explorados em trabalhos futuros sao as solugoes
classicas, onde a influéncia do campo de fundo pode ser observada em leis como Coulomb
e Biot-Savart. Outro aspecto importante é também estudar a birrefringéncia da luz no
vacuo. Também em seu aspecto termodinamico é possivel estudar as leis da radiacao de

Planck e as leis de Stefan-Boltzmann.
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