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RESUMO

Neste trabalho, estudamos a existéncia de solugoes nodais para problemas elipticos nao

lineares com condicao de fronteira de Dirichlet

Au+ flu) = 0 em Q,
u = 0 sobre 01,

onde  C RY(N > 3) é uma regido limitada com fronteira suficientemente suave.

O presente trabalho estd baseado nos estudos realizados por Castro, Cossio e Neuberger
em [10] e [11].

Provaremos que um problema eliptico superlinear tem pelo menos trés solugoes nao trivi-
ais. Duas dessas solugoes, w; e wy, sdo de sinal definido (positivo e negativo, respectiva-
mente). E uma terceira solu¢ao ws, chamada solugdo nodal, provaremos que esta solugao
muda de sinal exatamente uma vez. Além disso, provaremos que w; e wy tem indice de
Morse 1 e a solucao ws tem indice de Morse 2. Assim, este resultado estende e comple-
menta os resultados de Wang em [35].

Provaremos que se é isolado, entdao seu indice de Leray- Schauder de qualquer solucao
dada por o principio de Min-Max é +1.

Finalmente combinado os resultados de [10] com os resultados teéricos de grau, de Castro
e Cossio em [9]. No caso em que a nao-linearidade seja assintoticamente linear, forne-
ceremos condigoes suficientes para: (i) a existéncia de pelo menos quatro solugoes, uma
destas muda de sinal exatamente uma vez, (ii) a existéncia de pelo menos cinco solugoes,
duas das quais mudam de sinal. Além disso, uma dessas duas solug¢oes de mudanca de

sinal muda exatamente uma vez.

Palavras chave: Indice de Morse. Solucao nodal. Ponto critico isolado.



ABSTRACT

In this work, we have studied the existence of nodal solution for nonlinear elliptic problems

with Diriichlet boundary conditions

Au+ f(u) = 0 in €,
u = 0 on 09,

where Q C RY(N > 3) it is a sufficiently smooth limited region.

The present work is based on the studies carried out by Castro, Cossio and Neuberger in
[10] and [11].

We will prove that a superlinear elliptic problem has at least three nontrivial solutions.
Two of these solutions, w; and wsq, are of definite signal (positive and negative, respec-
tively). And a third solution w3, called the nodal solution, we will prove that this solution
changes signal exactly once. In addition, we will prove that w; and wy have Morse index
1 and that solution w3 has Morse index 2. Thus, this result extends and complements the
results of Wang in [35].

We will prove that if is isolated, then its index of Leray-Schauder of any solution given
by the principle of min-max is +1.

Finally combining the results of [10] with the theoretical results of grade, of Castro and
Cossio in [9]. In the case where non-linearity is asymptotically linear, we shall provide suf-
ficient conditions to: (i) the existence of at least four solutions, one of these signal changes
signal exactly once, (ii) the existence of at least five solutions, two of which change sign.

In addition, one of these two signal-changing solutions changes exactly once.

Keywords: Morse Index. Nodal solution. Critical point isolated.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho, estudamos a existéncia de solugoes fracas nao triviais para proble-

mas nao lineares do tipo,

{Au+f(u) = 0 em € (11)

u = 0 sobre 01,

Onde A ¢é o operador Laplaciano, Q@ C RY (N > 3) é um aberto limitado suave e

f iR — R alguma néao linearidade dependendo de w.

Problemas desta forma modela uma grande variedade de problemas que apare-
cem em diversas areas do conhecimento tais como a Fisica (teoria quéntica de campos,
equagoes de Schrodinger, mecénica estatistica), em Geometria Diferencial (equagao de
seno-Gordon, o problema de Yamabe), em Engenharia e em Biologia (Badiale e Serra
[42]) e também em a astrofisica. Mencionemos alguns modelos em astrofisica onde apare-
cem diferentes tipos de nao linearidade. Por exemplo, na equacao de Lane-Emden, veja

[36], que aparece no estudo de problemas estrelares, a nao linearidade é de tipo potencial.

Au+u? = 0 em Q u>0,p>1,
u = 0 sobre 01,

onde u? é proporcional a densidade da estrela gasosa e o dominio Q2 é Br(0). Henon em
1973, veja [29], estudou as estruturas estrelares em rotacao, onde propos a seguinte nao

linearidade, que é uma variante do problema acima.

Au+zf'v?P = 0 em Q u>0,p>1,0>0,
u = 0 sobre 0f).

No Capitulo 2, apresentaremos a variedade de Nehari, assim como alguns defini¢des
e os principais resultados que serao usados no decorrer do trabalho. Tomaremos como

referéncias principais Adams [1], Gilbarg-Trudinger [25] e Malcher [33].

No Capitulo 3, mostraremos um principio de Min-Max que permite estabelecer
condicoes suficientes que garantem a existéncia de solugdes que mudam de sinal exata-
mente uma vez para um problema eliptico nao linear. Aqui faremos uso fortemente de
uma versao do Lema da Deformacao, veja [26], ¢ o Método de Nehari, introduzido pelo
matematico Israelense (1915-1978), através de dois artigos, veja ([37] e [38]). Este Método
consiste em minimizar um funcional ® : E — R, onde E é um espago de Banach reflexivo
e ® € C(E,R), sobre o conjunto N = {u € E\{0} : ®(u)u = 0}, em outras palavras,
obter u € N tal que ®(u) = ¢ := inf,enP(u). Seguidamente, deve-se provar que o ponto

de minimo de ® no conjunto N é um ponto critico em todo o espaco.

O resultado abstrato de Figueiredo e Pimenta, Nehari method for locally
Lipsctz functionals with examples in problems in the space of bounded va-

riation functions, mostra que o Método de Nehari nao requere da diferenciabilidade do
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funcional ® e nem da reflexividade do espago de Banach. Em outras palabras, ® precisa

ser apenas do tipo localmente Lipschitz.

Ja no Capitulo 4, usando o principio de Min-Max desenvolvido no Capitulo 3
para problemas superlineares e os resultados da Teoria de Grau (veja Castro e Cossio [9])
demostraremos a existéncia de solugoes que mudam de sinal para problemas de Dirichlet

assintoticamente lineares.

O trabalho é finalizado com alguns apéndices que, entre outros, contera resultados
classicos da Teoria de Grau, da Teoria de medida e integragdo, da Teoria de EDP, uma
versao do Lema da Deformagao, que serao utilizados no decorrer do trabalho. Este tra-
balho estd baseado nos estudos realizados por Castro, Cossio e Neuberger em [10] e [11].
A Figura 1 foi extraida de [42].
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2 CONCEITOS PRELIMINARES
Neste Capitulo o objetivo é apresentar a variedade de Nehari, assim como alguns
resultados e defini¢oes que serao usados no decorrer do trabalho.

Definicao 2.1. Sejam E um espago de Banach real e reflexivo, ® um funcional de classe
CY(E,R). O conjunto
N = {u € E\{0} : ®'(u)(u) = 0},

é chamado variedade de Nehari.

Observagao 2.2. Note que, se u # 0 for um ponto critico de @, isto é, se ®'(u) =0 (ou
seja ®'(u)v = 0 para todo v € E), entao necessariamente u pertence a N. Assim, N é

uma restricdo natural para o problema de encontrar pontos criticos nao triviais de .

Observacao 2.3. O conjunto N, é chamado variedade de Nehari, embora, muitas vezes

tal conjunto nao seja uma variedade.

Definigido 2.4. Para u € L'(Q) definimos as fungoes uy (z) = maz{u(z),0} € L*(Q) e

u_(x) = min{u(z),0} € L' (). A parte positiva e negativa da fungao u, respetivamente.
Observagdo 2.5. Se u € Hj(Q), entdo uy, u_ € Hj(Q2), veja apéndice.

Definigao 2.6. A esfera unitdria em Hj(Q2) é denotada por S e definida como

5% = {u € Hy(); [|u] = 1}.

Seja U um subconjunto aberto do espago de Hilbert H}(Q) e F: U — R uma

funcao diferenciavel. Dado ¢ € R denotamos por
Fc) = {u ceU;F(u)= c}.

Definigao 2.7. Seja a € R. Dizemos que a é um valor regular de F' se \7F(u) # 0 para
todo u € F~'(a). Dizemos que a € R ¢ um valor critico de F' se ndo é um valor regular

de F.

Definigao 2.8. Dizemos que um subconjunto nao vazio M de H}(Q) é uma subvariedade
de classe C* de H () se M é fechado em H{(€) e existem: um subconjunto aberto U

de H}(Q), uma fungio F : U — R de classe C* e um valor regular a de F tais que
M = F~!(a),

se além disso M é um subconjunto fechado de Hj (), dizemos que M é uma subvariedade

de Hilbert de H}(Q).
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Definigio 2.9. Se u € M, entdo o subespago de Hj(f2) definido como
T.M = {v € Hy(Q): <F(u),v>= O} = kerF'(u),

é chamado o espago tangente a M no ponto u. Além disso, chamaremos variedade afim
ao subespago u + T, M de H} ().

Teorema 2.10. Sejam J : H}(Q) — R uma fungio de classe C', M uma subvariedade

de HL(Q) de classe C* e u um minimo (ou um mdzimo) de J em M, entdo
< vJ(u),v >=0, para todo v € T, M.

Demonstragio. Veja [[15], pagina 40 |.
O

Definigao 2.11. Seja J : H}(Q) — R uma fungao de classe C' ¢ M uma subvariedade
de H}(Q) de classe C'. Um ponto u € M é um ponto critico de .J sobre M se

<wvJ(u),v >=0, paratodo veT,M.

Se M = H}(f2) dizemos simplesmente que u ¢ um ponto critico de J e a condigao

acima equivale a dizer \7.J(u) = 0.

Dizemos que ¢ € R é um valor critico de J sobre M se ¢ = J(u) para algum ponto

critico u de J sobre M. Caso contrario, dizemos que ¢ é um valor regular de .J sobre M.

Observagao 2.12. O Teorema 2.10 afirma que os maximos e minimos sao pontos criticos
de J em M.

Defini¢ao 2.13. Seja (F,(.,.)) um espago de Hilbert e J : E — R um funcional de
classe C?(E). Um ponto u € E é dito nao-degenerado quando J”(u) ¢ invertivel, onde

J"(u) representa a derivada de Fréchet de segunda ordem.

Definicao 2.14. Seja J como na defini¢ao 2.13 e seja u € E um ponto critico de J nao
degenerado, isto é, J”(u) é inversivel. Neste caso, chamamos indice de Morse do ponto u,

denotado por o(u), & dimensao do espago vetorial onde J”(u) é definida negativa.

Observagao 2.15. A solugao u € H}(Q)\{0} tem indice de Morse o(u) € N, se o(u) é a

dimensao do subespa¢o X onde J”(u) é definida negativa, isto é,
J"(u)(v,v) <0 para todo ve X\{0}.

Observacao 2.16. Intuitivamente, podemos interpretar o indice de Morse como o niimero
de direcoes linearmente independentes de decrescimento no ponto critico. Como exemplo,

consideremos o caso em que o espago X seja o toro de equagao x = (R + rcos(t))cos(s),
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y =rsen(t), z = (R+rcos(t))sen(s) para todo s,t € [0,27); com R,r > 0, e seja a fungao
h(z,y,z) =z, (x,y,z) € X, que representa a altura definida sobre os pontos do toro. Ela
apresenta quatro niveis criticos, os quais correspondem, respectivamente, a um minimo,
p1 = minyh, duas pontos selas ps < p3 € um maximo, pys = maxxh, isto é, pontos onde
a gradiente de h é zero, veja figura [1]. Nesta mesma figura, nés podemos apreciar que
o ponto p; nao tem diregoes de decrescimento e por tanto seu indice de Morse ¢é zero,

o(p1) = 0. De forma andloga podemos obter que o(ps) =1, o(ps) =1, o(ps) = 2.

Observacao 2.17. Em general a Teoria de Morse relaciona duas disciplinas aparen-
temente desligadas: la Topologia Algebraica e o Andlise Matematico, concretamente a
Teoria de pontos criticos. Consideremos um paisagem montanhoso e seja h a funcao
altura para cada ponto dela. Seja h. a regidao coberta por agua at a altura c, isto é
h. = h™'(—o0,c]. A Teoria de Morse estuda como a topologia de esta regiao muda
quando o nivel do d4gua sobe ou desce. Especificamente, quando o nivel da inundacao su-
pera a altura de algum ponto critico de h. Com a finalidade de exemplificar, analisemos
os quatro niveis criticos da fungdo h dado na observagio 2.16. Se p < p, entdao h, = 0,
se o nivel supera p; mas nao ps, entao h, ¢ um disco. Para p, < p < ps, entao h, é
um cilindro. Se p3 < p < p4 temos que h, é um toro tirado um disco. Finalmente, para
h > p4, temos que h, = M. Os interessados em aprofundar na Teoria de Morse podem

revisar [33] ou um dos mais recentes [22].

pl

Figura 1 — Indice de morse
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3 UM PRINCIiPIO DE MIN-MAX

3.1 FORMULACAO DO PROBLEMA

Seja o problema eliptico nao linear com condicao de fronteira de Dirichlet

Au+ f(u) = 0 em £, (3.1)
u = 0 sobre 0f),
sob as condigoes seguintes:
e ) C RY uma regido limitada com fronteira suficientemente suave.
e [ € C'(R,R) tal que f(0) = 0.
e Assumimos que existem constantes A > 0 e p € (1, %), N > 3, tal que
| f/(u) |< A(Jw [P~! +1) paratodo u € R. (3.2)
Consequentemente f é subcritico, isto é, existem B > 0 tal que
| f(u) |[< B(|u|P+1) paratodo u € R. (3.3)
e Assumimos que existe m € (0,1) tal que
fw)u —2F(u) > muf(u) paratodo u € R, (3.4)
onde F(u) :/ f(s)ds.
0
e Finalmente, fazemos as suposi¢oes seguintes:
f'(u) > J(u) para todo u#0 e (3.5)
u
lim 7f(u) = 00,
lu|»00 U
a ultima suposicao indica que a nao linearidade f é superlinear.
Denote-se 0 < A < Ay < A3 < --- a sequéncia de autovalores para o problema

do Laplaciano —A com condicdo de contorno de Dirichlet, veja apéndice. Provaremos o

seguinte resultado.

Teorema 3.1. Se f'(0) < A1, entao o problema (3.1) satisfazendo (3.2), (3.3), (3.4) e
(3.5) tem pelo menos trés solugoes nao triviais: wy > 0 em Q, we < 0 em Q ews. A fungdo
w3z muda de sinal exatamente uma vez em 2, isto é, (w3) " (R—{0}) tem exatamente duas
componentes conexas. Se sao nao degeneradas, as solucoes de sinal definido tem indice
de Morse 1 e a solugio que muda de sinal tem indice de Morse 2. Além disso, temos a

sequinte relagcao entre os niveis de energia

J(wz) > J(wq) + J(ws).
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3.2 ESTRUTURA VARIACIONAL DO PROBLEMA

Agora, nés vamos elucidar a elegancia e o poder do método variacional para equa-
¢oes diferenciais parciais. Onde, sera adequado utilizar a teoria dos espacos de Sobolev,
cujas caracteristicas geométricas e topoldgicas sao propicias ao uso de argumentos varia-

cionais.

Dizemos que u € H} () é uma solugao fraca do problema (3.1) se verifica

/ Vu \y vdr = / f(u)vdz, para todo v € Hy(Q).
Q Q

Pelo teoria da regularidade para problemas elipticas de valor limite, (veja [25], [15]), u
é uma solugao fraca para o problema (3.1) se, e somente, se u é um ponto critico do
funcional J : Hj(©2) — R dado por

ﬂmzﬂwm—/me

2 Q
:A{;vuﬁ—épm”m
=l ~ [ Pz

No espago de Sobolev H} (2) o funcional J esta bem definido, onde (u, v) = / vusyvdz é o
Q

produto escalar em HJ(§2). Portanto, pontos criticos de J sdo solugoes fracas do problema
(3.1). A regularidade C' de f implica que F' € C? e em consequéncia J € C?*(H}(Q))

com primeira derivada de Gateaux,
J(Ww) = <vJ(u),v>
= /Q { v u sy vdr — f(u)v}d:z:; para todo u,v € Hy (),
e segunda derivada de Gateaux,

J"(w)(v)(w) = /Q{ v v wdr — f’(u)vw}dw; para todo wu,v,w € Hy(S2).

A variedade de Nehari S, associada ao funcional .J, é definida como
S = {u e Hy(@\{0} : J'(wpu = 0} = 77" ({0}),
onde a fungdo v : H} () — R e sua derivada 7/ estao definidas por

Y(w) = J(u)u
= <vJ(u),u>

= [ {1 vul —uf)}de
=l = | f(u)uda.
V(W) = <vy(u),v>
= 2/Qvu.vvda:—/Qf(u)vdx—/gf’(u)uvdx.
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Dizemos que u € L'(Q2) muda de sinal se uy # 0 e u_ # 0. Para u # 0 dizemos
que u é positivo (e escrevemos u > 0) se u_ = 0, similarmente, u é negativo (e escrevemos

u < 0), se uy = 0.

Consideremos os seguintes subconjuntos da variedade de Nehari S;

S = {uES:qu;éOeu,#O},
we§:uy) =0,
u€S:y(uy)

<
uwe S y(uy) >

Uy
I
—= = A N

Gt = uES:u>0},
G- = uES:u<0},
Wt = Gtust,
W~ = G uUsS.

Notemos que solugdes nao triviais para (3.1) estao em S, solugoes de sinal definido estao
em G UG~ e solugoes de mudancgas de sinal estao em S;. Além disso, temos que as
unices S = GtUSUG™ e § =8+ US; US™ sdo disjuntas.

3.3 LEMAS PRELIMINARES

Neste se¢ao, serao discutidos os resultados necessarios para a demonstracao do

Teorema 3.1.

Lema 3.2. Sob as suposigoes (3.2), (3.3), (3.4) e (3.5), temos que:

a) O zero ¢ um minimo local do funcional J. Se u € HJ(2)\{0}, entdo existe um tnico
A= A(u) € (0,00) tal que Mu € S. Além disso, J(\u) = max J(Au) > 0.
Se v(u) < 0 entdo A < 1, se y(u) > 0 entdo A > 1 e J(u) > 0 para todo u € S.

b) O conjunto S (variedade de Nehari) é fechado, sem bordo; é uma subvariedade de

classe C' de H}(Q) e é homeomorfa a S*®. Além disso, a fungio A : S™ — (0, +00)

é de classe O,

¢) u € S é um ponto critico de J sobre H}(Q) se, e somente se, u ¢ um ponto critico
de J ‘S'

d) J |s é coercivo, isto é, J(u) — oo quando |u]| — oo em S. Também temos
infg J > 0.
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Demonstragio. Prova do item (a) Seja u € Hj(Q)\{0} arbitraria e fixa. Definimos a

funcao ¢ : R — R dada por
B(N) = J(w) = ;)\QHuH2 - [ FOwyds. (3.6)
Diferenciando a funcao ® obtemos:
') = J (A)u =< vJ(Au),u >
= /Q { v (Au). 7 u — f(/\u)u}dx

:/Q{)\| v ul? - f(/\u)u}dx (3.7)
= Nul? = [ fOu)uda
o)

o

P"(N) = J"(Au)(u)(u) =< J"(Mu)u,u >
— [ {vuvu=rOue}d (3.8)
=llull? = | fOu)udr.

Se A > 0 é um ponto critico de ®, entao ®'(\) = 0 e de (3.7), segue-se

||u|]2:/9(f(f\\u))udx. (3.9)

De (3.8) e (3.9) temos

" (\) :/Qﬂ;u)udx—/ﬂfl()\u)ﬁdx,

_ o, S (M) / 2
= /Q {u (7)& ) — ff(Au)u }daz.
Agora da hipétese (3.5), temos que

fOw)
AU

(3.10)

— f'(\u) <O0.

Assim, de (3.10) obtemos

P"(\) = /Qu2(f()\>:) — ")) dz < 0.

Logo, todo ponto critico de ® no intervalo (0,+00) é um méaximo local, e consequente-

mente, ¢ tem no maximo um ponto critico em (0, +00), veja Figura 2.

Usando o Teorema C.33 ou coeficiente de Rayleigh, temos que

M [ <l (3.11)
Q
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Figura 2 — Possivel forma da ®.

entdo de (3.10) e (3.11) segue-se que

(O = @(0)
=l - [ fOu*da

£
Y

onde usamos o fato que f/(0) < A;. Desde que ®'(0) = 0 e ¢”(0) > 0, temos que 0 € R

> (1=l >0,

é um minimo local de ®, logo ®'(\) > 0 para A suficientemente pequeno. Assim, temos
que J tem um minimo local em 0 € H ().
Por outro lado, da hipétese (3.5), segue-se que /\lim ®’'(A\) = —oo. Portanto ¢’
—+00

tem um tinico zero denotado por A = A\(u) no intervalo (0, +o00) e além disso Au € S, pois

como P'(A\) = w e X é zero de &', entdo

0= Q)/(S\) — V(iu)’

logo y(Au) = 0, isso implica que Au € S, pois y(Au) = J'(Au)(Mu).

Como ® tem méximo local no ponto A e ®(\) — —o0, entdo

O(A) = max P(N),

A>0

isto é

J(Au) = max J(Au).

A>0
Portanto temos

P'(N) = 7(;11) >0 para A < ), (3.12)
P'(N) = () <0 para A > \. (3.13)

A
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Em particular, isso mostra que dado u € H}(2)\{0} tal que v(u) < 0, existe o < 1
tal que y(au) =0, isto é, au € S.

De forma completamente analoga usando (3.13) se prova o outro caso, isto é, se
u € Hg(Q2)\{0} tal que y(u) > 0 entdo existe a > 1 tal que y(au) = 0.

Observagao 3.3. O item (a), essencialmente, nos diz que toda u € H(2)\{0} pode ser
projetada na variedade de Nehari de maneira tnica, veja Figura 3. Como consequéncia
deste resultado, temos que a variedade de Nehari é nao vazia.

A fungao ® definida em (3.6) é chamada fibragao, entdo o item (a) também mostra a
cercana relacao que existe entre o Método de Nehari e o Método de fibragao, isto é, os
elementos da Variedade de Nehari S correspondem aos pontos estacionarios da aplicagao

fibracao, veja [20].

Figura 3 — Projecdo do espago H}(Q)\{0} na variedade de Nehari S.

Observacio 3.4. Do fato que Au é o tinico ponto na direcio u que intersecta ao conjunto
S e J(Au) = maxysoJ(\u), entdo a variedade de Nehari é descrita como o conjunto de

pontos de maximo do funcional ® na direcao u.

Prova do item (b) Lembremos que S = {u € HY Q) : |lul| = 1}, e que a
fungao v : Hy(Q) — R é definida como

v(u) =< 7J(u),u >
:ié|vufdx—lfﬁhmm (3.14)
ﬂmw_qummx

E com derivada

V(W) = <vu),v>
= 2/Qvu.vvda:—/Qf(u)vdx—/Qf’(u)uvda:.

Assim, a fungao 7 é continua em H; () e como {0} é um conjunto fechado em R temos

que v 1({0}) = S é um conjunto fechado em HJ ().
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Afirmacgao: A variedade de Nehari S ¢ ilimitada. Sem perda de generalidade, pode-

mos supor que 0 € Q C RY. Tomemos d suficientemente pequeno tal que
D = (0,d) x (0,d) x --- x (0,d) C 9.

Para cada k € N, definamos as fungoes 9, : 2 — R como

kmaq krx,

sen( d )« - sen( d ) 3  x€D,
0 ;o xeQ\D.

wk(xlf“ ’xn) = {

Seja M; = n(%)Q(%)", entdo temos que ||1/1k\|§101(9) = M;k?*. Com efeito,

leeldye = [ 1l da

- 3% 2

N /Z| 8932

o (9?/% 2

N Z/ | (%,

B k:7r k;7ra:1 g ki o Wy,
_Z/ d) cos(d) sen(d)dx

= (k—W)2 ;/QsenQ(kal) . [1 — senZ(@)} - ~sen2(k7mn)da:

d

= P [ et (I st (T psen? (T et
: D

—senQ(ki;71 )sen2(k7;x2) . .sen2(k7mn

)}dx.

Aplicando o Teorema de Fubini temos

d k:7r
n d” km
—;27@
dyp Moo 2
:”(5)71(3) k® = Mk

Agora, provaremos que

/kaf(wk)dx < 2Bd".

Do fato que | ¢y (z) |< 1, para todo z € 2, temos que

Jf@ade < | [ wifde |
L Tt | do
| 1) | da.

IN

IA

krx,

(3.15)
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Como f é suberitico, entao | f(u) |< B(| u [P 4+1), para todo u € R e algum B > 0. Deste
modo, segue-se que
| f(¢r) |< 2B para todo k € N,

logo
/kaf(z/;k)d:cg /QzBda;

— | 2Bdx (3.16)

Agora, de (3.14), (3.15) e (3.16), temos

06 = Il = [ vt ade,
> M k* —2Bd".

Tomando limite quando k& — +o0o temos que y(¢x) — +oo. Seja A > 0 arbitrario e
fixado, entao
dng € N: k> ng = v(¢y) > A.

Usando o item (a), temos que oy, > 1: agthy, € S para todo k > ny.

Afirmacgao: (o) é infinito. De fato, é suficiente provar que a sequéncia real ||axy|| —

+o00 quando fazemos k — +oo. Como ay > 1 temos que

larth]| = cl|vnll >[lvel = M7k, (3.17)

de onde concluimos que ||agg|| = 400 quando k — +o0.
Agora suponha que (o) é finito. Entao

existe ko € N tal que se k > ko temos o = api1WVpyr = -+

Logo
(x| é convergente. (3.18)

Seja C' > 0, tal que

De (3.17): Jky € N: k > ky = [Jastu]| > C.
De (3.18): Fky €N : k > ky = [othi| < C.

O que leva a uma contradigao. Assim, (axr)reny C S € infinito.

Provemos que S é uma subvariedade de classe C' de H}(2). Lembremos que

S = {u € Hy(\{0} : 7(w) =0} =7 ({0}).
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Afirmagao: 0 ¢ um valor regular de 7. Com efeito, seja u € S = v 1({0}), entdo
v(u) = 0, da hipdtese (3.5) temos que f( ) < f'(u) para todo u # 0, de onde — f'(u)u? <

—f(u)u. Integrando esta desigualdade, nés temos
—/ fu)u® < —/ f(uw)udz. (3.19)

Q Q

Agora, desde que
Y(W(u) = <vy(u)u>
= 2/ | vu |2 dx—/ f(u)udx—/ f(u)uPda,
Q Q Q

e por (3.14) e (3.19), temos que

<vy(u),u> < Q/QIVu \2da:—2/gf(u)udx
27(u)

p—t 0’

de onde temos que < 7y(u),u ># 0 e, pela definicio 2.8, concluimos que S é uma
subvariedade de Hj () de classe C.

Provemos agora que A : S* — (0, +00) é de classe C'!. Definamos a funcio
@:(0,400) x S — R
(a,u) — p(a,u) =v(au).
Seja u € S e a > 0 entao

pla,u) =vy(au) =0 < aue S

& a=\=\u).

Assim, p(A(u),u) = 0 e além disso

op ~
5 Mu)u) = 7 (Au)u)u

= < vy(Muu),u
= 2/V )Vuda:—/f)\uud:v—/f (Au) \u?dz
= 2/>\|vu|2dx—/f)\uudx—/f (Au) \u?dz.
Q Q Q
Pela hipdtese (3.5), temos

f ()

2 < f'(\u) para todo A >0,
Au

de onde obtemos
Lu) = <vyOu),u>

< 2/95\|Vu|2dx—2/gf(5\u)udx

_ Q) 0,
X
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isto é
i
Oa

Logo, pelo Teorema da funcio implicita, A € C*(S*, (0, 00)).

(A, u) < 0.

Finalmente, provemos que a variedade de Nehari S é difeomorfo a esfera unitaria

S°°. Definamos a seguinte func¢ao

p: S — S
u — h(u) = Mu)u.

e ¢ esta bem definida. Com efeito, pelo item (a), temos que Au = A(u)u € S.

e 1) & sobrejetiva. Com efeito, seja u € S, entdo m € S e do fato que Hu||m €S
entdo, pela unicidade de A, temos que )\(HZ—H) =||u||. Logo, é suficiente considerar v =
T € 8% pois ¥(v) = w.

[l

e ¢ é injetiva. De fato, sejam u, v € S tal que

Com efeito,

De onde obtemos 9101 = 1g~. De forma completamente similar temos que 1) ~tov) = 1g.
Assim, a funcao v é invertivel.

e )1 ¢ diferencidvel em S. Com efeito

(™) (w)(v) = lim

t—0 t
u+tv  u
R 7 I
t—0 t
o lull @t ) —ulu o]

=0 tlu + tof|ffull
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o ot =+ o)~ )
=0 tlu + tol[||ull
u + tul|—||u
o - ul =l
= lim
t=0 [+ tol|||ull

[uflo = ullul"v

ull?
lull = ulul
( [l v
entao ol =l
ul|l — ullu
(1) () = el = el
P

Concluimos que 1 é um difeomorfismo.

Observacao 3.5. Como uma consequéncia do resultado anterior temos que S nao é
compacto. Com efeito, como S é homeomorfo a S, e a esfera unitaria em um espaco de

dimensao infinita, ndo é compacto.

O seguinte resultado mostra que se u € S é um ponto critico de J sobre S, entao
u é um ponto critico ndo trivial de J : H}(Q) — R e, como consequéncia, uma solucio

nao trivial do problema (3.1).

Prova do item (c).
(=) Seja v € S um ponto critico de J sobre H}(f2) entao, para todo v € HJ () temos

que

J (u)yv =< v J(u),v >
=0.

Dai
< vJ(u),v >=0, para todo v € T,S.

Logo, pela definicdo 2.11, se tem que u é um ponto critico de J sobre a variedade de
Nehari S. Onde T, S é o espacgo tangente a S no ponto u.

(<) Seja u € S um ponto critico de J |g pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange,
Teorema A.17, existe A € R tal que

Afirmagao: A = 0. Com efeito, aplicando o funcional J’'(u), linear e continuo, no préprio

u, obtemos
J'(u)(u) = X (u)(w), (3.20)
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como u € S temos que
J (u)(u) =< 7J (u),u >
=7(u) = 0.

Por outro lado, da hipdtese (3.5), segue-se que

(3.21)

Y(ww) = <vy(u)u>
_ /Q{ | vu 2~ (w)u?}da
< /Q{ | vu |? —f(u)u}dac
= 7(u)
= 0.
Assim, 7/(u)(u) # 0. De (3.20) e (3.21) temos \y'(u)(u) = 0, isto implica que A = 0.
Concluimos que J'(u) = Ay/(u) = 0.

Outra forma de provar o fato é dada em [33], via o Teorema da Funcao Implicita.

Ou do fato que T,,S tem codimensao 1 e que H}(Q2) = T,,S @ Ru, veja apéndice.
Prova do item (d) Seja u € S entdo temos que y(u) = 0, e portanto

| 1vul = [ g =o.

ul|? = / flw) dx—/ | vu |? da. (3.22)

Pela definigao da funcional J e de (3

.22
J(u) = /
1
2

De onde

nds temos

)
&
/ —%’ﬁd

Da hipétese (3.4) segue-se que

1 m
> — = —|Jul]*.
> 5 [ muf(u)dz = Zu|

De aqui temos que J(u) — 400 quando |ju|| — +o00. Assim J |g é coercivo. Agora, o
Teorema da Imersao de Sobolev e o crescimento subcritico da f garantem a existéncia do
C > 0 tal que |ju|| > C para todo u € S. Logo,

mC?

> 0.

m
Tw) > 2l >

Concluimos que infg J > 0. O

Nosso proximo Lema, em particular, mostra que S é um subconjunto aberto de S

e que S; é um subconjunto fechado da variedade de Nehari S.
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Lema 3.6. A funcio h: H}(Q2) — H} () definida por h(u) = uy € continua. Também h

define uma fungdo continua de LPT1(Q) nela mesma.

Demonstragdo. Seja u € Hi () entdo uy e u_ € Hy(Q). Consideremos a seguinte fungio

Assim uy (z) = y(u)(z)u(zx), entdo \yh(u) = j(u) 7 u, no sentido fraco.

Agora provemos que h é continua em H{(£2). Sem perda de generalidade, podemos

supor que u, — u q.t.p de . Logo, temos que
1h(un) = h(u)|* = /Q | 7 (h(u) = h(w)) [* dx
= [ 1 Vh(u) = vh(u) [ do
= [ 1900 (V= ) + (o) = () 7w | da
< [ 21t (Tu, =) | +
2 [(lun) = 9(@)? | T ? da.
Desde que u, — u em H}(Q) e H}(Q) < LP(Q2), para 1 < p < 2* = 2% N > 3, entdo

U, »>u em LP = |lu, —ul, =0,

. /Q | — ) (3.23)

> do — 0.

Se | vu |= 0 em q.t.p de €, temos que a ultima integral converge para zero em

q.t.p de Q e junto a parte (3.20) obtemos que
17 (un) — h(w)]| — 0.

Se 7(u,) — 7(u) em q.t.p de €, entdo temos que [7(u,) — J(u)]? | Vu > 0 em
q.t.p de Q. Além disso, temos que

[(un) = 3w)]? | Vu > < | vu > em q.t.p de Q.
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue-se que

1) = sw) Pl w2 dz = 0.

Consequentemente ||h(u,) — h(u)|| — 0, implicando que h € C(H}(£2)).

Provemos agora a continuidade da funcao

h: LPPH(Q) — LPTY(Q)

U = Ug.
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Seja u, — u em LPT(Q), sem perda de generalidade, podemos supor que u, — % q.t.p

em (). Desde que

() = BEIEE = [ | Bun) = () |7+ da
= [ n)s =y P o

< / | u, —u [P da.
Q

Pelo Teorema B.4, existe g € LPT1() tal que | u,, |< g para todo n € N e q.t.p de 2. Daf

obtemos
| up —u [P< (| g | + | w]|)P™" para todo n € N.
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que
/Q|un—u Pt dx — 0,

consequentemente temos que ||h(u,) — h(u)| Zﬁ — 0 o que implica que h € C(LPT).

[
Lema 3.7. Dado w € S, entio existe um caminho T, =T € CY([0,1],5) tal que

a) I'(0) = aw; € G* para algum a > 0,
['(1) =bw_ € G~ para algum b > 0 e

b) weStea<leb>l,
T(t) € ST & y((t)) <0ete(0,1).

¢) I'(3) = awy +bw_ € 5,
L([0,1) NS =A{T'(3)}-

d) J(I(0)) < J(T(t)) < J(I'(3)) para t € (0,3).
Demonstra¢io. Prova do item (a) Como w € S entéo ela muda de sinal, isto é w,. # 0

e w_ # 0. Consequentemente, pelo Lema 3.2, existem a, b > 0 tais que aw, € G e

bw_ € G~. Além disso, temos que a combinacao linear convexa
(1 —t)aw, + thw_ # 0, para todo t € [0, 1],

portanto, pelo Lema 3.2, existe a € C''([0, 1], R) tal que I'(t) = a(t)[(1—t)aw,+tbw_] € S.
Ademais, T'(t) € S, para todo t € (0,1). De onde concluimos que I' € C'([0,1],5). Do

fato que I'(0) = a(0)aw; e como aw, € S, pelo item (a) do Lema 3.2, temos que «(0) = 1.



30

Assim, T'(0) = aw, € GT. Por um raciocinio completamente andlogo nés podemos obter
que I'(1) = bw_ € G~. Além disso,

I(

a a
a+b) = o

Pela unicidade do A, Lema (3.2), segue-se que

b N
aib):a+ , pois weSCS.

o ab

De onde concluimos que
a

a+b

I'( ) =w

Além disso, temos

weS < y(wy)=vw_)=0

S wy ew_ €8
1

& a=b=1 = _,
“ ea—i—b 2

Onde fazemos uso do Teorema F.9, do Lema 3.2. e da definicao de S.

Prova do item (b). Do fato que I'(t) € S e da defini¢gdo do conjunto St temos a

seguinte equivaléncia
I(t) e St < 4(T(t):) < 0.

Provemos a outra equivaléncia, isto ¢, y(T'(t)+) < 0 <t € (0, 3).

(=) Lembremos que
I'(t) = at)(1 —t)aws + a(t)tbw_ € S,

de onde y(I'(¢)) = 0, e pelo Teorema F.9 temos que y(I'(¢)_) > 0. Do Lema 3.2, segue-se
que

dK < 1: Ka(t)(1 —t)awy € S.

Além disso, como aw; € Gt C S, e a unicidade de )\ segue-se que
Ka(t)(1—1t)=1. (3.24)
Do fato que y(I'(t)_) > 0 e pelo Lema 3.2, temos que

M >1: Ma(t)tbw_ € S.
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Segue-se que

Ma(t)t = 1. (3.25)
De (3.24) e (3.25), temos que
. K
- M+K

Por outro lado, desde que

1
K<l<M = te(O,ﬁ).

(<) Por contradi¢ao, suponhamos que v(I'(t);) > 0.

Se v(T'(t)4) = 0, temos que I'(t), € S, desde que T'(t)y € H}(2). Do Lema 3.2
obtemos
at)(1—1t)=1. (3.26)

Pelo Teorema F.9, temos (I'(¢)-) = 0, de onde temos
a(t)t =1. (3.27)

De (3.26) e (3.27), obtemos: t = 3. (=]«)
Se v(T'(t)+) > 0, entao y(I'(t)-) < 0 Logo

dK>1 : Ka(t)(l—-t)=1 e
dM <1 @ Ma(t)t=1.

K
M+K

1K
2 M+ K

Assim, temos que t = e desde que M < 1 < K, obtemos

oo ]
o que implica 5 < t. (=]«)

De onde concluimos que
(I(t)+) <0.

Seja w € S*, entdo pelo provado no item (a), existe T, € C1([0, 1], S) tal que

r'0) = aw, € G* C S paraalgum a >0

I'l) = bw_e G~ CS paraalgum b>0 e I'( ¢

a+b

) = w.
Pela definicao dos conjuntos S e 5“, temos
we St s yw) =0 e y(wy) <O0.

Agora, provemos que: y(w) =0ey(wy) <0< a<leb> 1.
(=) Da hipétese, temos que y(w;) < 0 e y(w_) > 0 de onde, pelo Lema 3.2, temos que

Existe um tnico k < 1 tal que kw, € S, entao a =k < 1.

Existe um tnico r > 1 tal que rw_ € S, entdao b =1 > 1.
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Além disso

0< " < !
a+b 2
(<) Considerando a < 1, suponhamos que y(w,) > 0.

Se v(w,) = 0, entdao como w, € H}(Q) temos w, € S. Assim a = 1, 0 que é uma

contradicao.

Se y(wy) > 0, e como w, € H(), entdo pelo Teorema F.1 existe M > 1 tal
que Mw, € S e pela unicidade de A, Lema 3.2, temos que a = M > 1, o que é uma

contradicao com nossa hipotese.

Prova do item (c) Do fato que
[(t) = a(t)(1 — t)awy + a(t)tbw_ € S,

obtemos ) (1/2)
MG = . 2

Agora como aw; € Gt C Sebw_ € G~ C S entdo y(awy) = y(bw_) = 0 e pelo Teorema

(awy +bw_) € S.

F.9 obtemos y(aw, + bw_) = 0, o que implica aw, + bw_ € S. Assim, concluimos

1 1
a(§> =2e F(§) =aw; +bw_ € 5.

Provemos agora I'([0,1]) N S1 = {T'(3)}.
(2) Dos resultados acima.
(Q) Seja I'(t) = a(t)(1 — t)awy + a(t)tbw_ € Sy, obtemos y(a(t)(1 — t)aw;) = 0, o que
implica a(t)(1 — t)awy € S. Pelo Lema (3.2), segue-se que

alt)(1—1t) =1. (3.28)
De forma completamente analoga, nés obtemos
a(t)t = 1. (3.29)
De (3.28) e (3.29), obtemos

t

_ 1
=3
Prova do item (d) Vejamos que J(I'(0)) < J(I'(t)) < J(I'(3)) para ¢ € (0,1). Lembre-

mos que

J(A(w)u) = max J(Au) > 0.

A>0
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Como w € S entédo wy # 0 e w_ # 0 logo, existe um tnico a > 0 tal que aw_ € S. Entao

J(aw_) > 0, daqui e do Teorema F.8, temos que

J(D(0)) < J(D(0)) + J(aw_)

(
(
= J(awy +aw_)
= J(aw)
< J(w)
= J()
< J(awy) + J(bw_)
= J(aws +bw_)
= J( 1

Lema 3.8. O conjunto G+, ST, W+, Si, W=, S e G~ satisfazem

a) Gt, S; e G sdo fechados e G, G~ sao conexas por caminhos.
b) S é aberto e os subconjuntos St e S~ sdo abertos e separados por S.

c) Sew € Gt e J(w) = ming+ J, entdo J(w) = IVI[l/iPJ e w é um ponto critico de J.

Demonstragio. Prova do item (a). Lembremos que
Gt = {uES:uZO}
S = {ueg:v(qu):O}
G- = {ues:u<o}

Além disso, pelo Lema 3.6 e a definicao da -y, temos que

h:HNQ) — HYQ)

u — u',

v:Hy(Q) — R

u = y(u),

sao fungoes continuas. Assim, a funcdo composicao v o h : H}(€2) — R é continua.
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I
m
Uy
=
A
(@)
—
I
o
D)
iy
—+
D
=
O
&

& wuc (yoh) ([0, +c0)).

Como [0, +00) é fechado em R e o h é continua, temos A = (yoh)~1([0, +00)) é fechado
em Hj(Q).

ueB & y(uy) <0
& (yoh)(u) <0
& ue(yoh)((~o0,0))

Pelos mesmos argumentos que o caso anterior, B é fechado em H}(Q2). De onde concluimos
que S; = AN B é fechado. De forma completamente andloga, temos que G~ e Gt sao

conjuntos fechados.

Agora provaremos que G e G~ sdo conexos por caminho. Vamos fazer a prova
para o conjunto G*. O outro caso, para o conjunto G~, é completamente similar. Sejam

u, v € GT, tomemos a combinacdo linear convexa.
Z(t) =tu+ (1 —t)v; telo,1].

Da definigao do conjunto G temos que Z(t) # 0 para todo t € [0,1] e do Lema 3.2 existe
um tnico a(t) > 0 tal que «a(t)Z(t) € S para todo t € [0,1] e a € C([0,1],R). Do fato
que u > 0 e v > 0 temos que a(t)Z(t) € G* para todo t € [0,1], isto é, a combinagao
linear convexa ¢ projetada na variedade de Nehari de maneira tinica gerando o caminho

procurado.

B8:10,1] — G*
t — B(t)=at)Z(t).
Logo, 3 é o tinico caminho, que conecta u e v, de classe C' contido completamente no

conjunto G*. Com efeito, desde que u, v € G* e a(t) > 0 temos a(t)Z(t) > 0 em S, o
que implica B([0,1]) C G™.

Prova do item (b) Lembremos que

S = {UGS:qu;éOeu_;éO}
{uGS:uJF%O}ﬂ{uES:u_%O}
{UES:h(u)#O}ﬂ{uES:h*(u)#O}.
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Desde que h e h* sao fungdes continuas e repetindo os argumentos da parte (a), resulta

que S ¢ aberto.
St ={ueS:y(uy) <0} ={ueS:(yoh)(u) <0}
Provemos que o conjunto St 6 aberto. Da equivaléncia
ue St e ue (yoh)((—0,0)),

temos que S+ & aberto pois (—o0,0) é aberto em R e 7 o h é uma fungao continua.

De forma completamente similar se prova que S = {u €S y(uy) > O} é um

conjunto aberto.

Afirmacdo: Os conjuntos ST e S~ estdao separados por S;. Com efeito, tomemos o
caminho o : [0,1] — S conectando o(0) € S* e o(1) € S~. Assim, temos

0,1 %H% HLR

Agora, como o(0) € S*, entdo y(c(0),) < 0. Logo

(yohoo)(0) = A(h(c(0)))
— (0(0)2) <0

(yohoo)(1) = ~(h(o(1)))
— (o(1)4) > 0.

Pelo Teorema do valor intermédio, existe ¢ € (0,1) tal que

(yohoo)(c) =0=7(o(c)+) =0

assim o(c) € S pois o([0,1]) € S. Concluimos que o([0,1]) NSy # .

Prova do item (c) Provaremos primeiro a seguinte afirmagao.
Afirmacdo: miny+ J = ming+ J. Com efeito, desde que G C W+ = Gt ST, conse-

quentemente nds temos a desigualdade infy+ J < infg+ J. Agora seja u € W,

e Se u € G entdo infg+ J < J(u).
e Se u € St entdo pelos itens (a), (b) e (d) do Lema 3.7 temos que existe v = I',(0) € G*
tal que J(v) < J(u) entdo

iélf] < J(w) < J(u).

Concluimos que
inf J < inf J.
G+ W
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Agora como J(w) = ming+ J entdo J(w) = miny+ J e como W é aberto em S entdo w
¢ minimo local de J. Portanto, w ¢é ponto critico de J em S e, pelo Lema 3.2, temos que
w é um ponto critico de J sobre todo o espago Hi ().

[

Lema 3.9. Sew € 5] e J(w) = r%inJ entao w € um ponto critico de J.
1

Demonstragio. Para concluir que w é um ponto critico de J em H{ (), é suficiente

mostrar que w é um ponto critico de J |g.

Suponhamos que v7J(w) # 0 e que w nao seja ponto critico de J em S, isto é,
v J(w) nao é ortogonal ao espago tangente no ponto w (ou seja, o gradiente tem sombra
no espago tangente). Assim, P, v/ J(w) # 0 onde P, 7 J(w) denota a projecao ortogonal
do 7J(w) no espago tangente. Veja Figura 4.

Vamos fazer uso de uma versao do Lema da Deformacao, veja C.34. Sejam os

conjuntos

c={u).

B = {u €S |lu—w|> (5}, onde ¢ = imin{HerH, Hw,H}, conjunto fechado.

Como P, v J(w) # 0, entdo ||P, 7 J(w)]| # 0. Seja e = MIM > 0, assim

temos que

o |7 J(w)| >2e>0.
e CNB=.

e (' é compacto.

Estamos nas hipoteses do Lema da Deformagao, entdao para algum k > 1, existe
g: H}(2) — R continua e positiva, existe a deformagdo A € C([0,1] x H(2), Hi(Q)) tal

que para algum ¢y > 0 e para todo t € [0,ty), se cumprem as seguintes afirmacoes

o A(t,z) = x para todo = € B,

o p(A(t,z),z) < kt, para todo z € H(Q),
o J(A(t,z) = J(2) < —hg(@)| 7 Pud ()],
e g(w) =1.

Assim, temos

e A(t,x) = x para todo = € B,
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o J(A(t,z)) < J(z), para todo z € H}(Q),
o J(A(tw)) < J(x) = 4P v T ()]
Como w € S; e do Lema 3.7, existe o caminho I',,(t) = I'(¢), definido como
I(t) = a()[(1 - thwy +tw_] € 8. (3.30)

Entdo o caminho deformado é definido como

t
() = /1(50,
Por (3.27), (3.28) e as afirmagdes do Lema da Deformacdo, Para todo ¢ € [0,1]\{3},

segue-se que

['(t)) para todo t € [0,1]. (3.31)

J(I() = J(/l(§0 () < J(I(@))
= J(a@)1 = twy) + J(a(t)tw-)
< J(wy)+ J(w-) pois wy,w_ €8
= J(wy +w-)
= J(I(1/2))
= J(w).
Por outro lado, temos
IO = 1))
to
= A, w))
Jw) = 2Py v Jw)|
J(w)

Assim, concluimos que J(I'y(t)) < J(w) para todo t € [0,1]. De onde nds temos que

max {J(I'(t)); ¢ € [0,1]} < J(w) = min J.

1
Pela defini¢ao do 6 > 0, vemos que
oy — wll = ey — wy —w_ || = || >4,

lw-+ —w| = lw- —wy —w_[| = [w ]| > 0.

Da definicao de conjunto B, concluimos que w, e w_ pertencem ao conjunto B. Entao

L0) = ACYT(0) =T(0) = w, € G,
ra) = A Ta) =T =w o
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Figura 4 — Proje¢ao da \7J(w).

Como G e G~ sao separados por S, obtemos que I'1([0,1]) N S1 # 0 o que leva a uma
contradigdo com a hip6tese auxiliar. Assim, temos que w é um ponto critico de J |g e,

devido ao Lema 3.2 item (c), se segue a demostragao.

3.4 PROVA DO RESULTADO PRINCIPAL

Neste secao, provaremos o Teorema 3.1, isto é, a existéncia de pelo menos trés
solugbes nao triviais wy, we € ws, para o problema (3.1), onde duas delas, digamos w; e
wy, sao de sinal definido e a terceira solu¢ao ws muda de sinal exatamente uma vez. Mais
ainda, as solu¢oes de um sinal tem indice de Morse 1 e a solucao que muda de sinal, ws,

tem indice de Morse 2.

3.4.1 EXISTENCIA DE UMA SOLUCAO QUE MUDA DE SINAL

Pelo Lema 3.2 existe C5 > 0 tal que C3 = iglf J e, pela definicado do infimo, existe
1
uma sequéncia minimizante (u,) C S, tal que
lim J(u,) = inf J(u) = Cs.

n—00 u€Sy

Agora, como (u,) C S; e do Teorema E.4, temos que

V((un)y) = 7((un)-) = 0, para todo n € N.
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Como (uy)+, (u,)— € Hi(2)\{0} e pela definigdo dos conjuntos G* e G~, temos que a
sequéncia () 1), € G e ((tn) )32y € G~

Afirmagao: (uy,),en € S é limitado. Com efeito,
1 2
J(un) = /Q {51 7w P =F(u,) jda

= ;/Q{f(un)un—QF(un)}dx
> ; /Q Mt f (1) e

m 2
= o lual

Agora como (J(u,)) C R ¢ limitada, segue-se que (uy)neny € Hi(Q) ¢ limitado. Pelo
Teorema A.18, (uy,), ((un)+) e ((u,)_) convergem fracamente no espago Hg (1), e pelo Te-
orema da imersao de sobolev podemos assumir, a menos de subsequéncia, que (uy,),((uy)4)

e ((u,)_) convergem em LPT(Q), isto é, existem u, v e w € H}(Q) tais que
Uy — U, (un)-i- — v, (un)— —w em H&(Q)a

Uy =t (un)y — v, (uy)- — w em LPTHQ).

Pelo Lema 3.6, temos a continuidade das fungoes h : LPT1(Q) — LPT1(Q) definida
por h(u) = uy e g : LPT(Q) — LPT(Q) definida por g(u) = u_ de onde, temos que

uy =v>0eu_=w<0.

Afirmacao: u € 5;. Com efeito, do Teorema E.5, temos que

/F((un) Yz — / (uy)dz,

/Fun da:—>/F

| ) w)sde = [ e f(u)de,
L F) ) de = [ fu

Agora, como (tp)nen S St, temos que ((un)+) = ¥((un)-) = 0, isto é

e oll? = [ () F((n))der,
o)1 = [ () () )

Entao, pelos resultados anteriores, temos que

[usflude = tim [ () f((wn))de,

Além disso, temos

= Jim () > 0.
/Qu_f(u_)dm = Jim [ ()= f(()-)d,

n—oo
— : 2
= lim [[(un)-[I" >0
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Concluimos que u4, u— # 0 e, consequentemente, u = u; + u_ muda (ou troca) de sinal.

Afirmagao: (u,)y — uy em H}(Q). De fato, procedemos por contradigio. Entdo,
sem perda de generalidade, podemos supor que |Ju|* < 1_131 inf||(u,)]|?. Consequen-
n (o0}

temente, temos

) = M= [ e flus)de. (3.32)

De onde nés temos
) < Jim infll ()7 = [ wef(u)d

= N inf [ (un) 4 [|* — lm [ (wn)1 f((un)1)do

= Jim inf (|l(un) 42 = [ () ((un))dr) = 0.

Concluimos que y(uy) < 0 e, pelo Lema 3.2, existe 0 < a < 1 tal que au, € G (dado
que auy € S e auy > 0). E analogamente, se for necessario, existe 0 < 5 < 1 tal que
Pu_ € G, de onde obtemos que auy + fu_ € Si. Isso fornece uma contradi¢do, uma

vez que
J(ouy + fu_) < lim inf J(a(un)4 + B(un)-)
= lim inf {J(a(un)}) + J(B(un)-) }
< i inf {T((un) 1) + () )}

n—oo
= lim inf J(uy,)
= (4
inf J,
S1
o que é impossivel, pois, auy + fu_ € S;. Portanto (u,), converge fortemente para

em H(Q), (up)y — uy em H (). O que prova a afirmagcio.

Analogamente, concluimos que (u,)_ converge fortemente para u_ em H}(Q) e
assim (u,) converge fortemente para v em H}(Q). Pelo Lema 3.8 item (a), S; é fechado,

entdao u € S; = S;. Portanto
J(u)=Cs = igllfJ = rréian.

Fazendo w3 = u vemos que J |g, atinge seu minimo em ws, entdo pelo Lema 3.9
temos que w3 é um ponto critico de J. Consequentemente, pela formulacao variacional

do problema, w3 é uma solugao fraca nodal para o problema (3.1).

Mostraremos, por contradicao, que w3 muda de sinal exatamente uma tnica vez,
ou equivalentemente, ws tem exatamente dois dominios nodais. Como ws é continua,

entao o conjunto

E = {a: € Q/u(x) # O},
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¢é aberto. Suponhamos que w tem mais de dois dominios nodais ou que w muda de
sinal mais de uma vez, entao, sem perda de generalidade, podemos assumir que existem
componentes conexas A, B, C' de E, veja Figura 5, tais que u > 0em Aeu <0 em B.
Agora, sejam u 4, up € uc as extensoes nulas de u |4, u |p € u |¢, respectivamente. Desde

que ws € solu¢ao do problema (3.1), entao

A wz + f(ws) =0 em €, segue que y(uq) = y(ug) = v(uc) = 0.

[RA

/—\

VD

Figura 5 — Componentes conexas da FE.

Do item (d) do Lema (3.2), temos que infg J > 0, entao

J(ua+ug) < J(ua+up)+ J(uc)
J(ua + up + ue)

= J(ws)

= (s

= inf J,
St

IN

o que é uma contradi¢ao, desde que ug + ug € S;. Concluimos que E tem exatamente

duas componentes.

Finalmente, suponhamos que w3 ¢ um ponto critico ndao degenerado de J em

Hi(2). Da hip6tese (3.5) do problema, temos que

T'(ws)((ws)ys (ws)) = [ {7 (ws) e v (ws)s = f'(ws)(ws)- (), }do
= [ {1 9tws)s 2 =f (ws) (ws)? }a
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/Q{ | V(w3)+ |2 _(u3)+f((w3)+)}dm

= 7((ws)y)
= 0.

De forma completamente similar, temos que J”(ws3)((w3)_(w3)_) < 0. Concluimos
que w3 tem indice de Morse 2, dado que < (w3)4, (w3)_ > é o maior subespaco de H} ()

onde J"(ws) é definida negativa. Note que
< (W), (we)- >= [ Twa)s. 7 (wy)-dw =0,

3.4.2 EXISTENCIA DE SOLUCOES DE SINAL DEFINIDO

Para completar o objetivo deste Capitulo do trabalho vamos estabelecer a existén-
cia das solugoes com sinal definido, denotadas por wy > 0 e wy < 0. Mostremos que J |g
tem minimos locais em w; e wy. Mais ainda, esses dois pontos criticos, nao-degenerados,

tem indice de Morse 1.

Pelo Lema 3.2 item (d), temos que 3C; > 0 tal que C; = infg+ J. Logo, pela
definiao do infimo, existe uma sequéncia (u,)nen € G, chamada sequéncia minimizante,
tal que

lim J(u,) = C; = inf J.

n—00 G+

Afirmacao: (u,)peny € GT é limitado. Com efeito, como

T = [ {51 vulP ~Flu)}de

_ ; [ {F(wn)uin = 2P )}
> T | unf(un)da

m
= P,

desde que J(u,) é convergente, temos que u, ¢ limitado em H{(92).

Por outro lado, o fato que (u,)nen seja limitado em H{(2) nos permite concluir,
via o Teorema de Alougt-Bourbaki A.18, que (u,,) converge fracamente no espago Hj (1),
passando a uma subsequéncia se for necessario. E pelo Teorema da imersao compacta de
Sobolev, podemos assumir, a menos de subsequéncia, que (u,) converge fortemente em
LPH(Q), isto ¢, existe u € HL(Q) C LPT(Q) tal que

u, = uem H}(Q) e u, — uwem LPT(Q).

Pelo Lema 3.6, temos a continuidade da fungao h : LPT1(Q) — LPT(Q) definida
por h(u) = uy. De onde h(u,) — h(u) quando n — oo, o que implica, pela unicidade do
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Afirmacao: u # 0. De fato,
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/Qﬂf(ﬂ)dx = lim [ u,f(u,)dx

Afirmagao: u, — u em Hj ().

n—oo JO

_ : 2
= lim [u,]]

> 0.

De fato, procedemos por contradi¢ao, suponhamos que

existe uma sequéncia também denotada por (u,) tal que [[u[|* < lim inf|ju,||?. Conse-

quentemente,

Y(u) =

2 0 () d
lal}* ~ [ af(@ds
lim inf]|w,, || —/ uf(u)dz
n—00 (e}

. . 2
Jim inf (||un|| — /Qunf(un)da:)
0.

De onde concluimos que y(u) < 0 e, pelo Lema 3.2, existe 0 < a < 1 tal que

au € GT. Isso fornece uma contradicio, uma vez que

J(au) =

IN

O que ¢ impossivel de acontecer.

/Q{; | V(aw) |* —F(ow) jdz

1

5/9042 | v (w) |? dx—/QF(ozﬂ)dx
%l — [ Fland

5 Uu 0 au)ax

2

a—liminf||un||2 —/ F(au)dx
2 Q

n—oo

e llaun

lim 1nf{T —/QF(aun)da;}
lim inf J(aw,)

n—oo

A, J(atn)

Cy

inf J.
G+

Portanto, (uy,)nen converge fortemente para u em H; (£2)

e desde que G é fechado temos que u € G*. Mais ainda, pelo Lema 3.8, vemos que w; = @

é um ponto critico de J e, consequentemente, uma solugao positiva para o problema (3.1).

Obtemos a solugao negativa wy € G~ C W™, fazendo uso de argumentos similares

aos ja usados no caso da solugao positiva. Entao, podemos definir

Cy =inf J = inf J = J(wy).
G- W
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Finalmente, suponhamos que w; é um ponto critico nao-degenerado de J, entao

tem indice de Morse 1. Com efeito, da hipdtese (3.3), temos que

J"(wl)(wl,wl) = < J"(wl)(wl,wl)
- /Q { v wi. Y Wy — f’(wl)wlwl}d:c
— /Q{ | v, |2 —f’(wl)wf}dx
< /Q | w; |? —/lef(wl)d:c

= 7y(w)
= 0.

Segue-se que w; é um ponto critico nao-degenerado, com indice de Morse 1, pois < w; >

¢ o maior subespago de Hj(f2) onde J”(w;) ¢ definida negativa.

De forma completamente similar, obtemos J”(ws)(ws,ws) < 0. Fazendo uso de
argumentos completamente andlogos ao caso anterior, concluimos que wy é ponto critico

nao-degenerado com indice de Morse 1.

Finalmente, para concluir a prova do Teorema 3.1, observemos que

Cs = J(ws) = J((ws)s)+ J((ws)-)
> J(wq) + J(ws).

Lembre-se que wy € S entao y((ws3)+) = 0 e y((ws)-) =0, isto é, (ws)+ € Se (w3)_ € S.
Logo J((ws)4) > J(wy) e J((ws)_) > J(ws).

Observacao 3.10. Algumas consideracoes:

e Motivados pelo principio de mini-max apresentado e o resultado de Castro e Aduén,
Infinitely Many Nonradial Solutions to a Superlinear Dirichlet problem . Seria
interessante estudar a existéncia de solugoes nao radiais que mudam de sinal exatamente
uma vez.

No artigo de L. A. Maia; O. H. Miyagaki; S. H. M. Soares, A sign-changing solution for
an asymtotically linear schodinger equation se estuda a existéncia de uma solucao
radialmente simétrica que muda de sinal exatamente uma vez. Além disso, se obtém

informagao sobre seu indice de Morse.
e O principio de mini-max ainda é valido quando f é trocado por \f onde A € R.

e A condicao (3.4) pode ser considerada apenas para u suficientemente grande, isto é,

existe K > 0 tal que

fuw)u —2F(u) > muf(u) paratodo |u] > K. (3.33)
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e O resultado apresentado complementa e estende os resultados de Wang em [35], No sen-
tido que os resultados obtidos em [35] ndo implicam a existéncia de solug¢oes de mudanga

de sinal, muito menos a existéncia de solugoes que mudem de sinal exatamente uma vez.
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4 O PRINCIPIO DE MIN-MAX PARA PROBLEMAS ASSINTOTICA-
MENTE LINEARES

Ao longo deste Capitulo, w denota um ponto critico de J satisfazendo a carateriza-
¢ao variacional do Teorema 3.1. Além disso, Assumimos que w é um ponto critico isolado
e de mudanca sinal, deixamos que X denote o subespago linear de H} () gerado por
{wy,w_}. Assim, X é um subespago bidimensional. Denotamos por Y ao complemento
ortogonal de X em HJ (). Agora pela defini¢cio do funcional de energia J e da hipétese

(3.5), nds temos que

< J"wwy,wy >= /Q (V wy - YWy — f’(w)wi)da:
= [ (e w) = fw)d)do

-/ wz(fijf — flws))de
<0

De forma completamente similar, obtemos
< J'w)w_,w_ > < 0.

Do fato que wy e w_ sdo ortogonais em H}(Q) podemos concluir que J"(w) ¢
definida negativa sobre X. Agora, como w é um ponto critico isolado, podemos assumir

que existe e > 0 e K > 0 tais que
vJ(u) #0 se 0<|u—w|<v2e¢,

<J'w+z+yv,v> < —K|v|?* para todo v € X; x,y € B.(0). (4.1)
Como J € C?, entdo permite desenvolver a Férmula de Taylor de segundo ordem em
torno do ponto w:

J(w+z)=Jw)+ J(w)x+ J"(w)(z,z) + R(z), onde lim R()

llz||[—+0 ||x||?

=0.

Logo, pela defini¢ao do limite, existe € > 0 tal que R(z) < K||z||* para ||z|| < e. Agora

como J'(w) = 0, temos que
Jw+a) = J(w) +J"(w)(z,z) + R(z) < J(w) = K|z + Kl|z[|* = J(w).

Assim
J(w+ z) < J(w) para todo x € B.[0]. (4.2)
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4.1 LEMAS PRELIMINARES
Lema 4.1. Eziste § € (0,¢) tal que se y € B(0,6)NY e ||z <e comz € X, entio

Jw+z+y) < J(w).
Demonstracao. A prova é por contradicdo. Suponhamos que existam sequéncias
yn € B(0, 711) NY, z, € X com ||z,|| <e e Jw+z,+yn) > J(w).
Assim, temos que

(xn) € X, (yn) CY com lim_ g, =0, |zall <e e J(w+z, +yn) > J(w).

Desde que X é de dimensao finita, sem perda de generalidade, podemos assumir

que hr& z, = 0 e |[4|| < e. Do fato de ser J um funcional continuo, temos que
n—--—+oo

J(w+ 1) > J(w), mas isto é uma contradicao com (4.2), desde que v7J(w) = 0.
[l

Lema 4.2. Eziste uma fungao continua ® : B(0,6)NY — B(0,e) N X.

Demonstragio. Pelo Lema 4.1 temos que existe 6 € (0,¢) tal que B(0,0) NY # (. Da
hip6tese para o funcional J, para y € B(0,d) NY existe G € B[0,e] N X tal que

Jw+y+1u) = max{J(w+y+x); |z|]| < e,z € X},
consequentemente, temos que
<vJ(w+y+1h),z; > = 0, para todo x; € X.
Prova da unicidade de G: Suponha que existe uy € B[0,¢] N X tal que
<vJ(w+y+muy),ry > = 0, para todo z; € X.
Entéao, por (4.1) e pelo Teorema A.21, temos

0 = <VJ(wHy+1a)—vJ(w+y+u),t—uy >,
= <J"w+y+2)(0—u), 0 —uy >,

Desde que K > 0, concluimos que G = uyg.

Portanto, a partir da unicidade de i, segue-se a boa definicao da funcao & :
B(0,6)NY — B(0,e) N X definida como ®(y) = 1.
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Prova da continuidade de ®: Por contradi¢cao, suponhamos que ® nao é continua.

Entao existem p > 0 e uma sequéncia (y,) C B(0,0) NY tais que
Yn — y quando n —> 00 e [[B(y) = 2(y)|| = p,

de onde temos

w+yn + P(y) — w4y + (y) quando n — oo.
Como o funcional de energia J ¢ de classe C?, segue-se que
VI (Wt +P(y)) — V(w0 +y+D(y)). (4.3)
Seja P : H}(Q2) — X C H}(Q) a projegao de H{ () sobre X, e P*: H} () — HY(Q)

o operador adjunto de P.

Afirmagao: P* 7 J(w+y+ ®(y)) = 0 para todo y € Y. Com efeito, sejam yo € Y e
h=y+xe H}Q), entdo

<PvvJw+y+®y),h> = <P vJwt+y+d(y)),y>+
<P vvJwt+y+2(y)), x>
= <vJ(w+y+P(y)),Py>+
<vJ(w+y+ d(y)), Px >
= 0.

De (4.3), da afirmagdo e pela continuidade de P*, temos que
P*7J(w+y.+2(y) — PPV J(w+y+ 2(y) =0.
Logo para n suficientemente grande segue-se que
IP* 9 T + o+ B()]| < Kp. (4.4
Da hipoétese, nos temos
< VI (WHYn+P(ya) = VT (WHYn +P(y)), D(y) = P(y) > < —K||P(y,) —P(y)[I*. (4.5)

Usando novamente a afirmagdo, a desigualdade (4.5) e o fato que P(®(y) — ®(y,)) =
B(y) — B(y), temos que

< VI (Wt Y+ 2(1)), P(2(y) — D(ya)) > = K[| (ya) — 2(y)]*,
Assim, obtemos

<P 7 (g + 2(y), 2(y) — (yn) > = K[ P(ya) — ()"
Agora, usando a desigualdade de Schwarz, segue-se que

1P 7 J(w + g + ) 12(yn) — 2] = K[[(yn) — ()"

Portanto, da hipétese auxiliar, podemos concluir que
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1P 7 J(w =+ yn + 2(y))l K@ (yn) — @(y)|

(AVARAY,

O que é uma contradi¢ao. Asim, ® é continua. n

Pelo Lema anterior, podemos definir J*(y) := J(w+y+ ®(y)) = max J(w+y+x)

o qual é de classe C''. Além disso, desde que 7J(w + y + ®(y) L X segue-se

<vVJ(w+y+Q(y),u) >=<vJ(w+y+2(y),r1 +y1)>
=< vJ(w+y+2(y),y) >

Lema 4.3. Para caday € B(0,9)NY, o conjunto S; N{w +y+ z; ||z|| < e} € nao vazio.
Onde S; ={u € S:uy #0,u_#0,v(uy) =0} e S € a variedade de Nehari.

Demonstragio. Seja y € B(0,0) N'Y entdo |y|| < 0. Consideremos a seguinte fungao
P:Y xR xR — R2, definida como

P(y,(s,t)) = (< vJ(WwH+y+sws +tw_),w+y+ swy + tw_ >,
<VJ(Ww+y+swy +tw ), (w+y+ swy +tw_)y >).

Afirmacao: P(0,s,t) =0 <= (s,t) =(0,0). Em efeito,
(=) Desde que P(0, s,t) = 0, entdo temos as igualdades

< V(w4 swy +tw_),w+ swy +tw_ > =0,
< (w+ swy +tw_), (w+ swy +tw_); >=0.

Ent&o, obtemos a igualdade y(w + swy + tw_) = 0. Mais ainda, temos

Yw+swr+tw)=0 = Y((1+s)wsy+(1+t)w_)=0 (4.6)
= Y((1+s)wy)+ (1 +t)w-) =0. (4.7)

Como w € S;. Entao, pelo Lema F.1, temos que

= VJw)ws) = v (w)(w-) =0
= Y(ws) =7(w-)=0
N

Wy, w_ €85.

vIw)wy) = vJ(w)(w-)=0

Logo, pelo Lema 3.2, segue-se que

= =2
— =
+ o+
=5
g €
_
IA A
= =2
e T
L
Il I
o O

N

(079]
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De (4.7), (4.8), (4.9) e a unicidade de A, temos que

Y((1+ s)wy) =0 entdo s=0.
(1 +twy) =0 entdo ¢t=0.

(<) s =t =0, implica que P(0,0,0) = (< VJ(w),w >, < VJ(w),ws >). Desde que
w € 51, temos que < VJ(w),w > = < J(w),ws > = 0.

Existe p > 0, tal que
|IP(0,s,t)]| > p se 0<|sws+tw_| <e. (4.10)
Como
P(0,s,t) = (< V(w4 swy +tw_), (14 s)wy + (1 +t)w_ >
= <VJ(wH swy +tw-), (1 + s)wy >),
podemos considerar a fungao f : [0,00) x [0,00) — R? dado por f(s,t) = P(0,s,t).

Assim, f é diferenciavel em seu dominio. Além disso, temos que

dfi df1
g(O, 0) E(O’ 0)
reo = 9 9
fo fa
g(O, 0) E(O’ 0)

Fazendo os calculos, temos que
det(f'(0,0)) = — < J"(w)ws,wy > . < J"(w)w_,w_ > < 0.

Dado que (0,0) € R? ¢ valor regular da fungio f no conjunto {(s,t) : ||sw; + tw_|| < e}

temos que (f, {(s,1) : ||swy + tw_|| < €},0) é uma terna admissivel. Logo,

d(f,{(s,t) : [|sws +tw_|| <e},0) = —1.

Podemos definir uma homotopia linear ente P(0,s,t) e P(y, s,t), denotado por
H :[0,1] x U — R?. Pela afirmagao, temos que
H(0,s,t) # (0,0), para todo (s,1).
. )
Agora por (4.10) temos que 35; < § tal que se ||y|| < d1, entao || P(y, s, t)|| > 3> 0

para |[swy + tw_|| = €. Assim, temos que H(1,s,t) # (0,0) e pela propriedade da

invariancia homotopica do grau, temos que
d(P(0,s,t),U,(0,0)) =d(P(1,s,t),U,(0,0)) = —1.

Onde U = {(s,t) swy +tw_|| < 8}.
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Segue-se que d(P(0,s,t),U,(0,0)) # 0, de onde, pela propriedade da existéncia de so-
lugdo do grau, temos que
lyll < d1, 3(s,t) tal que P(y,s,t) =0,
Assim, resulta que

VI(w+y+swy +tw)(w+y+swy +tw_) =0=>y(w+y+swp +tw_) =0
> w+y+swy +tw €5.

VI(w+y+swy +tw ) (w+y+swy +tw_)y =0 = y((w+y+swy +tw_);) =0.

Das informacoes anteriores e pela definicao do conjunto Sy, concluimos que w4y + sw, +
tw_ € Sl. ]

4.2 O INDICE DE LERAY-SCHAUDER DO PONTO CRITICO

Nesta secdo nds vamos provar que se o ponto critico w dado pelo Teorema 3.1 é
isolado entao seu indice de Leray-Schauder (grau de v7J em relagdo a zero em qualquer

regiao contendo w mas nenhum outro ponto critico de J) é +1.

Teorema 4.4. Seja w como no Teorema 3.1. Se ¥ C H}(2) é uma regiao limitada

contendo w e nenhum outro ponto critico de J no seu fecho, entdo
d(vvJ,X,0) = +1.

Demonstracio. Desde que J € C?, e w é uma solucdo nodal, como no inicio deste capitulo,
temos que X =< wy,w_ > é fechado e com dimX = 2. Entdo, Hj({2) tem a seguinte
descomposicao H}(2) = X PY.

Afirmagao: vyJ =1 — T, onde [ é a identidade e T" é um operador compacto.
Com efeito, pelo Teorema da Representagao de Riesz, Teorema A.16, é possivel identificar

H}(2) com seu dual [H}(£2)]*, entdao podemos escrever
T (u)p =< vJ(u),¢ >, vJ(u) € Hy(12).
Portanto, temos 7J : HJ(2) — H}(2) e

<vd(u),p> = /Qvu'vwdl‘—/ﬂf(uwdx,
= <u—T,¢>,

assim \7J = I — T e o operador T : Hj(2) — H}(£2) é definido por

<T(u),p> = /Qf(u)<pdx.
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Agora como f é subcritica e do Teorema F.12, temos que T' é compacto.

Pela afirmagao segue-se que (5/J, B.,0) é uma terna admissivel para o grau de

Leray-Schauder.

Finalmente, pelo Teorema 3 em [27], temos que

d(7J, B(w,€),0) (7J*, B(0,6,) NY,0) - (—1)%mX

(V‘]*aB(Oa 61) N Y7 0)

d
d

Por outro lado, pelo Lema 4.3, para cada y € B(0,0;) existe x € B(0,¢) tal que

w+y+x € 5. Consequentemente, temos a seguinte desigualdade

J(y)=J(w+y+x)
> J(w)
= J*(0).

Isto mostra que a funcional J* tem um minimo local no ponto 0, entao pelo Teorema

E.20, temos que d(s7J*, B(0,6;) NY,0) = 1. Assim, d(57J, B(0,¢),0) = 1.

Pela propriedade de excisao do grau de Leray-Schauder, se X' é uma regiao limitada

contendo w mas nenhum outro ponto critico, temos que

d(VJa 270> = d(VJ:Z—B(W,€)a0)+d(VJaB(W75),O)
= 0+1
= L

O

4.3 EXISTENCIA DE UMA SOLUCAO DE MUDANCA DE SINAL PARA PROBLE-
MAS DE DIRICHLET ASSINTOTICAMENTE LINEARES

Neste seccao, veremos que combinando os resultados do método Min-Max desen-
volvido no Capitulo 3, com os resultados teéricos da Teoria de Grau de Castro e Cossio

em [9], no caso em que a nao linearidade f seja assintoticamente linear, no problema

(4.11)

Au+ f(u) = 0 em £,
u = 0 sobre 0f2.

Isto é, assumimos que f'(+o0) = lim f'(u) € R, f'(—o0) = lim f'(u) € R. Forne-
, que f/(+o0) = lim _f'(u) € B, [/(~o0) = lim _f'(u)

cemos condigoes suficientes para mostrar: (i) a existéncia de pelo menos quatro solugoes,
uma das quais muda de sinal exatamente uma vez, (ii) a existéncia de pelo menos cinco
solugoes, duas das quais mudam de sinal. Além disso, uma de dessas duas solucoes de

mudanca de sinal muda exatamente uma vez.
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Teorema 4.5. Se tf"(t) > 0 para todo t # 0, f(0) =0 e f'(—00), f'(+00) € (A2, 00),
entdo o problema (4.11) satisfazendo (3.2), (3.3), (3.4) e (3.5) tem pelo menos quatro
solugoes. Uma de estas muda de sinal exatamente uma vez, se é isolado, seu grau de

Leray-schauder é +1.

Demonstra¢io. Como apontado em [9] Lema (3.2), as ultimas suposi¢des implicam que
(4.11), tem uma solugao positiva e uma solu¢ao negativa. Desde que zero é uma solucao,
entao resta apenas mostrar a existéncia de uma solucao que mude de sinal exatamente

uma vez.

Seja o € (1,1 + %) Definamos a sequéncia de fungoes (fy,)nen como:

f(¢) |t < g
@) =19 f(n)+ f'(n)({t —n)+ (t —n)° , t>mn; (4.12)
f(=n)+ f'(=n)(t+n)+ (t+n)” , t< —n.

Como o > 1 entao existe C; > 0, pois f tem um crescimento subcritico, tal que
|f(&)] < Cy(|t]” + 1), para todo t € R.

Provemos que

fnt(t) para todo t # 0. (4.13)

e Para |t| < n, temos que

e Para t > n, temos que
fat) = f'(n) + ot —n)7".
Desde que 0 <t —n < t e da hipéteses (3.5) resulta que
(t—n) <tlt—n)""to e f(n)+ f(n)(-n)<O0.
Entao temos

(t—n) <tlt—n)""lo e fn)+ f(n)(t—n)<f(nkt

e Para t < —n, temos que

Da hipéteses (3.5) resulta que

(n+1t)°

< on+t)°1 e
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Por outro lado, temos que nf'(n) > f(n) para todo n € N. Como tf”(t) > 0 para
t # 0, temos que f’ é crescente em (0, 00). Além disso, como f'(+o00) > 0e f'(—o0) > 0.

Entao, para t > n temos

fu(t) = f(n) + f'(n)(t = n) + (t —n)°

De onde
fo(t) < (f'(4+00) +1)[t|7, para todo t > n.

Por argumentos similares, obtemos
fo(t) = =(f'(—00) + 1)|t|7, para todo t < —n.
Portanto, existe Cy > 0 tal que
|fa(t)] < Co(|t]” + 1), para todo t € R e todo n € N. (4.14)
Onde Cy = max{Cy, f'(+00) 4+ 1, f'(—00) 4+ 1}. Sejam
Fu(t) = [ fuls)ds,
gn(t) = tfu(t) = 2F,(t) — afu(t) + tfa(a).

Usando a convexidade de f, no intervalo (0,+00); vemos que, para 0 < a < t

temos
9n(t) = fu(t) +tf0(t) — 2E,(t) — afy(t) + fula).
= fult) +1f,(t) — 2ful(t) — afp(t) + fula).
= (t —a)fp(t) + fala) = fal?),

> 0.

Assim, temos a seguinte desigualdade
tfn(t) = 2F5(t) = afn(t) — tfn(a).

Por outro lado, desde que f'(0) < A\ existe a; > 0 tal que f(a;) = A\a;. Seja

e € (0,min{f'(+00) — A2, f'(—0) — A2}). Do fato que f'(+00) > Ay, existe by > a; tal
que

f(t) > (f'(+00) — )t para todo t > b;. (4.15)
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Para t > by, de (4.15), da convexidade e da defini¢ao da f,, temos que
tfa(t) = 2F,(t) = arfu(t) — tfalar),

Zalfn(t)l1_< M )] (4.16)

f'(+o0) —¢€)

Similarmente, existe as < 0 e by < as tal que se t < by entao

A1
tha(t) — 2F,(t) > asfult) [1 - (Mﬂ (4.17)

Combinando (4.16) e (4.17) vemos que
tfa(t) — 2F,(t) > Al fu(t)] + D, (4.18)
onde
A= min{al, |a2|}.
D = min{min{tf(t) — 2F(t) — A|f(t)|;t € [bs, ba]},
min{tf,(t) — 2F,(t) — Al fu(t)],n € [1,b; — bal}}.

Para u € H}(Q), temos que

Tu(w) = [ {517l = Fuw}r,

¢ o Funcional de Energia associado a equacgao

{Au—l—fn(u) = 0 em (4.19)

u = 0 sobre Of.

Pelo Teorema 3.1, esta equacao tem uma solu¢do nodal w,,, que muda de sinal exatamente

uma vez. Onde,

J(wn) = min{ Ju(u);u € HY(Q), < VJ(us),us >=0,u_ # 0,u; #0}.

Agora veremos que, para n suficientemente grande, w, é uma solugdo para o
problema assintoticamente linear (4.11). Seja ¢ € C*(Q) C H(Q) uma autofuncio do
—/\ com condic¢ao de fronteira Zero de Dirichlet correspondente ao segundo autovalor As.
Pelo Principio de Courant-Weinstein ([16], pag 452) ou, artigo, H. Herrmann,
Theorie der eigenwerte und eigenfunktionen 1932, ¢ muda de sinal exatamente
uma vez. Entao, pelo Lema 3.2, temos que existem «, 3 > 0 tais que y(f¢_) = 0 e
v(apy) = 0. Agora, seja m > ||¢]|«(c + ) um inteiro positivo e do fato que: ag; <
af|¢llse; Bp— < Bl se obtém

ady < (a+ P)|[dllw <m 5 B < (a+ P)[[¢]lc < m.



o6

Entéao, para todo n > m obtemos f,(a¢;) = f(aps) e fn(Bo-) = f(Bp—). Além disso,

CcOmo

J(u 2/|Vu] das—/ F(u)dz,
/lvu’ e [, Fad (4.20)
< v (u), v>:/vu.vv—/fuvdq:
< Vn(u v>—/vuvfu—/fn Yodzx.

Segue-se que

vV (apy) = I (ady),
VI (Bo-) = I (Bo-).

Consequentemente,
In(wn) < Jnagy + Bo-)
= J(ags + Bo-).
Portanto
Jo(w,) < M =maz{Ji(w1), ... Jnor (W), J(a¢s + Bo-) }. (4.21)

Provaremos a existéncia de um inteiro positivo K tal que
|wn|loo < n para todo n > K. (4.22)

Isto vai estabelecer que, para todo n > K, w, seja uma solugao para (4.11) que muda de

sinal exatamente uma vez, dado que
|wnl|loo < m, implica que — Aw,, = f,(w,) = f(wy).
De (4.18) e (4.21) temos
M > J,(w,)
= [ I vwnll? = Fulwn)
=5 [ (wafulwn) = 2F, )

D A
> 2100+ 5 [ 1falwn)]

(4.23)

Seja v = % Pelo Teorema da Imersao de Sobolev existe um numero real C' = C(2) tal

que

(/ lu|” > < C’/ | 7 ull*; para todo u € Hy(9). (4.24)
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Por simplicidade de notacio vamos escrever w = w,. Multiplicado (4.19) por |w|¥ " w e

integrando por partes, temos
—Aw = f,(w).
| el wfatw) = N [l g wl?
=N [ el 7 7 wl?
- e I (4.25)

> e ()

2

:M2</ |w|(N-;1)v> ‘
Q

v(N+1)—2N — 20

Pela definicao de v e o temos que

€(0,1) e o(1 —s) < 1.

v(N+1)—20
Agora sejam
N
p_s’q—p—l—l—s'

Isto é, p e ¢ sdo conjugados. Pela desigualdade de Holder e (4.14), (4.23) e (4.25) temos

e
(4W$MM> < 3 )l )
< (e ) </Q(!w!N\fn<w>yl-s)q>;
A VALG )(@/WMWW+gy
ﬁ%( nlu ) (Oy/ﬂwwwa+huNgq
A4( |wWﬁo+/|wwﬁl
<M3[ e+ [ ( (julr) ™= o 1;

1—s (1—s)Ng
N+g- (N«;l)v Ng+o
< M, /Q|wy q + Ms /Q(|w|) .

De onde temos a seguente desigualdade

2
» \ v(N+1)
(/ww“?>) < M,
Q
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Com Mg independente de n, desde que

(N+1)v

Portanto de (4.14) temos que {fn(wn) tn=1,2,3, } ¢ limitado no espago L™ 27 (2).

Assim, por estimativas a priori para problemas elipticos, veja ([4], pagina 302,

Teorema 13.4), temos que {wn n o= 1,2,3,...} ¢ limitado no espago de Sobolev
e (). Pela escolha da o temos que % > I e pelo Teorema da Imer-

sdo de Sobolev, veja ([6], pagina 283, Corolario 9.13), segue-se que |w,(z)| < n
para todo x € 2 e n suficientemente grande. Assim, pela definicao da f,, a fungao w,
é uma solugao de (4.11). Isso mostra que (4.11) tem uma solugdo que muda de sinal

exatamente uma vez.

Finalmente, se w, é um ponto critico isolado de J, entao também é um ponto

critico isolado de J,. Assim, pelo Teorema 4.4, seu indice de Leray-Schauder é +1. O

Observagao 4.6. Ressaltamos que o Teorema 4.5 inclui o caso em que (4.11) possui
nao-linearidade saltante. Por sua vez, o Teorema 4.5 nos permite estender os resultados

de [9] provando o seguinte Teorema.

Teorema 4.7. Se tf"(t) > 0 para todo t # 0 e f'(—00), f'(+0) € (Mg, Aks1), para
k > 2, entdo o problema (4.11) satisfazendo (3.2), (3.3), (3.4) e (3.5) tem pelo menos
cinco solugoes, duas das quais mudam de sinal. Alem disso, uma dessas duas solucoes de

mudanca de sinal muda exatamente uma vez.

Demonstragio. Por hip6tese temos que f'(—o0), f'(+00) € (Ak, Ak+1) € por [9] nossas
suposi¢oes implicam que J tem pelo menos cinco pontos criticos. Além disso, existe

r1 > 0 tal que se \7.J(u) = 0 entdo
d(x7J, B(0,71),0) = (—1). (4.26)
Como f’'(0) < A; entdo o funcional J tem um minimo local em zero o qual é um
ponto critico isolado de J. Seja ry € (0,71) tal que zero é o tnico ponto critico de J em

B(0,73). Entao, temos que
d(7.J, B(0,1),0) = 1. (4.27)

Para k > 1 e f/(0) < A;. Se P é uma regiao que contem todas as solugdes positivas

do (4.11) e nenhum outro ponto critico de J, temos que
d(vJ,P,0)=—1. (4.28)
De forma completamente similar, segue-se que

d(7J,N),0) = —1, (4.29)
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onde N é a regido que contem todas as solugdes negativas de (4.11) e nenhum outro ponto
critico da J. O

Suponhamos que w ¢é a tunica solugao de (4.11) que muda de sinal, pelo Teorema

4.4, nés temos que
d(vvJ,B(0,m) — [B(0,72) U PUNJ],0) = 1. (4.30)

Assim, pela propriedade de ecxisdo do grau de Leray-Schauder, de (4.26), (4.27), (4.28),
(4.29) e (4.30), segue-se que

(—=1)* = d(s7J, B(0, r1)—[B(0,79)UPUN], 0)+d(s7J, P),0)+d(~7J, N),0)+d(s7J, B(0,73),0).
De onde concluimos a prova do Teorema.

Observacao 4.8. O Teorema 4.7 é nitido no sentido de que nao mais do que duas solugoes
de mudanca de sinal precisam existir. Na verdade temos que: Se k = 2 no Teorema 4.7,

entdo (4.11) tem precisamente duas solugoes que mudam de sinal exatamente uma vez.
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APENDICE A - PRELIMINARES

Neste Capitulo, iremos apresentar as defini¢oes e os resultados que foram utilizados

ao longo deste trabalho.

CALCULO DIFERENCIAL EM ESPACOS DE BANACH

Defini¢ao A.1. Sejam E e F espagos de Banach, A C E aberto, f: A — F,uy € A. f
¢ diferencidvel em ug se existe uma aplicacdo linear e continua L(ug,.) = L € £(E,F) e
uma aplicagao r(a,b) = r,(h) = r(h), tal que

r(h)

fla+h)= f(a)+ L(h) 4+ r(h), onde hliglo Tl = 0.

Observagao A.2. L(ug,.) é chamado a diferencial de Fréchet da fungdo f no ponto ug
com incremento h; generalmente L(ug,.) é chamado como a aproximagao linear de f na
vizinhanga de ug. A funcdo r(ug, h) = r(h) é chamado resto da diferencial. A aplicagao
linear e continua L(ug,.) : E — F é chamada a derivada de Fréchet de f em ug e é

denotada por f'(ug).
Observacao A.3. Na definicao de diferenciabilidade, ndo joga papel a norma usada.

Definicao A.4. Sejam E e F dois espaco de Banach, A C E aberto, ug € A, f: A —F

e seja v € E. Se existe o limite

lim fug + tv) — f(up)

t—0 t ’

dizemos que f possui derivada direcional na dire¢cao v no ponto uyg.

Definicao A.5. A aplicagao f: A CE — F, A aberto, se diz Gateaux diferenciavel em

ug € A, se existe o limite

U v) — f(u 0 d
8f<U0,’U):th_I>nOf< O+tt) f( 0>:a£(u0):d];

(UO + t/U) ’t:O-

Observagao A.6. A derivada de Gateaux pode ser definido de maneira geral em espagos

vetoriais topolégicos.

Definicao A.7. seja (E, <.,.>) um espaco de Hilbert, A C E aberto e f: A — R uma
aplicacao diferenciavel, se define como gradiente de f, denotado como grad f = 7 f a

aplicacao v/ f : A — E, caracterizado por:

<vf(x),z>= f'(z)(z) = df(x)(2), para todo z € E.

Observagao A.8. A definicao A.7 é possivel devido ao Teorema da representacao de

Riesz.
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Definicao A.9. Sejam E e F dois espaco de Banach, A CE, V C F abertos, f: A — V

¢ um difeomorfismo de classe C*, k > 1, se

i) f é bijecao de A sobre V,
ii) f ¢ de classe C*,
iii) f~' é de classe C*.

Teorema A.10. Sejam E e F dois espagos de Banach, A CE, V C T abertos, f : A — F

uma difeomorfismo de classe CF, k > 1, de A sobre V. Entdo para todo x € A, temos que

(f'(x) =" = (") (f(=)).

Demonstragio. Veja [[8], pagina 331].
O

Defini¢ao A.11. Sejam E e F dois espagos de Banach, A C E aberto, f : A — F uma
aplicacdo de classe CF, k > 1, ug € A, f é um difeomorfismo local no ponto uy de classe
Ck. Se existe V aberto de E, ug € V C A tal que f: V — f(V) é um difeomorfismo
de classe C* de V sobre o aberto f(V) de F. Se para todo uy € A, f ¢ um difeomorfismo

local de classe C* em g entdo f é um difeomorfismo local em A de classe C*.

Teorema A.12. (Teorema da funcgdo inversa) Sejam E e F duas espagos de Banach,
A C E aberto, ug € A, f : A — F uma aplicacio de classe C*, k > 1, tal que
f'(ug) : E — F € homeomorfismo linear. Entao existe V aberto, ug € V. C A tal que
f:V — f(V) é um difeomorfismo de classe C* para y = f(x) € f(V), (f7V)(y) =
(f'(z))~t. Logo f(V) é aberto em F.

Demonstracgio. Veja [[8], pagina 332].
[

Teorema A.13. (Teorema da fungdo implicita) Sejam E, F ¢ G espacos de Banach,
UCE, VCF abertos, f: UxV — G uma aplicacdo de classe C*, k> 1, Uyx Wy € U x
V, tal que Osf(a,b) : F — G é um homeomorfismo linear. Entdo existem subconjuntos
abertos Uy C U, a € Uy, Wy C G, f(a,b) € Wy e uma aplicagio g : Uy x Wy — V de
classe C* tal que para todo (z,w) € Uyx Wy, se tem f(z,g(z,w)) = w. Podem escolher-se

Vo, Wy de tal maneira que g seja unico.

Demonstragio. Veja [[8], pagina 339].
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Teorema A.14. Seja E um espaco vectorial normado, A C E aberto, upeA, f: A — R
uma fungdo diferencidvel em A. Entdo uma condi¢do necessdria para que o ponto uy Seja

um maximo local ou minimo local para f é que f'(ug) = 0.

Demonstragio. Veja [[8], pagina 370].
[

Definigao A.15. Seja [E um espaco vectorial normado, A C E abertoe f: A — R uma
fungao diferencidvel em A. Se ug € A e f'(uy) = 0, entdo ug é chamada ponto critico da

fungao f, neste caso, o valor f(ug) é chamado valor critico de f em wuy.
Teorema A.16. (Teorema da representac¢do de Riesz - Frechet) Se (H,< .,. >)

¢ um espago de Hilbert e f €eH*. Entao existe um unico vy €H que cumpre:

i) f(x) = <wx,x5 >, para todo v € H,
it) | fII = llzgll-

Demonstragio. Veja [[6], pagina 192].
[

Teorema A.17. (Teorema dos Multiplicadores de Lagrange) Sejam E um espaco
de Banach, J, F : E — R funcionais de classe C*(E,R) e

M ={ueRB/F(u) =0} =F({0}).

Com 7 F(u) # 0, para todo uw € M. Se J € limitado inferiormente sobre M e existe ug€ M
tal que
J(up) = inf F(u),

ueM
entao existe € R verificando

v (w) = 7 F(uo).
Demonstragio. Veja [[30], pagina 55].
[l

Teorema A.18. (Teorema de Alaugt-Bourbaki) Seja (V. ||.|) uma espago de Ba-
nach. V é reflexivo se, e somente se, toda sequéncia limitada em V tem uma subsequencia

que converge fracamente em V.

Demonstragio. Veja [[6], pagina 66].
[

Observacao A.19. A reflexividade do espaco esta caracterizada pela compacidade da

bola unitaria.
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Definicao A.20. Seja (E,|.||) um espaco vetorial normado; a,b € E. Chamaremos

segmento fechado de extremos a e b ao conjunto
a,b) = {z €E; z=a+tb-a), te0,1]}.
E chamaremos segmento aberto de extremos a e b ao conjunto.
(a,b) ={z €B; x=a+t(b—a) te(0,1)}

Teorema A.21. Seja (E, ||.||) um espaco vetorial normado, A C E aberto, a,b € A, a # b,
l[a,b] C A, f: A— R uma aplicagio diferencidvel em A, entao existe c € (a,b) tal que

f(b) = f(a) = f'(c)(b - a).
Demonstracao. Consideremos
p:R—E
t— p(t) =a+tb—a),
entao a aplicagao

Y [0,1] — R
tr—p(t) = (f o 9)(t) = fle(1)),

¢ continua no intervalo fechado [0,1] e diferenciavel no intervalo aberto (0,1). Logo pela

regra da cadeia, temos que
W(t) = fle(t) - (1),
agora pelo Teorema do valor meio para fungoes reais de variavel real, aplicado a funcao

p, seria
(1) = 4(0) = ¢'(0)(1 = 0) = ¢'(0), para algum 6 € (0,1),
é dizer,

f(b) = fla) = f'(p(0)) - £'(0),
= f(a+60(b—a))-(b—a).

Tomando ¢ = a+ 6(b — a) € (a,b), acarreta a prova do Teorema.
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APENDICE B - RESULTADOS DA TEORIA DE MEDIDA E
INTEGRACAO

Definigao B.1. Seja 2 um conjunto mensuravel. Definimos o espago LP(2), 1 < p < oo,
como o espago das (classes de equivaléncia de ) fungoes reais p-integréveis no sentido de

Lebesgue, isto ¢,
LP(Q) = {u : Q — R; mensuravel e / | u [P de < oo},
Q

dotado da norma 1

fullzr =lull, = ([ 1 de )P

Observagao B.2. f € [*(Q) & | f |Pe LY(Q).

Defini¢ao B.3. Seja 2 um subconjunto mensuravel. Definimos o espago L>(2) como o
espago das (classes de equivaléncia de) fungoes reais u essencialmente limitadas, isto é,
existe C'= C'(u) > 0 tal que | u(x) |< C, q.t.p. em €.

L>(Q) = {u : 2 — R : mensuravel e essencialmente limitada em Q},
dotado de norma
||| L= =]||u]|co = inf {C’ >0:|u(z) |<C, qtp. em Q}

Teorema B.4. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,,)nen

uma sequéncia de fungoes mensurdveis sobre €2, satisfazendo

i) fu(x) — f(x) g.t.p. em Q,

ii) Eziste g € L'(Q) tal que | f,, |< g ¢.t.p Vn € N.
Entdo f € LY(Q) e |[fo = flh = 0

I /nd :/ da.
A, Jo I = ) S

Demonstragio. Veja [[6], pagina 84]

[
Teorema B.5. (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP(Q) e g € L), com p,
q € [1,+00] ezl)jt%:l. Entdo f, g € L*'(Q) e

191 d <11 fllglle

Demonstragio. Vejal[6], pagina 92]
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Lema B.6. (Brézis-Lieb, Primeira Versao) Seja Q2 C RY aberto e seja (un)nen C
LP(2), 1 <p < oo. Se

i) (up) € limitada em LP(2);

i) u, — u q.t.p em €.
Entao, u, — u em LP(2).

Demonstragio. Veja [[6], pagina 123]
[

Teorema B.7. Seja (u,) uma sequéncia em LP e uw € LP(Q) tal que u, — u. Entdo,

existe uma subsequéncia (uy,) de (u,) e existe h € LP(§2) tais que

i) ug, — u, q.t.p em €,

it) | ug, |< h, para todo k € N e q.t.p em Q.

Demonstragio. Veja [[6], pagina 94]
[

Teorema B.8. Seja E um espago vetorial normado e (x,) C E uma sequéncia, entdio

valem as sequintes afirmacoes:

i) Se (z,) € fracamente convergente, entao existe um unico x € E, tal que x, — x;
it) x, = x < f(x,) = f(zx) para todo f € E*;
i) T, — T = Ty — T

w) T, = x = (x,) € limitado e ||z|| < liminf||z,||;

v) x, = x e f, = [ no espaco E* (isto é, ||f, — f

e — 0) = fu(z,) — f(x)
(isto é, < fp,xpn > — < f,x>).

Demonstragio. Veja [[6], pagina 63]
]

Defini¢ao B.9. Seja X # () e denotamos por P(X) o conjunto poténcia de X. Dizemos

que 7 C P(X) é uma topologia sob X, se e somente se,

i) 0, X;

11) Ul, UQGT:>U1QU2€7';



66

iii) {Uxtrea € 7= (J Un.
AeA

Definigao B.10. Dizemos que (X, 7) é um espago topoldgico se, e somente se, X # () e

7 C P(X) é um topologia sobre X.

Observagao B.11. Se X # () e 7,75 C P(X), com 71 # T3 sdo topologias sobre X, entao
(X’ 7_1) 7é (Xa 7—2)'

Seja R, com sua topologia usual, dado F' € E*, defina

er:E — R
X = ppx) = fl=),

e consideremos a familia

{¢s E—R}

FeE*

Defini¢ao B.12. A topologia fraca sobre E, denotado por 7(E,E*) é a topologia gerada

por

3= {%71(‘/) :VCR aberto}FeE*.

Observacao B.13. 7(E,E*) é a topologia mais fraca, isto é, o conjunto com menor

numero de abertos, que torna continuos a todos os funcionais lineares e limitados. Se

denotamos por 7 a topologia sobre E, gerada pela norma, entdao temos que 7(E,E*) C 7
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APENDICE C - RESULTADO DA TEORIA CLASSICA DE EDP E DOS
ESPACOS DE SOBOLEV

Defini¢ao C.1. Um vetor da forma o = (o, - , ;) é chamado um multi-indice se, e

somente se, o; € Zg , isto é, sdo niimeros inteiros nao negativos.
Defini¢ao C.2. O ordem do multi-indice o é denotado por | « | e definido como:
|a|=a1+as+ - + ay.
Definicao C.3. O fatorial de um multi-indice @ é denotado por a! e definido como:
al = oqlag! - - a,).

o
Logo o combinatério de a com relagao a 3 é denotado por < > e definido como:

o al
(ﬁ) R

além disso, a < [ se, e somente se , a; < [;, para todo i = 1,--- ,n. Onde a =

(ala"' 705n) € 6 = (517"' 7ﬂn)

Definicdo C.4. Sejam x = (21,72, ,2,) € RY e o um multi-indice, entdo definimos
olel 0 0

DCM

81’1) (8[En) "

- 81*?1 “ o ax%n -

o operador derivacao.

Se u, v : = R sdo fung¢des numéricas com um niamero suficiente de derivadas, en-
tao temos:

olely(x)

© Oxft - Oxom

i) Du(x) =05 -+ 07 u(x);

i) Duv) =Y (g) DPuD* Py, (Formula de Leibniz)
Ba

Observacao C.5. D®u(x) denota uma derivada parcial iterada de u de ordem | « |, isto
é , derivamos «; vezes em cada uma das variaveis x; com ¢ = 1,2, -+ ,n.
Exemplo C.6. Sejau:Q CR> -5 Rea=(1,0,2) logo | « |= 3, entao
ok ?
pou(e) — _Pul)__ Pulo)

0ri0x9023  Oxiox3

Definicao C.7. Seja k£ um inteiro nao negativo,

DFy = {Do‘u Ca|= k:},

é o conjunto de todos as derivadas parciais de ordem k. Considerando alguma ordem para

as derivadas parciais, podemos considerar D*u(x) como um vetor.
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Exemplo C.8. Seja u: Q C R?® — R, para k = 2 temos
D?u(z) = (D%u(x) : |a|=2),
onde a = (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1), (2,0,0), (0,2,0), (0,0,2). Logo

9 Pu(z) Pu(r) Pu(zr) Pu(r) *u(r) 0*u(x)
‘D u(x) - ) Y 7 Y ) Y
0110y 011073 Ox00T3 02?2 03 o3

é o vetor de todas as derivadas parciais de u(z) de ordem 2. Agora se u=Q C R*> - R

e k =2, entao,

Pu(z) Pu(z) 0*u(w)
2 —
b U(x) N ( 31’% ’ (‘3x% 781‘181‘2 ’

Definicao C.9. Dizemos que um subconjunto A de RY esta compactamente contido em
Q, denotado A CC Q,se AC AC Qe Aé compacto em RY.

Defini¢do C.10. Seja  C RN aberto e f : Q — R uma funcdo. O suporte da funcio f,

denotado por suppf, é definido como:

suppf = {:1:6 Q: f(x) #O}HQ

Entao

r € suppf & € e I(x,) CQ com f(x,)#0 tal que z, — z.
z € WN\suppf < zEz’nt{a:EQ:f(x):O},
& Je>0:y € B2).

Defini¢ao C.11. Seja Q C RY aberto. Denotemos e definimos os seguentes conjuntos:

CHQ) = {f Q= R, DYf é continua em Q, para todo |« |< k}
cQ) = {f Q= R; u é continua e admita uma extensao continua em Q}
Co(Q)) = {f € C(Q); suppf é compacta contido em Q}
CEHQ) = {f c C*(Q); suppf é compacta contido em Q}
Cr(Q) = {f € C™(Q); suppf é compacta contido em Q}
CHQ) = CQ)={f: Q> R; & continua em Q}.

Cx(Q) = YY)
Observagao C.12. Dado ¢ € C§°(Q2), entdao D¥p € C§°(2), para todo multi-indice «, o
fato segue-se da propriedade SuppD*p C Suppyp, para todo multi-indice «.
Definicao C.13. O espaco das fungoes localmente integraveis é denotado e definido como:

u:Q—=R : wu seja mensurivel e / | u(z) |P doe < oo,
LT0c(8) = K :
para todo K C ) compacto
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Observagao C.14. Seja  C RY aberto nao limitado, entdo LP(Q) G LF, (), 1 < p <

Q.

Definigao C.15. Seja 2 C RY um aberto, a um multi-indice e f, g € L¥ (). Dizemos

que g é a a-ésimo derivada fraca de f em 2, denotada por D*f = g, se

/Qf(x).DO‘@d:p: (-1)'&'/99(9;)@0[:7;, Yo € C(9).

Definicao C.16. Seja k um inteiro nao negativo e 1 < p < oo. Definimos o espago de
Sobolev W¥*P(Q), como o espaco das fungoes v € LP(Q) tais que qualquer derivada fraca

de v, até a ordem k, é uma fungao do espago LP(€2). Isto é,

Who(Q) = veLP(Q) : DY € LP(), para todo multi — indice
B acom |a|<k .

Definigdo C.17. Se u € W*P(Q), definimos sua norma como sendo

1
v
(Z / |D"‘U|”dw> , 1<p<oo,
HUHW’W(Q) = o<k 7
> ess supg | D*u |, p = oo.
|| <k

essupf = inf{C eER/ v(f>r)= 0},

onde v denota a medida usual de R,
Observacao C.18. Nota-se que para cada 1 < p < 0o, temos

Wo(Q) = LP(9). (C.1)
Além disso, WkP C Wk2P se ky < k.

Para 1 < p < oo, temos que W*P(2) é um espago de Banach munido da norma

|- lwes : WEP(Q) — R definida por

S =

1 1
lolwes = { S 1Dl | = {3 [ 1070 ) | se1<P <o (C.2)
ol <k jal<k 7

Uma norma equivalente a (C.2) para W"P(Q) é

[Wllwes = > D]z

|| <k

Em particular, para p = 2, o espaco de Sobolev W*2(Q2) é um espaco de Hilbert,

para cada k > 0, munido do produto interno.

< U,V >wyk2 = Z (DauaDav)L27 Vu,v € sz(Q)

o<k

Usualmente denota-se H* o espago W*?2(Q). Assim, de (C.1) temos que H°(Q2) = L*(Q).
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Definigdo C.19. Sejam (uy,)neny € WEP(Q) e u € WFP(Q). Dizemos que (uy)nen con-
verge para u em W*P(Q), denotado por u, — u em W*P(Q), se

Jim = s = 0.

Definigio C.20. Definimos o espaco Wa () como sendo o fecho de C$°(Q) em W ().
Analogamente, denotaremos por HY(€2) o fecho de C§°(Q) em H"*(Q)

Observagao C.21. u € WHP(Q) se, e somente se, existe uma sequéncia (u,)nen € C5(€)
tal que u, — u em W*P(Q) < Ve > 0, Jp. € D(Q) : ||u — @c|lmp < €.

Observacdo C.22. Vamos interpretar WP () como aquelas funcoes u € W*P(Q) tais
que D%y = 0 sobre 02 para todo | o |< k — 1, veja [[4], pag. 229].

Notemos que, para cada k£ nao negativo, Wéf () é um espago de Banach com a
norma induzida de W*P(Q2). Também note-se que, para p = 2, HY(Q) é um espago de
Hilbert com a noma induzida de H*(Q). Uma norma para Wy (Q) equivalente & norma

dada em (C.2) pode ser definida por
1
lull s = ( [ 3 10 \p) ,
|a|=k
como H*(Q) e HE(Q) sdo espago de Hilbert entdo sio espacos reflexivos.

Defini¢ao C.23. (Imersao) Sejam E e V' duas espagos normados. Dizemos que E estéd

imerso no espaco V', e denotemos por E — V', se satisfaz as seguintes condicoes

i) E é um subespago de V;

ii) O operador identidade I : E — V definido por [, = x, para todo x € E, é continuo,
isto é, existe C' > 0 tal que

lz|lv =|1(z)|ly < Clz||g, Yz e E.

Lembremos que se E e V sao espacgos normados, dizemos que um operador linear
T : E — V é compacto quando T é continuo e 7' leva conjunto limitados em conjunto

relativamente compactos na topologia forte de V, isto é, se A C E ¢é limitado entao

T(A) CV é compacto.

Observagao C.24. T é compacto se, e somente se, qualquer que seja (x,),en limitada,

a sequéncia (T'(z,))nen contém uma subsequéncia convergente.

Observacao C.25. Se £ — V e o operador identidade I : E — V é compacto, entao

dizemos que a imersao de ' em V é compacto e a denotamos por F <V
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Teorema C.26. Seja Q C RY um aberto de classe C* com fronteira limitada e 1 < p <

oo. Entao as sequintes imersoes sao continuas:

i) Sel<p< N entdo W'?(Q) — L1(Q); onde % = % - %
i) Se p= N entao W'P(Q) — LY(Q), q € [p, +0).
iii) Se p > N entao W'P(Q) — L>(Q).

Demonstragio. Veja [[6], pagina 284].
O

Teorema C.27. (Rellich-Kondrachov) Seja Q2 C RY um subconjunto aberto e limitado

de classe C*(Q)) e N < 2. Entdo as sequintes imersoes sGo compactas

i) Se p < N, entao WIP(Q) —¢ L1(Q); Vq € [1,p*], onde 1% == — %

=

i) Se p= N entio WP (Q) —¢ L1(Q), Vq € [1,4+00).

ii) Se p > N, entio WHP(Q) —< C(Q).

Demonstragio. Veja [[6], pdgina 285].
[

Observagéao C.28. Se2 = p < N. Pelo Teorema (C.26), temos que H'(Q) = Wh2(Q) ¢

L1(Q2), Vq € [1,2*) com 2* = ]\7271\72 Analogamente, se p = 2 = N, pelo Teorema (C.26),

temos que
HY(Q) = W (Q) —° LY(Q), Vg€ [1,+0).

Teorema C.29. Seja Q C RY um dominio limitado. Entdo

i) Se N > 2, entio H}(2) — L) para 1 < ¢ < 2*; a imersdo é compacta para
1<q< 2"

i) Se N =2, entdo Hj(Q2) — L) para todo 1 < q < cc.

i) Se N < 2, entio H}(Q2) — C¥>®(Q), onde a =1 — 7]}

Demonstragio. Veja [[6], paginal.

Observagao C.30. Para ¢ = 2, N > 2 temos Hg(Q2) —¢ L?(Q)
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»< C | u |y, Yu € WHP(RY).

| u

Demonstragio. Veja [[6], pagina 278].
[

Teorema C.32. (Desigualdade de Poincaré) Seja ) um dominio aberto e limitado
de RN ep e [l,00). Entdo, existe uma constante C = C(p,Q) > 0 tal que

lull, < Cll 7 ully, Vu € W(Q).

Demonstragio. Veja [[6], pagina 290]. O

Teorema C.33. Seja Q0 um dominio aberto e limitado de RY, para todo u € HZ(Q)

)\1/U2dl‘§/ | vu |?
Q Q

Demonstragio. Veja [[6], pdgina 168]. O

tem-se

Teorema C.34. (Lema de Deformacgdo) Seja ¢ uma funcional de classe C1(X), X
uma variedade, sejam B e C duas subconjuntos fechados e disjuntos de X . Suponha que
C' é compacto e que ||dp(x)|| > 2¢ > 0 para todo x € C. Entdo, para algum K > 1, existe
g : X = R funcional continuo e positivo, existe o € ([0,1] x X, X) deformagao, tal que

para algum to > 0 se cumprem as sequintes afirmagoes, para todo t € [0, to]

i) at,r) =z para todo x € B.
it) pla(t,z),z) < Kt, para todo x € X.
i) o(a(t,x)) — p(r) < —eg(x)t para todo x € X.

) g(x) =1, para todo z € C.

Demonstragio. Veja [[26], pdgina 55]. O

Teorema C.35. (Principio do Mdzimo Forte) Seja Q2 C RY um aberto conexo. Seja
u e C*(Q). Entao,

i) Se Au>0 em Q eu atinge o seu mdzimo no interior de 2, entdo u é constante.

it) Se Au <0 emS) eu atinge o seu minimo no interior de S, entdo u é constante.

Demonstragdo. Veja [[5], pagina 30].
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APENDICE D - O ESPECTRO DO LAPLACIANO

Definigdo D.1. Dizemos que v € H}(Q) é uma solugao fraca para o problema de auto-

valor do Laplaciano com condi¢ao de fronteira de Dirichlet.

Au+ flu) = 0 em

(PD) =
u = 0 sobre 01,

se
/ Vu. V vdr = )\/Qu.vda:, para todo v € Hy(Q).
Q

Observacao D.2. O problema ¢ tradicionalmente escrito nesta forma, com o sinal ne-
gativo multiplicando o Laplaciano, porque assim todos os autovalores sao nao-negativos,

este fato segue-se do principio do maximo.

Teorema D.3. Seja Q@ C RY um aberto limitado com fronteira de classe C*. Se A € R

e w € Hy(Q) € uma solugio fraca do problema de autovalor do Laplaciano com condigio

de fronteira de Dirichlet (PD) entao u € C*(9).

Demonstragio. Veja [[5], pagina 21].
[

Teorema D.4. Seja Q C RY um aberto limitado. Entdo o problema de autovalor (PD)

possui um nimero infinito enumerdvel de autovalores {\gtren que satisfazem
O0< A <A< A< <<

tais que N\, — 0o quando k — 00, e autofungoes {ugtren que constitui um sistema orto-

normal completo para L*(Q), isto é,

o0
V= aguy,
k=1

para todo v € L*(Q). Em particular,

(o ¢]
| v [5= ||U||%2(Q) = Z < U, ug >%2(Q)
k=1

Demonstragio. Veja [[5], pagina 21].

Teorema D.5. Defina, para v € H}(Q), v # 0, o coeficiente de Rayleigh

2
R(v) = /Q/V:;dxdl’
Q
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< u,u >3
| vu |3
| u |3
Entao
A1 = min R(v) = R(wy).
uEHé(Q)
v#0
A = pex, R() = Rlwn).
v#0
Am = min  R(v).
vl<wy, -, wm >
v#£0

Para m > 2, onde w; € uma autofungdo associado ao autovalor ;.

Demonstragio. Veja [[31], pagina 150].
[

Lema D.6. Seja w # 0 em H}(Q) satisfazendo R(w) = \;. Entdo, w é uma autofungio

associado a .

Demonstracao.

R: HY(Q\{0} > R,

mostremos que o w € H}(Q)\{0} é solugdo fraca para o problema de autovalor do Lapla-

ciano com condicao de fronteira de Dirichlet associado a A1, isto é
/ Jw. YV vdxr = )\1/ wvdzr, para todo v € Hy(Q).
Q Q

Como R(w) = A; entdo w é um minimo para o funcional R e para v € H}(Q) arbitrario,

temos
t —
hmR(w—i- v) R(w):()’
t—0 t
| Vw+to) |5 | vw s
i Jwr B Twh
t—0 t
| vw 3+ | wv [ +2t < gw,wv >y | vw |3
~ im |w |3 +62 | v |3 +2t < w,v > | w |3
t—0 t ’
B lith | v 3| w5 +2t < yw, o >l w 2 =12 | v ] Yw |3 =2t < w,v >o] YW |3
0 (|wl3+t2 v |3 +2t <w,v>q) w3t
_ 2< VW, VU S| w [P =2 <w, v >y Yw 3
| w3 w3

= 2< YW, YU >9 —2 < w,v > A,
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isto é,
<YW, YU >y = A < w,v >q,
/ Jw y vdr = )\1/ wvdx, para todo v € H)(R).
Q Q

]

Teorema D.7. O primeiro autovalor A1 do problema de autovalor do Laplaciano com

condi¢ao de Dirichlet (PD) é simples e a autofuncio associada nao muda de sinal em €.

Demonstracao. Primeiro mostraremos que a autofuncao associada a A; ndo muda de sinal

em . Seja w uma autofuncio associada a A, com w € Hj (), entdo w, w™ € H}(Q),

logo
/ vw. v whdr = )\1/ wwdx
Q Q
/ | ywt |? do —/ vw .V whdr = Al/(w+)2dx - /\1/ w-whdx
Q Q Q Q
Dai,
| 1wt = [ e, (D.1)
e similarmente, obtemos
/Q | yw™ | de = )\1/52(w’)2dx (D.2)

Agora suponhamos que w muda de sinal em €, isto é, w™ e w~ # 0. Dividendo (D.1) por
/(w*)Qd:c e dividendo (D.2) por / (w™)*dz descure que
Q Q

R(w™) = R(w™) = \.
Por Lema (D.1) temos que w e w™ sdo autofungdes associados a Ay, isto é,
—Awt = \w", —Aw = \w™.

Pelo Principio do Maximo Forte, veja Teorema (C.34) temos que w(z) > 0e w (z) >0
em (), o que nao pode acontecer, pois, se wt(z) > 0 em 2 temos w~ = 0 e vice-versa.

Assim, w tem sinal definido em (2.

Agora mostremos que \; é simples. Por contradicdo suponhamos que a dim W; >
1, onde W; é o sub-espaco associado a \;. Entdo, podemos considerar w € H}(Q)

autofungao associado a A\;, com w # W tal que

/ wwdxr = 0,
Q

o que é uma contradi¢ao, pois, w e W ou sao positivos ou sdo negativos.
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Observaciao D.8. Se Q2 C RV ¢ aberto limitado e conexo, entdo todos os autovalores do
problema de autovalor do Laplaciano com condi¢ao de Dirichlet, sao positivos. De fato,

seja ¢ uma autofuncao associado a A, entao temos
/ v v udr = )\/ dvdz, para todo v € HJ (),
Q Q

entao

/\v@\zd:c:)\/<1>2d:1:,
Q Q

/|v<1> | dx
/<I>2d:z:

Observamos que se A = 0 na equagao (D.3), entdo 7® = 0 o que implica que P

- (D.3)

seja uma aplicagdo constante pois 2 é conexo. Entdo ® = 0 o que nao pode acontecer.

Pois ® ¢ solugao do problema de Dirichlet.

Observagao D.9. Autofungoes associados a diferentes autovalores sdo ortogonais. Com
efeito, sejam ® e 1 autofungoes associados a diferentes autovalores, A e o, respectivamente.

Entao

/Q ® A pdr = /Q ayddr. (D.4)

/sz A Bdz = /chbdx. (D.5)
Subtraindo (D.4) de (D.5) temos
/Q(<I>Az/z—¢ACI>)dx:(a—)\)/Q<I>wdx,
pela segunda identidade de Green
0=(a— A)/qudx,

logo, segue-se que

/Q Oidz = 0.
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APENDICE E - TEORIA DE GRAU

GRAU TOPOLOGICO DE BROUWER

Nesta secao o objetivo é definir o grau topoldgico de Brouwer num espago normado

real de dimensao finita quaisquer.

Definicao E.1. Seja V um espago normado de dimensao n sobre R. Considere €2 um
subconjunto de V e U um subconjunto aberto e limitado de Vcom U C Q. Se F : Q — V
é continua em U e y € V é tal que, F(z) # y para todo 2 € U, entdo dizemos que

(F,U,y) é uma terna admissivel para o grau topoldgico.

Defini¢dao E.2. Sejam X e Y subvariedades diferencidveis de RY e f: X — Y de classe
C'. Dizemos que z € X ¢ ponto regular de f se f'(x) é sobrejetor. Caso contrario dizemos

que z ¢é ponto critico de f.

Além disso, se y € Y é tal que f~!(y) contém pelo menos um ponto critico, dizemos
que y é valor critico de f. Se f~*(y) é vazio ou contém apenas pontos regulares, dizemos

que y ¢ valor regular de f.

Teorema E.3. (Teorema de Sard) Consideremos X e Y duas subvariedades diferen-
cidveis de RN e f : X =Y uma funcdo de classe C*, com dim X —dimY < k. Entdo, o

conjunto dos valores requlares de f € denso em Y .

Demonstragdo. Veja [[34], pagina 124].
[

Definicdo E.4. Seja (f,U,y) uma terna admissivel com f de classe C% em U e y valor

regular de f em U. Entéao, definimos o grau de Brauwer de (f,U,y) como

degs(f,U.y) = >,  sgnf'(z),
zef~1(y) U
onde sgnf’(x) denota o sinal do determinante da matriz associada ao operador linear

f'(z) em qualquer base de V. Se f~1(y)NU = @, entdo definimos digg(f,U,y) = 0.

Observagao E.5. sgnf/(r) nao depende da base escolhida para V. O conjunto f~(y) N U

¢é finito. Desta forma o grau de Brouwer esta bem definida.

Definicao E.6. Sejam fy, fi : X — Y duas fungoes continuas quaisquer. Uma homotopia

de fo a f; é uma funcao continua
H: X x[0,1] =Y,

tal que para qualquer z € X, H(z,0) = fo(x) e H(z,1) = fi(z). Em tal caso dizemos

que fy é homotopica a f; e se escreve fo = fi.
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Teorema E.7. As sequintes propriedades sdo vdlidas:

1. (Normalizagao) Sejam V um espago normado de dimensao n sobre R, I : V — 'V

a projecao canonica e U um subconjunto aberto e limitado de V, entao

1, se yeU
degp(1,U,y) =

0, se ygU

2. (Aditividade) Seja (f,U,y) uma terna admissivel. Se Uy, Uy C U sao abertas e
disjuntas com y ¢ f(U\(U;UUs)), entdo

degg(f,U,y) = degp(f,Ur,y) + degs(f,Us, y).

3. (Invaridancia homotépica) Sejam V um espago normado de dimensio n sobre R, U
um subconjunto aberto e limitado de V, H : U x [0,1] — V uma fun¢io continua
em U x [0,1], considere y € V tal que H(x,\) # y para todo x € OU e para todo
A € [0,1], entao degp(H(.,t),U,y) = constante, para todo t € [0,1], isto é, o grau
topoldgico de H(.,t) ndo depende de t.

4. (Existéncia de solucdo — principio de Kronecker) Seja (f,U,y) uma terna ad-

missivel. Se
degB(f? U7 g) 7é 07
entdo [~Y(y)NU # 0, isto é, existe um ponto xo € U tal que f(xo) = y.

Observacao E.8. Essas quatro propriedades do grau topoldgico podem ser con-
siderados como axiomas da teoria do grau, no sentido que as demais propriedades

que saguim, podem ser obtidas a partir destas.

5. (Propriedade do bordo) Sejam (f,U,y) e (g,U,y) ternas admissiveis. Se f(x) =
g(x) para todo x € OU, entdo

degp(f, U, g) = degp(g,U,y).
6. (T'raslagao) Seja (f,U,y) uma terna admissivel, entao

d6g3<f, U7 g) = degB(f — Y, U7 O)

7. (Continuidade em relagao a fungao f) Seja (f,U,y) uma terna admissivel. En-

tao, existe € > 0 tal que, para toda fungdo continua g : 2 — V com

sup [lg(z) — f(2)]| <e,
zelU

a terna (g,U,y) e admissivel e

degs(f,U,y) = degp(g,U,y).
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8. (fungao oposta) Se (f,U,y) for uma terna admissivel, entio (—f,—U — y) serd

admissivel e
degp(—f, U, —y) = (=1)"degp(f,U,y).

Aqui, n € a dimensdo de espaco V que contém o dominio de f.

Exemplo E.9. Seja h : 0 — R uma fungao definida como h(z) = sen(x). Consideremos
Q= (0,%) e peguemos y = Z. Agora nés vamos determinar o grau de Brower da fungio

h, respeito ao aberto {2 no ponto y.

Afirmacgao: (h,€),y) é uma terna admissivel para o grau de Brower. Com efeito, desde

que

00 = {O, ég} entdo h(0)) = {0, 1} e

Sp = {x € (0, %@);cos(x) = O} = {%, %}} entao h(Sy) = { -1, 1}.

Temos que y = g é um valor regular e y # h(z) para todo x € 9§). Assim o grau de
)

Brower, d( ) esta bem definido como

om, / —1/7
d(h,(0.55).5) = X sgnh'(¢) Onde h™'({7}) = {616 G-

2740 oo
Logo
A, (0,270, 7) = sgn(h(Q)) + sgn(h(G2)) + sgn(H'(G),
=1+ (-1)+1,
=1.

GRAU TOPLOGICO DE LERAY - SCHAUDER

Nesta secao presenta-se o grau topologico de Leray-Schauder como a extensao do

grau topologico de Brouwer a espacgos de dimensao infinita.

Definicao E.10. Sejam E e F duas espacos de Banach e M C E um conjunto quaisquer.

Dizemos que a funcao 7' : M — FF é completamente continua se

i) T é continua;

ii) T(A) é um conjunto compacto para todo A C M limitado.

Se além das propriedades (i) e (ii), tivermos T'(M) compacto, dizemos que T é

uma fungdo compacta.
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Definigao E.11. (Terna admissivel para o grau de Leary-Schauder) Sejam E um
espaco de Banach, 2 C E um subconjunto quaisquer e U C E um conjunto aberto e
limitado tal que U C . Considere uma funcao completamente continua 7" : Q — E. Se
f:Q — E é definida por f(z) =2 —T(x) e y € E\ f(OU), entao dizemos que (f,U,y) é

uma terna admissivel para o grau de Leray - Schauder.

Definicao E.12. Sejam E e F duas espacos de Banach e M C E um conjunto qualquer.
Diremos que a fun¢do 7' : M — F tem dimensdo finita se T (M) estd contido num

subespaco de ' de dimensao finita.

Lema E.13. Sejam E e F espacos de Bannach. Assuma que M C E seja um conjunto
limitado e considere uma fungao compacta T : M — F. Entao, para todo € > 0, existe

T.: M — F de dimensdo finita tal que
|T(z) — Tex||r < € para todo x € M,
onde ||.||r denota a norma em F.

Demonstragio. Veja [[20], pdgina 69].
[

Definicao E.14. Sejam M e N dois espacos métricos, {2 C M um subconjunto quaisquer
e f: M — N uma funcdo. Entdo, dizemos que f é propria em Q se f~1(K)NQ ¢é

compacta em M para todo K subconjunto compacto de V.
Defini¢ao E.15. (Grau topoldgico de Leray-Schauder) Sejam (f,U,y) uma terna

admissivel e T : U —» E uma funcao de dimensao finita tal que, para todo x € U.

|IT(x) — T(x)|| < dist(y, f(U)),

~

f(@) =2 —T(z). Se S C E é um espaco
(

U) C S, entdo definamos o grau topolégico

onde T" =1 — f. Deﬁnaf:U—>Epor
vectorial de dimensao finita tal que y € S e T
de Leray-Schauder de (f,U,y) por

d(f7 Ua y) = degLS<f7 Ua y) = deyB(fW7Um S)y)

As propriedades apresentadas a seguir sao analogas aquelas para o grau de Brouwer.

Observacao E.16. A definicdo acima é consistente, isto é, independe da escolha do
subespago S. O grau de Leray-Schauder pode ser obtido a partir do grau de Brouwer
quando tivermos uma perturbacao completamente continua da identidade, I —T', e T seja

aproximado por uma fun¢ao de dimensao finita.
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Teorema E.17. As sequintes propriedades sdo validas:

1. (Normalizagao) Sejam E um espago de Banach, I : E — E a fungao identidade e

U um subconjunto aberto e limitado de E, entao , para y € U,

d(1,U,y) = 1.

2. (Invariancia homotépica) Sejam E um espago de Banach e U C E um conjunto
aberto e limitado. Considerey € E e uma fungio compacta F : U x [0,1] — E tais
que X — F(x,t) # y para todo x € OU e para todo t € [0, 1] entao,

d([ - F('at)a Ua y),
nao depende de t.

3. (Invaridncia local) Seja (f,U,y) uma terna admissivel. Entdo, existe uma vizi-

nhanga V' de y tal que, para todo z € V, d(f,U, z) estd definida e
d(f,U,z) =d(f,U,y).

4. (Existéncia de solucao) Seja (f,U,y) uma terna admissivel. Se

d(f,U,y) # 0,
entdo existe x € U tal que f(x) =y.

5. (Ezcisao) Seja (f,U,y) uma terna admissivel e considere um conjunto compacto
K CU tal quey ¢ f(K). Entao, (f,U\K,y) é admissivel e

d(f,Uyy) =d(f,U\K,y).

6. (Propriedade do bordo) Sejam (f,U,y) e (g9,U,y) ternas admissiveis. Se f e g

coincidem em OU , entdo

d(f,Uyy) = d(g,U,y).

Teorema E.18. Seja M um espaco de Hilbert real. Seja X eY subespagos fechados de
M tal que M = X @Y. Seja f : M — R uma funcio de classe C'. Se existe uma

constante m >0 e a > 1 tal que

<vflx—y)—fx+wy),y—1y > > m|y—wnl* para todo z € X; y,y, €Y.

Entao,
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1. Eziste uma funcao continua ¥ : X — 'Y tal que
f(x+¥(x)) = min f(r +y).
yey
Além disso, ¥(x) € o unico elemento de'Y tal que
<vflx—=¥(y)),y >=0 para todo y €Y.
2. A fungio f*: X — R definida por f*(z) = f(x +W¥(x) é de classe C', e
<vf'(x),ry >=<f(r+¥(x)),x1 > para todo x,z; € X.

3. x € X € ponto critico de f* se e somente se x + W (x) é ponto critico de f.

4. Se dimX < oo e P € a projecio de X sobre Y. Se S C X e X C Y sdo regioes

abertas limitadas tal que
S = {xEX:x—I—W(m) EE}.
Se 7 f*(x) # 0 para todo x € OS entao
d(vf*,5,0) = d(v f,X,0),

Onde d denota o grau de Leray-Schauder.

Demonstragao. Veja [[9], pagina 1556].
[l

Teorema E.19. Seja ug € H(Q) tal que 57J(ug) = 0, e se ug é um ponto critico isolado.

Entao,
d(7J,V,0) = (=1)k,
onde V' € uma regiao que contem ug e nenhum outro ponto critico de J.

Demonstragio. Veja [[12], pagina 3659].
[

Teorema E.20. Seja U um subconjunto aberto de algum espaco de Hilbert real H. Seja
f € CHU,R). Suponhamos que xo € U é um ponto critico isolado de f onde tem um

minimo local, entdo
d(Vf7BaO> =1,
onde B é uma regiao que contem xy e nenhum outro ponto critico de f.

Demonstragdo. veja [[3], pagina 592].
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APENDICE F - PROVA DE RESULTADOS USADOS

Neste secao mostraremos alguns fatos assumidos como verdadeiros, que foram

usados.

Lema F.1. Seja w uma solucio que troca de sinal, ou seja, uma solucao que assume

valores positivas e negativas. Entio w™ e w™ € S.

Demonstracao. Como w é solugao, entao
J'(w)v =0, para todo v € Hy(Q).

Em particular temos que J'(w)w, = 0.

Dado que
/ Vw. YV wydr = / VWy. Wy,
Q Q
entao,

0=J(wwy = J(wy)wy =v(wy)

concluimos que w; € S. A outra parte da demonstracao é analoga.
[

Observagao F.2. Se w € S e y(wy) = 0 entdo wy, w_ € S. Com efeito, temos que
y(w_) =0e como w,, w_ € H}(), entdo pela definigio da variedade de Nehari obtemos

wy, w_ € 85.
Observacao F.3. Se w € S; entao wy, w_ € S.

Observagao F.4. Se u € H}(Q)\{0} e v(uy) = v(u_) =0, entdo u € S e em particular
u € Sl.

Teorema F.5. Se u € S é um ponto critico de J |s, entdo u é um ponto critico nio

trivial de J : H}(Q) — R e em consequéncia, uma solugio ndo trivial do problema 3.1.

Demonstracao. Se u € S é ponto critico de J sobre .S, entao
J'(u)(v) = 0 para todo v € T,,S,

Como u € S entao y(u) = 0, isto é, J'(u)u = 0. Agora como o espago tangente T,,.S tem

codimensao 1 e u ¢ TS, segue-se que Hj(Q)) = T,,S @ Ru em consequéncia

J'(u)v = 0 para todo v € Hy ().
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A prova de u ¢ T,S é por contradigdo. Suponha que u € T,(5), entdo 7'(u)u = 0 o que

¢ uma contradicao pois 7' (u)u < 0.

[
Teorema F.6. Se u € H}(Q) entdo uy,u_ € H} ().
Demonstragio. Desde que uy = 2(u+ | w |) , ue = (u— | u |), H}(Q) é um espago
vetorial e |u| € HL(Q), entdo temos que uy, u_ € H}(2). Além disso
Diu(z) , wu(x) >0;
(Ditiy ) (z) =
0 , u(z) <0
0 , u(x) > 0;
(Diu-)@) =
Du(z) , u(x) <0
[
Teorema F.7. J(u) = J(uy) + J(u_).
Demonstracao. Do fato que uy é nula quando u_ nao é, temos
Ut Fu— Ut U—
[ feds = [T s+ [T f(s)ds,
isto é,
F(u) = F(uy) + F(u_). (F.1)
Integrando (F.1), sobre €2, nds temos
Fu)dz = / F(u,)d / Fu_)dz,
| Flwds = [ Fu)de+ | Flu-)de
por tanto
1 2
J() = Iy +u-) = Slluy+u-| —/QF(u)dx
1 1
= Sl 4 P = | Flusyde = [ Fuo)de
= J(uy)+ J(u).
[

Teorema F.8. v(u) = y(uy) + y(u_).



Demonstracao.

v(u)
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[ {1 v —uf()}de
Jull? = [ uf(wdz

= s+ u = [ (u +u)f(w)da

Pl 12 = [ e fu)de = [ uef(u-)do
sl = [ f ) dotu- | = [ u-f(u-)do

= 7(us) +y(u-).

Teorema F.9. A fungio v : Hj () — R definida por

¢ diferencidavel. Além disso

7' () (v)

Demonstracao.

7 () (v)

Teorema F.10. O funcional J : H}(Q)) — R,

estda bem definido.

[
1) =< vI(),u>= [ [ vul? —uf(w)}de
= < V’Y(U)ﬂ) >
= Z/QVu.V'de—/Qf(u)vd:c—/gf’(u)uvdx.
< v(u),v
11_r>%t[/{|vu+tv (u+tv)f(u—|—tv)}dx
— [ {1 vu P —uf(u)}da]
grolt[/ {Ivul+2t7u v+ | vo -
—(u+tv)f(u+tv)}dx — /Q{ | vu |? —uf(u)}d:v}
| [ {29 ugos oo -
—(tv)f(u+tv)}da:—/Q{u(f(u—ktv) — f(w)}de]
/9{2 \WVATRVAES vf(u)}dx
- (flu+tv) = f(u))
_/Q{u}tl—rf% t }dx
Q/QVU.Vvdx—/Qf(u)vdx—/gf’(u)uvdx.
[
J(u) = Q{; v 2 —F(u)}d, (F.2)
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Demonstragao. Afirmamos que o funcional J estd bem definido. De fato, a funcao I,(u) =
tllul* = 1 < u,u >, estéd bem definida para todo u € Hg(€2). Assim, basta verificar que
a fungdo I, dado por I(u) = / F(u)dz estd bem definida, isto é uma consequéncia da

hipoteses de restricao de crescimento da f, pois
Pl = | [ f(s)dsl.
Jul
< [T IFs)lds
Jul
< B(|s|P + 1)ds,
< f B(lsr +1)ds

P+
= B .
(lul+-57)
Uma vez que H} () < LP(Q), nossas hipdteses garantem que |ul, [u[PT! € L'(Q2) e con-
sequentemente
‘U|p+1
Flu)|dz < / B dz,
I FGldr < [ B(lul + 7 )d

< oQ.
O

Teorema F.11. (Teorema de Hadamard) Seja H um espago de Hilbert real. Se f :
H — R é uma funcdo de classe C1, entdo

fly) — f(x) = /01 <vflx+sly—x)),y—x>ds, para todo x,y € H.

Demonstracao. Sejam x,y € H e seja a fungao
A:[0,1] - H
s — ANs)=z+s(y—x).

Logo, temos que fo ) : [0,1] — R ¢ uma fungio de classe C'. Pelo Teorema Fundamental

do Calculo, segue que
FOW) = FOO) = [ (foN(s)ds,
-1 = [N e

= /01<vf(x—|—s(y—x)),y—x>ds.
O

Teorema F.12. Seja 1 < p < % para N > 2, e seja Q@ um dominio limitado em RY.

Assumindo a sequinte condicdo de crescimento para f:
|f(z,w)| < alul” +0.

Entao o operador é compacto.
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Demonstragio. Suponhamos que w, — u in H}(Q), entdo u, — w em L (), com

s1 € [1,s), onde s = ]\?—J_\g Escolhendo s; € (p+1,s) e r; o dual de s1, entdo temos
[Tun — Tullgr) = SUDul 1 ey < LTttn = T, 0 > 30,

= SUPJul 0y /Q f (@, un) = f(z,u)| pda,
= C|f(,un) = f(u)llzn.

E pela continuidade do operador de Nemytzki, temos que f(.,u,) — f(.,u) — 0

quando n — o0 no espago L7 portanto também no espaco L™ O
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