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RESUMO

O objetivo principal deste trabalho é apresentar construcdes de reticulados utilizando
certos corpos de fungdes elipticas e Hermitiano. Tais reticulados sdo gerados por seus
vetores minimais, isto é, fazem parte da classe dos reticulados bem arredondados. Para
tais reticulados, estabelecemos correspondéncias entre o conjunto de lugares racionais
e o conjunto de pontos do reticulado, que nos levam a estimativas quanto ao ntimero

total de vetores minimais e a densidade de empacotamento dos mesmos.

Palavras-chave: Corpo de Fungdes Elipticas, Corpo de Fun¢des Hermitiano, Reticulados

Bem Arredondados.



ABSTRACT

The main purpose of this work is to present constructions of lattices using certain
elliptic and Hermitian function fields. These lattices are generated by their minimal
vectors, that is, form the well-rounded lattices class. For these lattices, we stabilize
correspondences between the set of rational places and the set of lattice vectors, which
lead us to estimates on the total number of minimal vectors and the packing density of
the same.

Key-words: Elliptic Function Field. Hermitian Function Field. Well Rounded Lattices.
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1 INTRODUCAO

Um reticulado A C R” se caracteriza como um conjunto discreto de pontos em R"
gerado por combinagdes lineares inteiras de m < n vetores linearmente independentes
em R". Dado um reticulado, podemos considerar o empacotamento esférico a ele associado,
ou seja, o conjunto de esferas de mesmo raio, centradas em todos os pontos do reticulado
e que se intersectam, no maximo, em seus bordos. Tendo como motivacao tais tipos de
empacotamentos, pode-se aprofundar no estudo daqueles em que o raio das esferas é
maximo. Nessa andlise, surge um importante parametro: a densidade de empacotamento,
a qual mede a proporc¢ao do espago n-dimensional coberto pelo conjunto de esferas
considerado. Esses empacotamentos esféricos, denominados empacotamentos reticulados,
tornaram-se importantes ferramentas na busca por métodos criptograficos com baixa

probabilidade de erro na transmissdo de informagdes.

Em geral, sabe-se que reticulados com alta densidade de empacotamento produ-
zem bons c6digos nesse sentido. Dessa forma, um dos principais problemas envolvendo
Teoria dos Cédigos e Teoria dos Ntimeros consiste em, fixado um espago n-dimensional
e uma métrica em IR”, obter reticulados com alta densidade de empacotamento. Mais
geralmente, almeja-se exibir o reticulado cuja densidade de empacotamento seja ma-
xima. No entanto, mesmo considerando a métrica euclidiana, normalmente é dificil
calcular a densidade de empacotamento, uma vez que, para esse cdlculo, torna-se
necessdrio determinar a norma minima do reticulado, o que é um problema complexo

para reticulados gerais.

Motivado por tal problema, em meados do século XX, Hlawka demonstrou
um importante resultado referente aos reticulados e a densidade de empacotamento
que fora conjecturado e estudado por Minkowski [4]. Tal resultado, conhecido como
Teorema de Minkowski-Hlawka, estabelece que para todo espaco n-dimensional existe
um reticulado cuja densidade de empacotamento é maior ou igual a {(1)/2"?, sendo
associada a funcdo Zeta de Riemann. Apesar das demonstragdes ja obtidas para esse
teorema nao serem construtivas, principalmente ao considerarmos dimensdes arbitrérias,
em certo sentido o teorema possibilita uma nova abordagem para o problema inicial.
Com efeito, neste momento, pode-se restringir o estudo as familias assint6ticas de
reticulados cuja densidade de empacotamento seja tdo préximo quanto possivel da

limitacao de Minkowski e Hlawka.

Sob essa perspectiva, no inicio do século XXI, Tsfasman e Vladut [30] mostraram
que reticulados construidos por meio de corpos de fungdes especificos produzem bons
resultados nessa abordagem. Para tanto, eles estudaram essencialmente reticulados
via corpos de fun¢des em que o quociente 1/g, sendo n o niimero de lugares racionais
e g o género do corpo de fungdes considerado, fosse suficientemente grande. Nesse
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mesmo periodo, Martinet [20] mostrou ainda que reticulados com alta densidade de
empacotamento em geral constituem a classe dos reticulados bem arredondados. Trata-se de
reticulados de posto m < n que contém m vetores de norma minima que sdo lineramente
independentes. Em particular, tomando-se um reticulado gerado apenas por vetores

minimais, tem-se que o mesmo é bem arredondado.

Nessas circunstancias, este trabalho se propde a unir as abordagens de tais
matematicos e, assim, apresentar algumas construgdes de reticulados, obtidos a partir
de certos corpos de fungdes, que sejam gerados por seus vetores minimais. Além de
apresentar estimativas para o nimero de vetores minimais de cada um dos reticulados,

bem como suas densidades de empacotamento.

Para essas construgdes, seguindo a abordagem adotada por Botcher, Fukshansky,
Garcia e Maharaj em [4] e [13], utilizaremos o corpo de fun¢des Hermitiano e corpos de
fungdes elipticas, ambos sobre corpos de constantes completos e finitos. Com este intuito,
destacaremos os principais resultados sobre tais corpos de fungdes, principalmente sobre
seus conjuntos de lugares racionais . Além disso, estabeleceremos uma correspondéncia
biunivoca entre cada um dos reticulados construidos e o conjunto de divisores principais
do corpo de fung¢des considerado com suporte em $. Nesse cendrio, apresentaremos a
demonstra¢do de que os vetores minimais dos reticulados obtidos sdo, precisamente, os

divisores de funcdes relacionadas a determinadas retas do corpo de fung¢des analisado.
Tendo em vista tais objetivos, dividiremos este trabalho da seguinte forma:

No capitulo 2, apresentaremos as nogdes fundamentais da Teoria dos Corpos
de Fungdes Algébricas, tais como anéis de valorizagdo, lugares, divisores e género.
Caracterizaremos ainda tais conceitos ao analisarmos extensdes de corpos. Além disso,
estudaremos os espacgos de Riemann-Roch e suas principais propriedades. Ao final,
aprofundaremos essas andlises ao considerarmos corpos de fung¢des com corpos de

constantes finitos e corpos de func¢ées obtidos por meio de curvas algébricas planas.

No capitulo 3, introduziremos os conceitos basicos no estudo de reticulados,
estabelecendo uma visao geométrica e topoldgica dos mesmos. Nas tltimas se¢des,
apresentaremos ainda os principais problemas nesse sentido, abordando a anélise da
distancia minima de um reticulado e enfatizando sua densidade de empacotamento e

seu numero de vizinhos.

No capitulo 4, detalharemos um dos problemas centrais no estudo de reticulados:
a busca por reticulados com alta densidade de empacotamento. Sob essa perspectiva,
apresentaremos a construgdo de reticulados por meio de corpos de fun¢des gerais sobre
corpos de constantes finitos e analisaremos suas principais propriedades, que serdo

mais exploradas nos capitulos seguintes, usando corpos de fung¢des especificos

No capitulo 5, seguindo a abordagem feita para corpos de fung¢des gerais,



14

aprofundaremo-nos na analise dos reticulados obtidos a partir de corpos de fungdes
elipticas sobre corpos finitos. Para essa construcdo, utilizaremos a estrutura de grupo
presente no conjunto dos pontos racionais de uma curva eliptica e analisaremos os
divisores de determinadas retas pertencentes a tal corpo de fun¢des. Assim, provaremos
que sob certa condi¢do quanto ao ntiimero de lugares racionais o reticulado construido
torna-se gerado por seus vetores minimais e, consequentemente, bem arredondado. Ao
final, apresentaremos ainda estimativas para o namero de vizinhos e o raio de cobertura

desse reticulado.

Por fim, no capitulo 6, apresentaremos a construgdo ao considerarmos o corpo de
fun¢des Hermitiano sobre um corpo finito. Utilizando novamente o estudo de divisores,
demonstraremos que o reticulado obtido é gerado por seus vetores minimais e, portanto,
bem arredondado. No final do capitulo, apresentaremos uma estimativa do namero de

vizinhos e da densidade de empacotamento para esse reticulado.

Destacamos que as figuras em que ndo é apresentada referéncia sdo de autoria

proépria, sendo confeccionadas com escala 1 : 1 e utilizando o programa Geogebra.
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2 CORPOS DE FUNCOES ALGEBRICAS

Extensdes algébricas finitas de corpos estdo presentes em diversas dreas, das
quais podemos destacar a Geometria Algébrica, a Teoria dos Ntimeros e a Teoria das
Superficies Compactas de Riemann. Este capitulo se propde a estudar extensdes finitas

especificas, a saber, os corpos de fun¢des algébricas em uma variavel.

No que se segue, apresentaremos os principais conceitos referentes a Teoria de
Corpos de Fungdes Algébricas, tais como lugares, anéis de valorizagdo, valorizagdo, assim
como a relagdo entre eles, divisores e género de uma fungdo. Esses conceitos, juntamente
com algumas de suas propriedades, serdo essenciais nas construcdes de reticulados
feitas nos Capitulos 4, 5 e 6.

Primeiramente, abordaremos tais no¢des ao considerarmos uma extensao al-
gébrica arbitraria, apresentando exemplos quando tal extensdo é um corpo de funcoes
racionais. A seguir, apresentaremos corpos de fungdes obtidos por meio de curvas
algébricas planas. Por fim, analisaremos suas propriedades ao considerarmos corpos de
fungdes cujo corpo de constantes é finito.

2.1 DEFINICOES INICIAIS

Com o intuito de definirmos corpo de fungoes algébricas, relembramos notagdes

convenientes.

Dado um corpo K, representamos por K[x] o conjunto de polindmios na varidvel
x com coeficientes em K e por K(x) o corpo constituido pelos quocientes de elementos
em K[x]. Formalmente, temos:

K[x] := {f(x) =ayp+mx+---+a,x" :n€Neaq; € Kparatodoi = 0,...,n}
_ @
K(x) = { o [0 8@ €Kil g # 0}

sendo que K(x) é denominado corpo de fra¢des de K[x].

De modo andlogo, fixado n € IN, definimos K][x;, ..., x,] como sendo o conjunto
de polindmios nas varidveis xy, ..., x, com coeficientes em K, e K(xy, ..., x,) como o

corpo de fragdes de K[xy, ..., x,].

Definic¢ao 2.1.1. Dizemos que F/K é um corpo de fungées algébricas em uma varidvel
sobre K se F/K é uma extensdo de corpos tal que F é uma extensdo algébrica finita de K(x) para
algum elemento x € F que é transcendente sobre K.

Nessas circunstincias, denominamos ainda o conjunto:

K:= {z € F : z é algébrico sobre K}
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como corpo de constantes de F/K e, no caso em que K = K, dizemos que K é algebricamente
fechado em F (ou ainda que K é o corpo completo de constantes de F).

Observacgado 2.1.2. Para efeito de simplificacdo, iremos nos referir a F/K definido acima

como sendo simplesmente um corpo de fungoes.

Utilizando o conceito de corpo de fungdes, obtemos uma caracterizagdo para

elementos transcendentes.

Definicado 2.1.3. Dado um corpo de fungdes F/K, dizemos que um elemento z € F é um elemento
transcendente sobre K se a extensio F/K(z) possui grau finito.

Um dos principais exemplos de corpos de fungdes é obtido pela seguinte
definicao:

Definicdo 2.1.4. Dizemos que F/K é um corpo de fungées racionais se F/K é uma extensdo

de corpos e F = K(x), para algum x € F transcendente sobre K.

Claramente, temos que todo corpo de fung¢des racionais é, em particular, um

corpo de fungdes, o que torna a terminologia utilizada acima consistente.

Contudo, o conceito de corpos de fung¢des racionais é ainda mais relevante,
na medida em que nos permite caracterizar os corpos de func¢des. Com este intuito,

relembramos o conceito de extensdo simples.

Definicdo 2.1.5. Uma extensio F/K é dita simples se existe u € F tal que F = K[u].

Utilizando a Definigdo 2.1.5, dado um corpo de fungdes arbitrario, podemos
considerad-lo como sendo uma extensdo algébrica simples de um corpo de fungoes
racionais. Mais precisamente, podemos considerar F = K(x, y) em que ¢(y) = 0 para
algum polinémio irredutivel ¢(T) € K(x)[T]. Aprofundaremos nessa abordagem na
préxima se¢do, em que apresentaremos um método para a construgdo de corpos de
funcdes. Além disso, retomaremos esse resultado na Secao 2.4, onde descreveremos

essencialmente corpos de fung¢des com corpo de constantes finitos.

2.2 CORPO DE FUNCOES DE UMA CURVA

Conforme mostrado inicialmente, todo corpo de fung¢des pode ser visto como
uma extensdo simples finita de um corpo de fungdes racionais. Esse fato nos motiva
a estudar corpos de fun¢des da forma F/K, em que F = K(x, y), sendo x um elemento
transcendente sobre K. Sob essa perspectiva, podemos considerar ainda que x e y
satisfazem a equagdo de uma curva. Nesse contexto, esta tiltima se¢do tem o intuito de

exibir o corpo de fung¢des associado a uma curva algébrica plana.
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Para tanto, relembramos o conceito de polinémio irredutivel em duas varidveis.

Definicdo 2.2.1. Dado um polinomio g € K[X, Y] de grau d, dizemos que g é um polinémio
irredutivel se g nio pode ser fatorado como o produto de polindmios em K[X, Y] cujos graus

sejam menores que d.

Agora, consideremos C uma curva plana irredutivel sobre o corpo K, ou seja,
C:=V(f)={@b)eK*: f(@a,b)=0],
em que f € K[X, Y] é um polindmio irredutivel.
Além disso, sejam x e y as fun¢des coordenadas de C, as quais sdo dadas por:
x:C—>K y:C—>K
(a,b)—a ‘ (a,b)—0b
Lembramos que uma fungao ¢ de C em K é dita regular se existe um polindmio
g € K[X, Y] tal que ¢(a, b) = g(a, b) para cada (a,b) € C. Nessas condigdes, definimos a

K-dlgebra das fungoes requlares de C como:

Mq:Kmm=K%f]

Assim, podemos definir o seu corpo de fracdes, a saber:

g y)
m%y).ghergnef+h}

Suponhamos agora que C ndo é a reta vertical x = 0. Dessa forma, como x ndo

MQ:me={

divide f, temos que x ¢ K e, entdo, x é transcendente sobre K. Consequentemente,
garantimos que K(C)/K é um corpo de fun¢des, denominado corpo das fungoes racionais
de C.

Exemplo 2.2.2. Consideremos a curva de equagdo f : y* — x> = 0 sobre R?. Pela
construcdo feita acima, temos que x é transcendente sobre RR, visto que x ndo divide f.
Desse modo, R(x, y)/R é um corpo de fun¢des. Mais precisamente, obtemos:

R[X, Y]

(V> =)

E, portanto, tal corpo de fungées é dado por:

R[x, y] =

g(xl ]/) 2 3
R(x, ):{ g heK[X,Y]ley"—x’ {1 hy.
Yy hx, y) 8 Yy

Aprofundaremo-nos no estudo de corpos de func¢des obtidos por meio de curvas
algébricas planas no préximo capitulo, em que analisaremos os corpos de fun¢des
obtidos a partir da curva hermitiana e de curvas elipticas, considerando K como sendo um

corpo finito.
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2.3 PRINCIPAIS CONCEITOS

Nesta secdo, inicialmente, estudaremos os anéis de valorizagdo de um corpo de
fungoes e seus respectivos ideais maximais (lugares). A seguir, obteremos uma carac-
terizacdo para os mesmos por meio da andlise de determinadas aplica¢des, chamadas
valorizagdes. Em um segundo momento, estenderemos a nocao de lugar ao considerarmos
suas somas formais: os divisores. Nesse sentido, obteremos importantes resultados,
destacando-se o famoso Teorema de Riemann-Roch. Por fim, analisaremos como tais

conceitos se comportam em extensdes de corpos de fungdes.

2.3.1 Lugares e Valorizagdes

Definicdo 2.3.1. Um anel de valorizagdo de um corpo de fungdes F/K é um anel O C F
satisfazendo as sequintes propriedades:

(i) KCOCF;
(ii) Para todo z € F tem-se que z € O ou z™! € O.

Exemplo 2.3.2. Consideremos o corpo de fun¢des racionais dado por K(x)/K, em que x é
um elemento transcendente sobre K. Dado um polindmio monico irredutivel p(x) € K[x],

definimos:

OP(X) = {i;% : f(x)/ g(x) € Klx], mdc(f(x)/ ) =1, P(x) 1 g(X)} .

Temos que O,x) € um anel de valorizagdo do corpo de fungdes racionais K(x)/K.
De fato, é imediato que K ¢ O,y & K(x). Por outro lado, dado ¢ € K(x), sabemos que:

i)

@—g@ysadof@%ﬂ@eKﬁLmkqﬁ%g@):1eﬂ@¢0_

Se p(x) 1 g(x), segue que @ € Oy, e ndo ha nada a fazer.

Por outro lado, se p(x) | g(x), como f(x) e g(x) sdo primos entre si, segue que

p(x) 1 f(x). Consequentemente, temos:

4 8()

= % S Op(x).

Destacamos que a condigao de p(x) ser irredutivel é crucial para que O, seja
um anel. Com efeito, consideremos f(x)/g(x) e h(x)/s(x) elementos em O,,). Temos:

f(x) N h(x) _ f(x)s(x) + h(x)g(x)
g(x)  s(x) g(x)s(x) '
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Sabemos que p(x) 1 g(x) e p(x) 1 s(x). No entanto, no caso em que p(x) é redutivel,
ndo garantimos que p(x) 1 g(x)s(x).

Com efeito, consideremos p(x) = a(x)b(x), com mdc(a(x),b(x)) = 1. Tomando
g(x) tal que a(x) | g(x) e b(x) 1 g(x) e s(x) tal que b(x) | g(x) e a(x) ¥ g(x)), temos que
p(x) | g(x)s(x).

E possivel também definir um outro anel de valorizagdo em K(x)/K, sem a
utilizagdo de um polindmio monico e irredutivel fixado, a saber:

O = {% : f(x), g(x) € K[x], deg f(x) < degg(x)}.

Notemos que, pelo Exemplo 2.3.2, todo corpo de fung¢des racionais admite um
anel de valorizagao, bastando considerar um polindmio monico irredutivel sobre tal
corpo. Entretanto, em principio, considerando um corpo de fung¢des arbitrario F/K ndo
garantimos, ainda, que o mesmo admite ao menos um anel de valorizacdo. Para a
demonstragdo dessa existéncia, que serd feita ao final dessa subsec¢do, optaremos pela
abordagem a partir de lugares.

Proposicao 2.3.3. Seja O um anel de valorizagio do corpo de fungdes F/K. Entdo O é um anel
local, i.e., O possui um tinico ideal maximal, a saber:

P=0\0%,
em que O™ corresponde ao grupo das unidades de O, ou seja,

0" := {z € O : existew € O tal que zw = 1}.
Demonstragio. Primeiramente, notemos que P é um ideal de O:

i) Dados z € O e x € P, sabemos que zx € O, visto que O é um anel.

Afirmamos que zx ¢ O*. Com efeito, caso contrario, teriamos que (zx)™' € 0%,

donde resultaria que z(zx)™! = x € 0%, uma contradicdo.

Logo, segue que zx € P.

if) Sejam x, y € P. Novamente, como O é um anel, temos que x + y € O.

Por outro lado, como x,y € F e F é corpo, temos que x/y € F. Como O é anel de
valorizacdo, temos que x/y € O ou y/x € O. Assim, a menos de troca de variaveis,
podemos supor, sem perda de generalidade, que x/y € O.

Dessa forma, x/y + 1 € O e, consequentemente:
X X
x+y:(§+1)y¢0 :

Portanto, x + v € P.
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Resta mostrar que P é o tinico ideal maximal de O.

Com efeito, seja [ um ideal préprio de O talque P €I € O. Como I € O, segue
que I ndo contém nenhuma unidade (caso contrério, 1 € I e terfamos I = O) e, entdo,
I €O\ O* =P. Portanto, I = P, como querfamos.

A unicidade decorre do fato de que todo ideal propriamente contido em O esta

contido em P, o qual é maximal. m|

O resultado apresentado nos motiva a defini¢ao de lugar de um corpo de fungdes.

Definicao 2.3.4. Dizemos que P é um lugar de um corpo de fungoes F/K se P é o ideal maximal
de algum anel de valorizagio O de F/K, ou seja, P = O \ O*.

O conjunto de lugares de um corpo de fungdes F/K serd denotado por Pr, ou seja,
Pr = {P : P é um lugar de F/K}.

Observagdo 2.3.5. Dado um anel de valorizagdo O em F/K e seu respectivo lugar
P = O\O*, segue diretamente da defini¢do que, para cada z € F, com z # 0, tem-se:

zePozlgo.
Desse modo, O é unicamente determinado por P, podendo ser escrito como:
O={zeF:z"¢P}

Nessas circunstancias, por vezes denotaremos o anel de valoriza¢do de F/K

associado ao lugar P € IPr como sendo Op.

Exemplo 2.3.6. Consideremos o corpo de fung¢des racionais K(x). Fixemos um polindmio

monico irredutivel p(x) € K(x) e consideremos O, definido como no Exemplo 2.3.2:
(%)
Op(x) = {% . f(X), 8(x) € K[x], P(x) 'f g(x)} .

Por definic¢do, seu ideal maximal é dado por:

Py = Op(x)\O;(x)-

Assim, P,y (denominado lugar finito) é constituido pelos elementos f(x)/g(x) €
Op(x tais que g(x)/ f(x) ¢ Op). Consequentemente,

Py 1= {% F f(x), 8(x) € K[x], p(x) 4 8(x), p(x) | f(x)}- (2.1)

A efeito de notagdo, quando p(x) = x — a para algum « € K, denotamos o lugar
correspondente simplesmente por P,,.
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Por outro lado, considerando o anel de valorizagdo denotado por O, ou seja:

O = {é% : f(%), g(x) € K[x], deg f(x) < degg(X)},

temos que seu respectivo ideal maximal (denominado lugar infinito de K(x)) é dado por:
_ [0
Py := @ : f(x), g(x) € K[x], deg f(x) < deg g(x) ¢ . (2.2)

Cabe destacar que a nomenclatura desses lugares depende da escolha para o
elemento transcendente. Com efeito, sabemos que K(x) = K(1/x); donde resulta que o

lugar infinito com respeito a 1/x corresponde exatamente ao lugar P.

Pode-se mostrar ainda que esses dois exemplos descrevem todos os lugares para
o corpo de fungdes racionais K(x)/K. Em outras palavras, qualquer lugar de K(x)/K
pode ser descrito por uma das equagdes: (2.1) ou (2.2) (ver [28], Proposicdo 1.2.1).

Um fato interessante a respeito de um lugar do corpo de funcdes F/K é o de que
todos seus elementos ndo nulos sdo transcendentes sobre K. Mais geralmente, temos:

Proposicao 2.3.7. Sejam O um anel de valorizagdo do corpo de fungdes F/K com ideal maximal
P e K o corpo de constantes de F/K. Entio K C O e, em particular, KN P = {0}.

Demonstragio. Seja z € K. Suponhamos, por absurdo, que z ¢ O. Entdo, como O é anel
de valorizagdo, temos que z~! € O. Agora, como z~! € K, uma vez que K é corpo, existem
ai,...,a, € K tais que:

Y+ +azt+1=0

e, consequentemente,
z a7 4 a) = -1,

Assim, z = —(a,(z71)"! + .-+ +a;) € K[z"!] € O, uma contradicdo.

Portanto, K C O e, pela Observacéo 2.3.5, segue que K N P = {0}. m|

Com o intuito de obter um estudo mais detalhado dos conceitos apresentados,
utilizaremos uma segunda descri¢do por meio de valorizagoes.

Definicado 2.3.8. Seja F/K um corpo de fungdes. Uma valorizagdo discreta de F/K é uma
aplicagdo sobrejetiva v : F — Z. U {oo} satisfazendo:

(1) v(a) =0paratodo0 #a€K;
(i1) v(x) ;=00 & x =0);

(iii) v(xy) = v(x) + v(y) para todo x,y € F;
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(iv) v(x +y) = min{v(x), v(y)} para todo x,y € F.
Observacgao 2.3.9. O simbolo co denota um elemento que ndo pertence a Z e que, para

quaisquer m, n € N, satisfaz:

xx>n e C0O+00=00+1n=1n+4+00 = 00.

Além disso, destacamos que a nogao de valorizagdo é mais abrangente. Em geral,
dado um grupo abeliano totalmente ordenado I', podemos definir uma valorizagdo de
F/K com grupo de valores I' como sendo uma aplicacdo sobrejetiva v : F — I' U {0}
com as mesmas propriedades exigidas acima. Neste caso, se I' = Z, dizemos que tal

valorizacédo é discreta.

Para efeito de simplificagdo, iremos nos referir a v como na Defini¢do 2.3.8
simplesmente como uma valorizagdo. Entretanto, ressaltamos que todas as valoriza¢oes

abordadas neste trabalho sdo necessariamente discretas.

Utilizando a propriedade (iv) da Defini¢do 2.3.8, obtemos o seguinte resultado:

Proposic¢do 2.3.10 (Desigualdade Triangular Estrita). Seja v uma valorizagdo discreta de
F/K e sejam x, y € F tais que v(x) # v(y). Entdo, v(x + y) = min {v(x), v(y)}.

Demonstragido. Como v(x) # v(y), podemos considerar, sem perda de generalidade, que
v(x) < v(y). Suponhamos, por absurdo, que v(x+y) > min {v(x), v(y)}, i-e., v(x+y) > v(x).
Assim, temos:

v(x) = v(x + y — y) = min {v(x + y), v(-y)}.

Por outro lado, notemos que, dado a € K, com a # 0, pelas propriedades (i) e (iii)

temos que v(ay) = v(y). Em particular, v(-y) = v(y), donde resulta:

v(x) = min{v(x + y), v(y)} = v(y),
uma contradi¢do. Logo, segue que v(x + y) = min {v(x), v(y)}. O
Mostraremos agora que, fixada uma valorizac¢do discreta v de F/K, podemos
construir conjuntos P, e O, que sejam um lugar e seu respectivo anel de valorizacdo de

F/K. Reciprocamente, fixado um lugar P de um corpo de fungdes F/K, é possivel definir

uma aplicagdo vp de modo que a mesma seja uma valorizagao discreta de F/K.
Para a primeira afirmacdo, temos:
Teorema 2.3.11. Seja v uma valorizagdo discreta do corpo de fungoes F/K. Definimos:
0, = {z eF:v(z) > O};
P, = {z eF:vu(z)> O}.

Entdo, P, e O, sdo um lugar e seu respectivo anel de valorizagio de F/K.
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Demonstragido. Primeiramente, notemos que, como v é uma valorizagdo, entdo v(z) = 0
para todo z € K, com z # 0. Mais ainda, utilizando que v é sobrejetiva, temos O, & F.
Assim, segue que K€ O, G F.

Por outro lado, dado z € F, caso z ¢ O,,, ou seja, v(z) < 0, notemos que:
0=0v(1)=v(z-z7") =v() + v,

donde resulta que v(z™!) > 0 ¢, portanto, z! € O,. Desse modo, O, é de fato um anel de

valorizacgao.

Além disso, notemos que, nessas circunstancias, o grupo das unidades de O, é
dado por:

v —

OX_{ZGF:U(Z):O}QOU.

Com efeito, seja z unidade de O,. Entdo z7! € O, e, procedendo como anterior-
mente, devemos ter necessariamente v(z) = v(z™') = 0. Reciprocamente, se z € F é tal

que v(z) = 0, entdo segue que v(z™') = 0 e, portanto, z € O,.

Logo, usando que P, = O, \ O}, obtemos a igualdade enunciada para P,. Em
outras palavras, concluimos que P é o ideal maximal de O,, como queriamos. m|

Para a segunda afirmacao, segundo a qual um lugar em F/K nos permite definir
uma valorizagdo neste corpo de fungdes, necessitaremos de alguns resultados auxiliares,
os quais dependem principalmente do lema seguinte, cuja demonstracao é feita em [28]
(Lema 1.1.7).

Lema 2.3.12. Seja O um anel de valorizagdo do corpo de fungoes F/K e seja P seu ideal maximal.
Consideremos 0 # x € P. Sejam x1,...,x, tais que x; = x e x; € x; P para todoi=2,...,n.
Entdo:

n < [F: K(x)] < oo.

Observacao 2.3.13. Destacamos que a desigualdade [F : K(x)] é vélida para todo
elemento de F transcentdente sobre K (veja Definigdo 2.1.3). Alam disso, pela Proposigao

2.3.7, como x € P, temos que x é necessariamente transcendente sobre K.

Proposicao 2.3.14. Seja F/K um corpo de funcoes e P um lugar de F/K, cujo anel de valorizagio

associado é dado por Op. Consideremos que P = tOp para algum t € P.

Entdo, dado z € F, com z # 0, temos que ele possui uma iinica representagio sob a forma:

z=t"u,emquenecZeuecOj.

Demonstragio. Para a unicidade da representa¢do, consideremos z = t"u = t"r, em que

u,r e O; e m,n € Z. Suponhamos, sem perda de generalidade, que n > m. Entdo
" = yu~! € Op, donde temos m = n e, consequentemente, r = .
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Para verificarmos a existéncia de tal representacdo, seja z € F, com z # 0. Como
Op é um anel de valorizac¢do, temos que z ou z71 pertence a Op. Dessa forma, podemos
supor, sem perda de generalidade, que z € Op. Caso z € Oj, basta escrevermos z = 1°z.
Entdo, podemos nos limitar ao caso em que z ¢ O3, ou seja, em que z € P.

Neste caso, consideremos o maior valor de m natural de modo que x; € x;;P

paratodoi=2,...,m, sendo:

x1=2 X =" xg=t"2, .., xy =L

Notemos que, de fato, existe ao menos um valor de m satisfazendo a condic¢do

acima, a saber, m = 1. Além disso, x; € P paratodoi=1,...,m.

Por outro lado, garantimos a existéncia de um valor maximo para m em func¢do

do Lema 2.3.12, pelo qual a sequéncia tomada é limitada.

Dessa forma, temos que z = t"u, em que u € Op. Afirmamos que u deve ser uma
unidade de Op. Com efeito, caso contrario, terfamos que u € P = tOp, ou seja, u = tw,
sendo w € Op. Como consequéncia terifamos z = t"™1w, contrariando a maximalidade

de m. Portanto, existe n € Z tal que z = t"u, sendo u € O5. O

Observacgao 2.3.15. Notemos que pela construgédo feita na proposigdo anterior, no caso

geral em que z € F, garantimos apenas que o expoente n em z = t"u, com u € Oy, é

inteiro. Por outro lado, caso z € P, tal expoente é necessariamente natural.

Proposic¢do 2.3.16. Seja F/K um corpo de fungoes e P € Pr. Entdo, P é um ideal principal.

Mais ainda, Op é um dominio de ideais principais.

Demonstragio. Primeiramente, mostraremos que P é um ideal principal de Op.

Para tanto, suponhamos, por absurdo, que P ndo é principal. Tomemos x; € P
com x; # 0. Como x;0p C P, existe x, € P\ x;0p. Além disso, como x10p # x,0p, segue
que x,x17! ¢ Op ¢, pela Observagdo 2.3.5, temos que x, 'x; € P, donde x; € x,P.

Por indugdo, podemos repetir esse processo sucessivamente. Assim, obtemos
uma sequéncia infinita x1, x, ... em P tal que x; € x;.1 P para todo i > 1. No entanto, isso
contradiz o Lema 2.3.12. Logo, concluimos que P é um ideal principal. Em particular,

P = tOp para algum elemento primo t € P.

Agora, resta-nos mostrar que os demais ideais de Op também sado principais. Seja

I # {0} ideal de Op. Definimos o conjunto:
C:={reNU(0}: eI},
Notemos que C é ndo vazio, uma vez que dado 0 # x € I C Op, tem-se x = t'u

com u € O3 er € NU {0}. Entdo, como I é ideal, segue que t' = xu™! € I. Tomemos

n := min(C). Mostraremos que I = t"O.
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Como t" € e I é um ideal, a inclusdo t"Op C I é trivial. Para a outra inclusao,
consideremos 0 # y € I. Sabemos pela Proposicao 2.3.14 que y = t'w, com w € Oy e
s > 0. Assim, t° € [ e s > n, resultando que y = t"t*"w € t"Op.

Logo, Op é um dominio de ideais principais. m]

Coroldrio 2.3.17. Sejam F/K um corpo de fungdes e t € P um elemento primo de P € IPr. Entdo,
P = tOp.

Demonstragio. Como P é um ideal de Op, para todo t € P segue que tOp C P. Agora,
como Op é um dominio de ideais principais e tOp é um ideal primo de Op (visto que
t é primo), segue que tOp é um ideal maximal de Op. Pela unicidade de P como ideal
maximal, concluimos que P = tOp. ]

Observacao 2.3.18. Destacamos que a existéncia de um elemento primo em P decorre
do fato de Op ser um dominio de ideais principais; mais precisamente, do fato de que,
em particular, P é um ideal principal. Soma-se a isso a condic¢do de que P é um ideal
maximal e, consequentemente, um ideal primo.

Sejam F/K um corpo de fun¢des e P um lugar de F/K. Definimos uma aplicacdo
vp : F — Z U {oo} do seguinte modo: dado um elemento primo t de P, para cada z € F,
com z # 0, sabemos que z pode ser representado unicamente como z = t"u, em que
n € Zeu € Op. Assim, definimos:

vp(z):=n e vp(0) = oo.

Teorema 2.3.19. Sejam F/K um corpo de fungoes, P um lugar de F/K e vp : F — Z U {o} a
aplicagdo como definida acima. Entdo:

(1) vp estd bem definida, ou seja, independe da escolha do primo t € P.
(2) vp é uma valorizagio discreta de F.
(3) Op, Oj e P podem ser expressos a partir de vp como:
Op = {z € F:vp(z) > O};
05 = {z eF:vp(z) = O};
Pz{zeP:vp(z)>0}.

Demonstragio. (1) Consideremos outro elemento primo de P, digamos t’. Sabemos, pelo
Corolério 2.3.17, que P = tOp = t'Op, donde resulta que t = t'w para algum w € Oj.
Consequentemente, dado z = t"u € P, segue que:

z = t"'u = (Yw)'u =t"(w"un),
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sendo que w"u € O3.

(2) Devemos mostrar que sdo validas as propriedades (i), (iii) e (iv) da Defini¢do

2.3.8 (visto que (ii) e a sobrejetividade seguem diretamente da defini¢do apresentada).

Para (i), basta notar que, dado 0 # a € K, como K é corpo e Op é anel de
valorizagdo, entdo a € O5. Assim, a = t%, ou seja, v(a) = 0.

Para (ii), sejam x, y € F. Suponhamos, sem perda de generalidade, que x, y # 0.
Assim, x = t"ue y = t"r,sendom,n € Z e u,r € 035. Como ur € Oy, temos:

tm+n

vp(xy) = v (t""'ur) = m+ n = vp(x) + ve(y).

Por fim, para (iv), consideremos x, y € F, sem perda de generalidade, x, y # 0.
Novamente, escrevemos x = t"u e y = t"r, como acima. Suponhamos, sem perda de

generalidade, que n < m < oo, ou seja, min {vp(x), vp(y)} = n. Sabemos que:
x+y=t"u+t"r=t"(u+t""r)=1"z,

em que z € Op.

Caso z = 0, temos vp(x + y) = oo > n. Caso contrério, como z € Op, podemos

escrever z = t's, sendok >0 es € O3. Desse modo,
x+y = t"(t's) = t"*s
e, como consequeéncia,

vp(x +y) = n+k > n=min{vp(x), vp(y)} .

Destacamos que, caso tenhamos pelo menos uma das varidveis x ou y tomadas
acima igual a zero, as propriedades (ii) e (iv) seguem diretamente da defini¢do da

valorizagdo vp em 0, juntamente as propriedades de co.

(3) A igualdade referente a O} segue do fato de vp satisfazer (i). Por outro lado,
como P = tOp, temos da Proposi¢do 2.3.14 que todo elemento z € P se expressa como
z = t"u,em que u € O3 e m > 1. Entdo, v(z) = m > 0, garantindo a igualdade referente a
P. Por fim, para Op basta utilizar que Op = O3 U P. O

Coroldrio 2.3.20. Um elemento x € F é um elemento primo de P se, e somente se, v(x) = 1.

Demonstragio. A demonstragao segue da afirmagao (1) do Teorema 2.3.19, ou seja, do
fato de que vp pode ser definida considerando-se qualquer elemento primode P. O

Coroldrio 2.3.21. Todo anel de valorizagio O de F/K é um subanel prdprio maximal de F.
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Demonstragido. Consideremos O um anel de valoriza¢ao de F/K, cujo ideal maximal é
P e cuja valorizagdo correspondente é dada por vp. Mostraremos que, dadoz € F\ O,
temos F = O[z]. E imediato que O|z] C F. Por outro lado, seja y € F. Como z ¢ O, temos
que vp(z™') > 0. Assim, existe k € Z, com k > 0, tal que vp(yz‘k) > 0. Portanto, segue
que w := yz* € O e, por consequéncia, y = wz* € O[z]. Logo, O[z] = F, resultando que O
¢ um subanel préprio de F. O

Os Teoremas 2.3.11 e 2.3.19 sdo de grande importancia na Teoria de Corpos de
Fungdes, na medida em que demonstram a existéncia de uma correspondéncia biunivoca
entre lugares e valoriza¢des. Mais ainda, pela Observagdo 2.3.5 e pelo Corolério 2.3.21

essa correspondéncia também é valida considerando-se anéis de valorizacdo e lugares.

Nessas circunstancias, ao estudar determinado problema, podemos, muitas
vezes, optar por qual abordagem sera feita, ou seja, com base em anéis de valorizacao,
valorizagdes ou lugares. Neste trabalho, trabalharemos essencialmente com valorizagoes
e lugares. Assim, encerramos essa subsecado exibindo conceitos mais especificos, relativos

aos lugares, além do teorema que demonstra a existéncia dos mesmos.

Defini¢ao 2.3.22. Sejam F/K corpo de fungées e P € P lugar associado ao anel de valorizagio
Op. Dizemos que Fp := Op/P é o corpo de classes residuais de P ou simplesmente o corpo
residual de P.

As classes residuais de P permitem a construcio do mapa:

(P:F - PpU{OO}
x +— x(P)

em que x(P) := x + P para todo x € Op e x(P) := oo se x € F\ Op (aqui, o simbolo oo ndo
apresenta o mesmo significado do que nas valorizagoes).

Observacao 2.3.23. Destacamos que a terminologia utilizada deve-se ao fato de que P é

um ideal maximal e, portanto, Fp é, de fato, um corpo.

Além disso, destacamos que o mapa definido acima nos permite considerar K

(ou mesmo K) como imerso em Op/P. Com efeito, analisando a restricao:
CP|OP :Op — Op/P,
notamos que ela induz uma imersio candnica de K (analogamente de K) em Op/P.

Exemplo 2.3.24. Consideremos o anel de valorizagao O,y e seu respectivo lugar P = Py,
sendo p(x) um polindmio moénico irredutivel em K[x], definidos como no Exemplo 2.3.6.

Notemos que P é gerado por p(x) e, consequentemente, p(x) é um elemento primo de P.
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Assim, dado um elemento z € K(x) \ {0}, podemos escrevé-lo como:

z = px)” (%)

em que n € Z e f(x), g(x) € K[x], sendo que p(x) 1 f(x) e p(x) 1 g(x).
Dessa forma, definimos a valorizacdo vp como vp(z) = n.

Agora, para a determinacdo do corpo das classes residuais de P, a qual denotare-

mos por K(x)p, definimos 0 homomorfismo:

¢:Klx] — K(x)p
fx) = f)(P)

Claramente temos que ¢ é sobrejetivo e que Ker(¢) = (p(x)). Logo, pelo Teorema
dos Isomorfismos, ¢ induz um isomorfismo entre o corpo residual e K(x)/ {(p(x)), donde

resulta:
K[x]

(p(x))
Definicdo 2.3.25. Sejam F/K corpo de fungoes e P € Pr. Definimos o grau de P como sendo:

K(.X')p =

degP := [Fp : K].
No caso em que o grau de P é iqual a 1, dizemos que P é um lugar racional de F/K.

Observacao 2.3.26. Os lugares racionais sdo uma ferramenta eficaz no estudo de diversos
problemas, ndo somente relativos a Teoria de Corpos de Fun¢des, como também na
Geometria Algébrica. Nessas circunstancias, considerando o corpo de fung¢des racionais
K(x)/K, sendo K algebricamente fechado, é possivel demonstrar a existéncia de uma
correspondéncia biunivoca entre o conjunto de lugares racionais e P := K U {co} (linha
projetiva). Para um estudo detalhado das relagdes entre lugares e os espagos projetivos,

sugerimos consultar [14].

Exemplo 2.3.27. Destacamos que, ao considerarmos o corpo de fun¢des racionais K(x)/K,
os lugares P,(,) em que p(x) ¢ um polindbmio monico irredutivel de grau 1 sdo exemplos de

lugares racionais. Mais geralmente, temos pelo Exemplo 2.3.24 que deg P,y = degp(x) .

Pode-se demonstrar que o grau de um lugar é sempre finito. Em geral, temos:

Proposicdo 2.3.28. Sejam P um lugar do corpo de funcdes F/K e 0 # x € P. Entdo:

deg P < [F : K(x)] < co.

Demonstragio. Sabemos que todo elemento ndo nulo em P é transcendente sobre K

e, consequentemente, temos que F/K(x) é uma extensdo finita. Assim, precisamos
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apenas mostrar que quaisquer n elementos z,...,z, € Op, cujas classes residuais
z1(P), ..., z,(P) € Fp sdo linearmente independentes sobre K, sdo linearmente indepen-
dentes sobre K(x).

Suponhamos, por absurdo, que exista uma combinagdo linear ndo trivial

Zn: Pi(x)z; = 0,
P

em que @;(x) € K(x) paratodoi=1,...,n.

Podemos supor que ¢;(x) sdo polindmios em x (bastando multiplicar pelo mdc
dos eventuais denominadores de ¢;(x)) e que x ndo divide todos eles. Denotemos
a; := @;(0) (termo constante de @;(x)). Entdo, podemos escrever ¢;(x) = a; + xgi(x), em

que gi(x) € K[x] e nem todos 4; sdo iguais a zero.

Agora, como x € P e gi(x) € Op, temos que @;(x)(P) = a;(P) = a; para todo
i=1,...,n. Aplicando o mapa de classes de residuos na combinagéo linear, obtemos:

n

n
0=0(P) = ) pi)(P)z(P) = ) aizi(P).
i=1 i=1
No entanto, isso contradiz o fato de que z;(P), ..., z,(P) sdo linearmente indepen-
dentes sobre K. O

Corolario 2.3.29. O corpo K de constantes de F/K é uma extensdo finita de K.

Demonstragio. Seja P € IPr. O mapa de classes residuais nos permite considerar K imerso

em Fp, consequentemente, [K : K] < [Fp: K] < o0. O

Coroldrio 2.3.30. Se K ¢ algebricamente fechado em F, entdo todos os lugares de F/K sdo

racionais.

Demonstragio. Consideremos P um lugar racional do corpo de fungdes F/K. Temos que
deg P = 1, donde [Fp : K] = 1 e, consequentemente, Fp = K. Assim, o mapa de classes

residuais de P leva F em K U {co}.

Agora, seja Q € IPr um lugar arbitrario. Pelo Corolério anterior, sabemos que
[K:K] < [Fo : K] e, sendo K algebricamente fechado, temos que K = K, donde degQ > 1.

Por outro lado, seja L/K uma extensao algébrica de K. Como K é algebricamente
fechado, temos que todo elemento de L satisfaz um polindmio linear e, logo, pertence a
K. Assim, dada qualquer extensdo algébrica de K, segue que L = K. Em outras palavras,
como K é algebricamente fechado, ndo existe nenhuma extensdo algébrica prépria de K.

Em particular, como F/K é uma extensao algébrica, concluimos que Fp = K.

Logo, temos [Fq : K] = 1, ou seja, Q tem grau 1. Por fim, como Q foi tomado de
forma arbitrdria em IPr, concluimos que todos lugares de F sdo racionais. m|
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Observacio 2.3.31. Dado um corpo de fungdes F/K, como pelo Corolario 2.3.29, K é
uma extensao finita de K, segue que F pode ser tratado como um corpo de fun¢des sobre
K. De fato, seja x € F um elemento transcendente sobre K. Pelo Teorema de Lagrange
para extensdo de corpos, sabemos que:

[F : K(x)] = [F : K@)I[K(x) : K(x)]-

Agora, como F/K(x) e K/K sdo extensdes finitas, segue que F/K(x) também o é.
Logo, F/K é um corpo de fungoes.

Desse modo, a menos da eventual substituigio de K por K, podemos considerar
F/K um corpo de fungdes cujo corpo de constantes é completo, ou seja, em que K é
algebricamente fechado em F. Nesse contexto, a partir deste momento, salvo em mencéo
contraria, sempre que nos referirmos ao corpo de func¢des F/K iremos considerar K como

sendo o corpo completo de constantes de F.

Definicao 2.3.32. Sejam z € F e P € Pr. Dizemos que P é um zero de z se vp(z) > 0; por outro
lado, dizemos que P é um polo de z se vp(z) < 0, sendo vp a valorizagdo induzida por P.

Mais geralmente, se vp(z) = m > 0, dizemos que P é um zero de z de ordem m,
enquanto se vp(z) = —m < 0, dizemos que P é um polo de z de ordem m.

Finalmente, apresentamos o teorema segundo o qual todo corpo de fungdes
admite um anel de valorizagdo. Assim, por meio da correpondéncia biunivoca descrita
anteriormente, garantimos a existéncia de um lugar e de uma valorizagdo em qualquer
corpo de fungdes. Mais precisamente, provaremos que todo elemento transcendente

sobre K possui pelo menos um polo e um zero.

Teorema 2.3.33 (Existéncia de Anéis de Valorizacdo). Seja F/K um corpo de funcoes e seja
R um subanel de F tal que K € R C F. Suponhamos que I é um ideal primo nio nulo de R.
Entdo, existe um lugar P € Pr tal que I C P e R C Op.

Demonstragio. Consideremos o conjunto:
F = {S : Sésubanelde FcomR C SelS # S}.

em que IS é calculado da mesma forma que o produto usual de ideais.

Mostraremos que, pelo Lema de Zorn, o conjunto # admite elemento maximal e

que este elemento se caracteriza como um anel de valorizac¢do de F/K.

Primeiramente, notemos que ¥ é ndo vazio, uma vez que o fato de I ser ideal
primo de R nos garante que IR # R; consequentemente, R € . Por outro lado, podemos

estabelecer uma ordem parcial em ¥ por meio de inclugéo.
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Com efeito, seja ‘H C F um subconjunto totalmente ordenado de ¥ . Definimos:

T:=| J{s:seH]|.

Provaremos que T € . Para tanto, observemos que, por definicdo, T é um
subanel de ¥ tal que R € T. Agora, suponhamos, por absurdo, que IT = T. Em
particular, temos que a identidade de T se escreve como:

n
1= Zart, ,emquea,€let, € Tparatodor=1,...,n.
r=1

Como ‘H é totalmente ordenado, existe Sy € H tal que ty,...,t, € Sp. Assim,
segue que 1 € IS, contradizendo o fato de que Sy € .

Nessas condi¢des, podemos aplicar o Lema de Zorn, resultando que ¥ possui
um elemento maximal, o qual denotaremos por O. Como I # {0} e IO # O, temos que O
ndo apenas é um subanel de F contendo K, como também estas inclusdes sao estritas,
ie, KCOCF.

Para demonstrarmos a segunda condicdo inerente aos anéis de valorizagdo,
procederemos por indugdo ao absurdo. Suponhamos que existaz € Ftalquez ¢ O e
z1¢ 0. ComoI C O\ O% temos que [0[z] = O[z] e [O[z™'] = O[z™']. Em particular,
como 1 € O[z] N O[z7'], podemos escrever:

1 = ag+az+---+a,z";

1 = by+biz'+---+b,z™,
em qued, ..., by, ..., by €10en,m>1.

Consideremos, sem perda de generalidade, que 1, m sdo os menores naturais que
verificam tais igualdades, ou seja, tais que os coeficientes em IO sdo todos ndo nulos.
Suponhamos ainda, que m < n. Multiplicando as equagdes anteriores por 1 — by e a,,z"

respectivamente, obtemos:

1-by
0

(1 — bo)ao + (1 - bo)(llz + -+ (1 - bo)anz"

1 m

+ -+ bya,z"".

(bg — Da,z" + bya,z"

Somando tais equagdes, obtemos uma equagdo da forma:

-1
l=co+ciz+-+c,12",

em que ¢y, ..., Cy—1 € 1O0.
Entretanto, isso contradiz a minimalidade de n.

Portanto, segue que pelo menos uma das condi¢des seguintes é satisfeita: ou
z€Oouz'e€O. Por consequéncia, O é um anel de valorizagdo de F/K, de modo que

P = O\ O* é seu lugar correspondente. O
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Coroldrio 2.3.34. Seja F/K um corpo de fungoes e z € F um elemento transcendente sobre K.

Entdo, z admite pelo menos um polo e um zero. Em particular, temos que Pr # (.

Demonstracdo. Consideremos no teorema 2.3.33, R = K[z] e o ideal I = zK[z]. Como
vimos na demonstragdo de tal resultado, existe P € IPr tal que z € P. Consequentemente,

pela caracterizagdo de lugar via valorizagdo, segue que P é um zero de z.

Esse argumento pode ser aplicado igualmente ao elemento z™!, de modo que
obtemos Q € PPr tal que Q é zero de z7!. Pelas propriedades de uma valorizagdo,

concluimos que Q é um polo de z. m|

Observacao 2.3.35. Destacamos que, apesar do chamado Teorema da Aproximagio Fraca
garantir ainda a existéncia de infinitos lugares para um corpo de fungdes arbitrério F/K,
fixado um elemento 0 # x € F, hd somente uma quantidade finita de polos e zeros a ele

associados (consultar [28], Teorema 1.3.3).

2.3.2 Divisores e Género

Como descrito anteriormente, consideramos, nesta e nas préximas se¢des, F/K

um corpo de fungdes cujo corpo de constantes K é completo em F.

Defini¢ao 2.3.36. Dado um corpo de fungoes F/K, definimos o grupo dos divisores de F/K,
denotado por Div(F), como sendo o grupo abeliano livre gerado pelos lugares de F/K. Mais
precisamente, temos que um divisor, i.e., um elemento do grupo Div(F), é uma soma formal, a
saber:

D := Z npP , em que np € Z e np = 0 para quase todo P.

PelPr

No caso em que D = P para algum P € Pr, dizemos ainda que D é um divisor primo.

Como Div(F) é um grupo abeliano livre, podemos definir a soma de divisores de
um corpo de fungdes e exibir seu elemento neutro. Formalmente, dados D, D’ € Div(F),
com D = ) npPeD’ =} n,P, temos:

D+D = (np + ny)P.
P

PelPr
Além disso, o elemento neutro de Div(F) é dado por:

0:= Z rpP , em que rp = 0 para todo P.
PE]PF

Na defini¢do acima, ao estabelecermos que np = 0 para quase todo P, considera-
mos que np # 0 apenas para um nimero finito de lugares P € IPr. Este fato nos motiva a

defini¢do de suporte de Div(F) e a observagdo de que o mesmo é finito.
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Definicdo 2.3.37. Definimos o suporte de Div(F) como sendo o conjunto:

supp(D) := {P €Pr:np # O}.

Consequentemente, podemos reescrever qualquer divisor de F/K como a soma finita:

D= Z n pP.
Pe supp(D)

A anadlise dos inteiros np presentes na escrita de um divisor fixado permite-nos
ainda caracterizar um divisor como sendo positivo ou negativo. Mais geralmente, temos
que Div(F) é um grupo parcialmente ordenado.

Definig¢do 2.3.38. Dados os divisores D = ), npPeD’ =}, nyP, definimos uma ordem parcial,
denotada por <, em Div(F) como:

D < D" & n, <nj, para todo P € PPr.

Caso np > 0 (respectivamente np < 0) para todo P € Pr, dizemos que D é um divisor

positivo ou, ainda, efetivo (resp. negativo) e representamos por D > 0 (resp. D < 0).

Definicdo 2.3.39. Definimos o grau de um divisor D € Div(F) como:

deg (D) := Z npdegP.

PelPr

A fim de exemplificarmos o conceito de divisor, podemos definir o divisor de
um elemento ndo nulo z € F. Mais geralmente, podemos definir divisor principal, dos

zeros e dos polos de z.

Definicao 2.3.40. Dado 0 # z € F, denotemos por Z (respectivamente, N) o conjunto dos zeros
(respectivamente, polos) de z. Consideremos ainda que, para cada P € Pg, vp é a valorizagio
correspondente. Entdo, definimos:

(2)o := Z vp(z)P, o divisor dos zeros de z;
Pez
(D)oo = Z (—vp(2)) P, o divisor dos polos de z;
PeN
(z) = (2)0— (2)w , 0 divisor principal de z.

Resulta da definicio acima que o divisor principal de z pode ser expresso como:

(z) = Z vp(2)P, (2.3)

PelPr
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Observacgao 2.3.41. Sabemos que, fixado um elemento nado nulo z € F, existe apenas um
nuamero finito de polos e zeros com relagdo a z. Assim, garantimos que as noc¢des de

divisores de um polo e de zeros de um elemento ndo nulo z € F estdo bem definidas.

Por outro lado, pela defini¢cdo de zero e de polo de um elemento O # z € F,
notamos que tanto o divisor dos zeros quanto o divisor dos polos de z é positivo, ou
seja, (z)o = 0 e (z)o > 0. Em particular, para os elementos constantes x € F \ {0}, obtemos
a seguinte caracterizagao:

xeKeo (x)=0.

A partir da nogdo de divisor principal de um elemento z € F, com z # 0, podemos
definir alguns subgrupos relevantes no estudo de divisores.

Definicao 2.3.42. O grupo de divisores principais de F/K é definido como:
Princ(F) := {(z) :z€eF\ {O}}.
Este é um subgrupo de Div(F), bastando observar que, pela equagdo (2.3), para x,y € F

com x,y # 0, tem-se:
(xy) = (¥) + (v)-

Definimos ainda o grupo das classes dos divisores como o grupo quociente:

_ Dio(F)
CI(E) = Princ(F)

Neste caso, para um divisor D € Div(F), sua classe correspondente é denotada por [D].
Ainda, dois divisores D, D’ € Div(F) determinam a mesma classe, i.e., sdo equivalentes, se
D =D’ + (x) para algum x € F \ {0}.

O estudo de divisores principais nos permite estabelecer resultados mais fortes,

sobretudo com relacdo ao grau de um divisor. Nesse contexto, tem-se:

Teorema 2.3.43. Todos os divisores principais possuem grau zero. Mais precisamente, temos
que, para todo z € F \ {0},

deg (2)o = deg (2) = [F : K(2)].

Demonstragio. Paraademonstragdo da segunda igualdade, sdo necessérias propriedades
dos espagos de Riemann-Roch que ndo detalharemos. A demonstracdo completa desse

resultado pode ser encontrada em [28] (Teorema 1.4.11).

Agora, consideremos a validade de tal igualdade, ou seja, que deg(z). = [F : K(z)]
para todo z € F \ {0}. Notemos que (z)y = (z™) para todo z € F \ {0}. Assim, temos:

deg(z)o = deg(z M = [F : K(z )] = [F : K(z)].



35

Coroldrio 2.3.44. Se D e D’ sio divisores equivalentes, entio D e D’ possuem o mesmo grau.

Demonstragido. Com efeito, nessas condi¢des sabemos que existe x € F \ {0} tal que

D =D’ + (x). Agora, utilizando a defini¢do de grau, temos:
deg (D) = deg (D’ + (x)) = deg (D’) + deg (x) = deg (D),
em que a tltima igualdade resulta diretamente do teorema, uma vez que:
deg (x) = deg (x)y — deg (x)s = 0.
O

Definicao 2.3.45. Dado D € Div(F), cuja classe correspondente é [D], definimos o grau da
classe de equivaléncia [D] como deg[D] := deg (D).

Com o intuito de definirmos o género de um corpo de fung¢des arbitrario, necessi-
taremos do estudo dos chamados espagos de Riemmann-Roch associados a um divisor,
cujas propriedades serdo apresentadas de modo sucinto. Posteriormente, quando
nos aprofundarmos na andlise de corpos de func¢des de uma curva, obteremos uma

caracterizagdo equivalente para o género, a qual se mostrard mais pratica e intuitiva.

Definicdo 2.3.46. Dado um divisor D € Div(F), definimos o espago de Riemann-Roch
associado a D como sendo:

L(D):={xeF:(x) > -DJuo}.

Observacao 2.3.47. Uma interpretacdo da defini¢do acima pode ser obtida por meio da
andlise dos polos e zeros de x. Para tanto, representamos D como uma soma finita e

separamos as parcelas positivas e as negativas, ou seja, consideramos:
r S
D=} mPi=) mQ;= ) mP,
i=1 j=1 PePr
emquet,s,n;,mj€ NeP;,Q; € Prparatodoi=1,...,rej=1,...,s.

Nessas condig¢des, L(D) é constituido pelos elementos (x) € Div(F) dados por:

(x) = Z vp(x)P

PE]PF
tais que vp(x) > m; — n; para todo P € IPr.

Em outras palavras, x € £(D) é tal que:

e x tem zeros de ordem > m;em Q;paraj=1,...,s.
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e x tem polo no maximo em P;, ..., P,, sendo a ordem de cada possivel polo em P;

limitada porn; i=1,...,7).

Pode-se demonstrar que, para todo D € Div(F), o espago de Riemann-Roch
L(D) é um espaco vetorial sobre K (corpo completo de constantes de F) com dimensdo
finita. Além disso, segue diretamente do Teorema 2.3.43 que divisores equivalentes

determinam espacos de Riemann-Roch isomorfos.

Sabendo que L(D) é um espaco vetorial sobre K, podemos obter condi¢des para
0s casos em que tal espacgo é trivial ou ainda igual a K. Nesse sentido, temos:

Proposic¢do 2.3.48. O espaco de Riemann-Roch de um divisor satisfaz as sequintes propriedades:

(1) L) =K;

(if) Se D € Div(F) é tal que D < 0, entdo L(D) = {0}.
Demonstragio. (i) Sabemos que, dado x € K, temos (x) = 0, ou seja, K ¢ L(D). Por
outro lado, seja x € L(D), com x # 0, i.e.,, x € F e (x) > 0. Pela Observagao 2.3.47,

segue que x ndo possui polo. Consequentemente, x ndo pode ser um elemento
transcendente sobre K, ou seja, x € K (Coroldrio 2.3.34).

(if) Suponhamos, por absurdo, que exista um elemento x € £(D) tal que x # 0. Entao,
(x) > =D > 0, ou seja, x admite um zero mas ndo admite um polo, uma contradicao.
Logo, L(D) = {0}.

O

Defini¢ao 2.3.49. Dado um divisor D € Div(F), o inteiro £(D) := dim L(D) é denominado

dimensdo de D.

O estudo da dimensdo de L(D), em que D € Div(F), fornece importantes

resultados, dos quais destacamos a caracterizacdo de um divisor principal de grau zero.

Proposi¢ao 2.3.50. Seja D um divisor de grau zero. As seguintes condigdes sio equivalentes:
(1) D é um divisor principal;
(i) €(D) > 1;
(iii) €¢(D) = 1.

Demonstragdo. (i) = (ii) Se D é um divisor principal, entdo D = (x) para algum x € F,
donde resulta que x! € £(D). Consequentemente, (D) > 1.
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(1) = (iii) Consideremos ¢(D) > 1, sendo deg (D) = 0. Por defini¢do, deve existir
um divisor D’ ~ D tal que D’ > 0. Por outro lado, como D’ possui também grau zero,
da condicdo D" > 0 resulta que D’ = 0. Finalmente, pela Proposigdo 2.3.48, temos
(D) = ¢(D’) = £(0) = 1.

(iif) = (i) Consideremos que ¢(D) = 1, com deg(D) = 0. Seja z € L(D), com
z # 0. Entdo, (z) + D > 0 e, como deg((z) + D) = 0, segue que (z) + D = 0. Assim,
D = —(2) = (z'!), concluindo que D é principal. O

Defini¢ao 2.3.51. Definimos o género de F/K como:
g := max{deg(D) - (D) + 1: D € Div(F)}.

Observacao 2.3.52. Para verificar que essa defini¢do é consistente, torna-se necessario
mostrar que o conjunto acima é limitado. De fato, existe uma constante y € Z tal que
deg (D) — £(D) < y para todo divisor D € Div(F). Além disso, pode-se mostrar que o
género de um corpo de funcdes é necessariamente um inteiro ndo negativo, ou seja,
g > 0. Demonstragdes para esses resultados podem ser encontradas em [28] (Teorema
1.4 e Corolario 1.4.16).

Encerramos essa subse¢do enunciando um dos mais importantes resultados
na Teoria de Corpos de Fungdes Algébricas, que é um caso particular do Teorema de
Riemann-Roch (veja [28], Teorema 1.5.15).

Teorema 2.3.53 (Teorema de Riemann). Seja D um divisor de F/K tal que deg(D) > 2g — 1.
Entdo,
tD)=deg(D)+1-g.

Para a demonstragdo, sugerimos consultar [28] (Teorema 1.5.17).

2.3.3 Extensoes de Corpos de Funcgdes

Conforme mostrado ao final da se¢do 2.1, sabemos que todo corpo de fung¢des
pode ser visto como uma extensdo simples dos corpos de fung¢des racionais, cujas
principais caracteristicas foram expostas por meio de exemplos ao longo das subsecdes
anteriores. Nesse contexto, torna-se necessdrio estudarmos extensdes de corpos de
fungdes, assim como os principais conceitos resultantes dessa andlise, como o de lugar

ramificado ou totalmente ramificado.

Definicao 2.3.54. Um corpo de fungdes F' /K’ é chamado uma extensdo algébrica do corpo
de funcgoes F/K se F' D F é uma extensdo algébrica de corpose K’ 2 K. Se [F’ : F] < oo, dizemos
ainda que F' /K’ é uma extensdo finita de F/K.
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Observacao 2.3.55. Notemos que, em particular, se F'/K’ é uma extensdo algébrica do
corpo de fungdes F/K, entdo K’/K é uma extensao algébrica e FN K" = K.

Para efeito de notagdo, sempre que nos referirmos ao corpo de fungdes F’'/K’,

estaremos considerando-o uma extensao algébrica de F/K.

Ressaltamos que, como F’'/K’ é também um corpo de fungdes, no caso, sobre K’,
podemos estudar as relagdes entre os lugares de F e de F’ e seus grupos de divisores.

Definicdo 2.3.56. Consideremos uma extensio F' /K’ do corpo de fungoes F/K. Dizemos que
um lugar P’ € Pp estd sobre P € P se P C P’. Pode-se ainda dizer que P’ é uma extensdo de
P.

P, que P repousa sobre P" ou que P é a restrigdo de P’ em F. Nesse caso, escrevemos P’

Podemos obter uma equivaléncia de tal relagdo envolvendo os anéis de valori-
zagdo e as valorizagdes asssociadas aos respectivos lugares de cada corpo de fungdes,
conforme é demonstrado em [28] (Proposicdo 3.1.4).

Proposic¢do 2.3.57. Seja F’' /K’ uma extensdo algébrica do corpo de fungdes F/K. Consideremos
P (resp. P’) um lugar de F/K (resp. F'/K’) e sejam Op (resp. Op) e vp (resp. v},) o anel de

valorizagdo e a valorizagdo correspondentes. Entdo, as sequintes condigdes sido equivalentes:

1) P

P;
(2) Op COp;

(3) Existe um inteiro e > 1 tal que vp(x) = e - vp(X).

Mais precisamente, se P'|P, entdo P = P"NFeOp = Op NF.

Observacao 2.3.58. Essa equivaléncia nos permite estabelecer as condi¢des necessarias
a fim de que, dada uma extensao algébrica F’ /K’ de F/K e fixado um lugar P € IPr, exista

um lugar P’ que estd sobre P. Mais geralmente, mostra-se que, fixado um lugar P de

F/K, existe, no minimo, um lugar P’ € Py tal que P’|P (e, em geral, existe um ntimero
tinito de lugares em F’'/K’ com essa propriedade). Reciprocamente, fixado P’ € Pp,
existe um tnico lugar em F/K tal que P’|P, a saber P = P’ N F. Para uma demonstragdo

completa de ambos os resultados, sugerimos consultar [28] (Proposicdo 3.1.7).
Destacamos que, pela Proposi¢do 2.3.57, garantimos a existéncia de uma imersdo
candnica do corpo residual Fp = Op/P no corpo residual F'p = Op//P’, a qual é dada por:
x(P) +— x(P)

Assim, podemos considerar Fp como um subcorpo de F'p. Desse modo, torna-se

possivel fazer as seguintes definigdes:
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Definicao 2.3.59. Seja F' /K’ uma extensdo algébrica de F/K e sejam P" € P um lugar que estd
sobre P € Pg.

P) := [F'p : Fp] é denominado grau relativo de P’ sobre P.

0 f(P"

(if) O inteiro positivo e (P’ P) := e tal que
vp(x) = e-vp(x) para todo x € F

é denominado indice de ramificagdo de P’ sobre P.

Sob essas circunstincias, dizemos que P’|P é ramificado se e > 1 e, caso contrdrio, ou

seja, se e = 1, dizemos que P’|P é ndo ramificado.

Além disso, dizemos que P é ramificado (recip. ndo ramificado) em F' [F se existe pelo

menos um lugar P' € Pp tal que P’|P é ramificado (recip. ndo ramificado).

Definicao 2.3.60. Seja F' /K’ uma extensdo algébrica de F/K e seja P € Py.

(1) Caso exista apenas um lugar P’ € Py tal que P’ é uma extensdo de P e se e (P’| P) =[F :F],
dizemos que P é totalmente ramificado em F' [F.

(i) Caso existam exatamente n = [F’ : F] lugares P’ € Pr que sejam extensoes de P, dizemos

que P se decompde completamente em F'[F.

Com o intuito de estabelecermos um homomorfismo entre os grupos de divisores
de F'/K’ e F/K, apresentamos o conceito de conorma.

Definicdo 2.3.61. Seja F’ /K’ uma extensio algébrica de F/K. Dado um lugar P € P, definimos

a conorma em P com respeito a F'|F como sendo a soma formal:
Conp:jp(P) := Z e(P|P)P,
P|P
em que essa soma percorre todos os lugares P’ € Pp que estio sobre P.

Dessa forma, podemos definir o mapa da conorma com respeito a F'[F, o qual se
estende a um homomorfismo de Div(F) em Div(F’) fazendo:

COTZF//F (Z Tlpp) = Z nP . COTZF//F(P).

Observacgdo 2.3.62. Pode-se demonstrar que a conorma leva divisores principais de F em
divisores principais de F’. Além disso, o mapa definido acima induz um homomorfismo
entre os grupos das classes de divisores CI(F) e CI(F’), o qual é denotado por Conp r

também.
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2.4 CORPOS DE FUNCOES SOBRE CORPOS FINITOS

Nessa secdo, estudaremos corpos de fungdes da forma F/K, em que K é um corpo

de constantes finito, isto é, F/IF, em que q é uma poténcia de um ntimero primo.

Primeiramente, estudaremos o grupo de divisores de tais corpos, com énfase nos

positivos, e, a seguir, analisaremos outros subgrupos de Div(F).

Proposicao 2.4.1. Seja F/IF; um corpo de fungdes. Para todo inteiro n > 0, existe apenas um
niimero finito de divisores positivos de grau n.

Demonstragio. Sabemos que um divisor positivo pode ser visto como a soma de divisores

primos. Desse modo, temos que mostrar que, fixado n > 0, o seguinte conjunto é finito:

S:={PePr: degP <n|.

Fixemos um elemento x € F \ IF; (note que x é transcendente sobre IF;) e
consideremos o conjunto:

SO = {PO S ]PIFq(x) : degPo < I’Z}.

Observemos que, para todo P € S, temos P N IF,(x) € So. Com efeito, dado
P € S, associamos P a sua (tinica) valorizagdo correspondente vp : F — Z U {oo}. Por
outro lado, P N IF,(x) estd associado a uma valorizagdo v : IF,(x) — Z U {0}, a qual,
pela unicidade, deve ser igual a restrigdo de vp em IF,(x). Assim, tal valorizagao esta

associada unicamente a um lugar de IF,(x), confirmando a afirmacéo anterior.

Além disso, sabemos que cada Py, € Sy possui apenas um numero finito de
extensdes em F. Entdo, basta mostrarmos que Sy € finito. Como o conjunto de lugares
de IF,(x) corresponde ao conjunto de polindbmios monicos irredutiveis p(x) € IF;[x] de
mesmo grau (visto que o grau do lugar corresponde ao grau do polindmio pelo Exemplo
2.3.27). Agora, como estamos considerando o corpo de constantes finito, o nimero de
tais polindmios € finito, concluindo a demonstracao. O

A partir desse resultado, temos que, em particular, se definirmos um subgrupo
de Div(F) constituido apenas por divisores positivos de grau ndo negativo previamente
tixado, entdo tal subgrupo é finito, possibilitando a seguinte definicdo:

Definicdo 2.4.2. Para cada n inteiro ndo negativo, definimos o niimero A, como:
A, = '{D e Div(F): D > 0 ¢ deg (D) = n}‘ .
Podemos nos perguntar se ao considerarmos o conjunto de divisores ndo neces-

sariamente positivos com grau fixo, continuamos tendo um conjunto de cardinalidade

tinita. Pode-se demonstrar que isso ocorre, veja [28] (Proposi¢do 5.1.3).
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Quanto aos conjuntos de divisores mencionados acima, utilizaremos posterior-
mente aquele cujo grau dos divisores é exatamente igual a zero, além, evidentemente,

dos lugares racionais. Assim, necessitamos das seguintes defini¢des:

Definicdo 2.4.3. Definimos o grupo de divisores de grau zero como sendo o subgrupo:
Dio"(F) := {D € Dio(F) : deg (D) = 0}

e 0 grupo das classes de divisores de grau zero como:
CI(F) = {[D] & CI(F) : deg[D] = 0}

Observacao 2.4.4. Destacamos que CI°(F) estd bem definido, pois, conforme ja demons-
trado, temos que deg [D] = deg (D). Dessa maneira, CI°(F) é constituido pelas classes
de divisores cujo grau é zero. Mais ainda, temos que ambos os subgrupos definidos
acima sdo ndo vazios, bastando considerar os divisores principais e suas respectivas
classes de elementos x € F \ {0}. E interessante destacar que no caso em que o género é
igual a zero, pelo Teorema de Riemann, os divisores principais sdo os tinicos divisores

cujo grau é zero.

Definicdo 2.4.5. Definimos hy o niimero de classe de divisores de F como a ordem do grupo
CI°(F), ou seja, hr := |ClO(F)| .

Retornando a defini¢do dos ntimeros A,, um segundo questionamento se refere
a como estimd-los. Esse questionamento torna-se ainda mais relevante ao estudarmos o
conjunto de lugares racionais de um corpo de fungdes F/F, e se configura como um dos
estudos centrais na Teoria de Corpos de Fungdes e na Teoria de Corpos Finitos. Nesse
contexto, estamos interessados em estimar ou mesmo estabelecer o valor exato, quando
possivel, do nimero de lugares racionais de F/IF,. Em funcdo da relevancia desse t6pico,

designamos a proxima notagao.
Definicao 2.4.6. Definimos o niimero de lugares racionais de F/IF, por:
N := N(F) = '{P € Pr: degP = 1}‘ .
Proposicao 2.4.7. Temos que N = N(F) = Aj.
Demonstragio. Para efeito de notagdo, consideremos A; = |C|, em que C denota o

conjunto de divisores positivos cujo grau é igual a 1.

Primeiramente, temos que o conjunto dos lugares racionais de F/IF, é um
subconjunto de C, pois cada lugar pode ser visto como a soma finita de lugares, no caso,
a soma de apenas um elemento. Dessa maneira, resta-nos mostrar que todo divisor

positivo é necessariamente um lugar.
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Notemos que, dados P, P;, P; € P, os conjuntos nP, sendo n natural, e Py + P,
sdo lugares de IPr. Para tanto, basta utilizarmos a correspondéncia entre lugares e
valorizagdes. Mais precisamente, se vp, vp,, Up, representam as respectivas valorizagdes
de P, Py, P,, temos que nP e P; + P, podem ser expressos como os lugares associados as

valorizag¢des nvp e vp, + Up,.

Portanto, combinando esses dois resultados e utilizando indugéo, temos que C

estd contido no conjunto de lugares racionais, concluindo a prova. m|

Nessas circunstancias, podemos nos aprofundar no estudo dos nameros A,, os

quais nos fornecem a funcdo Zeta de F/TF, e seu respectivo L-polindmio.

Definicao 2.4.8. A funcdo Zeta de F/TF, ¢é definida como a seguinte série de poténcias:
Ze(t) = ZAnt” e C[[]].
n=0

No caso em que o corpo de fungoes F/IF, tem género g, a funcio Zeta é racional e satisfaz

Lr(t)
(1-1)(1 -qt)’

sendo Lp(t) é um polindmio em t. Neste caso, denominamos Lr(t) de L—polindémio de F.

Zp(t) =

Pode-se demonstrar que a fun¢do Zeta converge quando a varidvel complexa t é
tal que || < ¢!, em que ¢ é a cardinalidade do corpo de constantes. Mais precisamente,
temos que, sob tal condigdo, Zr(t) pode ser expressa como um produto absolutamente

convergente, a saber:

Ze(ty = [ [ (- eee?y,
PelPr

Tal representacdo é conhecida como Produto de Euler e sua demonstragao se
encontra em [28] (Proposicdo 5.1.8).

Apesar dessa representacdo apresentar uma visdo mais detalhada quanto a
fungdo Zeta, sua aplicabilidade pode se mostrar complexa em determinados problemas.
Neste cendrio, surge uma nova representacdo da fungdo Zp(t) por meio da equagio
funcional a seguir:

1
Zp(t) = 87187272 = |.
rt) =q gt

Por outro lado, o estudo aprofundado da convergéncia de Z(t) nos permite
demonstrar que Lr(f) € um polindmio em Z[t] cujo grau é igual a 2g ([28], Corolario
5.1.12), resultando que ele pode ser escrito como:

LF(t) =ag+mt+- -+ azgtzg,
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em que cadaa; € Z,sendoi=0,...,2g.

A importancia do L-polindmio, especialmente visto sob tal representacao reside
no fato de que o mesmo contém informagdes sobre os niimeros A,. Formalmente,
utilizando a equagdo funcional de Z(t), juntamente ao fato de Lp(t) € Z[t] ser um
polinémio de grau 2g, é possivel mostrar ([28], Teorema 5.1.15) que:

A1=N=a+(@g+1).

Portanto, obtemos um método para o cdlculo do nimero de lugares racionais
de F/IF, por meio do L-polindmio. Entretanto, sem o calculo explicito do polinémio,
ainda ndo somos capazes de estimar o valor de N. Nesse contexto, uma das primeiras e

principais estimativas para N foi fornecida por Hasse e Weil no inicio do século XX.

Antes porém, destacamos que, conforme demonstrado em [28] (Teorema 5.1.15),
o polindmio Lg(t) pode ser fatorado em C[t] a partir de inteiros algébricos da seguinte

forma:
28

L) = [ [ - a), (24)

i=1
em que os complexos «; sdo inteiros algébricos, inversos das raizes de Ly(t) de forma

que agy; = ;.

Por meio de uma série de resultados auxiliares, Hasse e Weil demonstraram o
seguinte teorema, cuja prova é apresentada em [28] (Teorema 5.2.1), o qual é considerado

como a Hip6tese de Riemann para Corpos de Fungdes.

Teorema 2.4.9 (Teorema de Hasse-Weil). Os inteiros algébricos a; presentes na fatoragio de
Lr(t) satisfazem a igualdade:

;| = ¢"* paratodo i=1,...,2¢.
Uma das conclusdes cruciais desse teorema é exatamente uma condi¢ao de
limitac¢do para N (consultar [28], Teorema 5.2.3):

Teorema 2.4.10 (Cota de Hasse-Weil). O niimero N de lugares racionais de F/IF, satisfaz a
inequagao:
IN — (g +1)| < 2¢q"2.

E interessante destacar que ha exemplos de corpos F/TF, cujo nimero de lugares

racionais atinge a cota superior apresentada:

Definicao 2.4.11. Um corpo de funcdes F/TF, de género g é denominado maximal se

N=g+1+2gq".
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Ressaltamos que, a fim de N ser finito como esperado, devemos ter g sendo um
quadrado perfeito; ou seja, apenas sob essa condi¢do existem corpos maximais. Tendo
em vista tal exigéncia, na construgdo de reticulados via corpos de fungdes, utilizaremos

por vezes corpos de fungdes da forma F/IF.
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3 RETICULADOS

O estudo de reticulados tem se mostrado uma importante ferramenta na Teoria
de Cédigos e de Telecomunicagdes, além de despertar grande interesse do ponto de
vista tedrico. Sob essa perspectiva, um dos principais problemas consiste em, fixada
a dimensdo, obter um reticulado que satisfaca determinada propriedade ou, mais

precisamente, classes de reticulados que cumpram a mesma para diversas dimensdes.

Com o objetivo de explorar tais problemas em contextos especificos, este capitulo
estabelecera os conceitos basicos no estudo de reticulados. Dessa forma, inicialmente
apresentaremos as principais defini¢des e, a seguir, nos aprofundaremos no estudo
dos chamados sub-reticulados e das regides fundamentais, as quais permitem associar a
visdo algébrica a visdo geométrica de reticulados. Posteriormente, estabeleceremos uma
correspondéncia entre quocientes de espacos euclideanos n-dimensionais por reticulados
e toros n-dimensionais. Essa abordagem possibilitara estender a visdo topolégica a
respeito dos reticulados, além de simplificar o cdlculo de seu volume sob determinadas
circunstancias. Ao fim do capitulo, apresentaremos problemas relevantes envolvendo
reticulados, tais como a densidade de empacotamento, o nimero de vizinhos e o raio

de cobertura.

Ao longo desse capitulo, os parametros relacionados aos reticulados serdo
estudados essencialmente considerando a métrica euclidiana. Para o estudo dos

mesmos sob a métrica da soma, sugerimos consultar [17].

3.1 NOCOES GERAIS

Nesta se¢do, apresentaremos conceitos basicos sobre reticulados. Para efeito de

notacdo, sempre que nos referirmos ao espago IR", estaremos considerando n € IN fixado.

Definicado 3.1.1. Seja {vy, ..., v,} um conjunto arbitrdrio de vetores linearmente independentes
em R tal que m < n. Definimos o reticulado com relagdo a este conjunto como sendo:

A= Z/\ivi: Ai€Z paratodoi=1,...,m

i=1

Neste caso, dizemos ainda que {v., . .., vy} é uma base do reticulado.

Notemos que, pela definicdo apresentada, um reticulado é um subgrupo de
(R", +), visto que A é fechado para a soma de vetores. Mostra-se ainda que trata-se de
um subgrupo aditivo discreto de R". Tal descri¢do é mais abrangente e nos fornece uma

caracterizacdo equivalente para reticulado, a qual serd apresentada ao final desta secéo.
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Observacao 3.1.2. E importante ressaltar que o conjunto {v, ..., v,} é, de fato, apenas
uma base para o reticulado, ou seja, ndo é a tinica base possivel. Mais ainda, fixado um
reticulado A, afirmamos que o mesmo admite diversas bases.

Aprofundaremos nessa andlise ao apresentarmos o conceito de matriz geradora,
quando estabeleceremos condicdes a fim de que dois conjuntos distintos lineramente
independentes gerem o mesmo reticulado (Proposi¢do 3.1.7).

Neste momento, destacamos apenas que todas as bases de um mesmo reticulado

possuem o mesmo nimero de vetores, o que motiva a préxima defini¢do.

Definicao 3.1.3. Denominamos posto de um reticulado A o niimero de vetores de uma base de
A (representado por m), ou seja, a dimensdo do subespago gerado por A em IR". No caso em que
m = n, diremos ainda que o reticulado tem posto mdximo (ou completo).

Exemplo 3.1.4. Consideremos em RR? o conjunto {(1,3), (1,0)}. Como tais vetores sdo

linearmente independentes, constituem uma base para um reticulado de posto 2:

Ao = {Ai(1,3)+A2(1,0): Ay, 1z € Z
{(Al + A, 3A1) A, A, € Z}

{(m, 3n) :m,n € Z}.

A figura a seguir mostra a disposi¢do de alguns dos pontos deste reticulado:

e e o % e o o

Figura 1 — Reticulado Ay

Destacamos que, de modo semelhante, poderfamos adotar o conjunto {(0, 3), (1, 0)}

como uma outra base para o reticulado representado acima.

Defini¢ao 3.1.5. Sejam A C R" um reticulado e {v4,...,v,} uma base para A. Para cada

i=1,...,m, consideremos v; = (Vp, ..., Vin). Denominamos de matriz geradora do reticulado
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A uma matriz M formada pelos vetores de uma base de A dispostos em suas linhas, ou seja,

011 O12 ... O1n

Om1 Om2 **° Omn
Nessas circunstincias, a matriz G = MM, cujas entradas sdo dadas por g;; = <vi, vj>
paral <i,j < m, é denominada uma matriz de Gram para o reticulado A.

Observacao 3.1.6. Notemos que o conceito de matriz geradora deve-se ao fato de que
um reticulado A de posto m pode ser reescrito como:

A= {(Ali)lme : Mj € Zparatodoi=1,.. .,m},

em que (Ay;)1xm denota uma matriz de tamanho 1 X m cujas entradas sdo dadas por
A= A; € Zparatodoi€{l,..., m}.

Com efeito, se {vy, ..., v,} constitui uma base para o reticulado A, e cada vetor v;,
comi=1,...,m, pode ser visto como v; = (vjy, ..., Vi), temos, por defini¢do, que um

ponto p € A é da forma:

/\1(011, .. -/vln) + -+ Am(vmlr .. -/vmn)
m m

[Z A, ..., Z Aivin]
i1 i1

emque A; € Zparatodoi=1,...,m.

p

Logo, segue que A é o conjunto de pontos obtidos a partir da multiplicagédo:

11 012 ... O
(Ali)M:<)\1 /\m)

Om1 Om2 *°° Omn

Portanto, sendo M uma matriz geradora para o reticulado A, podemos representa-
lo como:
A={AM: rez"). (3.1)

Conforme visto anteriormente, existem infinitas bases para um reticulado A;
consequentemente, existem infinitas matrizes geradoras para tal reticulado. Entéao,
podemos nos perguntar quando matrizes distintas geram o mesmo reticulado. Nesse

contexto, temos:

Proposicao 3.1.7. Duas matrizes M; e M, geram o mesmo reticulado se, e somente se, existe
uma matriz unimodular U (i.e., com entradas inteiras e tal que detU = +1) satisfazendo
M2 = UM1
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Demonstragio. (=) Seja A um reticulado de R" de posto m < n.

Sejam M; e M, matrizes geradoras de A com relacdo as bases {a;,...,a,} e

{b1,...,by}, respectivamente.

Como M, gera o reticulado A, sabemos que todo ponto de A se expressa como
combinacdo linear inteira dos vetores ay, ..., a,. Em particular, para cada vetor b;,, com

ip € {1,...,m} fixado, é possivel obter escalares inteiros u;, tais que:

bio = Z uioai.

m
i=1

Nesse caso, cada j-ésima coordenada fixada de b;,, sendo j = 1,...,m, serd

determinada por:
m

bioj = Z uioaij-

—

1

Desse modo, existe uma matriz U com entradas inteiras satisfazendo M, = UM,;.
Reciprocamente, existe uma matriz V de entradas inteiras tais que M; = VM,.

Segue dessas igualdades que:

Mz = UMl = UVMZ

Assim, UV = I, e, consequentemente, det U = +1, como queriamos mostrar.

(&) Sejam M; e M, matrizes satisfazendo M, = UM; para alguma matriz

unimodular U.

Sejam A e A’ os reticulados gerados por M; e M, respectivamente. Mostraremos
que A = A

Tomemos p € A’. Conforme mostrado na observagdo anterior, temos que existe

c € Z" tal que p = cM,. Agora, utilizando que M, = UM;, segue:
p= CMz = (CU)Ml = C’Ml.

Como ¢’ € Z", resulta que p € A e, consequentemente, A" C A.

A demonstracdo de que A C A’ é inteiramente andloga, bastando observar que,

como U é unimodular, em particular, uma matriz invertivel, temos M; = U™ 'M,.

Portanto, M; e M, sdo matrizes geradoras para um mesmo reticulado. O

Corolario 3.1.8. No caso em que as matrizes My e M, sdo matrizes geradoras de A\, as respectivas
matrizes de Gram, denotadas por G1 e G» estdo relacionadas da sequinte forma:

G, = UG u’.

Em particular, o determinante de qualquer matriz de Gram para o reticulado A ndo varia.
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Demonstragio. Como M; e M, sdo matrizes geradoras de A, sabemos que existe uma
matriz unimodular U tal que M, = UM;. Assim, utilizando a defini¢do de matriz de

Gram, obtemos:
G2 = My (M}) = UMy(UMy)" = U (MyM]) U™ = UG U
Por outro lado, como detU” = detU = +1, segue que det (UU") = 1, donde,
sendo o determinante uma fun¢do multiplicativa, resulta det G, = det G;. O

Definicdo 3.1.9. Definimos o determinante de um reticulado A e denotamos por det (A) o
determinante de uma matriz de Gram de A.

Exemplo 3.1.10. Consideremos o reticulado ilustrado abaixo, chamado reticulado hexa-
gonal, com duas bases distintas {(1,0), (1/2, \/5/2)} e {(3/2, \/§/2), (7/2,3 \/5/2)}.

Figura 2 — Reticulado Hexagonal [5]

As matrizes associadas a essas bases sio:
1 0 3/2 3/2
M, = eM, = / \/_/ ’
1/2 V3/2 7/2 3+3/2
cujas matrizes de Gram sao, respectivamente,

(1oap C1(12 30
gl_(uz 1 ) ¢ g2_4(30 76]'

Utilizando uma dessas matrizes de Gram, concluimos que o determinante do
reticulado hexagonal é 3/4.

Observacao 3.1.11. Destacamos que, no caso em que o reticulado A tem posto completo,
suas matrizes geradoras sdo todas quadradas e, consequentemente, o determinante do
reticulado é dado por det(A) = det*(M), em que M é uma matriz geradora de A.

Por fim, mostraremos que é possivel definir um reticulado como sendo um
subgrupo aditivo discreto de R". Antes, porém, relembramos o conceito de conjunto
discreto e definimos o subespago coberto por A.
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Definicao 3.1.12. Seja d uma métricaem R". Dador € R comr > 0, definimos a bola fechada
(em R") centrada em 0 = (0,...,0) € R" e de raio r como:
B,4[0,r] := {z eR": d(z,0) < r}.

No caso em que d é a métrica euclidiana, definimos ainda d(x, y) = ||x — yl| para quaisquer
x,y € R". Neste caso, lembramos que dado x = (x1,xy,...,%,) € R", temos:

lIx|| = \/x%+x§+---+x%.

Nessas condigdes, no caso em que d é a métrica eucliana denotaremos a bola fechada de
raio r centrada na origem simplesmente por B[O, r], sendo:

B[O, 7] := {z eR": ||z|| £ r}.

Definicao 3.1.13. Dizemos que um conjunto X C R" é discreto se, para qualquer r € R sendo
r > 0, a bola fechada B[O, r] intersecta X em um niimero finito de pontos.

Observacao 3.1.14. Destacamos que a defini¢do de conjunto discreto poderia ser feita a
partir de uma métrica arbitréria, tendo em vista a equivaléncia das normas em R". A

escolha pela métrica euclidiana foi somente para simplificar as notagdes.

Definicao 3.1.15. Dado um reticulado A C IR", de posto m < n e com uma matriz geradora M,
definimos o subespaco m-dimensional de IR" coberto por A\, denotado por span (\), como sendo
o conjunto:

span (A) = {uM CUE IR’”}.

Ou equivalentemente, se {v1, ..., v,,} € a base de A associada a matriz geradora M, temos:

m
span (A) = {Zu,'vi : u; €R paratodoi = 1,...,m}.
i=1
Observacgdo 3.1.16. Primeiramente, observemos que a defini¢do acima é consistente, na
medida em que independe da matriz geradora escolhida para A. De fato, dadas matrizes
geradoras distintas M; e M, para A, sabemos que M, = UM; ou, equivalentemente,
M; = U 'M,, sendo U uma matriz m X m unimodular de entradas inteiras.

De forma semelhante a argumentagao feita na Proposic¢do 3.1.7, usamos que

’

u' = ul € R (ou reciprocamente, 1’ = ull™') sempre que u € R™. Assim, segue
diretamente que:

{u’M1 cu' € lRm} = {uMz T uUE ]R’”}.

Além disso, destacamos que ao definir span (A) como um subespaco de R”
de dimensao m < n, estamos considerando o espago R" imerso em R" (via imersao

candnica).
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Por fim, cabe ressaltar que a equivaléncia entre as defini¢des é provada de modo
completamente andlogo as equivaléncias apresentadas para a defini¢cdo do reticulado A
(conforme feito na Observagao 3.1.6).

Finalmente, temos a seguinte equivaléncia:

Teorema 3.1.17. Um conjunto A C R" é um reticulado se, e somente se, é um subgrupo aditivo
discreto de R".

Demonstragio. (=) Conforme argumentamos anteriormente, é imediato que, se A é um
reticulado, entdo, A é um subgrupo aditivo de R". Resta, portanto, mostrar que A é
discreto.

Consideremos {vy, ..., v,,}, com m < n, uma base de A.
Queremos mostrar que A N B[0, r] é um conjunto finito.

Para tanto, seja x € A N B[O, r], sendo

X = Z/\ivi ,emque A; € Z.
i=1

Afirmamos que ||(A4, ..., Ayl < k para algum k € R.

Com efeito, consideremos a aplicagao:

f ispan(A) — R

n

Zaivi = (a1, .., a,)

i=1
emqueq; € Rparatodoi=1,...,n.
Como f é continua, temos que f(B[0, r]) é limitado, ou seja, existe k € R tal que

I ()l| < k, para todo v € B[O, r]. Dessa forma, segue que:

Al < N(Aq, -, A < K.

Agora, notemos que o nimero de solugdes inteiras para esta desigualdade é
finito. Em outras palavras, existe apenas um ntimero finito de elementos pertencentes a
intersecdo A N B[O, r], como queriamos.

(&) Seja G € R" um subgrupo aditivo discreto de IR".

Consideremos {g1, . .., g»} um subconjunto maximal em G de elementos linear-
mente independentes. De modo analogo ao span de um reticulado, definimos:

i=1

m—1
V.= {Zulgi: u; € R paratodoizl,...,m}.
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Facamos ainda Gy := GN V. Como Gy C G, temos que Gy é um conjunto discreto.

Por hipétese de indugdo em m, podemos considerar que G, é um reticulado.
Nesse contexto, devemos provar que G também o é.

Visto que Gy é um reticulado, o mesmo admite uma base, digamos B =
{v1,...,0u-1). Por outro lado, como {g1,...,gm-1} constitui um conjunto de vetores
linearmente independentes de Gy com mesma cardinalidade que B, temos que esse é
também uma base para Gy. Dessa forma, todo elemento de G, se expressa como uma

combinagdo linear inteira de g1, ..., gm-1.

Consideremos, agora, T como sendo o conjunto dos elementos x € G tais que

m
X = Z a;gi,
i=1

emqueq; € Rétalque0<ag;<lparai=1,....m-1e0<a, <1
Notemos que T é limitado e, como G é discreto, é ainda finito. Nessas circunstan-
cias, podemos escolher y € T, digamos
y=bigi+-+bugm
tal que b,, é o menor valor ndo nulo possivel para o coeficiente de g,.

Temos que {g1, ..., m-1, ¥} € um conjunto de vetores linearmente independentes,
por hipétese. Mostraremos que todo elemento de G é uma combinagdo linear inteira
destes elementos.

Seja ¢ € G. Podemos escolher coeficientes ¢; € Z de modo que

§=8g—c8— "~ Cu-18m-1— CuY
pertencaa T.

Mais ainda, tal escolha pode ser feita de modo que o coeficiente de g, em ¢’ seja
um inteiro ndo negativo menor que b,,. Pela minimalidade de b,,, devemos ter que tal

coeficiente se anula.

Assim, pela igualdade anterior, verificamos que g pode ser escrito como uma
combinagdo linear inteira de gy, ..., gm-1, v (visto que g’ € T).

Logo, o conjunto {g1, ..., gm-1, ¥} gera G como um Z - médulo. Em outras palavras,
este conjunto constitui uma base para G e, consequentemente, G é um reticulado. O

Observacgado 3.1.18. Ao longo dessa segdo, definimos reticulado sobre o espaco R".
Contudo, cabe destacar que, ao estabeler um isomorfismo entre o corpo complexo
C e R?, podemos estender naturalmente tal conceito, obtendo, assim, um reticulado
complexo. Desse modo, todos os conceitos e propriedades dos reticulados apresentados
permanecem vélidos.
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3.2 SUB-RETICULADOS E GRUPO QUOCIENTE

Considerando os reticulados como subgrupos aditivos discretos de IR", podemos
analisar subconjuntos dos mesmos que também se caracterizem como reticulados, os
quais denominaremos sub-reticulados. Tal objeto matematico, sob certas circunstancias,
possibilitard a andlise do grupo quociente obtido através dessa estrutura e de suas

principais caracteristicas.

Definicado 3.2.1. Dizemos que A* C A é um sub-reticulado de A se A* é um reticulado.

z

Observacao 3.2.2. Notemos que, se M é uma matriz geradora do reticulado A e A* é

um sub-reticulado de A, podemos escrever:
A*={1AM: A e z"),

em que A é uma matriz m X m com entradas inteiras.

De fato, consideremos N uma matriz geradora para A*. Dado um ponto p € A*,

sabemos que o mesmo também pertence a A. Entdo, existem A € Z™ e v € Z" tais que:

p=AM=vN.

De modo semelhante ao feito na Proposigdo 3.1.7, temos que existe uma matriz A

com entradas inteiras tais que N = AM, demonstrando a igualdade fornecida para A*.

Destacamos que, nesse caso, como a inclusdo A C A* ndo é, em geral, verdadeira
(a menos do sub-reticulado trivial A* = A), tal matriz A ndo serd unimodular.

Ressaltamos ainda que essa caracterizagdo fornece-nos um método pratico para

a construcdo de sub-reticulados conhecendo uma de suas bases.

Com o intuito de sintetizar algumas propriedades de um reticulado em uma

tinica terminologia, definimos grupo abeliano livre de posto r.

Definicao 3.2.3. Dizemos que um Z-médulo M é livre de posto r se existem r vetores
v1,...,0, € M linearmente independentes em Z. tais que, para todo m € M, tem-se que
r
m = Zaivi ,coma; € Zparatodoi=1,...,r.
i=1
Definicao 3.2.4. Dizemos que um grupo abeliano G é livre de posto r se G é um Z-médulo

livre de posto r.

F imediato das defini¢des acima e do Teorema 3.1.17 que todo reticulado A é um
grupo abeliano livre; mais ainda, um sub-reticulado A* é um subgrupo de A. Dessa

forma, podemos considerar o grupo quociente A/A*.
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Definicdo 3.2.5. O grupo quociente A/A* é definido como:

A *
F:{X‘FA : xEA}.

Dizemos que x, y € A estdo na mesma classe de equivaléncia se x + A* = y + A*, ou
seja, se x — Yy € N*.

A cardinalidade do grupo quociente A/ A*, ou seja, o niimero de classe de equivaléncia
distintas em A com respeito a A*, é denominada indice de \JA\*.

Antes de apresentarmos alguns exemplos, vejamos como melhor caracterizar
o indice do grupo quociente A/A*, quando o mesmo é finito (para a demonstragéo,
consultar [27], Teorema 1.17).

Proposicdo 3.2.6. Sejam G um grupo abeliano livre de posto r e H um subgrupo de G. Temos
que G/H é finito se, e somente se, posto(G) = posto(H).

Neste caso, se {x1, ..., x,} constitui uma Z-base para G e {y1, ..., Y,} é uma Z-base para
H tal que

n
yi = Zaijxj ,comaj; € Zparatodoi=1,...,r,
=1

entdo a cardinalidade de G/H é dada por:
G
‘E‘ = |det (ﬂl])| .

Coroldrio 3.2.7. Seja A um reticulado com sub-reticulado A*. Entdo o grupo quociente A/A*
é um grupo finito se, e somente se, posto(/\) = posto(A*).

_[det(A%)
~\ det(A)

Demonstragio. A primeira afirmacdo segue diretamente da Proposicdo 3.2.6, bastando
tomar G = AeH = A*.

Neste caso, segue que:

A
A*

Para o calculo do indice de A/A* no caso finito, utilizaremos a caracterizacao do
sub-reticulado A* fornecida pela Observagao 3.2.2. Conforme tal observagdo, sabemos
que, se M é uma matriz geradora de A e N uma matriz geradora para A*, entdo existe

uma matriz A com entradas inteiras tal que N = AM.

Agora, consideremos, sem perda de generalidade, que A e A* tém posto completo,
ou seja, as matrizes M e N sdo quadradas. Desse modo, garantimos a existéncia de
det(M) e det(N). Mais precisamente, temos que det(N) = det(A) det(M).
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Assim, utilizando a Proposi¢do acima, juntamente a definicdo de determinante

de um reticulado, obtemos:

det(N)|  [det(A*)
detM)| | det(A)’

| = Idet (1) =

O

Exemplo 3.2.8. Consideremos o reticulado A = Z° = {(a,b,¢) : a,b,c € Z} e seus sub-
reticulados A* = {(a(0,1,0) + b(0,0,1) : a,b € Z} e A* ={a(1,3,0) + b(0,0,1) + c(2,0,5) :
a,b,ceZ}.

Notemos que A* e A possuem ambos posto 3, ao passo que A* possui posto 2.

Dessa forma, o grupo quociente A/A* é finito, a saber, seu indice é dado por:

~ det(A*)_\/£_6
" Vdetn) " V1

Para o calculo de det A, basta utilizar a base formada pelos vetores canonicos. Além disso,

A
A*

lembramos que, como a matriz de Gram é da forma G = MM!, sendo M uma matriz

geradora do reticulado (ou do sub-reticulado) em questio, tem-se que det (G) = det (M)®.

Por outro lado, pelo coroldrio anterior, tendo em vista a diferenca entre os postos

de A e A*, temos que o quociente A/A* é um grupo infinito.

Utilizando a nogdo de equivaléncia de classes em A/A’, a igualdade acima é
facilmente verificada. Com efeito, dados, por exemplo, ¢, ¢, € Z, com ¢; # ¢, temos
que (c1,0,0) = (c2,0,0) = (c1 — ¢2,0,0) € A", donde resulta que esses vetores pertencem a
classes distintas no quociente A/A”. Assim, o grupo quociente A/A" admite infinitas
classes laterais.

3.3 REGIAO FUNDAMENTAL

Nessa secdo, apresentaremos o conceito de regido fundamental, o qual nos permitira
fornecer um significado geométrico para o determinante de um reticulado além de ser
uma das principais ferramentas para a abordagem de problemas envolvendo reticulados.
Enfatizaremos ainda o estudo de um tipo especifico de regido fundamental, denominada
paralelotopo fundamental.

Definicao 3.3.1. Uma regido fundamental de um reticulado A é um subconjunto F de R"
que satisfaz as sequintes propriedades:

(1) Uv + F = span (A)

vEA

(if) Sex,y € A, sendox # y,entio (x+F)N(y+F) =2
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Assim, uma regido fundamental consiste de um subconjunto de R" que ladrilha
span (A) por translacdes de vetores do reticulado de modo que dois ladrilhos ou sdo

disjuntos ou se interceptam somente nos bordos.

Observacao 3.3.2. Notemos que, se o reticulado A € R” em questdo possui posto
méximo, entdo, temos que span (A) corresponde ao préprio espago IR". Nestas cir-
cunstancias, a regido fundamental constitui um ladrilhamento de IR” satisfazendo as
mesmas caracteristicas anteriores. Dessa forma, alguns textos optam por definir a regido
fundamental sob a exigéncia de que o reticulado A possua posto méximo. No caso das
defini¢des envolvendo span (A), como a apresentada acima, utilizamos a abordagem
adotada em [5] e [10].

Destacamos que existem diferentes configuragdes geométricas para regides
fundamentais de um mesmo reticulado, por exemplo, por meio da utilizagdo de
poliedros distintos. Mais ainda, existem infinitas regides fundamentais utilizando um
mesmo poliedro. Neste trabalho, abordaremos duas regides fundamentais especificas, a
saber os politopos fundamentais e a regido de Veronoi, a qual serd estudada na préxima segéo.
Por ora, apresentamos o exemplo seguinte apenas como uma motivagdo geométrica

proporcionada pela Defini¢do 3.3.1.

Exemplo 3.3.3. Consideremos o reticulado A C R? com base {(1,2), (2, —1)}. As configu-

racOes a seguir apresentam regides fundamentais para tal reticulado.

Figura 3 — Regides fundamentais para o reticulado de base {(1,2), (2, 1)}

Notemos que uma regido fundamental é, em particular um subconjunto nao
vazio de IR" e, como tal, possui volume. A Proposicado 3.3.4, cuja demonstracdo pode ser

encontrada em [3] (Teorema 9.1.3), motiva a defini¢do de volume de um reticulado.
Proposicao 3.3.4. Toda regido fundamental de um reticulado A C R" tem o mesmo volume.

Definicdo 3.3.5. Denominamos o volume de um reticulado A, denotado por vol (A), como

sendo o volume de uma de suas regides fundamentais.
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Para o calculo do volume de um reticulado, nos aprofundaremos no estudo dos
chamados politopos fundamentais, os quais se caracterizam ndo apenas como um tipo de

regido fundamental, mas, também, como um subconjunto préprio de span (A).
A partir deste momento, para as proximas defini¢des e resultados, considerare-

mos, apenas os reticulados A € IR" de posto 7, ou seja, de posto completo.

Definicado 3.3.6. Dado um reticulado A C IR" com base B = {by, ..., b,}, chamamos de politopo
(ou paralelotopo) fundamental a regido do R" definida como:

PB:{Zaibi: Osai<1pamtodoi:1,..-,n}-

i=1

Observacao 3.3.7. Cabe destacar que, em algumas literaturas, como [6] e [2], a regido
fundamental de um reticulado é definida como sendo a generalizagdo da nogdo de
politopo fundamental, apresentada acima, para o caso em que A possui posto m < n. E

assim, é imediato que o politopo fundamental é, em particular, uma regido fundamental.

Exemplo 3.3.8. Considerando o reticulado hexagonal, com base {(1,0),(1/2, \/5/2)},
temos, por exemplo, os seguintes politopos fundamentais e seus ladrilhamentos:
P1
P,

{a1(1,0) + ax(1/2, ¥3/2) : 0 < a0, < 1;
(1(3/2, V3) +22(1/2, V3/2) : 0 < ay,a, < 1},

/[ / / L

[ SN S L W7

Figura 4 — Ladrilhamentos segundo #; Figura 5 — Ladrilhamentos segundo $»

Proposicao 3.3.9. O politopo fundamental de um reticulado A C IR" de posto n é uma regido
fundamental e seu volume é dado por +/det (A). Portanto, o volume de A é dado por:

vol (A) = +/det (A).

Demonstragido. Sejam A um reticulado com base B = {b;, ..., b,} e P o politopo funda-
mental de A com relagdo a B. Mostraremos que #; satisfaz as propriedades (i) e (ii) da
Defini¢édo 3.3.1. De fato, temos:
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(i) Sejar € span (A). Entdo, sabemos que r é da forma:
n
r= Zuibi,emque u; € Rparatodoi=1,...,n.
i=0

Sabemos que para cada i fixado, u; = |u;] + a;, em que |u;| denota a parte inteira
de u; e a; ¢ um ntimero real satisfazendo 0 < 4; < 1. Assim, utilizando a primeira

equagdo, obtemos:

r= Zn:l_uijbi + iaibi =0+ Zn‘ a;b;,
i=0 i=0 i=0

donde resulta que r € v + P, com v € A definido como acima.

Portanto, segue que:

U v+ Pp = span (A).

veA

Lembrando que a inclusdo contrdria é imediata, tendo em vista a defini¢do de A e
o fato, ja mencionado, de que P C span (A).

(ii) Sejam x,y € A, com x # y.

Suponhamos, por contradigdo, que exista c € (x +%5) N (v +Pp). Nesse caso, temos
quec=x+p =1y+gq,sendop,qg € Pp. Utilizando a tltima igualdade, juntamente

ao fato de que A é um subgrupo aditivo, tem-se:

xX-y=(@-p) e

Por outro lado, como g, p € P, podemos reescrever essa igualdade como:

x—y= Zn: a:b; — Zn: aib; = Zn:(ﬂi — @;)bi,
i=0 0 =0

i=
emque 0 <a;,d; <1lparatodoi=1,...,n.

Como tal elemento pertence ao reticulado A, para cada i fixado devemos ter
a; — d; € Z. Notemos que, aqui, utilizamos que todo elemento de A se expressa
de modo tinico como combinacdo linear inteira dos vetores da base (tal resultado
decorre do fato de os vetores da base serem linearmente independentes). Logo,
pelo intervalo de defini¢do de a; e 4;, concluimos que a tnica possibilidade é
que a; — d; = 0 para todoi=1,...,n. Consequenternente, xX=yY, gerando uma

contradicdo.

Portanto, para quaisquer x, y € A, com x # y, temos (x + Pp) N (y + Pp) = @.

Agora, utilizando o processo de ortogonalizacdo de Gram Smith para uma base
do span(A) e o calculo do volume via integral, pode-se demonstrar que o volume do
paralelotopo fundamental de A corresponde a 4/det (A) (consultar [11], Lema 4). O
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3.4 GRUPO QUOCIENTE DE UM RETICULADO

Nesta ultima se¢do, aprofundaremo-nos na visdo topoldgica de reticulados,
0s quais, como caracterizados anteriormente, sdo subgrupos discretos de IR". Sob
essa Optica, dado um reticulado A € R", podemos estudar o grupo quociente R"/A.
Mostraremos que existe uma correspondéncia entre esse grupo e o toro n-dimensional
quando A tem posto completo e apresentaremos uma correspondéncia semelhante no
caso em que o reticulado A nado tem posto completo. Por meio dessa correspondéncia,
obteremos uma nova descri¢do para o volume de um reticulado, a qual serd retomada

nas construgdes de reticulados do tltimo capitulo.

Definicado 3.4.1. Seja S o conjunto de todos niimeros complexos cujo médulo é igual a 1, o qual
denominamos S circulo. Definimos o toro n-dimensional, denotado por T", como o produto
direto cartesiano de n cdpias de S.

Observacao 3.4.2. Notemos que S é um grupo sob a multiplicagdo usual e, consequen-

temente, essa estrutura de grupo é estendida ao toro n-dimensional.

Exemplo 3.4.3. O toro bidimensional, denominado muitas vezes como simplesmente

toro, expressa-se como T? = S x S. Geometricamente, temos:

Lema 3.4.4. O grupo quociente R/Z. é isomorfo ao circulo S.

Demonstragio. Consideremos o homomorfismo dado por:

p:R — S

a - 6271111

onde ¢*™ = cos(2ma) + i sen(27a). Notemos que tal mapa é claramente sobrejetor. Além

disso, Ker(¢) = Z, resultando pelo Teorema dos Isomorfismos que R/Z = S. m|

Teorema 3.4.5. Seja A C IR" um reticulado de posto completo, ou seja, o posto de A é igual a n.
Entdo o grupo quociente R" /A é isomorfo ao toro n-dimensional T".

Demonstragio. Consideremos {vy,...,v,} uma base para A. Sabemos que tais vetores
geram o espacgo span(/), o qual corresponde exatamente a IR", visto que o posto é
completo. Desse modo, essa é uma base para IR".

Estendemos o homomorfismo definido anteriormente para R":

p:R" - T"

oL+ -+ a0, - (@7, ePm)

Claramente, temos que ¢ € sobrejetivo. Além disso, pelo lema anterior, o nticleo
de ¢ é igual ao reticulado A, donde obtemos R"/A = T". m|
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Coroldrio 3.4.6. Consideremos A com uma base B = {vy, ..., v,} com seu respectivo politopo

fundamental Pg. Entdo, o mapa ¢ definido no teorema estabelece uma bijecio entre Pg e T".

Demonstragio. Basta notarmos que, ao considerarmos g, temos 0 < g; < 1 para cada

i =1,...,n fixado. Assim, a injetividade do mapa ¢|, segue das propriedades das
P

funcgdes seno e cosseno. O

Coroldrio 3.4.7. O volume de uma regido fundamental de A de posto n corresponde ao volume
de T". Mais precisamente, temos:

vol (R"/A) = vol(T") = vol(Pg) = vol(A).

Geometricamente, o toro n-dimensional pode ser obtido por meio de identifica-
¢oes dos lados opostos do fecho do politopo Pg, denotado por P, quando o reticulado

em questao tem posto n.

Figura 6 — Toro n-dimensional [27]

Jano caso dos reticulados sem posto completo, temos a préxima correspondéncia:

Teorema 3.4.8. Seja A € R" um reticulado de posto m < n. Entdo, R"/A é isomorfo a
T x R"™™.

Demonstragido. Consideremos o espago coberto por A dado por V := span(A). Sabemos
que o mesmo possui dimensdo m, sendo isomorfo a R”. Podemos descrever R” como
a soma direta R" = V& W, em que W é um complementar de V. Como A C V,
pelo Teorema 3.4.5, temos que V/A = T", donde W = R"™. Portanto, segue que
R*/A =T"x R"™. O

Destacamos que essa visdo geométrica permite demonstrar importantes resul-
tados presentes na Teoria dos Numeros. Nesse contexto, um dos resultados mais
conhecidos é o Teorema de Minkovsky, o qual fornece condi¢des a fim de que um
determinado conjunto de R" (limitado, convexo e simétrico) possua pontos de um
reticulado de posto completo. Esse teorema se mostra uma das principais ferramentas
utilizadas na demonstracéo via reticulados do Teorema de Dois Quadrados e no Teorema

dos Quatro Quadrados, os quais afirmam que todo ntimero inteiro se escreve como a
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soma de dois e de quatro quadrados, respectivamente. Tal abordagem é apresentada
em [27] (Capitulo 7).

3.5 RETICULADOS EQUIVALENTES

Algumas propriedades de um reticulado sdo preservadas via determinadas trans-
formagdes. Assim, torna-se natural estabelecermos as no¢des de reticulados equivalentes
e de invariante geométrico.

Definicdo 3.5.1. Dada uma métricad em R", dizemos que o4 é uma isometria se o, : R* — R"

é uma aplicagio satisfazendo d(x, y) = d(o4(x), 04(y)) para todo x,y € R".

Definicdo 3.5.2. Fixemos uma métrica d em R". Dizemos que dois reticulados Ay e A, sdo
d-equivalentes se existirem uma isometria o4 : R" — R" e um niimero real positivo « tais
que (ko4)(A1) = Ay. Nesse caso, a constante k é denominada fator de dilatagdo. Além disso,
quando x = 1, dizemos ainda que os reticulados A; e A, sdo congruentes.

Definicado 3.5.3. Dizemos que um pardmetro de um reticulado A é um invariante geométrico
se ele permanece constante na classe de reticulados equivalentes.

A nocgao de equivaléncia entre reticulados estd diretamente relacionada a métrica
adotada. Neste trabalho, abordaremos apenas os reticulados equivalentes sob a métrica
euclidiana. E comum estudarmos ainda tal equivaléncia considerando-se a métrica
da soma (consultar [17], Segdo 1.2.2). Sob tal circunstancia, pode-se mostrar que toda
isometria com a métrica da soma é uma isometria com a métrica euclidiana. Desse
modo, reticulados equivalentes segundo a métrica da soma sdo também equivalentes
segundo a métrica euclidiana (no entanto, a reciproca ndo é valida).

3.5.1 Reticulados equivalentes pela métrica euclidiana

Ao fixarmos a métrica euclidiana, podemos reformular o conceito de reticulados
equivalentes, conforme [5] (Secdo 1.1).

Definicado 3.5.4. Dizemos que dois reticulados A; e A, sdo equivalentes sequndo a métrica
euclidiana se, fixadas matrizes geradoras, digamos M, e M, respectivamente, existem uma matriz
unimodular U, uma matriz ortogonal Q e um niimero real positivo « tais que:

xUM,Q = M,.

Ou, equivalentemente,
(KQ)(A1) = Ay.
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Observacao 3.5.5. Intuitivamente, dois reticulados A; e A, sdo equivalentes segundo a
métrica euclidiana se podemos obter A, a partir de A; por meio de uma composicdo de

rotagdes, reflexdes e translagdes por vetores do reticulado A;.

A equivaléncia entre essa defini¢do e a definicdo apresentada acima decorre
da Proposicdo 3.1.7 juntamente a caracterizagdo das isometrias de IR” via a métrica
euclidiana. Mais precisamente, é possivel demonstrar que uma aplica¢do o4 : R" — R",

sendo d a métrica euclidiana, é uma isometria se, e somente se,
o4(x) = T(x) + xo,

em que T é um operador linear de R" ortogonal (e, portanto estd associado a uma matriz
ortogonal Q) e xo € IR". Este resultado é conhecido da Analise no R” e sua prova pode

ser encontrada em [19] (Teorema 2.3).

Destacamos que, em consequéncia direta da defini¢do anterior, se A; e A
sdo reticulados equivalentes na métrica euclidiana, com matrizes de Gram G; e G,

respectivamente, entdo tais matrizes estdo associadas da seguinte forma:
G, = MpM] = *UMMIUT = «*UG, U,

sendo que a tltima igualdade decorre do Coroldrio 3.1.8.

Outras propriedades dos reticulados equivalentes na métrica euclidiana serdo

apresentadas quando abordarmos a nogdo de densidade de um empacotamento reticulado.

Vejamos agora um exemplo de reticulados equivalentes.

Exemplo 3.5.6. Consideremos o reticulado hexagonal com base {(1,0), (1/2, V3/2)}eo
reticulado A, com base {(-1,1,0), (0, —1,1)} definidos em IR>.

(a) Reticulado hexagonal (b) Reticulado A,

Figura 7 — Reticulados Equivalentes na Métrica Euclidiana [17]
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Conforme indica a Figura 7, o reticulado A, é obtido por meio de uma dila-
tacdo do reticulado hexagonal (a saber, uma dilatagcdo de V2) seguida de rotagdes;

consequentemente, tais reticulados sdo equivalentes pela métrica euclidiana.

Formalmente, esse resultado pode ser notado por meio das matrizes geradoras
de cada reticulado. Consideremos o reticulado hexagonal imerso em R%; para tanto,
basta considerarmos a base anterior como {(1,0,0), (1/2, V3/2, 0)}. Assim, aplicamos
uma contracdo de V2 no reticulado A, e, a seguir, utilizamos a transformagdo ortogonal

dada por:

1/v2  1/v6 1/43
R=| -1/v2 1/vV6 1/V3
0 2V2/V3 1/V3

Nessas condigdes, temos:

1(-1 1 0 R 1 0 0
V2l 0 -1 1 12 V32 0)
sendo a matriz a esquerda uma matriz geradora para A, e a matriz a direita uma matriz

geradora do reticulado hexagonal.

Logo, segue pela Definicdo 3.5.4 que os reticulados em questdo sdo, de fato,

equivalentes pela métrica euclidiana.

Observacao 3.5.7. Destacamos que o reticulado A, apresentado no exemplo anterior
compde uma importante classe de reticulados, denominados reticulados raizes. Retoma-

remos o estudo de reticulados como esse no Capitulo 4.

3.6 PROBLEMAS RELEVANTES

Nesta secdo, apresentaremos alguns dos principais problemas envolvendo
reticulados, dada sua aplicabilidade na Teoria de C6digos e na Teoria dos Numeros.

Alguns desses problemas serdo retomados no Capitulo 4.

Com o intuito de simplificar os calculos, consideramos, a partir deste momento
o reticulado A C R" de posto completo. Notemos que tal considera¢do ndo diminui a
generalidade dos conceitos e resultados apresentados.

Com efeito, podemos analisar cada reticulado com relagdo ao espago coberto por
A, cuja dimens&o, visto como subespaco vetorial, corresponde ao posto de A.

3.6.1 Ntumero de Vizinhos

Definicao 3.6.1. Seja d uma métrica em R". Dado um reticulado A C R", denominamos vetor

de distdncia minima os vetores ndo nulos x € A que minimizam o valor de

d(A) :=min [d(y,0): y € Aey #0].
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Denominamos ainda distdncia minima o valor de u := d(A) sendo x vetor de distincia minima.

Definicao 3.6.2. Dado um reticulado A C R" e uma métrica d em R", denominamos de kissing
number (ou niimero de vizinhos) o niimero de vetores de distincia minima do reticulado, o
qual denotaremos por T(A\).

Observacio 3.6.3. E possivel obter uma interpretacdo geométrica interessante para o
kissing number. Para tanto, fixados um reticulado A e uma métrica d em R", tracemos
esferas de raio 1/2 ao redor de cada ponto do reticulado. Como p é a distancia minima
a partir da métrica d, segue que tais esferas no maximo tangenciam umas as outras.
Assim, o kissing number calcula o namero de esferas que tocam a esfera de raio /2
centrada na origem (denominada esfera central).

Exemplo 3.6.4. Cabe destacar que o kissing number depende da métrica considerada.
Como exemplo, podemos considerar o reticulado de base {(=3, 0), (=2, 0)}. No caso da mé-
trica euclidiana, temos que os vetores de distdncia minima sdo dados por {(1,2), (-1, -2)}
(figura a esquerda); enquanto na métrica da soma, temos {(1, 2), (-1, -2), (3,0), (=3, 0)}
(figura a direita).

i i 1 1

Figura 8 — Kissing Number [17]

3.6.2 Densidade de Empacotamento

Explorando uma nogdo geométrica semelhante a proporcionada pelo kissing
number, surge uma interessante questdo, a qual se caracteriza como um dos principais
topicos de estudo envolvendo reticulados. Dado um reticulado A e uma métrica d em
R" nos perguntamos o quanto do espago pode ser coberto por esferas de mesmo raio na
métrica d de modo que as mesmas nao se intersectam ou sejam apenas tangentes. Essa
medida é fornecida pela densidade de empacotamento.

Esse problema é mais geral e ndo envolve apenas o uso de reticulados. Dessa
forma, definimos primeiramente empacotamento de esferas e, a seguir, empacotamento
reticulado.
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Definicdo 3.6.5. Seja d uma métrica em R". Um empacotamento de esferas (ou, simples-
mente, um empacotamento no R") é uma distribuicdo de esferas de mesmo raio em R" de

forma que quaisquer duas esferas ndo se intersectam ou se intersectam apenas no bordo.

Um empacotamento reticulado é um empacotamento no R" em que o conjunto dos

centros das esferas forma um reticulado em IR".

Observacao 3.6.6. Notemos que um empacotamento de esferas pode ser descrito a
partir dos centros e do raio das esferas. Além disso, destacamos que, apesar do conjunto
dos centros das esferas constituir um conjunto discreto de R”, o mesmo nem sempre é

um subgrupo aditivo de R".

Exemplo 3.6.7. A figura 8 apresenta dois empacotamentos reticulados, na métrica

euclidiana e na métrica da soma, respectivamente.

Notemos que nesse exemplo, caso o raio das esferas em cada situagdo fossem
maiores que o apresentado, teriamos as esferas se intersectando em mais de um ponto.
Dessa forma, as esferas em questdo possuem o maior raio para o qual duas esferas se

intersectam no maximo no bordo. Este fato motiva a préxima definigdo.

Definicao 3.6.8. Dado um reticulado A\, denominamos raio de empacotamento com relagio
a métrica d (fixada) o valor:

p = p(A) = max {r € R: A + B4[0, r] é um empacotamento reticulado },

sendo B4[0, r] a bola fechada de centro O e raio r na métrica d em IR".

Observacio 3.6.9. E imediato que p = /2, sendo u a distancia minima. Entretanto,
calcular a distdncia minima de um reticulado é um problema dificil de ser resolvido,
mesmo computacionalmente. Mais precisamente, utilizando a distancia euclidiana, foi
conjecturado em [15] que ndo existe algoritmo capaz de calcular tal distancia em tempo

polinomial.

Definicado 3.6.10. Dado um empacotamento reticulado, denominamos a proporgio do espago
coberta pela unido das esferas de raio p centradas nos pontos do reticulado A de densidade de
empacotamento, a qual serd denotada por A(A).

Em outras palavras, temos que, fixada uma métrica d em R",

AA) = Volume de uma esfera de raio p _vol (B4[0,p]) _ wol (B4[0,1]) p"

Volume de uma regidio fundamental de A~ got ( A)% det ( A)%

Para o calculo do volume de uma bola unitdria n-dimensional, sdo utilizados

métodos que ndo detalharemos.
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No caso da métrica euclidiana, em [9] (Cap. 21, §2C), é provado que:

7_cn/2
——,sen épar;

1)

2r=D2((n — 1) /2)!
n!

vol (B4[0,1]) =

, se n é impar.

Uma formulagado equivalente, contemplando ambas as paridades de #, utiliza a
fungdo Gamma I (veja [9]), estudada por matematicos como Euler e Legendre, estabelece

que:

,nn/z

Tal funcéo (consultar [23], §14) estende a no¢do da funcdo fatorial, a qual, fixado

vol (B4[0,1]) =

n € N é dada por I'(n) := (n — 1)!. Neste caso, ao considerarmos um ndmero complexo z,

exceto inteiros ndo positivos, define-se:

I'(z) ::f x* e dx.
0

Fixada a dimensdo, o problema do empacotamento maximo se restringe ao

estudo de um parametro relativamente mais simples.
Definicdo 3.6.11. A densidade de centro de um reticulado A, denotada por 6(A\), é

pi’l

oM = Farny

Observacgao 3.6.12. Decorre diretamente das defini¢des acima que tanto a densidade de
um reticulado quanto sua densidade de centro dependem da métrica considerada.

Exemplo 3.6.13. Consideremos o reticulado hexagonal A com base {(1,0), (1/2, V3/2)}.

A figura a seguir mostra um dos empacotamentos de esfera associada a este reticulado.

Utilizando a férmula para a bola bidimensional, juntamente a férmula da
densidade de empacotamento, obtemos:
_@/2n 0w
V3/2 243

vol B;[0,1] = t, donde A(A)

Além disso, temos que a densidade de centro é dada por:

12?7 1

V32 23

o(A) =
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Figura 9 — Empacotamento Reticulado [17]

O exemplo anterior é interessante porque a Figura 9 exibe o empacotamento
mais denso em IR?, inclusive se comparado aos empacotamentos néo reticulados. Este
fato ndo é de verificacdo imediata e compde um dos principais estudos a respeito da
Teoria de Reticulados.

Nessas circunstancias, nos perguntamos qual o empacotamento de esferas mais
denso para determinada métrica em um espago cuja dimensdo esteja previamente
fixada. Além disso, podemos nos perguntar se o empacotamento encontrado é também
um empacotamento reticulado. No caso da métrica euclidiana, j& se conhecem tais
empacotamentos nas dimensdes de 1 a 8 e na dimensao 24, sendo que foi demonstrado
que nesses casos tais empacotamentos sao reticulados. Para as dimensdes de 1 a 3,
sugerimos consultar [9] (Cap.1 e 2), para as dimensdes 8 e 24, sugerimos [29] e [8],

respectivamente.

A importancia de tais conceitos se estende pois, na métrica euclidiana em RR",

mostra-se que a densidade é um invariante geométrico.
Proposicdo 3.6.14. Se A1 e A, sdo reticulados equivalentes na métrica euclidiana, entio

A(Aq1) = A(A2).

Demonstragido. Como o volume de uma bola n dimensional segundo a métrica 4 depende

apenas do valor de n e da métrica d considerada, devemos mostrar que:

PR P
det(A))?  det(Ay)?

sendo p; e p; os raios de empacotamento de A; e Ay, respectivamente.

Como A; e A, sdo d-equivalentes, sendo 4 a métrica euclidiana, existem Q uma

matriz ortogonal e «k real positivo satisfazendo:

(KQ)(A1) = Ay,
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ou seja, dado y € A,, existe x € Ay tal que y = (kQ)(x).

Assim, resulta que:
(kQ)(w), (kQ)(v)) = k* (u,v).

Consequentemente,
l(xQ)(@)Il = «llll,
sendo || - || a norma proveniente do produto interno.

Por outro lado, notemos que p1 = u1/2 e p, = u2/2, sendo p; e p, as distancias
minimas de A; e A;. Além disso, podemos considerar a norma acima como a norma

euclidiana (isto é, associada com a métrica d).

Desse modo, utilizando as relacdes anteriores, obtemos:

2 min {d(y, O):yehey# 0}
= min{llyll:yeAzey;&O}

= min{KllxII xeEMNex# O}
= «{lxll : x € Ayex %0}

= Kui.

Assim, segue que p, = kps.

Agora, para a relacdo entre os determinantes dos reticulados em questao, utiliza-
remos o fato ja mostrado que, se G; e G, sdo matrizes de Gram para os reticulados A; e
Ay, entdo G, = kK2UG;,UT. Dessa forma,

det (Ay) = det(Gy) = det k*UG,U" = detk*I det (G;) = k¥*" det A;.

Finalmente, temos:

P __(kp)" A
detA,? K'det(A1)  det(Ar)’

donde resulta que A(A1) = A(Ap). O

Observacgdo 3.6.15. As nogdes de raio e densidade de empacotamento podem ser esten-
didas e definidas para um empacotamento qualquer de esferas (ndo necessariamente
um empacotamento reticulado). Esse estudo ndo serd abordado neste trabalho, no
entanto, destacamos que uma das abordagens utiliza uma aproximacao por reticulados,

juntamente com o conceito dos chamados empacotamentos periédicos (ver [22]).
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3.6.3 Raio de Cobertura

Um problema em certo sentido dual ao problema do raio de empacotamento
consiste em, dado um reticulado A, obter o menor raio tal que a reunido de esferas de

mesmo raio cobrem o espago span(A\).

Defini¢do 3.6.16. Dado um reticulado A\, denominamos raio de cobertura de A com relagdo a
métrica d (fixada) o valor:

y = y(A) = inf {r €R;: Byv[0,r] + A= V},

em que V := span(A) e By v[0,7] é a bola fechada de raio r centrada na origem de V e sob a
métrica d.

Neste caso, dizemos ainda que B, y[0,r] + A é uma cobertura para V = span(A).
Exemplo 3.6.17. Consideremos o reticulado hexagonal como no exemplo do raio de

empactotamento. O seu raio de cobertura com relagdo a métrica euclidiana é ilustrado
na figura seguinte.

g a0
L
aonicsa

A A
¥ P Ehn

Figura 10 — Raio de Cobertura [17]

3.6.4 Regiao de Voronoi

A regido de Voronoi de um ponto x € A segundo uma métrica fixada d se caracteriza
como o conjunto dos pontos de R" (mais precisamente, em span (A)) que estdo mais
préoximos de x do que de qualquer outro ponto de A. Formalmente, definimos:

Definicdo 3.6.18. Seja v € A e d uma métrica em R". A regido de Voronoi do ponto v é
R() = {x € R" : d(v,x) < d(u,x),u € A},

Observacao 3.6.19. Notemos que, como translagdes a partir de um vetor do reticulado

constituem uma isometria (tanto na métrica euclideana quanto na métrica da soma), a
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regido de Voronoi de qualquer ponto v € A pode ser obtida a partir de uma translacao
da regido de Voronoi no ponto zero, ou seja, R(v) = v + R(0) para todo v € A.

Exemplo 3.6.20. A figura a seguir exibe a regido de Voronoi do reticulado Z* para a origem
segundo a métrica euclidiana.

° L] () ° 40 () ° (] ()
L] L] L] L] 30 L] L] L] L]
L] L] L] L] 2@ L] L] L] L]
° L] ° ° 19 () ° (] ()
4 3 2 1 0 1 2 3 4
L] L] L] L] 1@ L] L] L] L]
L] o L] L] 2@ L] L] L] L]
L] L] L] L] 30 L] ° L] L]
L] L] L] L] < ] L] L] L] L]

Figura 11 - Regido de Voronoi do reticulado Z>

Conforme ja mencionado, fixado um reticulado A, é possivel ladrilhar o espaco
span (A) a partir da regido de Voronoi. Em outras palavras, pode-se demonstrar que
a mesma é uma regido fundamental. Consequentemente, o volume de uma regido de

Voronoi é igual ao volume de um paralelotopo fundamental, isto é, equivale a det (A).

O estudo das regides de Voronoi é interessante especialmente por uma proprie-
dade comum aos seus vértices: trata-se dos pontos de IR” cuja distancia ao reticulado é

um maximo absoluto (consultar [9], Se¢édo 1.2).
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4 RETICULADOS VIA CORPOS DE FUNCOES

Conforme apresentado na secdo 3.6, um dos principais problemas envolvendo
reticulados consiste em, dado um subespaco m-dimensional V de R", obter um reticulado
A C Vtal que V = span (A). Queremos garantir, inclusive, que este é o reticulado com

maior densidade de empacotamento dentre os demais reticulados contidos em V.

Nesse estudo, destaca-se o Teorema de Minkowsky-Hlawka, segundo o qual,
para todo espago n-dimensional, existe um reticulado cuja densidade de empacotamento
é maior ou igual a {()/2"!, sendo que ((n) estd associada a fungdo Zeta de Riemann. No
entanto, as demonstrag()es conhecidas para este teorema nao sao construtivas e, no caso
em que as dimensdes sdo arbitrarias, construg¢des de reticulados satisfazendo a limitagao
acima sdo, em geral, desconhecidas. Tal circunstancia motivou, como ainda motiva, a
busca de familias assint6ticas ! de reticulados cuja densidade de empacotamento seja
tdo préximo quanto possivel do valor estabelecido por Minkowsky e Hlawka.

Tendo em vista essa motivagdo, lembramos que, como apresentado na Definigdo
3.6.10, a densidade de um reticulado A de posto m na métrica euclidiana é dada por:
prm?

F(%4&Qdd@ﬂ”z

A(A) =

em que p é o raio de empacotamento de A e I' denota a fun¢do Gamma.

Equivalentemente, utilizando que p = d(A)/2, sendo d(A) a distancia minima do

reticulado, podemos representar:

A(A)" w,,
AN = S et ()

sendo w,, o volume da bola unitaria m-dimensional na métrica euclidiana.

Assim, a fim de maximizar a densidade de um reticulado, podemos tomar um
reticulado cujo quociente entre sua distancia minima e seu determinante sejam tao
grandes quanto possivel. De acordo com a construcao feita por Tsfasman e Vladut em
[30], os reticulados obtidos por meio de corpos de fungdes especificos fornecem bons
resultados nesse sentido, bastando garantir que o quociente 7n/g seja suficientemente
grande. Por outro lado, resultados apresentados em [20] mostraram que reticulados
com alta densidade em geral constituem um importante grupo de reticulados, os quais
sdo denominados reticulados bem arredondados.

Nessas condigdes, nosso principal objetivo é construir reticulados, a partir de
corpos de fungdes especificos, que possuam caracteristicas relevantes no estudo da
densidade de empacotamento. Para tanto, seguiremos a abordagem feita em [13] e [4].

! Reticulados que produzem bons resultados em altas dimensdes, ou seja, quando 1 — co.
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4.1 PROPRIEDADES GERAIS

Nas proximas construgdes, consideraremos corpos de fungdes da forma F/IF,,
em que q é a poténcia de um niimero primo, cujo género é igual a g. Denotaremos ainda
o conjunto dos lugares racionais de F/IF;, o qual sabemos ser finito, por:

7):: {PO,P1,...,Pn_1} g]Pp,

em que n corresponde a cardinalidade de tal conjunto. Além disso, para cada lugar P;,

representaremos sua respectiva valorizagdo (discreta) por v;, sendoi =0,...,n —1.

Defini¢do 4.1.1. Definimos O}, como o conjunto das fungdes nio nulas f € F/IF; cujo divisor
tem suporte contido em P, ou seja,

={f € F/F,: f#0esupp(f) C P},
Observagao 4.1.2. Destacamos que ao nos referirmos a um divisor do elemento f € F,
estamos considerando seu divisor principal, ou seja,

(N =(Fo= (P =Y ve(HP,

PelPr

em que P percorre todos os lugares de F/IF, (ndo somente os racionais) e vp € sua

valorizagdo correspondente. Nesse caso, temos ainda que:
supp(f) = {P € Pr : vp(f) # 0.

Assim, no contexto da definigdo anterior, O, se constitui das fungdes nao nulas
em F/IF, tais que as tnicas valorizagdes que ndo se anulam nas mesmas sdo aquelas

associadas a lugares racionais. Por consequéncia, dada f € O;,, segue que:

>_n

n—

(f) = vi(f)P;.

i

I
o

Por outro lado, como (f) é um divisor principal, sabemos que seu grau € igual a

zero (Teorema 2.3.43), resultando que:

n—1

deg(f) =) vi(f) =

i=0
Observagao 4.1.3. Observamos que O}, é um grupo abeliano sob a multiplicacao formal,

no qual consideramos:

3
>_n

(f)- (9 (v (f) +vi(8) Pi;

= ~.
1
- O

(1) := P;.
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Definicao 4.1.4. Dada uma funcio f € O;,, definimos o grau de f por:

n—1
Y oA
i=0

N~

deg f := Z vi(f) =

U,‘(f)>0
Definimos o homomorfismo ¢ por:

prlo;) - 7'
£ ) vilf) - vna(f))

Consideremos Ly := Im(¢p) ou seja,
Lp = {@o(f),..., vaa(f)) € Z": f€Op). (4.1)

Mostraremos ao longo deste capitulo que Ly ndo somente é um reticulado de
R" como também, ao impor certas condi¢des sobre o corpo de fungdes F/IF,, ele se
torna gerado por seus vetores minimais e, consequentemente, bem arredondado. Antes de
estabelecermos estas no¢des, relembramos alguns dos conceitos que foram apresentados

na Secdo 3.6.1, utilizando especificamente a métrica euclidiana de IR".

Definicdo 4.1.5. Definimos a distdncia minima (na métrica euclidiana) de um reticulado A

como:
d(A) =min{|lyll : y € A\ {0}}.
Nesse caso, denominamos os vetores x € A para os quais ||x|| = d(A) de vetores de
distdncia minima ou, equivalentemente, vetores minimais.

Denotaremos o conjunto de vetores minimais de A por S(A). Formalmente,
S(A) = {x eA: x|l = d(A)}.

Observacado 4.1.6. Ressaltamos que, conforme ja apresentado, o kissing number de um
reticulado, denotado por 7(A), corresponde ao niimero de seus vetores minimais. Nesse
sentido, temos que 7(A) é igual a cardinalidade de S(A).

Analisando o conjunto de vetores minimais S(A), podemos considerar os subes-
pagos cobertos por seus vetores tanto sobre Z quanto sobre R. Nessas circunstancias,
de modo semelhante ao span(A), definimos:

Definicao 4.1.7. Consideremos S(A\) = {vy,...,v:}. Definimos o subespago coberto por S(/\)
com relagio a Z, o qual denotamos spanz(S(A)), como:

t
spanz(S(A)) = {Z Avi: A€ Zparatodoi=1,... ,t}.

i=1
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Definimos ainda o subespagco coberto por S(A) com relagdo a R, denotado por spanr(S(A)),

como:
t

spangr(S(A)) = Z uv;: u; € Rparatodoi=1,...,t

i=1
Assim, sob a métrica euclidiana, definimos:

Definicdo 4.1.8. Dizemos que um reticulado A € IR™ é gerado por seus vetores minimais
se o reticulado A corresponde ao subespago coberto pelo conjunto de seus vetores minimais, ou
seja, se A = spanz(S(A)).

Definicao 4.1.9. Dizemos que um reticulado A de posto m é bem arredondado se ele contém
m vetores minimais linearmente independentes. Equivalentemente, se S(A) gera R™, ou seja, se
spangr(S(A)) = R™.

A importancia dos reticulados bem arredondados reside no fato de os mesmos
fornecerem bons métodos de otimizagao, principalmente relativos a Criptografia e a
Teoria de Cédigos (veja [12]). Além disso, eles podem ser utilizados na investigacdo
dos principais problemas envolvendo reticulados, como o empacotamento esférico, o
numero de vizinhos e a conexdo de suas propriedades com a chamada Conjectura de
Minkowsky (consultar [21]). Algumas destas propriedades serdo detalhadas ao longo

deste capitulo.

Nesse contexto, uma das formas de se verificar que um reticulado é bem
arredondado consiste em provar que ele é gerado por seus vetores minimais. Com efeito,
segue diretamente das Defini¢oes 4.1.8 e 4.1.9 a validade desta implicagdo. Por outro
lado, contudo, esta ndo é uma equivaléncia: existem reticulados bem arredondados
que ndo sdo gerados por seus vetores minimais. Mais geralmente, sabe-se que se
m < 4, a equivaléncia vale; caso contrario, ou seja, se m > 5, existem reticulados bem
arredondados, mas cujos vetores minimais geram apenas subreticulados de indice maior

que 1, conforme demonstrado em [20].

Sob essa perpectiva, um questionamento natural é saber para quais corpos de
fungdes F/IF,; o reticulado Ly correspondente é bem arredondado. Neste trabalho,
apresentaremos uma resposta parcial a esta questdo. Mais precisamente, mostraremos
que, utilizando o corpo de fungdes Hermitiano (sobre IF,2) ou o corpo de fungdes elipticas (sobre
IF;), o reticulado Ly associado €, ndo somente um reticulado bem arredondado, como,
também, gerado por seus vetores minimais. Porém, cabe destacar, que a construgdo
que faremos, seguindo a abordagem utilizada por Bottcher, Fukshansky, Garcia e
Maharaj, em principio ndo se generaliza para quaisquer corpos de fungdes. Com
efeito, as caracteristicas estudadas para o reticulado, como volume, densidade de

empacotamento, juntamente as condi¢des de ser bem arredondao ou, inclusive, gerado



75

por vetores minimais, dependem do corpo de fun¢des considerado. Assim, generalizar

o resultado é, normalmente, uma tarefa complexa.

Em vista disso, nesta secdo, apresentaremos as propriedades do reticulado
Ly que sdo vélidas sob qualquer corpo de funcdes F/IF,. Nos capitulos posteriores,
aprofundaremo-nos nas propriedades obtidas através do corpo de fungdes considerado
e de suas respectivas particularidades.

Teorema 4.1.10. O conjunto Lp := Im(dp) é um sub-reticulado do reticulado A,_, dado por:
n—1
ﬂn—l = {x = (XU,...,xn_l) eZ": in = 0} .
i=0

Além disso, a distdncia minima do reticulado Ly, denotada por d(Lp), satisfaz:
d(Lp) > min{ ddeg f: feO,\ ]Fq}. (4.2)

Demonstragdo. Primeiramente, notemos que Lp é um subconjunto de A,_;, uma vez que
deg(f) = 0 para todo f € Op,. Por outro lado, é imediato que tanto Lp quanto A,,_; sdo
reticulados, pois trata-se de subgrupos aditivos discretos de R".

Agora, sabemos, por defini¢do, que:

n—

d(Lp) = min 1.)1'(]()2 : f € O;) \ {0} ¢,

1
i=0
sendo que para todo f € O}, \ IF;, temos

Jivi(fﬁ > Jilvi(fﬂ = \/@.

i=0

Logo, vale a desigualdade representada em (4.2). m|

Agora, com o intuito de obtermos uma limita¢do para o volume do reticulado
Ly e, consequentemente, para seu determinante, iremos nos restringir inicialmente ao

estudo do determinante de ‘A,,_1, 0 qual é calculado por meio de sua matriz de Gram.

Proposicao 4.1.11. O determinante de A,_, é igual a det (A,—1) = n. Em outras palavras,
temos que vol(A,_1) = Vn.

Demonstragido. Notemos que a definicdo apresentada para A,_1 é equivalente a:

A = {inei:xieZparatodoi:O,l,...,ne in:O},

i=0 i=0
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sendo {e;, ..., e,} a base candnica de R”, ou seja, cada e; corresponde ao vetor em IR” cuja

i-ésima coordenada é igual a 1 e as demais sdo nulas.
Afirmacdo 1: O reticulado A,_, é gerado pelos vetores:

bi=e1—e, bp=ex—e3, ..., b1 =€,-1—€,, b, =e1 —e,.

Prova. Devemos mostrar que o reticulado gerado por tais vetores, o qual denotaremos

por A, éigual a A,_;. Assim, seja:

A= Z/\i(ei—em):/\iEZparatodoi= 1,...,.neA,=0
i=1

Destacamos que, na defini¢do acima, colocamos A,, = 0 a fim de que A possa ser
visto como um reticulado em IR"; nesse caso, temos claramente que o posto de A é igual

an — 1. Temos ainda que, dado y € A, podemos escrever:

A(er —ep) + Ax(ea —e3) + -+ + Ayq(en-1 —€,) + Au(er —e,)
(/\1 + /\n, —Al + Az, R —/\i + /\1'_,_1, ceey _/\n—Z + An—l; _/\n—l + An)
(A, =A+ Ay, o, =Ai+ Ay, oo, =Aua + Ay, = A1),

y

Segue, portanto, que a soma das coordenadas de y é igual a zero, ou seja, y € A,_1,
donde A C A, _;.

Por outro lado, ao tomarmos x € A,_;, sabemos que x = (xo,...,X,-1) € Z",
em que as somas dos elementos x;, com i =0,...,n, é nula. E imediato que existem
A1, ..., A1 € Z satisfazendo:

(X0, X1,y Xn=2,Xn—1) = (A1, A1 + Ay, o, =App + Ay, —Apa).

pois, comparando tais elementos termo a termo e considerando em principio Ay, 4,1
incégnitas, obtemos um sistema com 7 equagdes e n — 1 incénitas, o qual possui solugéo.
Além disso, cada A; se expressa a partir de combinagdes lineares das coordenadas de x,

consequentemente, cada A; é inteiro.

Logo, temos que A,_; = A, resultando que A,,_; é gerado pelos vetores b, ..., b,.
Mais precisamente, uma base para (A,_; consiste em tomar o conjunto {by, ..., b,_1}, uma
vez que b, corresponde a soma de todos os b;’s, com i =1,...,n — 1. Em particular, o

reticulado A,_; possui posto n — 1.

Afirmacao 2: O determinante de A,_, é dado por det(A,—1) = n ou, equivalentemente,

vol(Ay-1) = ‘/ﬁ

Prova. Escrevendo a matriz geradora de (A,_;, digamos M, cujas linhas sdo os vetores
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by,...,by,—1 e fazendo a multiplicagdo por sua transposta, obtemos uma matriz de Gram
para A,_1. No caso n = 3, ou seja, usando o reticulado A,, obtemos det (G#) = 3, pois

2 -1
on-| 2 7|

Para n > 4, temos que uma matriz de Gram associada a A,_; é dada por:

(2 -1 0 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0O 0 O
o -1 2 -1 0O 0 O
o o -1 2 -~ 0 0 O
G = : : : : Do : : ) (4.3)
o o o0 o --- 2 -1 0
o o o o -~ -1 2 -1
0o 0 0 0 -~ 0 -1 2

(n-1)x(n-1)
Para o calculo do determinante dessa matriz, utilizaremos indugdo em 7.

Primeiramente, notemos que se n = 4, a matriz G4 acima, de dimenséo 3 X 3,
possui determinante igual a 4. Agora, utilizando o cdlculo do determinante via cofatores

para a matriz G4 de dimensdo (n — 1) X (n — 1) apresentada acima, obtemos:

det(G#) = 2det(A) + det(B) (4.4)
em que A é uma matriz (n — 2) X (n — 2) com 0 mesmo formato que (4.3) e a matriz B é
dada por:
(-1 -1 0 -~~~ 0 0 0 |
o 2 -1 -- 0 0 O
o -1 2 -~ 0 0 O
B= s
0O 0 O 2 -1 0
0O 0 O -1 2 -1
0 0 0 --- 0 -1 2

d(n-2)x(n-2)

Observemos que, pela defini¢do da matriz A, temos que a mesma é uma matriz
de Gram associada ao reticulado A,_,. Assim, por hipétese de indugdo, temos que
det (A) = n — 1. Resta, entdo, calcularmos o determinante da matriz B. Novamente,
utilizando o célculo por cofatores, obtemos:

det (B) = — det (C) + det (D).

em que C corresponde a matriz de formato (4.3), porém com dimensao (n —3) X (n —3) e
D é uma matriz cuja primeira coluna é toda nula.
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Desse modo, utilizando a hipétese de indugado, sabemos que C corresponde a
uma matriz de Gram para A,_3 e, logo, tem determinante n — 2. Por outro lado, como D

tem uma coluna nula, segue que det (D) = 0. Consequentemente, det (B) = —(n — 2).

Portanto, como det (A) = n — 1 e det(B) = 2 — n, segue pela equacdo (4.4) que:

det(Ga)=2n—-1)+2—-n=n.

Dessa forma, fica provado que, para todo n € IN o determinante de A,_;, o qual

corresponde ao determinante de G #, é igual a n. m|

Com esse resultado, para a limitacdo do volume de Ly, precisamos apenas
estabelecer uma relacdo entre seu volume e o volume de A,,_;. Para isto, estabeleceremos
uma correspondéncia entre os reticulados A, -1 e Lp e determinados subgrupos de
divisores de F.

Definicao 4.1.12. Consideremos Div(P) o subgrupo de Div(F) cujos divisores tém suporte
contido em P:
Div(P) := {D € Div(F) : supp(D) C P)}.

No caso em que todos os divisores em Div(P) tém grau zero, definimos:

Dio(P) := {D € Dio(F) : supp(D) C P e degD =0},

O subgrupo de Div(P) formado pelos divisores principais com suporte em P é
Princ(P) = {(f) € Dio(F) : supp(f) € P}.

Observacao 4.1.13. Como nas defini¢des dos grupos de divisores de F, segue diretamente
da defini¢do que: Princ(P) < Div®(P) < Div(P).

Proposicdo 4.1.14. Existe um isomorfismo entre o subgrupo de divisores Div®(P) e o reticulado
An—1. Mais precisamente,

Div(P) = Z" e Dit®(P) = A,_;.

Demonstragio. Para a primeira correspondéncia biunivoca notemos que, dado um
divisor D € Div(P), podemos escrevé-lo como:

n

D = anP = ZniPi,

Pep i=1
em que n; = np, € Z.
Assim, a cada divisor D € Div(P) corresponde um tnico ponto (1y,...,n,) € Z".

Reciprocamente, dado um ponto em Z", é possivel associd-lo a um tinico divisor com

suporte em ¥ como acima.
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Por outro lado, analisando o grupo Div®(P), notamos que todos os seus divisores
possuem grau zero, uma vez que sao principais. Desse modo, utilizando o argumento

anterior, obemos uma correspondéncia biunivoca entre Div°(P) e o reticulado A,,_;. O

Coroldrio 4.1.15. O reticulado Ly é isomorfo ao grupo de divisores das fungdes pertencentes a
O;). Formalmente, temos:

Ly = {(f) € Div(F) : f € O} = Princ(P).

Observagao 4.1.16. Ressaltamos que, apesar de as fungdes pertencentes a O, serem
todas ndo nulas, em geral, o divisor nulo pertence a Lp. De fato, basta tomar uma fungao

f € K, por exemplo. Como o suporte de tais fung¢des é vazio, estd contido em P.

Teorema 4.1.17. O volume de Ly é tal que:

(4.5)

n—q-1\°
vol(Lp) < Vnhe < Vn|1+g+ ——| .

em que h é o niimero de classes de divisores de F, ou seja, a cardinalidade do grupo CI°(F).

Demonstragio. Primeiramente, demonstraremos a segunda igualdade, a qual depende

apenas do estudo do ntimero de classe hr.

Para tanto, necessitaremos de alguns fatos conhecidos sobre a funcdo Zeta de
Riemman para um corpo de fungdes, os quais foram expostos ao final da sec¢do 2.3.3.
Relembramos que o polindmio Lr(t) (L-polindmio) satisfaz:

28
Le(t) = [ @ - ),
i=1
em que os complexos «; sdo inteiros algébricos, inversos das raizes de L(F, t) de forma
que ag; = ;. Temos ainda pelo Corolario 5.1.16 de [28] que o ntiimero de pontos

racionais de F satisfaz:
28

n=q+1—Zai.

i=1

Agora, como hr = L(1) (veja [28], Teorema 5.1.15), segue da desigualdade da
média geométrica que
g 8
Y(@+1-ai—a)

2g g B = n—q—lg
h]::ljl[(l—aj):];[(q'Fl—O(j—ai)S g = q+1+T .

Dessa forma, provamos a segunda desigualdade do teorema.
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Para a primeira desigualdade, utilizaremos o cdlculo do volume de um reticulado
a partir do grupo quociente por um reticulado, conforme demonstrado no Corolario

3.4.7, juntamente as correspondéncias descritas acima.

Observemos que:
]Rn—l an—l ﬂn—l
Ly ~ A Lp

Neste momento, destacamos que o grupo quociente A,_1 /Ly estd bem definido

tendo em vista que ambos os reticulados possuem o mesmo posto n — 1.

Por outro lado, pela Proposicdo 4.1.14 e pelo seu respectivo corolario, podemos
reescrever o isomorfismo acima como:
R*™ R*"™' Div"(P)
Lp — A, Princ(P)

Consequentemente, utilizando que A,_1/Lp é um grupo quociente e que o

volume de A,_; é igual a vn (Proposi¢do 4.1.11), segue:

vol(Lp) = vol(R""/Lp) = vol(R"™ /A" )[Ay1 : Lp] = V| Dit"(P) : Princ(P)|.

Por fim, como Div’(P)/Princ(P) é um subgrupo do grupo das classes de divisores
de grau zero de F, cuja ordem é denotada por hr, concluimos que vol(Lp) < \nhr, como

queriamos. O

Observacgao 4.1.18. Os reticulados da forma A,_; constituem um dos principais exem-
plos para os chamados reticulados raizes, ou seja, reticulados gerados por vetores de
norma 2 e cujo produto interno de quaisquer dois de seus vetores é integral ou reti-
culados iguais a Z (veja [9] e [20]). Sabe-se ainda que tais reticulados apresentam as
melhores densidades euclidianas possiveis nas dimensdes 2 e 3, inclusive se comparada
a densidade de empacotamentos ndo-reticulados (consultar Capitulo 1 de [17]). Um

estudo mais detalhado sobre tais reticulados pode ser encontrado no Capitulo 4 de [20].
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5 RETICULADOS VIA CORPOS DE FUNCOES ELiPTICAS

Neste capitulo, estudaremos os reticulados da forma Ly, definidos no Capitulo 4,
obtidos a partir do corpo de fungdes elipticas. Para tanto, em principio, estabeleceremos
as principais definicdes quanto ao corpo de fungdes elipticas e suas propriedades
ao considerarmos um corpo de constantes arbitrario K. Aprofundaremo-nos, ainda,
no estudo da estrutura de grupo presente no conjunto de pontos de uma curva
eliptica, a qual pode ser estendida ao grupo de lugares racionais do corpo de fung¢des
elipticas. Por fim, utilizaremos a constru¢do de determinadas retas neste corpo de
fung¢des quando o corpo de constantes a ele associado € finito, juntamente ao estudo
de certos espagos de Riemann-Roch a fim de obter os vetores geradores do reticulado
Lp. Finalmente, provaremos que, ao considerarmos tal corpo de fungdes com pelo
menos 5 lugares racionais, o reticulado em questdo é gerado por seus vetores minimais
e, consequentemente, bem arredondado. Ao final do capitulo, apresentaremos também
alguns resultados relativos ao kissing number e ao raio de cobertura do reticulado Le.

Para esta abordagem, utilizaremos principalmente as referéncias [13] e [26].
5.1 CORPO DE FUNCOES ELIPTICAS

Definicao 5.1.1. Um corpo de fungoes F/ K, sendo K corpo de constantes completo, é denominado

um corpo de fungdes elipticas se as sequintes condigdes sdo satisfeitas;

(1) ogénerode F/K éigualal;

(ii) existe um divisor D € Div(F) tal que deg D = 1.

Outra forma de definir um corpo de fungdes elipticas, equivalente a apresentada,
consiste em considera-lo como sendo um corpo de fung¢des da forma K(x, y)/K em que x

e i sdo as fungdes coordenadas associadas a chamada curva eliptica.

Defini¢ao 5.1.2. Denominamos de curva eliptica o par (E, O), em que O € E e E é uma curva
ndo singular de género 1.

Observacgdo 5.1.3. Ressaltamos que, ao dizermos que o género da curva (E, O) é igual a
1, estamos nos referindo ao género do corpo de fungdes a ela associado. Lembramos
ainda que uma curva é dita ndo singular se as derivadas parciais ndo sdo todas nulas

em cada ponto da curva.

Além disso, consideraremos o ponto fixo O representado acima como o tinico
ponto no infinito com relagdo ao eixo z. Em outras palavras, podemos, a menos de
homogeneizacdo da equacdo definidora da curva eliptica, considerar que tal curva

pertence ao espaco projetivo KIP2. Neste caso, o ponto O em questdo corresponde a
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O = (0:1:0). Uma abordagem mais aprofundada de curvas elipticas no plano projetivo
é feita em [25].

A efeito de simplificacdo, representaremos uma curva eliptica apenas por E,
sendo o ponto O subentendido. De modo semelhante, denotaremos o corpo de fung¢des
elipticas por K(E)/K.

Vejamos um exemplo de corpo de fungdes eliptico.

Exemplo 5.1.4. Consideremos a curva E de equagdo y2 = x3 — 3x + 3 sobre R?, sendo x

um elemento transcendente sobre R.

Notemos que, de fato tal curva é ndo singular, visto que suas derivadas parciais
sdo todas nulas apenas nos pontos (1,0) e (-1, 0) de IR?, os quais ndo pertencem a curva E.
Por outro lado, pode-se demonstrar (veja [28], Proposicdo 6.1.3), que o género associado

a esta curva éigual a 1.

Homogeneizando essa equagdo, obtemos 1z = x> — 3xz% + 32° ¢, dessa forma, o
ponto O corresponde ao ponto (0 : 1 : 0) no espago projetivo RIP?.

Assim, temos que (E, O) é uma curva eliptica. Além disso, o corpo de fun¢des
associado a (E, O), dado por R(E)/R, corresponde a R(x, y)/IR em que x e y satisfazem
y? = x* — 3x + 3. Mais precisamente, temos:

R[X, Y]

Rlx, 1= (y? —x% +3x - 3)

e, consequentemente,

R(x, y) = {ig:i; : gheRX Y]ey” —x° +3x—31’h}.

Motivados pelo Exemplo 5.1.4, podemos obter uma descrigdo mais detalhada
para o corpo de fungdes elipticas, dada a partir da caracteristica do corpo K (veja [28],

Proposicao 6.1.2).

Teorema 5.1.5. Seja K(E)/K um corpo de fungoes elipticas.

(1) Se char(K) # 2, entdo existem x,y € K(E) tais que K(E) = K(x, y) e y satisfaz:
v = f(x) € Kx],
em que f(x) é um polinémio livre de quadrados de grau 3.
(2) Sechar(K) = 2, entdo existem x,y € K(E) tais que K(E) = K(x, y), em que:
¥+ y = f(x) € K[x] com deg f(x) =3

ou

V+y=x+ coma,be Kea #0.

ax +
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Nesse contexto, é possivel estudarmos os lugares do corpo de fungdes elipticas e
suas propriedades analisando cada um dos casos descritos anteriormente (veja [28] -
Proposigdo 6.1.3). Neste trabalho, utilizaremos apenas que K(E) admite um tnico polo,
o lugar infinito Q., e que os demais lugares racionais estdo associados a pontos da
curva eliptica. Além disso, destacamos que, independentemente da caracteristica do
corpo K, o mesmo constitui o corpo de constantes completo de K(E).

5.2 ESTRUTURA DE GRUPO EM CURVAS ELIPTICAS

As curvas elipticas sdo amplamente estudadas, tanto teoricamente quanto
de forma aplicada, com grande importancia na Criptografia. Uma das principais
motivagdes para esse estudo deve-se ao fato de que os pontos das curvas elipticas

possuem a estrutura de um grupo abeliano.

Para a obtengdo de tal estrutura, utilizaremos que uma curva eliptica é, necessa-
riamente, uma curva de grau 3. Mais precisamente, é possivel mostrar que toda curva
eliptica (E, O) é isomorfa a uma curva dada por uma equagao de Weiestrass de grau 3
(veja Proposigao 3.1 em [26]). Assim, resulta pelo Teorema de Bézout que toda reta L

intersecta a curva E em trés pontos (ndo necessariamente distintos).

Nesse contexto, a estrutura de grupo em curvas elipticas é obtida a partir de uma

operacdo entre dois pontos, denominada soma, a qual é definida do seguinte modo:

Definicdo 5.2.1. Dados pontos P, Q € E, consideremos L a reta passando por P e Q (no caso em
que P = Q, consideramos L a reta tangente a E no ponto P). Seja R o terceiro ponto de intersegio
da reta L com a curva E. Consideremos L’ a reta passando por R e O (ponto no infinito). A reta
L' intersecta a curva E em R, O e em um terceiro ponto. Denotamos este terceiro ponto por
P + Q e dizemos que o mesmo representa a soma dos pontos P e Q.

Observagdo 5.2.2. Lembramos que o ponto O corresponde ao ponto no infinito de KIP?
dado por O = (0 : 1 : 0). Utilizando este fato, pode-se demonstrar (consultar [26]) que,
sob a notag¢do da Defini¢do 5.2.1, o ponto P + Q corresponde ao simétrico do ponto R
com relacdo ao eixo x. Assim, x(R) = x(P + Q) e y(P + Q) = —y(R).

Ressaltamos, ainda, que o calculo do terceiro ponto de interse¢do R pode ser feito
utilizando a multiplicidade de intersecio através da curva hessiana (para uma descrigdo

mais detalhada, sugerimos consultar [14]), além do uso de ferramentas computacionais.

A operacdo de soma apresentada é ilustrada na Figura 12.

Observagao 5.2.3. Destacamos que a figura apresentada é puramente uma representacao,
na medida em que esboca somente o caso em que a curva eliptica se encontra sobre

R%. Apesar disso, a defini¢do algébrica de reta sobre um corpo arbitrario K é feita de
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forma semelhante a estabelecida em corpos euclidianos. De fato, dizemos que L é uma
linha sobre K se L é um polindmio da forma L = ax + by +c,em quea,b,c € Kea # 0 ou
b # 0. Consequentemente, dizemos que um ponto P pertence a reta L se P é uma raiz do

polinémio L.

P+Q

PoQaR=0

Soma de pontos distintos Soma de pontos iguais

Figura 12 — Lei de Grupo em Curvas Elipticas [26]

Exemplo 5.2.4. Consideremos a curva eliptica de equagdo E : y* = x°> —3x + 3em R? e
ospontos P = (1,-1)e Q = (-2,1).

A reta secante de P e Q é dada por L : 2x + 3y + 1 = 0. Além disso, o terceiro
ponto de intersecdo entre a reta L e a curva E é R = (13/9,-35/27). Para o calculo da
soma P + Q, utilizamos a Observacdo 5.2.2. Assim, P + Q corresponde ao simétrico de R
em relacdo ao eixo x, ou seja, P + Q = (13/9,35/27). Por outro lado, notemos que a reta
tangente a E em P é dada por -2y — 2 = 0. Calculando o terceiro ponto de intersecdo
entre essa reta e a curva E, obtemos S = (-2, —1). Desse modo, temos P+P = (-2,1) = Q.

Por fim, pode-se demonstrar que o conjunto de pontos da curva eliptica E com

essa operacao torna-se, de fato, um grupo abeliano.

Teorema 5.2.5 (Lei de Grupo em Curvas Elipticas). A operacio de soma de pontos da curva
eliptica E satisfaz as sequintes propriedades:

(1) O é o elemento neutro de E, ou seja, P+ O = P para todo P € E;

(2) Para todo P € E existe um ponto em E, denotado por P’, tal que P + P’ = O. A saber, P’

corresponde ao terceiro ponto de intersegdo da reta que liga P e O com a curva E;
(3) Temos que P + Q = Q + P para todos pontos P,Q € E;

(4) Vale a associatividade, ou seja, P+ (Q + R) = (P + Q) + R para todos pontos P,Q,R € E.
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As propriedades listadas acima seguem diretamente da defini¢do, exceto pela
associatividade. Uma demonstracdo geométrica da mesma utiliza o Teorema dos 9
Pontos Associados e pode ser encontrada em [25] (Lema 2.6). Outra abordagem possivel
utiliza o Teorema de Riemann-Roch, o qual permite definir uma estrutura de grupo no

conjunto de pontos racionais de K(E).

A fim de apresentarmos a construcdo desta estrutura de grupo, denotemos como
anteriormente ¥ o conjunto de lugares racionais de K(E). Sabemos que, independente-
mente da caracteristica de IF;, o corpo de fungdes K(E)/K possui um tinico polo comum

de x e y, digamos Q., 0 qual tem grau 1. Assim, temos que Q. € P.

Nessas circunstancias, podemos escrever ¥ como:
P = {Po,Pl,. . -/Pn—l}/

em que Py := Q.

Consideremos a aplicacéo:

O:P — CI%E) (5.1)
P - [P_Qoo]

em que CI°(E) é o grupo das classes de divisores de K(E).

Mostraremos que @ é uma bijegdo, a qual induz uma estrutura de grupo em %.

Lema 5.2.6. Para cada A € Div(E) de grau 1 fixado, existe um inico lugar P € Pg tal que
A ~ P. Em particular, Py # 0.

Demonstragio. Pelo Teorema de Riemann, o qual garante a existéncia do género como
previamente definido, sabemos que ¢ > deg A — {(A) + 1 e,como g = 1 edeg(A) =1,
segue que {(A) > 1. Assim, temos que o espago de Riemann associado ao divisor A,
denotado por L(A), é ndo vazio, resultando que existe um divisor P ~ A, com P > 0
(lembrando que a desigualdade é estrita tendo em vista que o grau de A é 1). Agora,
como P é um divisor positivo de grau 1, P deve ser um lugar racional, comprovando a

existéncia.

Para a unicidade, suponhamos, por absurdo, que A ~Pe A ~ Q,sendo P,Q € P
e P # Q. Como essa é uma relacdo de equivaléncia, resulta que P ~ Q, ou seja, existe

x € K(E) tal que P = Q + (x). Por outro lado, sabemos (pelo Teorema 2.3.43) que:
[K(E) : K(0)] = deg (1) = deg (Q) = 1,

donde K(E) = F(x), uma contradicdo com o fato de K(E) ser o corpo de fungdes
elipticas. O

Proposicdo 5.2.7. A aplicagio @ definida na equagdo (5.1) é uma bijegio.
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Demonstragio. Primeiramente, notemos que @ estd bem definida, uma vez que  se
constitui dos divisores racionais de K(E) e que Q. € $; consequentemente, fixado P € P,
a classe do divisor P — Q. possui grau zero.

Para a prova de que @ é sobrejetivo, consideremos [D] € CI°(E). Entdo, deg[D] =
0, donde Q. + D é um divisor de grau 1. Pelo Lema 5.2.6, existe um tnico lugar P €
tal que P ~ D + Q, ou seja, tal que o lugar P pertence a mesma classe de equivaléncia
de D + Q.. Logo, [P] = [Q« + D], implicando que [P — Q] = [D] e, por consequéncia,
®(P) = [D].

Para a prova da injetividade, tomemos P, Q € P tais que ®(P) = ®(Q). Dessa
forma, temos que [P — Q«] = [Q — Qw], implicando que P ~ Q. Como, em particular,
P, Q € Pk, utilizando a unicidade do Lema 5.2.6, concluimos que P = Q. O

Como @ é bijecdo, podemos transferir a estrutura de grupo presente em CI°(E)

para o conjunto dos lugares racionais de K(E). Para tanto, dados P, Q € #, definimos a
operacgao:

P®Q := O HD(P) + D(Q)). (5.2)

Observacao 5.2.8. O simbolo @ utilizado acima denota uma operagdo de soma nédo

usual; seu significado, neste capitulo, difere de soma direta, como utilizado na sec¢do 3.4.

A seguir, apresentamos as principais propriedades dessa operacao.

Proposicdo 5.2.9. Consideremos K(E)/K um corpo de fungoes elipticas. Entdo:

(1) O mapa P definido em (5.1) é um isomorfismo de grupos;
(2) O conjunto de lugares racionais P é um grupo abeliano sob a operagdo definida em (5.2);
(3) O lugar Q. é o elemento neutro (ou identidade) de P,
(4) Dados P,Q, R € P, vale a equivaléncia:
PeQ=R©P+0Q~R+ Q.
Demonstragdo. As afirmacdes (1), (2) e (3) sdo diretamente verificadas.
Para a afirmacéo (4), temos:

P®Q=R & O (D(P)+D(Q)) =R
& O(P) + D(Q) = D(R)
© R—-Qo~(P-0Q«)+(Q-0Qx)
& R+Q.~P+0Q.
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Observacio 5.2.10. E interessante destacar que, para a garantia de que ® é uma bijecéo,
ndo utilizamos o fato de Q. ser um polo. Com efeito, o mapa ® pode ser definido de
modo inteiramente analogo, trocando-se Q., por um lugar racional arbitrario Py € P.
Ainda sob tais circunstancias, provarfamos a existéncia de uma bije¢do entre CI°(E) e
P e, consequentemente, da estrutura de grupo induzida pelo novo mapa. A escolha
por Q.. deve-se, portanto, aos resultados que serdo exibidos posteriormente, os quais

envolvem a propriedade de Q.. ser polode x e y.

Pode-se demonstrar que a estrutura geométrica de grupo apresentada no inicio
da subsecdo e esta estrutura algébrica no conjunto dos pontos racionais de K(E) sdo
essencialmente a mesma (veja [26], Proposi¢do 3.4-¢). Consequentemente, obtemos uma
correspondéncia biunivoca entre o conjunto de pontos da curva eliptica E sobre o corpo
K (ditos pontos racionais) e o conjunto de lugares racionais de K(E)/K. Assim, a partir
desse momento, denotaremos o ponto no infinito como Q.. := O, ou seja, como o ponto

correspondente ao lugar infinito Q...

5.3 RESULTADOS PRELIMINARES

Apesar da generalidade da definigdo e das propriedades anteriormente apre-
sentadas para corpos de fungdes elipticas, a qual se aplica para corpos da forma F/K,
neste trabalho consideraremos apenas corpos de fungdes elipticas definidos sobre um
corpo finito K := IF,, em que g é a poténcia de um primo. Assim, para efeito de notacao,
representaremos tal corpo por K(E)/IF,.

Além disso, considerando a correspondéncia biunivoca entre valorizagdes e
lugares, sabemos que a cada lugar P de K(E) corresponde um tnico ponto sobre a
curva eliptica em questdo. Nessas circunstancias, denotaremos o ponto correspondente
ao lugar P como sendo P. Consequentemente, ao escrevermos P + Q estaremos nos
referindo a soma de P e Q vistos como divisores; enquanto P + Q denotard a soma
dos pontos P e Q associados a tais lugares. Representaremos ainda por P’ o lugar
correspondente ao inverso aditivo do ponto P, ou seja, P + P’ = Q... Destacamos que,
sendo a abscissa do ponto P denotada por x(P), sabemos que x(P) = x(P’).

Dados pontos P e Q pertencentes a curva eliptica E, definimos:

reta passandopor Pe Q,se P,Q # Qe P # Q;

m(P,Q) :={ retatangentea Eem P, se P = Q (# Qw);

1€, se P =Qw0uQ = Q.

Notemos que, assim, considerando P,Q # Q. e P # Q, podemos representar
m(P, Q) = ax + by + ¢, em que a,b, c € IF; de modo que os pontos P e Q pertencem a tal
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reta, ou seja, sdo raizes da equagdo m(P,Q) = 0. Além disso, caso tenhamos Q = P’
(# Qw), sabemos que x(P) = x(Q), donde resulta que m(P, Q) = x — x(P) = x — x(Q).

Queremos avaliar o divisor de m(P, Q), visto como func¢do em K(E)/IF,. Para
tanto, temos os seguintes resultados:

Proposic¢do 5.3.1. Sejam P # Q. e Q # Q. e consideremos P + Q = R. Entdo, o divisor de
m(P, Q) é dado por:
(mP,Q)) =P+ Q+R —3Qc.

Em particular, caso tenhamos Q = P’, seque que:

(m(P,Q)) =(x—x(P)) =P+ P —2Qc.

Demonstragido. Analisemos cada uma das possibilidades para a reta m(P, Q).
Sabemos que, se P e Q sdo pontos finitos distintos em E, digamos P = (a1, b;1) e

Q = (a2, b,), entdo a reta passando por P e Q é dada por:

b, —b
2 —(x—m)— (y—b), sea #ay;
a, —

m(P, Q) :=
x—a; =x—x(P),sea, = a,.

Consideremos, primeiramente, o caso mais geral, i.e., em que Q # Q.. (e conse-

quentemente, a; # a,). Para qualquer lugar racional S € P, temos, pelas propriedades

min {vs (bz —b (x— al)) ,Us(y — bl)}

a, — a1
= min{vs(x —a1), vs(y — b)}.

de valorizacao, que:

US(m(P/ Q))

Assim, no caso em que S = P, é imediato que vp(m(P,Q)) = 1; para notarmos
que o mesmo vale para o lugar Q, basta fazermos uma mudanca de varidveis. Ainda,
temos que vr (m(P, Q)) = 1, visto que podemos reescrever a reta m(P, Q) em funcdo das
coordenadas de R’. Lembramos que aqui estamos utilizando fortemente que P + Q = R,
ou seja, P, Q, R’ pertencem a reta m(P, Q).

Por outro lado, sabemos que esses sdo os tinicos pontos de E que pertencem a
reta m(P, Q). Desse modo, dado um ponto S finito de E distinto desses trés, tem-se

vs(m(P,Q)) = 0.

Por fim, para o ponto infinito Q.., utilizaremos o fato ja observado de que o grau
do divisor (m(P, Q)) é igual a zero, visto que o mesmo é um divisor principal. Em outras

palavras, temos:
n-1

deg (m(P,Q)) = ) v,(m(P,Q)) = 0.

i=0
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Agora, utilizando o célculo feito para vs(m(P, Q)) quando S é um ponto finito,

segue que:
deg (m(P,Q)) = vp(m(P, Q)) + vo(m(P, Q)) + vr (M(P, Q)) + vo(m(P,Q)) = 0,

donde resulta:
Voo(m(P,Q)) = 3.

Logo, no caso em que Q" # P, o divisor da reta em questdo é dado por:
(mP,Q)) =P+ Q+ R —3Q.

Para o caso particular, procedemos exatamente como enunciado para os pontos
tinitos de E. Nesse caso, concluimos, de modo anélogo, que vs(x — x(P)) = 1 quando
S=PouS = Qevs(x —x(P)) = 0 para pontos finitos S distintos desses. Ressaltamos
aqui que, como P + Q = Q., temos a garantia de que P e Q sao, de fato, os tnicos
pontos finitos de E que interceptam a reta x — x(P). Assim, resta calcularmos o valor
da valorizac¢do associada ao lugar Q. para essa reta. Utilizando a andlise do grau
do divisor de (m(P,Q)) como anteriormente, temos v (m(P,Q)) = —2, concluindo a

demonstracgéo. O

Coroldrio 5.3.2. Consideremos P+ Q = R, sendo R # Q. Entdo, seque que:
(m(P, Q)

x—x(R)):P+Q_R_Q°°'

Demonstragido. Como m(P, Q) e x—x(R) podem ser vistos como fungdes em K(E), obtemos:

o[ MP,Q)
x — x(R)

v(m(P,Q)) + v ((x — x(R)™)
v(m(P,Q)) - v(x - x(R)),

para toda valorizagdo v associada a um lugar de K(E)/IF,.
Por outro lado, R e R’ possuem a mesma abscissa, donde x — x(R) = m(R, R").

Assim, segue que:

(MRQw

WER)) = 0P Q) - (R RY)

(P+Q+R -3Qu) - (R+R —2Q.)
P+Q-R-Qu.

O

Observagio 5.3.3. E possivel definir grau de um polindmio no corpo de fungées elipticas
utilizando o conceito de grau de um polindmio em uma varidvel (veja a se¢do §3 de
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[31]). Entdo, pode-se demonstrar que x/y é um elemento primo de Q. e o célculo de
Voo (m(P, Q)) pode ser feito escrevendo a reta m(P, Q) como o produto de uma poténcia
de x/y por uma funcado de K(E). Nesse caso, prova-se que, quando Q # P’, tal expoente é
igual a —3 e, em caso contrério, igual a —2. Desse modo, obtemos uma prova alternativa

para a proposicdo anterior.

Consideremos P, Q € E tais que P + Q = R. Definimos, agora, uma funcdo que

serd fundamental para determinar os vetores que geram o reticulado L.

x — x(R)
m(P,Q)’

se P,Q,R # Q;

F(P,Q) := 1 0. (5.3)
m(P,Q)' seP,Q+#Q.,eR=0Q,;

1,se P=Q., o0uQ = Q..

Proposicao 5.3.4. O divisor de F(P, Q) é dado nos trés casos por:
(F(P,Q)) = -P - Q+ R + Q.

Demonstragio. Procederemos como no Corolario 5.3.2. O primeiro caso é imediato. Para

os demais, notemos que:

- SeP,Q # Q. e R = Q, entdo R’ = Q.,, donde obtemos:
(FP,Q)=—-(P+Q+R -30Qwx) =-P-0Q+2Qx=-P—-Q+R+ Q.
— Se P = Q (ou Q = Qy), temos que R = Q (resp. R = P), resultando em:
(FP,Q)=0=-P-Q+ R+ Q.
O

Neste momento, visamos mostrar que o grupo O, é gerado por fungdes F(P, Q),
em que P,Q € P. A partir de tal resultado, obteremos os vetores geradores para o
reticulado Lp. Com este intuito, apresentaremos uma série de resultados referentes
a determinados espagos de Riemann-Roch obtidos pela soma de lugares racionais.
Antes, porém, generalizamos a ideia de subespago m-dimensional de R" coberto por

um reticulado para o span do produto de um ntimero finito de funcdes em F.

Defini¢ao 5.3.5. Sejam € N fixado e sejam fi,. .., f,, € F. Definimos:

spanglfi, ..., fm} = {Zaifi: a,-EKpamtodoizl,...,m}.

i=1
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Em particular, para cada j € {1, ..., m}, temos:
spang{f;} := {ajfj Daj € K}

Além disso, definimos o span do produto como:

m

spang{fi -« fu} = HSPanK{fj}-

j=1
Calcularemos, agora, o spang{F(P, Q)}.

Lema 5.3.6. Dada uma fungio f de um corpo de fungdes F, tem-se que f.L(D) = L(D - (f))

para todo divisor D € Div(F). Mais geralmente, f™" L(D) = L(D — m(f)) para todo m € IN.

Demonstragido. Sabemos que o espago de Riemann-Roch de um divisor D é dado por:

L(D)={xeF:(x)>-D}U{0).

Denotemos D = )’ npP. Seja x € £(D). Temos:

(f2) = ), we(f) +vp(0) P = Y (vp(f) = 1p) P

PelPr PelPp

Assim, segue que fx € L(D - (f)) e, portanto, f L(D) C L(D — (f)).
Reciprocamente, consideremos y € L(D — (f)). Podemos escrever y = fx para

algum x € F. Além disso, sabemos que para todo P € IPr vale:

vp(fx) = vp(f) + vp(x) > —np + vp(f),
resultando que x € L(D).
Logo, f L(D) = L(D—(f)). A tltima afirmagdo é obtida porinducdoemm € N. O
Observacgdo 5.3.7. Destacamos que, conforme indica a nomenclatura adotada para o

corpo de fungdes, o resultado apresentado no lema anterior se verifica para qualquer

corpo de fungdes algébricas F; ou seja, ndo apenas para o corpo de fungdes elipticas.
Proposic¢do 5.3.8. Sejam P, Q lugares racionais do corpo eliptico K(E). Entdo, dado um lugar

racional R de K(E), temos que P + Q = R se, e somente se, L(P + Q — R — Q) # {0}.

Neste caso,

L(P +Q - R = Q) = spang(F(P,Q)}.

Demonstragio. (=) Seja R um lugar racional de K(E) tal que P + Q = R. Suponhamos
que R # Q. Pelo Coroldrio 5.3.2, sabemos que:

m(P, Q)
x — x(R)

)=P+Q—R—Qw
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resultando, por definicdo, em:

m(P, Q)
x — x(R)

€ L(P+0Q—-R-Q)

Por outro lado, se R = Q., ou seja, Q = P’, temos pela Proposi¢do 5.3.1 que
m(P,P’) € L(P+ P’ —2Q). Por fim, basta notar que L(P+Q—R-Qw) = L(P+ P’ —2Q).

Consequentemente, em ambos os casos, concluimos que L(P + Q — R — Q) # {0}.

(<) Seja R um lugar racional de K(E) e consideremos que:

L(P+Q—-R-0Q) #{0}.

Queremos mostrar que P + Q = R.
Suponhamos, primeiramente, que P,Q # Q.. Neste caso, utilizando o lema

anterior, temos:

1
F(P,Q)

LIP+Q-R-Q.) = L(P+Q—R—Qm—(F(P1Q))) (5.4)
= L(S-R),

em que

S:P+Q—QW%H;QJ.

Denotemos o terceiro ponto de interse¢do da reta m(P, Q) com a curva eliptica
E por T". Ou seja, consideremos que P + Q = T. Mostraremos que T = S. Com efeito,

vejamos cada um dos casos:

- Se T = Q., temos:

9p}
Il

P+ Q- Q- (m(P,Q))
P+Q-Qu—-P+Q+T —-3Q)
-T"+2Q

e, assim, S =-T'+2Q, =T+ Q. =T.

— Se T # Q., utilizando as propriedades das valoriza¢ées, temos:

oo (2

= P+Q-Qu-[(m(P,Q)) - (x - ()]
= T+ (x—x(T))
= T+(m(T,T)

e, entdo, S=2T+T -2Q,=T-Q. =T
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Consequentemente, temos que P+ Q = S.

Agora, como por hipétese L(P + Q — R — Q) tem dimensdo positiva, entdo o
mesmo € valido para L(S — R). Além disso, como S e R sdo lugares racionais, temos
que deg(S — R) = 0, donde, pelo resultado anterior, segue que £(S — R) = 1. Assim,
L(S - R) = K=T,, garantindo que S — R = 0, ou seja, P + Q = R, como queriamos.

E, pela equagao (5.4), obtemos:
L(P+Q ~ R~ Qx) = span{F(P, Q)}.

Suponhamos, por outro lado, que P = Q.. Entdo, P+ Q = Q e, conforme

enunciado,

L(P+Q~-R-Q) =L(Q-R) =+ {0}

Procedendo como anteriormente, resulta que £(Q — R) = IF, e Q = R. Conse-
quentemente, P+ Q =R e L(P + Q — R — Q) = spang{l} = spang{F(P, Q)}.

Para o caso em que Q = Q., a implicagdo segue de modo completamente andlogo

ao anterior. O

Tal resultado pode ser generalizado, estabelecendo as condi¢des para que, fixado
o nimero de lugares racionais n de K(E), tenhamos nP = Q...

Teorema 5.3.9. Consideremos n > 1 o miimero de lugares racionais de K(E). Temos que

nP = Q. se, e somente se,
L(nP - nQ.) = spang{F(P, P)F(P,2P) - F (P, (n — 1)P) }.
Demonstragio. O caso n = 1 é imediato, visto que:

P=0Q., © L(P - Q) =K = spang{F(P, Qw)}.

Para s > 1, denotemos P := sP. Consideremos agora s > 2. Notemos que

P+ P,_; = P, e, pela Proposigdo 5.3.8,

'L(P + Ps—l - Ps - QDO) = SPa”K{F(Pr Ps—l)}-

Aplicaremos esse procedimento sucessivamente.

Suponhamos que nP = Q... Assim, temos que P+P,_; = P, e, consequentemente,

L(P+P,q—Ps— Q) = SPﬂ”K{F(P/ P,-1)}. (5.5)
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De modo geral, fazendo P+ P,,_;i.1 = P,_j,em quei=1,2,...,n - 2, temos que as

seguintes identidades sao verdadeiras:

L(P+Pn2_ n-1"— Qoo)
L(P+Pn3_ n-2 " QOO)

spang{F(P, P,_5)}; (5.6)
spang{F(P, P,_3)};

L(P+P—-P; - Qo) spang{F(P, P)}.

Observemos que, se L(D;) = spang{fi} e L(D,) = spankif,}, sendo f; e f, funcdes,
entdo L(D; + Dy) = spang{f1f2}. De fato, como spanglfi} - spanxifo} = spang{fif»}, basta
mostrarmos que L(D; + D) = L(D;) - L(D,). Tal resultado utiliza apenas que K é corpo,
juntamente as defini¢des dos espagos em questdo, e pode ser verificado facilmente.

Desse modo, combinando todas as (n — 1) identidades apresentadas em (5.5) e
(5.6) e utilizando o resultado descrito no paragrafo anterior, obtemos:

L(nP - nQ..) = spang{F(P, P)F(P,Py)---F (P,P,_1) }, (5.7)

como queriamos.

Para a outraimplicagdo, consideremos que aidentidade (5.7) seja valida. Devemos

mostrar que nP = Q.

Notemos que, utilizando as propriedades das valorizagdes, o divisor do produto
Tn—Z(P) = P(P/ P)F(P/ PZ) ~--F (P/ Pn—Z)
pode ser escrito como a soma dos divisores de cada parcela, ou seja, corresponde a:

(-P—-P+Py+Qu)+ (=P =Py +P3+ Q) +--+(-P—P,>+ P71 + Q)
=—-m—-1)P+P,1+(n—-2)Qc.

Por outro lado, aplicando o Lema 5.3.6 ao produto em questdo, temos:

1
L (nP Q= (Tn—Z(P) ))
L(nP - 1Qw + (Tn—Z(P)))'

L(nP —nQy)

Tn—2 (P)

Logo, utilizando o cdlculo feito para tal divisor, concluimos que:

1
P(P/ P)F(P/ PZ) - F (P/ Pn—Z)

L(nP —nQy) = L(P+ Py —2Q).

Por fim, como o espago de Riemann-Roch L(nP — nQs) é ndo trivial, segue que
L(P+ P,1 — 2Q«) também ndo é. Assim, podemos aplicar a Proposicdo 5.3.8, a qual

nos garante que P + P,_; = Q, ou seja, nP = Q., como queriamos provar. O
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Finalmente, somos capazes de provar que O, é gerado pelas fungbes da forma
F(P,Q), em que P,Q € P e obtermos a caracterizagdo dos vetores geradores para o

reticulado Le.

Teorema 5.3.10 (Caracterizacio dos vetores geradores de Lyp). Seja D um divisor de grau
zero de K(E) dado por:

D :=rQ + Z a;P;
i=1
Entdo, D é principal se, e somente se
n—1
ZaiPi = Qoo. (58)

i=1

Neste caso, temos que D = (f), em que f é o produto de funcoes da forma F(P, Q) sendo
P,Q € P. Além disso, 0 grupo Oy, é gerado por tais fungdes. E, consequentemente, o reticulado
Ly é gerado pelos vetores da forma P+ Q — R — Qw, em que P+ Q = R.

Demonstragido. Notemos primeiramente que é possivel assumir, sem perda de generali-

dade, ques; > O paratodol <i<n-1.

Com efeito, suponhamos que exista um indice jcom 1 < j <n -1 tal que a; <0.
Consideremos a ordem do ponto P; denotada por s;, ou seja, s; € o menor inteiro tal
que s;P; = Q.. Como no teorema anterior, denotemos ainda P; := iP e, para todo s > 2,

facamos:
Ts(P) := F(P,P)F(P,2P)---F(P, (s — 1)P).

Agora, calculando o divisor de T; (P;) como no Teorema 5.3.9, obtemos:

(Ts](P])) = —S]'P]‘ + S]'Qoo.

Consequentemente, segue que, para todo natural ¢,

1 t
(Tsj(Pj)) L(D) = L(D + t(TS],(Pj)))
= L(D—ts;P; + t5;Qc)
= L),
em que
n-1

D' = (r—ts)Qw + Z a;P; + (@ + ts))P;.

i=1, i#]j
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Em particular, tomemos t € IN suficientemente grande de modo que a; + ts; > 0.
Nesse caso, temos entio:
n-1 n-1
a;P; + (ll]' + tS]')P]' = ZaiPi,
i=1, i#] i=1

coma; > 0paratodoi=1,...,n—1na escrita de D'.

Notemos que, pela relacdo estabelecida entre £(D) e £(D’) e como D’ tem grau

zero tal como D, segue, utilizando a Proposic¢do 2.3.50, que D é um divisor principal se,

2

e somente se, D’ é principal.
Logo, a suposicdo de que a; > 0 na escrita de D pode ser, de fato, assumida.

Dessa forma, podemos escrever:

D=7Qu0+Q1+Qo+---+Q

em que k = —r e repeti¢des de Q;’s sdo permitidas, ou seja, é possivel que Q; = Q; para

i#jcomi,j=1,...,k
Definimos:
Si = Qe-i + Qr-iva + -+ + Qe e Ti == Qp-i + Qi1 + -+ + Ok
E, conforme convencionado previamente, denotaremos T; como sendo o lugar

racional associado ao ponto T;.

Fagamos ainda:
f = F(Qk-1, Qu)F(Qi-2, T1)F(Qx—3, T2) - - - F(Q1, Ti—2).

Afirmamos que
1
f

De fato, calculando o divisor de f obtemos:

(mQk1 =k +T1 + Qo) + (=2 —T1 + T2 + Quo) + -+ + (=Q1 = Th2 + Tyi-1 + Qo)
==(Q1+ Qo+ + Q)+ Ti1 + (k= 1)Qc.

L(D) = L(—Qc + Tr-1)

Assim, segue que:

D—(%):D+(f):Tk_]+(r+k_1)Qoo:_Qoo+Tk—1l

como queriamos.

Utilizando essa afirmagdo, temos que D é um divisor principal se, e somente se,

—Qo+T—1 é principal. Por outro lado, como tais divisores possuem grau zero, —Qco+ T—1
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é principal se, e somente se, Ty_1 = Q«, OU S€ja, se, e somente se, Q1 + -+ + Q = Q...
Pela defini¢do de D como enunciado, temos entdo que D é principal se, e somente se, a
igualdade em (5.8) se verifica.

Consideremos agora que D ¢ principal. Entdo, £(—Qw + Tx-1) = L(0) = F, e,
consequentemente, L(D) = spang{f}. Logo, D = (f).

Para as ultimas afirmacdes, observemos primeiramente que toda func¢do do tipo
F(P,Q), com P,Q € P, é ndo nula e tem suporte em P, donde F(P, Q) € O;,. Por outro

lado, o grupo O, pode ser visto como:

0, = JLm)\ (0},
em que D percorre todos os divisores principais com suporte em .

Com efeito, temos que z € L(z") para todo z € O}, fixado; para a reciproca,
utilizamos que todo lugar de K(E)/IF, é racional.

Dessa forma, usando que £(D) = spank|{f} e a igualdade acima, concluimos que
O, é igual ao span do produto de todas as fun¢des da forma F(P, Q) em que P,Q € P.
Como consequéncia, resulta que O}, é gerado por fungdes F(P, Q) em que P, Q € $, como
queriamos.

Por fim, sabemos pelo Coroldrio 4.1.15, que o reticulado Ly é isomorfo a Princ(P),
ou seja, € isomorfo ao grupo de divisores das fungdes pertencentes a O,. Como O, é
grupo, sabemos ainda que 0 mesmo contém fungoes da forma F(P,Q)™!, sendo P,Q € P,
cujo divisor é dado por P + Q — R — Q. com P + Q = R. Tais argumentos garantem a
prova de que Ly é gerado por vetores da formaP+Q - R - Qs,emqueP+Q=R. O

Observacgao 5.3.11. Destacamos que a condigdo P + Q = R para os vetores geradores
de Ly é crucial, tanto para a defini¢do da func¢do F(P, Q) quanto para a garantia de que
L(P+Q-R~- Q) # {0} e sua caracterizagdo como spang{F(P, Q)} (Proposigdo 5.3.8).

5.4 PROPRIEDADES DO RETICULADO

Nesta secdo demonstraremos os principais resultados que almejamos. Para tanto,
descreveremos os vetores minimais de Lp, conforme o ntimero de lugares racionais e
sua respectiva distancia minima. A seguir, demonstraremos que, sob a condi¢do de que
E possua no minimo 5 lugares racionais, Ly é gerado por seus vetores minimais sendo,
portanto, um reticulado bem arredondado.

O Teorema 4.1.10 nos fornece um limite superior para a distdncia minima do
reticulado Ly considerando um corpo de fungdes arbitrario da forma F/IF,;. No entanto,
ao considerarmos o corpo de fungdes elipticas, podemos efetuar tal cilculo. Mais
precisamente, somos capazes de exibir os vetores minimais para tal reticulado, como

mostra o proximo teorema.
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Teorema 5.4.1 (Distancia Minima de Lyp). Consideremos que o niimero de pontos (resp.
lugares) racionais n é tal que n > 4. Entdo, a distdncia minima do reticulado Ly é igual a 2 e
os vetores minimais de Ly sdo da forma P+ Q + R — S, em que P,Q, R, S € P sdo distintos e
P+Q=R+S.

Por outro lado, se n = 3, entdo a distdncia minima de Ly é igual a V6 e 0s vetores
minimais sdo da forma £(P + Q — 2Q), (P —2Q + Qw) € £(-2P + Q + Q.), em que
P ={P,Q, Qw}.

Demonstragido. Sabemos pelo Teorema 4.1.10 que a distancia minima de Ly satisfaz:
d(Lp) > min{ 2degf: feO,\ qu}.

Como P — Q é principal se, e somente se, P = Q, temos que deg f # 1 para
qualquer f € K(E). De fato, suponhamos, por absurdo, que exista f € K(E) tal que
deg f = 1. Nessas condigdes, utilizando a Defini¢do 4.1.4, temos:

n—-1 n—1
Y w(Pl=1ie, Y (=2
i=0 i=0

No entanto, caso isso ocorresse, aplicando o argumento estabelecido na Proposi-
¢do 4.1.14, teriamos (vo(f), - .., Vu-1(f)) sendo isomorfo a um divisor da forma P + Q (ou,
de modo semelhante, a —P — Q). Mas, utilizando a estrutura de grupo existente em %,
tal soma corresponde a um tnico lugar racional, digamos R € #. Resulta, entdo, que

Y. [vi(f)l = 1, uma contradigdo.

Assim, como deg f # 1 para todo f € K(E), concluimos que o valor minimo de
deg f quando f € O, \ IF; é maior ou igual a 2, donde d(Lp) > 2.

Por outro lado, consideremos que n > 4. Neste caso, garantimos a existéncia de
ao menos dois pontos distintos, digamos P e Q, ambos distintos de Q.., tais que P # Q’.
Consequentemente, temos que P + Q = R, em que R # Q., P, Q. Sabemos que o divisor
de F(P, Q) é dado por =P — Q + R + Q.. Desse modo,

n—1
JZ vi(F(P, Q) =2.

i=0

Agora, utilizando a defini¢do da distdncia minima de Ly, a qual é dada por:

n—1

d(Lp) = min \ vi(f)?: f €O\ {0} ¢,

i=0

concluimos que d(Lp) < 2.
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Dessas desigualdades, obtemos que, quando n > 4, a distancia minima de Ly é
igual a d(Lp) = 2.

Para a descri¢do dos vetores minimais de Ly neste mesmo caso, consideremos
v um tal vetor. Pela definicdo de vetor minimal, sabemos que [[v]| = d(Lp) = 2, sendo
v = (vo(f), ..., Vs1(f)) para algum f € O,. Desse modo, v é da forma P+ Q- R - S, em
que P, Q, R, S sdo lugares racionais distintos. Resta mostrarmos que P+ Q =R + S.

Notemos que, como Lp = Princ(P), entdo P + Q — R — S € um divisor principal.
Consideremos que P + Q = R;. Assim, segue pelo Teorema 5.3.10 que P + Q — R; + Qo

também é um divisor principal. Dessa forma, o seguinte divisor também é principal:

P+Q-Ri—Qx)-(P+Q—-R-S5)=R+S-Rj = Q.

Como consequéncia, segue que L(R + S — Ry — Q) # {0} e, pela Proposigdo 5.3.8,
temos que R+ S = R; ¢, logo, P+ Q = R + S, concluindo a primeira parte do teorema.

Agora, consideremos o caso em que n = 3. Entdo, decorre da estrutura de grupo
em curvas elipticas, que P = {P, Q, Q}, sendo ainda Q = 2P.

Seja a1 P+ b1Q +¢1Q. um vetor do reticulado Lp. Afirmamos que a,P +5,Q +¢,Qc,

emquea; =a; mod 3,b; =b, mod 3 ec, = —a; — by, pertence também a Lp.

Para tanto, primeiramente, notemos que 3P = 3Q = 2P-Q = P—20Q = Q.. Desse
modo, aplicando o Teorema 5.3.10, obtemos que os seguintes vetores sdo principais: Lp:
3P - 30, 3Q =30, 2P - Q - Qw e P — 2Q + Qw. Como 0s mesmos possuem suporte
contido em P, segue que pertencem a Lp.

Tomemos entdo ay, b, e c; como descrito. Sabemos que a, =3a +4a;,b, =3b+b; e
€, = —ap — by, em que a,b € Z, Assim, podemos escrever:

a, P + b2Q + CZQOO = a(3P - 3Qoo) + b(3Q - 3Q00) + (a1P + le + ClQoo) — (a1 + b + Cl)Qoo,

resultando que a,P + b,Q + ,Qw € P.

Por fim, como queremos obter os vetores minimais de Lp, devemos tomar

a, = b, = 1ec; = —2. Portanto, utilizando a definicdo da distancia minima de Ly,

dLp) = |IP+Q —2Qull = V1+1+ (=22 = Ve.

Logo, os vetores minimais de Ly sdo da forma +(P + Q — 2Q), +(P —2Q + Q)
+(—2P + Qw + Qu). O

obtemos:

Finalmente, mostraremos que, quando n > 5, o reticulado Ly é gerado por seus
vetores minimais e, portanto, trata-se de um reticulado bem arredondado.



100

Teorema 5.4.2 (Reticulado Bem Arredondado). Suponhamos que E possua, no minimo, 5
pontos. Entdo, o reticulado Ly é gerado por seus vetores minimais. Em particular, Lp é bem
arredondado.

Demonstragio. Sabemos pela caracterizagdo dos vetores geradores de Ly (Teorema 5.3.10)
que os mesmos sdo vetores ndo nulos da forma v := -P-Q+ R+ Q. emque P+ Q =R.
Devemos mostrar que cada vetor de tal forma se expressa em termos dos vetores

minimais de Lp.

Podemos supor que v ndo é um vetor minimal de Ly (caso contrério, o resultado
segue diretamente), ou seja, podemos supor, utilizando o Teorema 5.4.1, que P, Q, R, Q«
ndo sdo todos distintos. Como v é um vetor ndo nulo, ndo podemos ter P ou Q sendo
igual a Q.; de modo semelhante, ndo pode ocorrer P = R ou Q = R. Dessa maneira, as

Unicas possibilidades sdo: P = Q ou R = Q.. Analisaremos cada uma delas.

Suponhamos que P = Q. Assim, temos v = —=2P + R+ Q., em que 2P = R. Agora,
como E possui no minimo 5 pontos, podemos escolher um lugar racional U tal que U é
diferente de Q.., P, —P e 2P. Facamos S := P + U. Notemos ainda que:

v=-2P+R+Qx=(-P-U+5+Qx)—(P+S-R-U).

Afirmamos que =P — U + S + Q € P + § — R — U sdo vetores minimais.

Com efeito, pela escolha feita, U # P, Q.. Por outro lado, U # S (visto que
P#Q.), S# P (poisU # Q) e S # Qu (pois U # —P). Além disso, claramente temos
P+U=S+ Q.. Assim, pelo Teorema 5.3.10 resulta que =P — U + S + Q. é um vetor

minimal.

Para o segundo vetor, notemos primeiramente que P+S =2P+U =R + U,
garantindo que P + S — R — U é um ponto do reticulado Lp. Como P, S, U sao todos
distintos, resta-nos mostrar que nenhum deles pode ser igual a R. O fato P # R ja
foi observado, entdo devemos mostrar que S # Re U # R. Caso S = R, teriamos
P+ U = R = 2P, implicando que P = U, uma contradi¢do. Caso U = R, teriamos
P+ U =P + 2P, donde U = 2P, uma contradigdo. Logo, P + Q — R — U é, também, um

vetor minimal.
Portanto, se P = Q, provamos que v é igual a diferenga de dois vetores minimais.

Suponhamos agora que R = Q... Entdo, segue que v = —P — Q + 2Q.., sendo
P+ Q = Q.. Utilizando que E possui pelo menos 5 pontos, é possivel escolher um
ponto racional U distinto de Q., P, Q e 2P. Facamos S := Q + U. Podemos escrever:

v=-P-0-20=0Q+U-5S-Qx)+(P+S-U- Q).

De modo semelhante ao feito no caso anterior, afirmamos que ambos os vetores
Q+U-5-Q.eP+S5S—-U- Q. sado vetores minimais de Lgp.
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Primeiramente, notemos que ambos pertencem ao reticulado Ly, uma vez que
Q+U=S+Q,eP+S=P+Q+U=U. Por outro lado, pela escolha de U, sabemos
que U # Q,Q., donde S # Q; ainda, U # S, caso contrério, terfamos Q = Q, e S # Q,
caso contrario, teriamos U = —Q = P. Assim, Q+ U — S — Q. é um vetor minimal de L.

Para o vetor P+ S — U — Q, como ja mostramos que S, U, Q sdo distintos e
como P # U, Q., basta mostrarmos que P # S. Se P = S, teriamos que U =P + S = 2P,

uma contradi¢do. Entdo, segue que P + S — U — Q. também é um vetor minimal de Lp.

Portanto, no caso em que R = Q., concluimos que v é igual a soma de dois

vetores minimais.

Consequentemente, Lp é gerado por seus vetores minimais. E, utilizando que
todo reticulado gerado por seus vetores minimais é bem arredondado (resultado

decorrente das defini¢des), concluimos a demonstracdao do teorema. O

5.5 NUMERO DE VIZINHOS E RAIO DE COBERTURA

Nesta tltima secdo, calcularemos o nimero de vetores minimais em Ly (kissing

number ou nimero de vizinhos) e estimaremos seu raio de cobertura.

Para tanto, notemos que a Proposicao 5.4.1 exibe todos os vetores minimais de
Lp no caso em que n = 3, os quais totalizam 6 vetores. Tal resultado nos motiva a obter
o ntimero de vetores minimais de Ly no caso geral, ou seja, quando n > 4. Para esse
cdlculo, o qual nos fornece exatamente o kissing number de Lp, necessitaremos de um

conceito especifico relativo a curvas elipticas: os pontos de torsio de E.

Definicao 5.5.1. Dado um inteiro m > 1, dizemos que P é um m-ponto de torsdo da curva
eliptica E se a ordem de P em E é igual a m, ou seja, se

mP=P+.---+P=Q..
D e
m termos

Nessas circunstdncias, definimos ainda o m-subgrupo de torsdo, denotado por E[m],
como o conjunto de pontos de E de ordem m:

E[m] := {P €E: mP= Qm}.

O subgrupo de torsdo de E, denotado por E,, é o conjunto de pontos de ordem finita:

Eiors := U E[m].
m=1

Teorema 5.5.2 (Nimero de Vetores Minimais de Lp). Consideremos que n > 4 e seja € o
niimero de 2-pontos de torsio de E. Entdo, o niimero de vetores minimais de Ly é igual a:

E.(n—e)(n—e—Z)+(n_n).n(n—2).

€ 4 € 4

(5.9)
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Demonstracdo. Consideremos o homomorfismo:

it E — E

P — 1¢(P):=2P

Notemos que o ntcleo de 7¢ é igual ao conjunto de 2-pontos de torsdo de E, ou

seja, corresponde ao conjunto E[2]. Assim, pelo Teorema dos Isomorfismos, obtemos:

E

Im(TE) = m/

donde resulta

[Im(7g)| = Z em que € := |E[2]|.

Utilizando a caracterizacdo dos vetores minimais apresentada na Proposic¢do
5.4.1, queremos obter o nimero de solugdes {P, Q, R, S}, todos distintos, para a igualdade
P+Q=R+S.

Para tanto, fixemos um ponto racional A em E. Primeiramente, calcularemos o
ntmero de solucdes para a equagdo P+Q = A, em que P, Q sdo pontos de E. Observemos

que P = Q se, e somente se, A € Im(7g).

Caso A € Im(7g), temos que existem € solugdes P € E para a equagdo 2P = A.
Consequentemente, existem (1 — €) pontos P satisfazendo Q := A — P # P e, entdo,
(n —€)/2 pares {P,Q} tais que P+ Q = A e P # Q. Nessas condi¢des, o nimero de pares
{R, S} distintos de {P, Q} e tais que R + S = A corresponde a (n — € — 2)/2. Assim, segue

que existem:
n—-e(n—e-2)
4
possibilidades para P+ Q — R — S satisfazendo P+ Q = A = R+ S, sendo todos os pontos

distintos. Mais ainda, como a imagem de 7 tem cardinalidade 7/€, o nimero de vetores
minimais P+ Q- R -Staisque P+ Q = A =R+ S com A € Im(tg) é dado por:

n n—e)n—-—e—-2)
€ 4 ‘

Consideremos agora o caso em que A ¢ Im(7g). Entdo, ndo existe P € E tal que
2P = A. Resulta que existem n pontos P que satisfazem Q := A — P # P. Desse modo,
obtemos 1n/2 pares {P,Q} taisque P + Q = Ae P # Q. Assim, ha (n —2)/2 pares {R, S}
distintos de {P,Q} com R + S = A. Logo, o niimero de vetores minimais P+ Q — R - S
taisque P+ Q = A =R+ S com A ¢ Im(tg) é dado por:

(n n). n(n—2)

e 4

Portanto, o ntimero de vetores minimais de Ly é dado por (5.9). O
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Por fim, apresentaremos uma estimativa para o raio de cobertura de Lp com

relacdo a métrica euclidiana. Relembramos que tal raio de cobertura de Ly é dado por:
y(Lp) = inf{r € R, : By[0,r] +Lp =V},

em que V = span(Lp) e By[0, r] é a bola fechada de raio r centrada na origem de V sob a

métrica euclidiana.

Teorema 5.5.3 (Raio de Cobertura de Lyp). O raio de cobertura de Ly satisfaz a desigualdade:
1
y(Lp) < §< Vn? +4n + 8 + \/ﬁ)

Em outras palavras, se V. = span(A,_1) = span(Lp) C R" e v € V, entdo existe um
ponto no reticulado Ly com distdncia a v dada por:

1
E(Vn2+4n+8+ \/ﬁ)
Além disso, se v € A,_1, existe um ponto em Lp com distincia a v dada por V2.

Demonstragio. Fagamos V = span(A,_1) = span(Lp), como enunciado (destacamos que
a ultima igualdade decorre do fato de Ly ser um sub-reticulado de A,-; com mesmo
posto que esse). Seja v = (vy,...,v,-1) € V; entdo, vy + -+ + v,.1 = 0. Consideremos
ainda w; := (ay, ..., a,-1) € Z", em que 4; é o inteiro mais préximo a v; (no caso em que v;
é exatamente a metade de um inteiro, consideramos a; o inteiro abaixo de v;).

Nessas condigdes, sabemos que agPy + a1 Py + - -+ + a,_1P,_; é igual a um ponto P;
paraalgum jcom0<j<n-1.

Primeiramente, suponhamos que j # 0. Seja Ag :== —a1 —a, — -+ —a,.1 — 1.
Observemos que, pelo Teorema 5.3.10, temos que

wy = (AOI A, ... ,[1]'_1, aj - 1/ aj+l/ R an—l)

é um ponto do reticulado Le.

Com efeito, utilizando as defini¢des acima, w, é isomorfo ao divisor:

IR

woH A()PO + Ellpl + e+ a]‘_lp]‘_1 + aij - Pj + aj+1P]~+1 + -0+ an_lpn_l

AgPy —agPy = (—ag —a; — -+ —a,_1 — 1)Py.

Agora, calculando a distancia entre w, e v, obtemos:

lo—wsl < |lo—will + |lw; —wsl|

ag+-+ad —

<

n
< \/;+\/(a0+a1+---+an_1—1)2+1
< ¥ Ve,

2
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emqueS=ag+a;+--+a,.

Por outro lado,

IS| = lag+ai+---+a,1] = (a0 — o) + -+ (-1 — Vn1
< lag —vol + -+ + lay-1 — Uy
n
< -
2

E, assim, resulta:

2
||v—w2||§ﬁ+ \/”—+2(§)+z:

%(\/ﬁ+ Vn2+4n+8).
Suponhamos que j = 0. Definimos

e

wy = (A(),al, R ,an_l) .

Temos:

lo—wall < lv—wsll + llwy — w,ll
< 7+ VA —ap
\n
< —+1S
< el
Vnon
< —+-
=272

Entdo, conseguimos uma limitagdo menor do que a enunciada, concluindo a
primeira parte da demonstragéo.

Para a altima afirmacgdo, basta notarmos que, se v € A,_1, entdo, S =0 e v = w;.

Logo, segue da limitacéo estabelecida que |[v — w,|| < V2, como querfamos. m|
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6 RETICULADOS VIA CORPO DE FUNCOES HERMITIANO

Este capitulo se dedica ao estudo dos reticulados da forma Ly obtidos a partir do
corpo de fun¢des Hermitiano. Primeiramente, estabeleceremos algumas propriedades
bésicas do corpo de fun¢des Hermitiano e, a seguir, descreveremos as principais
caracteristicas do reticulado Lp, demonstrando, por fim, que se trata de um reticulado
gerado por seus vetores minimais e, consequentemente, bem arredondado. Como

altima segdo, apresentaremos uma estimativa do kissing number do reticulado obtido.

Para esta abordagem, utilizaremos principalmente as referéncias [4] e [28].

6.1 CORPO DE FUNCOES HERMITIANO

Defini¢do 6.1.1. Seja q uma poténcia de um niimero primo. Definimos o corpo de fungées

Hermitiano como H := Fp(x, y)/Fp, onde x, y satisfazem
Y +y = x"

Observacao 6.1.2. Ressaltamos que o corpo de fun¢des Hermitiano é o corpo de fungdes

associado a curva y7 + y = x7*! sobre .2, conhecida como curva hermitiana.

Com o intuito de obter as principais propriedades de tal corpo de fungdes,

utilizaremos a nogao de extensio de Kummer.

Definicdo 6.1.3. Seja n € IN. Dizemos que C,, é uma n-ésima raiz da unidade se (" = 1. No
caso em que C! # 1 para todom € {1,...,n — 1}, dizemos ainda que C, é uma n-ésima raiz

primitiva da unidade.

Definicdo 6.1.4. Sejan > 1, Sejam F/K um corpo de fungdes tal que K contém uma n-ésima
raiz primitiva da unidade com mdc(n, char(K)) = 1. Consideremos u € F tal que:

u#w paratodow e Fed|n,d>1.
Se F’ é tal que F’ = F(y) com y" = u, dizemos que F' [F é uma extensdo de Kummer sobre F.

Observacao 6.1.5. O corpo de fun¢des H pode ser visto como uma extensdo de Kummer
sobre FF2(y). Com efeito, observemos que H = FFp(y)(x) e fagamos x1*1 =: u. Pela
definicdo de H, temos ainda que x*! = y7 + y = u € F2(y). Assim, basta notarmos que,
para todo w € [F2(y) e todo divisord > 1 de g + 1, vale

u=y+y#uw

Ressaltamos que a existéncia de uma (g + 1)-ésima raiz primitiva da unidade
decorre do fato de que [Fp. € algebricamente fechado. Em particular, temos que o
polindmio p(x) = x7+ x4 x+1 possui a0 menos uma raiz em H, digamos C. Logo,

segue que C # 1 étalque ("' =1e (" # 1 sempreque m € {1,...,q}.
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Utilizando o fato de que o corpo de fungdes Hermitiano H/IF,» € uma extensao
de Kummer sobre IF2(y), podemos obter todos os lugares racionais de tal corpo de
funcgdes, além de caracterizar seu género e seu corpo de constantes. Para a obtencéo
das propriedades de uma extensdo de Kummer arbitraria, sugerimos consultar [28]

(Proposigao 3.7.10).

A seguir, destacamos as principais caracteristicas do corpo de fun¢des Hermitiano,

cujas demonstragdes sdo apresentadas na Proposi¢do 6.4.1 e no Exemplo 6.4.2 de [28].

Teorema 6.1.6. As seguintes afirmagoes se verificam no corpo de fungdes Hermitiano H/TFp:

(1) O corpo Iy é corpo completo de constantes de H.

(2) O género de H é dado por:
9q-1)
B

(3) O corpo de fungdes H possui N = q° + 1 lugares racionais, obtidos da sequinte forma:

— O polo comum Q. de x e y;

— E, para cada o € Fpe, existem q elementos B € . tais que B7 + p = a™! e para cada
par (a, B), existe um vinico lugar racional P, g de H com x(P,g) = a e Y(Po ) = .

(4) H/F; é um corpo de fungdes maximal.

Observacdo 6.1.7. Cabe destacar que, como IF;> € corpo completo de constantes de H,
pelo Corolério 2.3.30, temos que todos os lugares de H/IF» sdo necessariamente racionais
e, consequentemente, caracterizados como no item (3) do Teorema 6.1.6.

Observacao 6.1.8. No caso em que g = 2, pelo Teorema 6.1.6, o género do corpo de
fungdes Hermitiano é igual a 1. Além disso, neste caso, a equagdo da curva hermitiana é
dada por y* + y = x*. Por um calculo direto, podemos notar que tal curva ndo admite
pontos cujas derivadas parciais sdo todas nulas, isto é, é ndo singular. Consequentemente,

nesse caso, o corpo de fung¢des Hermitiano é também um corpo de fungdes elipticas.

Encerramos esta se¢do apresentando propriedades especificas das aplicagdes
norma e trago ao considerarmos o corpo de fun¢des Hermitiano. Lembramos que as
aplica¢des norma e trago de IF. sobre IF;, denotadas por N e T respectivamente, sdo

dadas por:
N:F.—>F T:F.—TF
¢ e 7 6.1)
z >zt 2 z+ 727

Assim, podemos ver o corpo de fungdes Hermitiano como F2(x, y)/IF.. tal que
T(y) = N(x).
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Proposicdo 6.1.9. A aplicacdo N restritaa ]F;Z, ou seja, a aplicacio N de IF;2 em IF; é sobrejetora.

Demonstragio. Sabemos que o ntcleo de N se constitui dos elementos z € 113[’;2 tais que
z71 = 1. Assim, temos que |ker(N)| < g + 1 e, consequentemente, pelo Teorema dos
Isomorfismos, segue:

]qu _ q2_1 >q2_1: 1
|ker(N)| |ker(N)| — g+1 1

[Im(N)| =

Como Im(N) C IF; e |IF;

de N considerada é sobrejetora. m|

= g — 1, concluimos que Im(N) = ]F;, ou seja, a restricao

Ressaltamos que essas aplicagdes podem ser estendidas a qualquer corpo F,»,
sendo m € IN (consultar Secdo §2.3 de [18]). Além disso, pode-se demonstrar que a

aplica¢do norma torna-se sobrejetora ao considerarmos sua restri¢ao a Fy,,.

6.2 RESULTADOS PRELIMINARES

Nesta secdo, estudaremos as principais propriedades das retas no corpo de
fungdes Hermitiano com o objetivo de, posteriormente, obter os vetores geradores de
Lp. Nessas condi¢des, lembramos que uma reta em H = F2(x, y)/IF;: € uma fungédo da

forma ax + by + c,em que a,b, ¢ € F» e a,b ndo sdo ambos nulos.

Antes de estudarmos retas arbitrdrias em H, analisaremos especificamente as
retas tangentes a curva hermitiana em um ponto fixado. Para tanto, motivados pela

caracterizacdo apresentada aos lugares racionais de H, definimos o conjunto:

K = {(a,ﬁ) €, : pI+p= a1},

Dessa forma, temos que % se constitui do polo infinito Q. e de lugares da forma
P,gem que (a,p) € K.

Para cada par (a, ) € K, definimos ainda:
Tap =Y —p—al(x —a). (6.2)
Proposicao 6.2.1. A funcio 7, definida como acima satisfaz:
q+1.

Tap =Y — alx + p e ’cz/ﬁ + Tap = (x — )

Da primeira igualdade, segue que T, = 0 corresponde a reta tangente a curva Hermitiana no
ponto (a, ).
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Demonstragio. De fato, utilizando a defini¢do do conjunto K, temos:

Tap =Y —ax— (@7 —p) =y —a'x+p.

Por outro lado, utilizando que y7+y = x7*! e que g é um multiplo da caracteristica
de F,., temos:

T+ Tap = (y—a'x+p)+(y—alx+p)
= (Y +y+ (ﬁq2 + p7) - a®x1 — ax
= X+ BT+ ) —ax® — alx
= ™ —ax? - ax + ™!

= (x—a)™.

Por fim, lembramos que, dada uma curva com equagdo f := f(x,y) = 0, sua reta

tangente no ponto (xo, o) é dada por:

af(x()/ yO)
ox

(x —

8 7
v+ L,y =0

Assim, utilizando a curva hermitiana, cuja equagdo pode ser escrita como

¥+ y —x71 = 0, sua reta tangente em (a, ) corresponde a:

~@+Da'(x—a)+ @ + 1y -p) = 0
—-alx—a)+y—-p = 0,
ou seja, tal reta tangente é dada exatamente pela equagao Tap = 0. ]

Por meio de tal resultado, somos capazes de calcular o divisor da reta 7,4 = 0.

Proposigdo 6.2.2. Fixemos (a, ) € K. O divisor da reta .3 = 0 é dado por:
(Ta,ﬁ) = (q + 1)P(x,ﬁ - (q + 1)Qoo

Demonstragio. Seja S um lugar racional em H diferente do lugar infinito Q.. Pela
Proposicdo 6.2.1, temos que:

Vs (Ti/ﬁ + Ta,ﬁ) =(@g+1)-vs(x—a).
Por outro lado,

Vs (Tz,ﬁ + Ta,ﬁ) = min {US(TZ,ﬁ)' vs(Ta,ﬁ)}

min {q Us(Tap), vs(’ca,ﬁ)} .
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Como Q.. € o tnico polo de H, segue que vs(T,4) > 0 para todo lugar S € P\ Q.,
donde resulta:
(g+1)-vs(x—a) = US(TZC,ﬁ + Tap) = Us(Tap)-

Agora, se S corresponde exatamente ao lugar P, s, associado ao ponto («a, )

fixado, temos vp,,(x —a) =1e, assim, vp, (Tap) =g+ 1.

Caso contrério, ou seja, caso S corresponda a um lugar P, g € # sendo (a/, f’) #
(a, B), segue que vg(x — a) = 0, donde V5(Tqap) = 0.

Por fim, para a andlise do lugar infinito Q.., lembramos que o grau do divisor

(Ta,p) € igual a zero, visto tratar-se de um divisor principal. Dessa forma:

n—1

deg (Ta,ﬁ) = Z vi(Ta,ﬁ) =0.

i=0

Pelo célculo ja feito para os lugares racionais, podemos reescrever essa igualdade
como:
@+ 1)+ Veo(Tap) = 0 = Voo(Tap) = —(q + 1).

Portanto, concluimos que:

(Tap) = (@ + DPap = (g + 1)Qc.

O

Ao estudarmos retas tangentes da forma 7,5 = 0, com (a,p) € K, visamos
caracterizar os vetores minimais do reticulado Ly sobre o corpo de fun¢des Hermitiano.
Mais precisamente, nosso intuito é mostrar que os vetores minimais de Ly se originam a
partir de divisores da forma (f1/f,), em que f; e f, sdo retas distintas em H satisfazendo

determinadas condigdes.

Tendo em vista tal propésito, primeiramente destacamos que H pode ser visto
como uma extensdo de Kummer sobre [F2(7,4). Com efeito, pela definicao de 7,g,

juntamente a Proposicdo 6.2.1, temos:

H =Fp(x,y) = Fp(tap, x).

Nesse caso, a condigdo de ser especificamente uma extensdao de Kummer segue
da Observacao 6.1.5.

Seguindo a notagdo estabelecida, denotaremos os lugares racionais finitos de
IF2(7,,) a partir de seus respectivos polindmios monicos irredutiveis e, no caso do lugar

infinito, representaremos por Peo(T, ).
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Considerando que H é uma extensdo de Kummer sobre F2(7,4), podemos
estabelecer as principais propriedades de seus lugares racionais, conforme indica o lema

a seguir (veja [28], Proposicdo 6.4.1).

Lema 6.2.3. Consideremos H como uma extensdo de Kummer sobre IF2(T,,5). Entdo, 0s lugares
racionais de IF2(t,p) satisfazem as seguintes condigdes:

(i) Para cada y € Fp tal que y7 +y =0, o lugar 1,5 —y é totalmente ramificado em H,
ou seja, existe apenas um lugar que é extensdo desse e o indice de ramificacdo é iqual a
[H: Fpe(tap)] =g+ 1.

Caso tenhamos y7 +y # 0, 0 lugar T, — y se decompde completamente em H, ou seja,
existem q + 1 lugares que sdo extensdes de Top — ).

(ii) O polo de T, é totalmente ramificado.

Observacao 6.2.4. A demonstracdo anterior ndo utiliza nenhuma propriedade intrinseca
a fungédo t7,4. Com efeito, considerando H uma extensdao de Kummer sobre FF.(y),
obtemos resultados inteiramente andlogos aos apresentados. Em outras palavras, as

condi¢bes enunciadas permanecem validas trocando-se 7,4 por y.

Por meio dessa andlise, determinamos os divisores de todas as retas no corpo
de fun¢des Hermitiano e obtemos os pontos de K pertencentes a uma tal reta fixada,

conforme é apresentado nas proposi¢des seguintes.

Proposicdo 6.2.5. Consideremos H/IF;> o corpo de fungdes Hermitiano e seja’y € F,.. Entilo,
sdo satisfeitas as seguintes propriedades:

(1) Sey?+y =0, 0divisor de T,p — y é dado por:
(Tap =) = (@ +1)Pypgsy — (7 + 1)Qco.
Além disso, a reta T,5 —y = 0 é uma reta tangente.

(2) SeyT+y #0,0divisor de T,p — y é dado por:

q
(Ta,ﬁ - V) = Z Pa+6Ci, B+y+addct — (‘7 + 1)Q001

i=0
em que C é uma (q + 1)-ésima raiz primitiva da unidade em F> e 6 € IF;2 é tal que
yq +y = o1t

Os pontos de K que pertencem a reta T, g — y so precisamente:

(a+06C,p+y+al5C),emque0 <i<q.

Nesse caso, a reta 1,5 —y = 0 ndo é uma reta tangente.
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Demonstragio. Vejamos cada uma das afirmacdes.

(1) Observemos que, se Y7 +y = 0, entdo Tog — Y = Tapsy, POis:

Tap—)y = y—alx+pl—y
= y—a'x+(B+y)

= Ta/ﬁ"')/ .

Assim, o calculo do divisor de 7,5 — ¥ = 7,4+, € andlogo ao apresentado na
Proposigdo 6.2.2. Ainda, o fato de 7, ser a reta tangente da curva hermitiana no

ponto (a, f + ) decorre da Proposigdo 6.2.1.

(2) Sejay+yi=ce ]F;Z.
Notemos que ¢ = T(y), em que T é a aplicagdo traco tratada na segdo 6.1. Agora,
pela Proposicdo 6.1.9, temos que existe um elemento 6 € 1F;2 tal que c = N(5).
Desse modo, garantimos a existéncia de 6 € IFZIZ satisfazendo 671 =y + 1.
Seja C uma (g + 1)-ésima raiz primitiva da unidade em [Fp..
Para exibirmos os pontos de intersecdo entre a reta 7,4 e o conjunto K, con-
sideremos (x,y) € IFEZ um tal ponto. Sabemos que T.g(x,y) —y = 0, donde

decorre:

yt] + Y Tilﬁ(xr }/) + Ta,ﬁ(x/ ]/)

= (x—a).

Assim, segue que x satisfaz a igualdade 67! = 7 + y = (x — @)”!. Notemos
agora que o conjunto de solugdes para a mesma é consituido pelos pontos x tais

que x —a = 6C, ouseja, x = a+6C, em que 0 <i < g.

Por outro lado, utilizando que 7,4(x, y) = y, sendo x dado como anteriormente,

temos:
Yy =Tap(x,y) =y—Pp-al(x—a)=y - p-a’sC.
Ou seja, y é da forma y + f + @16, em que 0 < i < g.
Por fim, um célculo direto nos mostra que, para cada i fixado (0 < i < g), o ponto
pi = (x,y) = (@ + 6L,y + B + a’6C") pertence a K. Com efeito:
B+y +a®l) + (B+y +al) = o™+ 6™ + 295 + aT 51C
= ™+ 6T + 295 + 81C)

= (o + 60y,

Finalmente, podemos calcular o divisor de 7,5 — 7.
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Observemos pelo Lema 6.2.3 que o lugar 7,5 —) possui g+1 zeros em H, digamos
Zy,Zy,...,Z,. Além disso, como as fungdes x —a — 6C' e y — f — a6C' possuem um
tnico zero comum em H, a saber o lugar associado ao ponto p; = (x, y) definido

como acima, temos que Z; = Pt giy+ar5c para cada i fixado.

Agora, denotando a valorizagdo associada ao lugar Z; por v;, temos:
Vi(Tap —y) = vi(y — B — a6l —y) = 1.

Ainda, sabemos pela escrita de 7,4 — ) que todo polo de 7,4 —  deve ser um
polo de x ou y. Pela defini¢do do corpo de fun¢des Hermitiano, temos também
que os polos de x e y sdo os mesmos; mais precisamente, existe um tinico polo
comum de x e y: 0 polo Q.. Nessas circunstancias, Q. € o tinico polo de 7,5 —y e
o célculo de veo(T,4p — ¥) € feito a partir do grau do divisor, como na Proposigdo
6.2.2. Dessa forma,

Veo(Tap = ¥) = —(q +1).
Portanto, o divisor de 7,4 — ) é dado por:
q
(Ta,ﬁ - V) = Z Pa+6ci, B+y+addli — (61 + 1) Q.
i=0

Destacamos que a condigdo de 7,4 — ) ndo ser reta tangente decorre da caracte-
rizacdo das retas tangentes a curva hermitiana (Proposic¢do 6.2.1), juntamente ao
fato de y7 +y # 0, donde 7,43 — y # Tap para todo (', ') € K.

O

Observacao 6.2.6. Uma demonstracdo alternativa para a caracteriza¢do dos pontos da
intersecdo de K com 7, 4 — feita em (2), consiste em mostrar, por meio de calculo direto,
que os pontos da forma p; pertencem tanto a K quanto a reta 7, — y. Nesse contexto,
o fato de esses serem 0s tnicos pontos de interse¢do decorre do Teorema de Bézout,
o qual garante a existéncia de g4 + 1 pontos a menos de multiplicidade de intersecéo,

juntamente ao fato de que p; # p; para todo j # i.

Proposicdo 6.2.7. Seja H/TF 2 o corpo de fungdes Hermitiano.

(1) Consideremos que f = x — c. Entdo, o divisor de f é iqual a:

(f) = [Z Pc,d] - 1Q,
d

em que a soma acima percorre as q solugdes d € Fp para d' +d = 7.
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Consideremos que f = y + bx + c. Seja 6 € Fp tal que 67 = b7*! — (c7 + ). Entilo, 0s
pontos de K pertencentes a reta f sdo precisamente:

(=17 + 8T, b7 — ¢ —boC') , em que 0 < i < q.

Resulta, nessas condigoes, que f ¢ uma reta tangente se, e somente se, 6=0se ¢

somente se, (—b7,c7) € K (se, e somente se, (b, c) € K).
Assim, no caso em que f é uma reta tangente, temos f = T_p .

Destacamos que, se 6 # 0, entdo f contém exatamente q + 1 pontos de K.

Demonstragdo. Primeiramente, ressaltamos que os casos enunciados contemplam todas

as retas no corpo Hermitiano H. Com efeito, seja ax + by + c uma reta em H. Caso

tenhamos b = 0, necessariamente a # 0, donde tal reta corresponde, a menos de mudanca

de varidvel, a uma reta do tipo (1). Em caso contrario, uma mudanca de varidveis nos

garante que a reta em questdo equivale a uma reta no formato apresentado em (2).

(1)

(2)

Consideremos f = x —c. Seja S um lugar racional finito de H; entdo, temos
que S corresponde a um ponto da curva hermitiana, digamos («, ) € K. Nessas

condigbes, podemos escrever S = P, g e, consequentemente:

1,sea=c
vpa,‘lﬂ(x_c) =
0,sea # c.

No primeiro caso, ou seja, quando a = ¢, temos que = d em que d satisfaz
d’+d = ¢T1. Assim, segue que os tnicos zeros de x — ¢ sdo os g lugares finitos P, 4,
sendod € F,» com d7 + d = ¢"*!; mais ainda, todos esses zeros tém ordem 1.

Como Qs é o tnico polo de H e como existem g zeros de x — ¢, temos que
Voo(x = ¢) = 0, concluindo que o divisor de x — c é conforme enunciado.

Consideremos f = y + bx + c. Primeiramente, notemos que b7"! — (c7 + ¢) € Fp
e, assim, por meio de uma argumentagdo andloga a apresentada na prova do
item (2) da Proposigdo 6.2.5, garantimos a existéncia de 6 € [F, satisfazendo
S = bt — (¢ + ¢).

Facamos a := —b7. Entdo, segue que af = —bf, implicando em b = —a’. Agora,
seja B € Fp tal que 7+ B = a™' = b7, Dessa maneira, podemos escrever
f=y+tbx+c=y—-alx+c=1,5—y,emquey =p1—c.

Por outro lado, observemos que

YVi+y =BT =0T+p —c=0"" (T +0) = 6"
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Sob tais circunstancias, podemos aplicar a Proposi¢do 6.2.5(2), a qual nos garante
que os pontos de K pertencentes a reta f sdo dados por:

(=b7 + 6T, 6" — ¢ —b5C') ,em que 0 < i < g.

Por consequéncia, temos, ainda, que o divisor de f é dado por:
q
(f) = (Z P_pgsci, bﬂ+1—c—b5ci] — (@ +1)Qx. (6.3)
i=0

Para o dltimo resultado, notemos que f é uma reta tangente a curva hermitiana
se, e somente se, f = t3¢c = y — Blx + C7 para algum (B, C) € K, i.e,, se, e somente
se, (b,c) = (=B7,(1) para algum (B, C) € K. Agora, observemos que b = —BY (resp.
c = (1) se, e somente se, B = =b7 (resp. C = ¢7). Logo, temos que f é uma reta

tangente se, e somente se, (b7, c?) € K, o que ocorre se, e somente se, 6 = 0.

Por fim, quando 6 # 0, temos que os pontos de intersecdo entre K e a reta f sdo

todos distintos, uma vez que C é uma (g + 1)-ésima raiz primitiva da unidade.

6.3 DISTANCIA MINIMA

A fim de obtermos uma caracterizagdo para os vetores minimais do reticulado

Lp, apresentamos nessa sec¢do o calculo de sua distancia minima.

Notemos que o Teorema 4.1.10 nos fornece, em certo sentido, uma limita¢do para
a distancia minima do reticulado Ly considerando-se um corpo de fung¢des arbitrario
da forma F/FF,. Entretanto, quando consideramos o corpo de fun¢des Hermitiano, é

possivel obter o valor exato para a distancia minima, como mostra o teorema a seguir.

Teorema 6.3.1 (Distancia Minima de Lp). A distancia minima do reticulado Ly sobre o corpo
Hermitiano H/ 2 é igual a /2q. Além disso, o menor grau possivel para uma fungdo ndo nula

em Oy éq.

Demonstragido. Tomemos um ponto P = (¢, f) na curva hermitiana e escolhamos duas
retas distintas e ndo tangentes, digamos f; e f,, que passam por P e ndo sdo verticais, ou

seja, nenhuma das retas é da forma x — a, com «a € Fp.

Primeiramente, destacamos que tal escolha é possivel. De fato, escolhemos dois
valores distintos M, M, € F2, ambos diferentes de —a’. Entéo, pela sobrejetividade do

mapa de Frobenius, dado por:

(p:]qu - ]qu,

o — o
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garantimos a existéncia de my, m, € IF,» satisfazendo M; = mz eM, = mg

Assim, definimos f; = y - p—m!(x —a) e fo = y— p — mi(x — a). Claramente,
ambas as retas sdo distintas e passam por P. Por outro lado, pela Proposic¢do 6.2.7 (2),

sabemos que f; e f, ndo sdo retas tangentes a curva hermitiana no ponto P, pois, em

q
1

ser tangentes a nenhum outro ponto da curva hermitiana, visto que toda reta tangente

caso contrario, teriamos m! ou mg sendo igual a —a. Além disso, tais retas ndo podem
passa por apenas um ponto da curva hermitiana e ja sabemos que ambas as retas passam

por P.

Notemos, agora, que ambas as retas f; e f, definidas como acima sdo da forma
fi = Ty, — Vi, comi = 1,2 para algum n;, y; € [F,>. Mais precisamente, basta tomarmos

n; e y; satisfazendo n! — y; = mla — B para cada i = 1,2 fixado. De fato:

Tm,-,ni - 7/1 ]/ - m?x + (n? - VZ)

= y—-mlx+(mla—p) = f.

Ainda, ressaltamos que y; # 0 para qualquer i = 1,2, caso contrdrio, f; e f, seriam
retas tangentes. Podemos, entdo, aplicar a Proposigdo 6.2.2 (item (2)), a qual nos garante
que a intersecdo dos suportes de f; e f, é constituida apenas dos lugares P,z e Q.
Assim, utilizando a caracterizag¢do dos divisores das fungdes f; e f, (apresentadas na

equacao (6.3) da proposigdo citada), obtemos que o divisor de f;/f, é da forma:

A q

em que (c;, d;) (resp. (si,ti)), com 1 < i < g, percorre todos os pontos comuns a reta f;

(resp. f») e a curva hermitiana, exceto o ponto P.

Cabe destacar que, como as retas f; e f, ndo sdo retas tangentes, temos P, 4, # P g,
e P, # Ps,1; para todo i # j (segue do item (2) da Proposi¢do 6.2.7). Além disso, fixado
qualquer i, temos que P4 # Ps,;; para todo 1 < j < g, visto que o tnico lugar racional
comuma fi e f, é Pyg.

Pela descri¢ao do divisor de f;/ f, e pelo isomorfismo existente entre Ly e Princ(P)
(Corolério 4.1.15), temos entdo que f;/ f, corresponde a um ponto com g entradas iguais
a 1 e g entradas iguais a —1, sendo o restante das entradas iguais a zero. Utilizando a
norma euclidiana, vemos que tal vetor possui norma igual a \/E Logo, a distancia

minima de Ly é no maximo 4/24.

Resta mostrarmos que é exatamente igual a /2. Para tanto, tomemos uma
fungdo f correspondente a um vetor ndo nulo do reticulado Lp. Como o grau do divisor
f éigual a zero, temos que a soma das entradas positivas desse vetor é igual a menos a

soma das entradas negativas, a qual equivale ao grau da fungéo f, i.e., [H : Fa(f)].
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Por outro lado, H pode ser visto como uma extensédo de F(f). Dessa forma, o
ntamero de lugares racionais de H ¢ limitado pelo nimero de lugares de IF2(f) contados

como eles se estendem. Formalmente, temos:
7 +1<[H:Fa()lg> +1),
donde resulta:

g +1
7+

[H:Fp(f)] 2 > 4.

—_

Consequentemente, concluimos que a norma euclidiana do vetor associado e f é
maior ou igual a 4/2g. E, assim, pela argumentacéo feita anteriormente, obtemos que o
reticulado Ly possui distancia minima igual a 4/2g.

Por fim, destacamos que se f é uma fungdo correspondente a um vetor ndo nulo
do reticulado, entdo sua norma euclidiana em geral é maior ou igual a /2q e garantimos

a igualdade no caso em que f = f;/f,, sendo f; e f, construidas como acima.

Finalmente, a afirmac¢do quanto ao menor grau possivel para uma fun¢do nao
nula em Op segue da construcgdo acima, juntamente a defini¢do do grau de uma fungao
como a soma de todas as entradas positivas do vetor associado a func¢do. Neste caso,
basta observarmos que uma fung¢do da forma f;/ f, possui norma igual a \/ﬂ e, portanto,
grau igual a g. O

6.4 PROPRIEDADES DO RETICULADO

Esta se¢do tem o intuito de apresentar as principais caracteristicas do reticulado
Ly sobre o corpo de fun¢des Hermitiano, especialmente uma caracterizagdo para os seus
vetores minimais. Demonstraremos, entdo, que o reticulado é gerado por seus vetores

minimais e, consequentemente, é bem arredondado.

Ao associarmos o célculo da distdncia minima do reticulado Ly com as proprie-
dades das retas no corpo de fung¢des Hermitiano (Proposic¢des 6.2.5 e 6.2.7), podemos

exibir quais os vetores minimais do reticulado Ly sob certas condices.

Teorema 6.4.1 (Vetores Minimais de Lp). Sejam f; e f, retas distintas. Entdo, o divisor

(f1/ f2) (ou (f2/ f1)) é um vetor minimal de Ly se, e somente se, vale uma das sequintes condigdes:

e fie f,sdoda formax— a;

e uma das fungdes fi ou f, é da forma x — « e a outra é uma reta nio tangente (da forma

y — bx + ¢) e as retas possuem exatamente um ponto de intersegio;

e ambas as retas f1 e f, sdo nio tangentes (da forma y — bx + c) com um ponto de intersegio
pertencente a K.
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Demonstracdo. Conforme calculado no Teorema 6.3.1, a distdncia minima de Ly é \/E
Assim, temos que o divisor (f1/ f»), sendo f; e f, retas distintas, € um vetor minimal se, e
somente se, a norma do vetor associado a tal divisor é igual a \/Z Ressaltamos que
aqui utilizamos o isomorfismo entre Ly e Princ(P) (Corolério 4.1.15).

Assim, para a verificagdo de que nos trés casos enunciados temos que (fi/f2)
corresponde a um vetor de norma \/2_ , basta utilizarmos o célculo dos divisores de
uma reta apresentado na Proposigdo 6.2.7. Sob tais condi¢gdes, mostra-se que tal divisor
corresponde a um ponto com 24q entradas ndo nulas. Consequentemente, na norma

euclidiana, temos que a norma do vetor associado a (f1/ f») é, de fato, igual a /24.

e Se fi e f, sdo dadas por x — o e x — f3, entdo:

fi ' q

em que (c;, d;) = (o, d;) e (s;, t;)) = (B,ti). Neste caso, temos ainda que d; (resp. s;)
percorre todas as g solugdes em FF2 da equacdo d7 +d = a™! (resp. s7 +s = p7*).

e Se f; é da forma x — a e f, é ndo tangente da forma y — bx + ¢, entdo:

£ g-1 9-1
BB
i=1 =0

em que (c;, d;) é como no item acima, com a ressalva de que todos diferem do ponto
em comum entre as retas e (s;, t;) percorre todos os pontos de fz pertencentes a XK,

exceto o ponto em comum.

e Se f; e f, sdo retas ndo tangentes da forma y — bx + ¢ com um ponto em comum

pertencente a K, conforme visto no Teorema 6.3.1, temos:

A _yp " p
(E)_; Ci/di_; Sisti

em que (c;, d;) (resp. (s;, t;)), com 1 < i < g, percorre todos os pontos comuns a reta

f1 (resp. f2) e a curva hermitiana, exceto o ponto P.

Ressaltamos que os célculos acima permanecem validos trocando-se a ordem de

fi e f, em cada item.

Por fim, devemos mostrar que, para quaisquer outras combinag¢des de retas
diferentes dos casos enunciados, o divisor (fi/f,) estd associado a um vetor cuja norma
é estritamente maior que \/Z De fato, os casos ndo considerados sdo aqueles em que
ao menos uma das retas é tangente. No entanto, um célculo direto utilizando o divisor
de uma reta tangente (Proposicdo 6.2.2), mostra que se uma das retas f; ou f, é tangente,
entdo o divisor de (f1/ f) é maior que \/E m|
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Para a demonstragdo de que o reticulado Ly é bem arredondado, necessitaremos

de uma série de resultados auxiliares.

Para efeito de simplificacdo, diremos que umareta f = ax+by+c é boa se o divisor
de f é uma combinacdo inteira de vetores minimais. Nessas circunstancias, os lemas
seguintes apresentam retas pertencentes ao corpo de fun¢des Hermitiano que sdo boas.
Mais ainda, como mostraremos, esses lemas caracterizam todas as retas pertencentes
a tal corpo de fungdes. Nesses lemas, denotaremos por C € F. uma (g + 1)-ésima raiz

primitiva da unidade.

Lema 6.4.2 (Caso 1). Consideremos d, e € IF,2 satisfazendo d"+d = e, com e # 0. Afirmamos

que as retas y — d e x — e sdo boas.

Demonstragio. Sejam dy = d, d,, ..., d, todas as solugdes da equagdo y7 + y = et
Entio:
q
H(y d) — yq + y q+1 _ xq+1 q+1 H x Cze)
i=1 i=0

resultando que:

q
y—d
x_ezl_ll(x—cie).

1=

Notemos que as retas y — d; e x — ¢; possuem um tinico ponto em comum e que a
reta y — d; é ndo tangente, visto que d7 + d # 0. Assim, tais retas cumprem a segunda
condicdo do Teorema 6.4.1, garantindo que o vetor associado a fungao (y — d;)/(x — Cle),

para cada i fixado, é um vetor minimal de Lg.

Agora, como o divisor de x — e é a soma dos divisores dessas fung¢des, variando i

no intervalo 0 < i < g, concluimos que a reta x — e é boa.

Por outro lado, podemos escrever:

y-d= (x—e)(x—@e)]‘[(x c)

Como no lado direito da equagdo cada um dos fatores corresponde a um vetor

minimal ou a um vetor que se expressa como combinagdo linear de vetores minimais,

concluimos que y — d é, também, uma reta boa. ]

Lema 6.4.3 (Caso 2). Toda reta ndo tangente da forma f = y + bx + c é boa.

Demonstragdo. Pelo item (2) da Proposicdo 6.2.7, sabemos que, se f como acima é uma
reta ndo tangente, entdo (=b7,¢7) ¢ K, ou seja, ¢ + ¢ # (—=b)7+! = b1,
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Seguindo a abordagem feita em tal proposicdo, seja @ = —b7; entdo, b = —a'.
Notemos que a?*! = b7*!. Consideremos agora f € [F,» satisfazendo p7 + g = a?*! = b7*1.
Assim, temos f =y +bx+c=y—alx+c=1,5—d,sendod = 7 —c.

Destacamos ainda que

dT+d=BT-c) +p"—c=b""— (" +0).

Escolhemos e € [F2 tal que d7 + d = e7*! (como consequéncia, c? + ¢ = b7*! — ¢1*7).
Notemos que ¢ # 0. De modo semelhante ao caso 1, sejam dy = d, d, ..., d, todas as

solugdes para y7 + y = ¢7*1. Temos:
q 1 .
[[es-d) =1+ tap—e =(x—a)f! =& = [[(x-a=-Ce). (64
i=1 i=0

Segue assim que:

d a _dz'
x—a—e:H(xT_'Z—_Cie). (6.5)

i=1

Notemos que tanto as retas da forma Tap— d; quantox —a — Cie sdo ndo tangentes,
uma vez que d? +d; =" =d7+d# 0. Além disso, temos que, para cada i fixado, tais
retas se intersectam em um tinico ponto, a saber: (a + Cle, B+di+al Cle). E, por meio de
célculo direto, vemos que tal ponto pertence a K, pois:

(B+di+a'Ce)+p+d;i+a'le = a™ +eT™ +al + alle

(a + (o)™,

Logo, temos que as retas satisfazem a terceira condi¢do do Teorema 6.4.1, donde
resulta que os vetores correspondentes as fungdes da forma (7,g)/(x — a — C'e), com

1 <i < g, sdo vetores minimais. Pela equacdo (6.5), segue que x — a — ¢ é uma reta boa.

Ainda, o argumento apresentado pode ser refeito para a reta x — a — Ce (apenas
trocando-se e por Ce), resultando que x — a — Ce também ¢é boa. Nesse contexto,

reescrevemos a equagdo (6.4) do seguinte modo:

d i

x—a—"Ce

ot ae-a- e[ (225
iz \ Tap T di

Como os fatores a direita estdo associados a vetores minimais ou vetores que

sdo combinacgdes lineares de vetores minimais, decorre que f é uma reta boa, como

queriamos. E interessante destacar que, demonstrado este caso, o Caso 1 (Lema 6.4.2)

torna-se um caso especial deste, bastando tomar b = 0. O
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Lema 6.4.4 (Caso 3). A reta x é boa.
Demonstragio. Primeiramente, notemos que:
q .
Yt+y—(@+x)=x""—xT—x=(x-1)"-1= H(x—l—(?).
E, por outro lado,

q
y“ﬂrﬂﬂ+XF4y—w“Hy—@=IIw—x—mL

sendo 1y, ..., 1, € Fp as solugdes para 17 + 1 = 0.

Desse modo, obtemos:

9 q
[Je-1-O)=]]w-x-m.
i=0 i=0

Utilizando que {J = —1, como anteriormente, temos ent3o:
q
Yy-x-ni rlz
i=0, i#]

Notemos que as retas y — x — 1); sdo ndo tangentes para todo i com 0 < i < g, visto
que (1,7;) ¢ K (pois ! + 1 =0 # 1). Além disso, as retas y —x —n; e x — (1 + C’), com i
fixado e 0 <i # j < g, intersectam-se em um tinico ponto, a saber (1 + C,1+C +m). Tal
ponto pertence a K, como mostra o cdlculo a seguir:

A+C+n)+1+C+m=1+C"+C+1=(1+Q".

Logo, pela segunda condi¢do do Teorema 6.4.1, concluimos que o quociente
de tais fungdes, com 0 < i # j < g, estd associado a um vetor minimal. E, como
y — x — 17; ¢ uma reta ndo tangente, sabemos do Caso 2 (Lema 6.4.3) que a mesma ¢é boa.
Consequentemente, temos pela equagéo (6.6) que a reta x é boa. |

Lema 6.4.5 (Caso 4). A reta tangente em (0,0), isto é, a reta Too = y, é boa.

Demonstragido. De modo semelhante ao caso anterior (Lema 6.4.4), observemos que:
q .
yr -t =yt oy y = (-1 —1= [ [y -1-0),
Por outro lado, podemos escrever:

q
yq+1 _ xq+1 — H(y _ Cix)
i=0
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e, assim,
q q
[[v-1-O)=]]w-Cw.
i=0 i=0

Agora, como —1 é uma (g + 1)-ésima raiz da unidade, existe um tinico indice
j€10,...,q} tal que {/ = =1 (caso a caracteristica seja 2, temos j = 0 e, caso contrario,
j = (g +1)/2). Dessa maneira, obtemos:

q iy
y=-0y [] ( / 1C Cl) 6.7)

i=0, i#j

Mostraremos que, fixado i # j,asretas y — {'xey—1—C =y — (1 + {’) sdo ndo
tangentes e se intesectam em um tinico ponto, o qual pertence a K. Com efeito, como
(CH*1 =1 +#0, segue que (C1,0) ¢ Ke, pela Proposigao 6.2.7, tais retas ndo podem ser
tangentes. Além disso, temos que o tinico ponto de intersecdo entre y — C'x e y — (1 + '),
paraifixadoem 0 <i # j < g, é dado por ((1+ )T, 1+ C'). De fato, tal ponto pertence
ao conjunto K, uma vez que:

(1T+OH )™ = A+ ) = 1+ (1 +Q)
1+01+C+1=1+T)y +1+C.

Nessas circunstancias, vemos, pelo Teorema 6.4.1, que o vetor correspondente
ao quociente das fungdes y — {'xe y — 1 — (', para cada i fixadocom 0 <i<gei # j, é
um vetor minimal de Lp. Agora, utilizando que a reta y — (/x é também nao tangente,
concluimos da equagéo (6.7) que a reta y é boa. O

Para o tultimo caso a ser considerado, em que provaremos que toda reta tangente é

boa, serd necessario destacar uma propriedade dos automorfismos do corpo hermitiano.

Para tanto, lembramos que o conjunto dos automorfismos de H/IF,. é dado por:

Aut(H/Fp) := {G :H — H: ¢ é um automorfismo de H/]qu}.

No préximo resultado, analisaremos um subgrupo especifico de Aut(H/IF), a
saber:

Aut(Qw) := {0 € Aut(H/Fp) : 0(Qu) = Quo).

Lema 6.4.6. Para cada (d,e) € K (i.e., ¢! + e = dT1), existe um automorfismo o € Aut(H/IFp)
tal que o(x) = x +d e o(y) = y + d'x + e. Mais precisamente, mostraremos que um tal
automorfismo pertence a Aut(Qo).

Demonstragiio. Consideremos d € FFp. Sabemos que a equagdo ¢/ + ¢ = d’*! possui q

solugdes em IF,.. Para cada d satisfazendo tal equagdo, definimos:

o(x):=x+d e o(y):=y+dix+e.
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Notemos que, pela defini¢do acima, segue que ¢ € um automorfismo de H/IF .
Além disso, afirmamos que 0 fixa Q.

Para tanto, lembramos que H é uma extensdo de Kummer sobre Fp(y). Em
particular, podemos considerar que H/IF2(y) € uma extensdo de H/IF,.. Mais ainda, de
modo semelhante ao Lema 6.2.3), pode-se demonstrar que Q.. é totalmente ramificado
em H. Assim, o polo de x em H/IF2(y) € o tnico lugar que esta sobre Q.. e seu indice de
ramificagdo € igual a . Denotemos o polo de x em H/IF.:(y) por Pe.. Como esse € um
corpo de fungdes racionais, sabemos qe P, é dado por:

P, = {% : f,8 € H/F(y) e deg f(x) < degg(x)}.

Fixemos (¢,d) € K e consideremos ¢ o automorfismo associado a tal ponto,
definido como em (6.4). Denotemos f'(x) := f(x + d) e g’(x) := g(x + d). Observemos
entdo que o(f(x)) = f'(x) e 0(g(x)) = g’'(x). Além disso, temos que deg f'(x) = deg f(x) e
deg ¢'(x) = deg g(x). Assim, para todos f, g € H/IF2(y) com deg f(x) < deg g(x) temos:

a(@) = S &) eP
g(x)

[

- g

Por outro lado, dado f(x)/g(x) € P, fagamos x’ := x + ¢ para algum ¢ € Fp. \ {0}

tixado. Entdo, de modo andlogo ao feito anteriormente, temos:

f) _ 5 (f(x’ - )
g(x) g’ —o)

) € 0(Pw).

Assim, garantimos que 0(Ps) = Ps. Para a analise do lugar Q. C P, utilizamos

a caracterizacdo de Q. via valorizacao (Teorema 2.3.11):
Qo = {ZEH: V.. (2) >0}.

E, pela defini¢do do indice de ramifica¢do (Defini¢do 2.3.59), juntamente ao fato
de que o mesmo é igual a g, temos ainda:

vp.(2) =q-vo.(z) Vze€H. (6.8)

em que vp_ e Vg, denotam as valoriza¢des associadas aos lugares P, e Q«, respectiva-
mente.

Tomemos z € Q. Queremos mostrar que 0(z) € Qw. Como Q. C P, segue
que vp_(z) > 0. Agora, como 0(P) = P, temos que 0(z) € P, ou seja, vp_(c(z)) > 0.
Desse modo, pela equacgdo (6.8), resulta que vg_(0(z)) > 0 e, entdo, 0(z) € Q. Como z
foi tomado de modo arbitrario em Q., concluimos que 0(Qw) C Q.
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Por outro lado, consideremos z € Q.. Queremos mostrar que z € 6(Q«). Como

_ S0 _ (f<x'—0>)
T " e =a)
em que f, ¢ € H/F:(y) e x’ = x + ¢, sendo ¢ € IF. \ {0} fixado.

z € P, temos:

(6.9)

Notemos agora que, como z € Q., temos vg_(z) > 0 ou, equivalentemente,
V0. (f(X)) — vg,.(g(x)) > 0. Além disso, como ¢ € Fy: e ¢ # 0, segue das propriedades de
valorizacdo, segue que vo (f(x" = ¢)) e v, (g(x)) = vo.(g(x" = ¢)). Consequentemente,
temos que vo (f(x" —¢)) — vo.(g(x" —c)) > 0 e, entdo, pela equagdo (6.9), concluimos que
z € 0(Qw). Logo, mostramos que Qo C 0(Qo).

Portanto, 0 € Aut(Q«), como querfamos. O

Observacao 6.4.7. Cabe destacar que os automorfismos definidos na equacgdo (6.4),
em que (d,e) € K, ndo apenas sdo automorfismos que fixam Q., como descrevem um
importante subgrupo de Aut(Q), a saber o tnico p-subgrupo de Sylow de Aut(Q).
Para uma descrigdo mais detalhada do grupo Aut(Q.) e de seus subgrupos, sugerimos
consultar [1]. Além disso, ressaltamos que o resultado apresentado no Lema 6.4.6 pode
ser estendido para os corpos de fungdes associados as chamadas curvas hermitianas

generalizadas, conforme é apresentado em [7] (Proposigdo 3.3).

Assim, demonstramos o tltimo caso necessario.
Lema 6.4.8 (Caso 5). Para cada (a, B) € K, a reta tangente T, = y — a’x + 7 ¢ boa.
Demonstragdo. Primeiramente, notemos que, como (¢, f) € K, temos ainda que (—a, 7) €

K. Assim, podemos tomar (d,e) = (-a, f7) no Lema 6.4.6. Nesse caso, garantimos a

existéncia de um automorfismo o € Aut(H/IF2) tal que o(x) = x—aeo(y) = y—alx+p7 =

Ta,ﬁ-
A efeito de notagdo, fagamos 7 := T, e x, = X — .
Ao aplicarmos o automorfismo ¢ € Aut(H/IF,») obtido acima na equacéo (6.7),
obtemos: ,
i T— Cixa
=1=(t-Cx, — . 6.10
o) =t =(t-C )izl;[;tj(T_l_Cl) (6.10)

Como o é um automorfismo, temos que o mesmo preserva pontos de tangéncia.
Dessa forma, usando que y — C'x e y — 1 — {' sdo retas ndo tangentes para 0 <i # j < g,
segue que 0 mesmo vale para o(y — C'x) = 7 —Cx, e 0(y—1-C') = 71— 1-{'. Mais ainda,
temos que, fixado i, tais retas se intersectam em um tinico ponto, a saber na imagem
do ponto de intersegdo entre y — {'x e y — 1 — ' via 0 automorfismo 0. Assim, o vetor
correspondente ao quociente de tais fungdes, com 0 < i # j < g, é um vetor minimal.

Por outro lado, sabemos, pelo caso 2, que T — {/x, é uma reta boa.
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Portanto, pela equacao (6.10), concluimos que o divisor de 7 é uma combinacdo
linear de vetores minimais e, consequentemente, T € uma reta boa. ]

Finalmente, somos capazes de demonstrar que o reticulado Ly sobre o corpo de
fungbes Hermitiano H/IF,» € bem arredondado. Necessitamos apenas de um importante
resultado auxiliar, o qual serd crucial na demonstragdo. Conforme é mostrado em
[16] (Corolario 7.5), sabe-se que toda funcdo em O, é o produto de fungdes da forma

ax + by + c e seus inversos.

Teorema 6.4.9 (Reticulado Bem Arredondado). O reticulado Ly é gerado por seus vetores
minimais e, portanto, é bem arredondado.

Demonstragio. Pela caracterizagao do reticulado Ly (Corolério 4.1.15), sabemos que o
mesmo ¢é isomorfo ao grupo Princ($). Como toda fungdo de O, é igual ao produto
de retas da forma ax + by + ¢ e de seus inversos, temos, entdo, que o reticulado Ly é
gerado pelos divisores das retas do corpo Hermitiano. Sob essa 6ptica, é suficiente
mostrarmos que cada divisor como esse pode ser visto como uma combinacao linear

inteira de vetores minimais.

Lembramos que uma reta f = ax + by + c é dita boa se o divisor de f é uma
combinacdo inteira de vetores minimais. Nosso objetivo, assim, é provarmos que todas

as retas do corpo Hermitiano sdo boas.

Destacamos que os casos de 1 a 5, apresentados na sequéncia de lemas anteriores
(lemas 6.4.2 a 6.4.8) contemplam todas as retas existentes no corpo de fun¢des Hermitiano.
Assim, demonstramos que todas as retas estdo associadas a vetores minimais do

reticulado Lp.

Desse modo, mostramos que Ly é gerado por seus vetores minimais; mais
precisamente, por divisores da forma (f1/f.) em que f; e f, sdo retas distintas que
satisfazem uma das condi¢des exibidas no Teorema 6.4.1. Por consequéncia, esta
provado que Ly é um reticulado bem arredondado. |

6.5 ESTIMATIVA DO NUMERO DE VIZINHOS

Por fim, apresentaremos uma estimativa para o ntimero de vetores minimais em

Ly (kissing number) e calcularemos o volume exato de tal reticulado.

Ao estabelecermos que Ly é gerado por seus vetores minimais, podemos nos
perguntar quantos sdo tais vetores, ou seja, qual o valor do kissing number deste reticulado.
Ao contrdrio do reticulado obtido através de um corpo de fungdes elipticas, no caso do
corpo de fun¢des Hermitiano, ndo apresentaremos um valor exato para esse nimero,

mas sim, um limite inferior para o mesmo.
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Teorema 6.5.1 (Limite Inferior para o Ntimero de vetores Minimais de Lp). O reticulado

Ly contém, no minimo, q° — q° + q* — ¢* vetores minimais.

Demonstragio. Primeiramente, consideremos o caso em que g = 2. Neste caso, decorre
do Teorema 6.1.6, que o género do corpo de fun¢des Hermitiano é igual a 1 e, conforme
analisado anteriormente, o corpo de fungdes H/IF torna-se um corpo de fungdes
elipticas. Por outro lado, sabemos que H/IF;» € um corpo de fungdes maximal, ou seja,
n = ¢*+1+2gq (Defini¢do 2.4.11). Assim, fazendo g = 2, obtemos n = 9 lugares racionais.
Como tal corpo possui apenas um 2-ponto de torsdo, segue do calculo feito para o
nuimero de vetores minimais no corpo de fungdes elipticas (Teorema 5.5.2) que 0 mesmo

é dado por:
99 -1)(9-3)

1 =108,

o que equivale a 27 — 2° + 2% - 22,
Dessa forma, podemos considerar g > 2.

Queremos obter uma estimativa para o nimero de fun¢des da forma f = f1/f,,
em que f; e f, sdo retas distintas satisfazendo uma das condi¢des do Teorema 6.4.1.

Assim, consideraremos cada um dos casos apresentados em tal teorema.

Caso 1: Se ambas as retas f; e f, sdo da forma x —a, sendo a € ., entdo existem qz(q2 -1)

fungdes da forma f.

Caso 2: Consideremos que uma das fung¢des é da forma x — « e a outra é uma reta ndo
tangente (da forma y + bx + c) e que as mesmas possuem exatamente um ponto de
intersecdo. Sabemos que as fun¢des dadas por f; = x—ae f, = y—b—m(x —a) satisfazem
a condigdo anterior, desde que m € IF. seja tal que m # o' (pela Proposicdo 6.2.7 (2)) e
(a,b) € K. Neste caso, temos que, escolhido o valor de a (sendo g* possibilidades), o
valor de b pode ser escolhido de exatamente g formas, visto que b7 + b = a7*! e que f,
contém g + 1 pontos distintos de K. Ainda, como ¢ # a7*!, existem 4% — 1 formas de
escolher seu valor. Assim, totalizam ¢°(4*> — 1) possibilidades para f. Por outro lado,
como a fun¢do 1/ f tem divisor —(f), segue que a mesma esta também associada a um
vetor minimal de Lp. Desse modo, este caso 2 produz, no minimo, 24°(g* — 1) vetores
minimais de Lp. Destacamos que a igualdade nado é garantida necessariamente, tendo
em vista que as retas f; e f, tomadas como acima sdo, somente, exemplos de retas que
satisfazem as condicOes exigidas. Consequentemente, é possivel existir outras fung¢des

com tais caracteristicas.

Caso 3: Consideremos que ambas as retas f; e f, sdo ndo tangentes (da forma y — bx +c)
e com um ponto de interse¢do pertencente a K. Suponhamos que o ponto comum
(a,b) € K é dado. Entdo, asretas fi =y —b—my(x —a) e f, = y — b — my(x — a) satisfazem
as condicdes acima, bastando considerar m1; e m; elementos distintos em ]qu e ambos
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diferentes de a7 (Proposic¢do 6.2.7 (2)). Procedendo de modo semelhante ao caso anterior,
obtemos, no minimo, §°(4*> — 1)(q* — 2) possibilidades para a funcdo f. Novamente, a
igualdade ndo é garantida pelo fato de as retas tomadas serem apenas exemplos que

cumprem as condi¢des iniciais.

Por fim, precisamos mostrar que nenhuma das fungdes f foi contada duas vezes;
mais precisamente, ndo foram inclusas em dois casos distintos. Nesse contexto, devemos

provar que as formas f;/f, obtidas acima sdo tinicas. Para tanto, consideremos:

i f
AR
em que ambos os pares fi, f, e f, fi satisfazem uma da condi¢des do Teorema 6.4.1.
Assim fifs — fof3 = 0 constitui uma equagdo polinomial nas varidveis x e y
cujo grau d em y €, no méaximo, 2. Como H/IF; ndo é um corpo de fungdes racionais,
segue que d ndo pode ser 1. Considerando, agora, d = 2, vemos que o polindmio
fifs — fofs deve ser irredutivel, pois, caso contrario, y teria grau 1. Por outro lado, como
0 polindmio minimal de y sobre [F2(x) tem grau g, temos que g = 2. No entanto, estamos
considerando q > 2. Logo d # 2, resultando que a tinica possibilidade é d = 0, ou seja,
as fungdes f; sdo da forma x — a; para todo i = 1, 2,3, 4. Por meio de um célculo direto,

segue que f; = fs e fo = f4, concluindo a unicidade das fun¢des obtidas.

Portanto, somando o niimero de fun¢des da forma f = f,/f, satisfazendo os

casos anteriores, obtemos que existem, no minimo
qZ(qZ _ 1) + 2q3(q2 _ 1) + q3(q2 _ 1)(q2 _ 2) — q7 _ q5 + q4 _ qZ

vetores minimais em Ly, como queriamos. O

6.6 VOLUME E DENSIDADE DE EMPACOTAMENTO

Para o célculo do volume do reticulado Ly sobre o corpo de fun¢des Hermitiano,
lembramos que, conforme feito no Teorema 4.1.17, sabemos que, para todo corpo de

fungoes F/F 2, as seguintes desigualdades se verificam:

n—q—lf
g 7

s
vol(Lp) < Vnhr < \/ﬁ(l +q+
em que hir é o nimero de classes de divisores de F.

Neste caso em especifico, provaremos que vale a igualdade.
Teorema 6.6.1 (Volume de Lp). O volume do reticulado Ly éiquala \/q® +1- (g + 1)74.
Demonstragiio. Mostraremos que, ao considerarmos o corpo de fun¢des hermitiano,

garantimos que o grupo Dit®(P)/Princ(P) é isomorfo ao préprio grupo da classe de
divisores de grau zero, isto ¢, o grupo CI°(H).
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2_
Primeiramente, afirmamos que o grupo CI°(H) é isomorfo a ZZ o

Para tanto, utilizaremos o estudo do L-polinémio de H/IF.. Como ja exposto,

sabemos que:
28

Lu®) = | [ - ai),

i=1

em que os complexos a; sdo inteiros algébricos, inversos das raizes de Ly(t), que
satisfazem gy = a;.

Como o corpo de fungdes Hermitiano H/TF,» é maximal, temos que n = g*+1+2gq.

Por outro lado, sabemos (Coroldrio 5.1.16 de [28]) que n satisfaz ainda:

28

n:q2+1—2ai.

i=1

Igualando tais equagdes, obtemos:

28

2¢q = —Zai.

i=1

Agora, pelo Teorema de Hasse-Weil, temos que |a;| = 4. Assim, pela equagdo
acima, segue que a; = —q paratodoi =1,...,2¢. Dessa forma, usando que 2g = gq(g — 1)
(condigéo (2) do Teorema 6.1.6), concluimos que o L-polindmio de H/IF,» é¢ dado por:

28
Lu(t) = [ [ = ait) = (1 + gty = (1 + g7,
i=1
Entdo, o namero de classe de tal corpo de fungdes é igual a hy = Ly(1) = (1+ q)qz“?
2_
e, logo, CI°(H) = ZZ+1q'
Por outro lado, conforme demonstrado no Teorema 7.3 de [16], temos o isomor-

fismo:
Dit®(P) _ o

Princ(P) ~ o1
Destacamos que, na notagdo de [16], temos My = Din®(P), DY = CI°(H) e
Ny = Princ(P).

Assim, obtemos:

Dit®(P) i _ o

Portanto, por uma abordagem andloga a feita no Teorema 4.1.17, concluimos que:

vol(Lp) = Vihy = +Jg® +1- (g +1)7.
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Corolario 6.6.2. No caso do corpo de fungdes elipticas H/TF, dado pela equagdo y* + y = x°,
temos que o volume do reticulado é igqual a 27.

Demonstragio. Basta notarmos que, nesse caso tal corpo de fung¢des pode ser visto como

o corpo de fun¢des Hermitiano H/IF,. O

Finalmente, a partir do estudo da distdncia minima e do volume de Ly, podemos
calcular a densidade de empacotamento de tal reticulado. Nesse contexto, a férmula
obtida confirma que os reticulados em questdo apresentam uma grande densidade de

empacotamento ao tomarmos g (e, consequentemente, 1) suficientemente grande.

Teorema 6.6.3 (Densidade de Empacotamento de Lp). A densidade de empacotamento do
reticulado Ly sobre o corpo de fungdes Hermitiano é dada por:

(\/Z)q a)q3
27\ +1- (g + 1)

em que w,s € 0 volume da bola unitdria (q°)-dimensional na métrica euclidiana.

A(Lp) =

(6.11)

Demonstragio. Sabemos que, por defini¢do, a densidade do reticulado Ly, cujo posto é
n —1, é dada por:

d(Lp)" ' w, 4
21 det(Lp)l/2

em que w,-1 é o volume da bola unitaria (n — 1)-dimensional na métrica euclidiana.

A(Lp) =

Assim, para a obtengdo da equacdo (6.11), basta utilizarmos que d(Lp) = \/ﬂ,
vol(Lp) = @ +1-(@+ )7 Ten=¢q"-1. -
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