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RESUMO

Neste trabalho estudamos a existéncia de solugoes para a seguinte classe de problemas:

A%y = det(D?*u) + \f, em 2 C R?

condigoes sobre 0f),

a qual é um modelo matematico surgido da teoria de crescimento epitaxial.

A procura de solugoes depende das condicoes de fronteira impostas e a classe de dominio
(2 a considerar.

Palavras—chave: Crescimento epitaxial; Equagoes elipticas; Métodos variacionais; Pontos

criticos; Solugoes radiais.



ABSTRACT

In this work we will study the existence of solutions for the following class of problems:

A%y = det(D?*u) + \f, in Q) C R?

conditions on 0f2,

which is a mathematical model arisen in the theory of epitaxial growth.

Finding solutions depends on the imposed boundary conditions and the class of the domain
2 to be considered.

Key-words: Epitaxial growth; Elliptic equations; Variational methods; Critical points;

Radial solutions.
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VcocQVevacQ).
7l 119,
| D%l 1152

WHkP(Q) espagos de Sobolev (veja Apéndice A).
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INTRODUCAO

O termo “epitaxial” é aplicado a uma pelicula crescida no topo do substrato cristalino
de forma ordenada tal que o arranjo atomico da pelicula aceita a estrutura cristalografica

do substrato [19].

O crescimento epitaxial é uma das mais importantes técnicas usadas na indistria dos
semicondutores [4] os quais sao utilizados para fabricar varios dispositivos eletronicos e
opticos [19]. Os dispositivos modernos requerem estrutura muito sofisticada, que sao com-
postas de finas camadas com diferentes composicoes. Qualidade, desempenho e vida ttil
destes dispositivos sao determinados pela pureza, perfeicao estrutural e homogeneidade

das camadas epitaxiais [19].

Um dos modelos surgidos desta técnica é dada por uma equagao diferencial parcial

(EDP) eliptica de quarta ordem na seguinte forma:

A?u(z) = det (D*u(z)) + Af(z), € QCR? o
condicoes de fronteira,

onde 2 é um conjunto aberto com fronteira suave, f é uma func¢ao com uma hipétese de

integrabilidade adequada e A > 0.

Neste trabalho temos por objetivo encontrar solugoes para a equagao (1) submetida

as condigoes de Dirichlet e Navier, isto é

0
u=0, (9_u = 0 sobre 02 (condigdes de Dirichlet) (2)
n
e
u=0, Au =0 sobre dQ (condi¢oes de Navier). (3)
Dependendo do dominio €2, vamos considerar dois casos, os quais serao estudados
separadamente:

e Quando Q é qualquer subconjunto aberto com fronteira suave do R2.

e Quando Q = B(0,1), isto &, a bola aberta unitaria em R?.
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Para atingir o nosso objetivo, usaremos alguns resultados das EDP’s, analise funcional

e célculo das variagoes.
Mais precisamente, o trabalho esta organizado da seguinte forma:

No Capitulo 1 abordaremos o Problema (1) com condigoes de Dirichlet e Navier e
demostraremos os seguintes teoremas devidos a [12]:
Teorema 1.[12]. Seja Q C R? um dominio limitado com fronteira suave. Consideremos
f €LY e > 0. Entdo existe um \g tal que para 0 < A < Ay o Problema (1) com as
condigoes de Dirichlet (2) possui pelo menos duas solugoes.
Teorema 2.[12]. Com as mesmas hipoteses do Teorema 1, se A > 0 ¢é suficientemente
pequeno, entao o Problema (1), com as condi¢oes de Navier (3) possui pelo menos uma

solucao.

A prova do Teorema 1 seré feita usando o método variacional (teoria de pontos cri-
ticos), enquanto o Teorema 2 serda demonstrado usando argumentos de ponto fixo (ponto
fixo de Banach).

No Capitulo 2 voltamos na procura de solugoes ao Problema (1) submetido as con-
dig¢oes de Dirichlet e Navier, s6 que agora o dominio serda a bola unitaria com centro na
origem, onde ¢é possivel obter um funcional para ambos casos, e provaremos os seguintes
teoremas devidos a [11]:

Teorema 3.[11]. Seja B(0,1) C R? a bola unitaria com centro na origem. Sejam
f € LY[0,1],rdr) e A > 0. Entdo existe um ntmero real positivo \g tal que, para
0 < A < Ag, o Problema (1) com condigoes de Dirichlet possui pelo menos duas solugdes.
Teorema 4.[11]. Com as mesmas hipoteses do Teorema 3, existe Ao > 0 tal que, para

0 < A < Ag, o problema com condigoes de Navier para (1) possui pelo menos duas solugoes.

As provas em ambos Teoremas serdao feitas usando el método variacional (teoria de

pontos criticos).

No Apéndice A apresentamos alguns resultados preliminares, definigbes e conceitos

que foram utilizados no presente trabalho.

No Apéndice B enunciamos os principais resultados utilizados durante o nosso es-

tudo. Estes resultados sao utilizados em varias areas tais como em anélise funcional e as

EDP’s.

No Apéndice C mostramos alguns fatos assumidos como verdadeiros, que foram
usados na dissertagao. Também provamos existéncia de solugdes para alguns problemas

auxiliares usados no desenvolvimento do trabalho.
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1 SOLUCOES NAO RADIAIS

1.1 SOLUCAO DO PROBLEMA COM CONDICOES
DE DIRICHLET

1.1.1 Fatos variacionais

Vamos estudar o seguinte problema

A%y =det(D*u) + \f, z€QCR?

ou (1.1)

u=0, —=0 sobre 02,
In

isto é, condicoes de fronteira de Dirichlet, onde €2 é um dominio limitado com fronteira
suave e [ € L'(©Q). O ambiente natural é o espaco HZ(2). Este fato é a chave para ter,

neste caso, uma formulacao variacional do problema.

Usaremos também o fato que a norma do espago de Hilbert HZ(f2) é equivalente a

norma ||Aul|s (Corolario 9.10, pagina 235 em|15]).

Tentamos encontrar um Lagrangiano L(Vu, D?u) tal que os pontos criticos do funcio-

nal

Jy: H2(Q) > R

u— Jy(u)= %/|Au|2dx — /L(Vu, D?u)dx
0 0

sejam solugoes de (1.1).

1.1.2 Lagrangiano para as condicoes de Dirichlet

Vamos tentar obter um Lagrangiano para o qual a primeira variagao de Euler-Lagrange

é o determinante da matriz Hessiana. Para isso, temos a identidade variacional (ver
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Apéndice B, Lema B.3)

1
5 (Uig )I1x1

det(D%) = ('U;L»lvx2>;c1x2 9

Y (Uﬁl )mwz ’

2
e o fato de que C§°(Q2) é denso em HZ().

Considerando ¢ € C§°(12), temos que:

1 1
/det(Dzu)¢d:C = / |:_§(ui2)xlxl - 5(”3,‘1)1212 + (uwluw2)x1$21 (bd.%
Q Q
1 2 1 2
= §¢x1 (uxg)l‘l + §¢x2 (uxl)l’z + uwlux2¢xlx2 dx

Q
= / |:u$2u$1$2¢$1 + ul‘lul‘l.’EQ(me + umuxz(bxlm]dx
Q

1
= lim ; [(um + t(bml)(uxQ + t¢$2)<u11r2 + tgbmlzz) - umlumzumlzz} dx

onde,

G(u) = /uwlumuﬁmdx.
Q

Notemos que, pela densidade, podemos tomar ¢ € HZ(2) e por uma aplicagao do

Lema B.2 (ver Apéndice B), descobrimos que a primeira variagao de G(u) sobre HZ(Q) é

0G(u)
ou

= det(D%u).

Entao vamos considerar o seguinte funcional de energia para o Problema (1.1)

1
Ja(u) = 5/]Au|2d:v—/uxlumuxlmdx—)\/fudx, (1.2)
0

Q Q

definido em HZ(Q).

Observagao 1.1. Note que este Lagrangiano nao é util para outras condi¢oes de fronteira.

Com efeito, consideremos ¢ € X = {¢ € Cg°(Q) : ¢(z) = 0 sobre 9N} e u uma fungao
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regular, entao

d

o [ul’lul’2¢$1$2 + Ugy Py Uy 2y + gbm“m“mm] dx

SES

1
det(D2u)¢da§ ~ 5 /uxlum(qﬁmng + ¢p,mn)dS,
o0

e assim, para ¢ € X, o termo na fronteira nao se cancela.

Esta observacao justifica a dependéncia do problema das condic¢oes de fronteira.

1.1.3 A geometria do funcional J)

Como

1
Ja(u) = §/|Aul2dx—/umlumuxlmdw—)\/fuda:
0 0

0
temos para J,(u) = / Uz, Uz, Uy, 2, dT & seguinte estimativa (ver Apéndice B, Teoremas
Q

B.4 e B.5):

1/4

1/2 1/4
Jiu) < / gy aa P / iy |z / 1y
Q Q [9]

Agora, pela equivaléncia das normas em HZ(2), temos a seguinte desigualdade:
1/2

/ gz | = tmasllz < lull 2y < ma | Aala (1.3)
[9]

para alguma constante m; > 0.

Por outro lado, notemos que u? , € W1(Q), e assim pelo Teorema B.6 (ver Apéndice

2 2 ~
B), temos que u;, € L*(Q) e existe a > 0 tal que

iz, N2 < all, llwia o).
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Disto, obtemos:

e < a | [ 1o+ 2 [ funende 42 [ fun e, lde
Q Q Q

< a ([fuzy 12 + 2le, 2l oz |2 + 2t 2] toz, ||2)
< 2alfug, [|2 (luay |2 + [Uzre |2 + [tz 12)
< 2alfug, [|2[ull 7z (0

< mal|tg, ||al| Aullz, (1.4)
onde my = 2aC' > 0. Na tltima linha usamos o fato de ser a norma em HZ(€)) equivalente

Além disto, como
1/2

2, [l = / g [fdz | = Jlum |
Q

entao (1.4) fica
[ty [l < M2l Aulls,
isto é,

1/4 1/2

/|u$1]4da: < my /]Au|2da: : (1.5)
Q )

2
Analogamente, obtemos para u,

1/4 1/2

/|uz2|4d$ < mg /|Au|2dx : (1.6)
Q Q

Portanto, das desigualdades (1.3), (1.5) e (1.6) obtemos:
Ty(w) < el A3, (1.7)

onde, ¢; = my.msy.ms.

Para J{(u) = A [ fudz, pelo Teorema B.6 (ver Apéndice B), temos a seguinte desi-
Q
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gualdade:
T3 () < Mlflhllullee < Azl fllLllAull2, ez > 0. (1.8)

Finalmente, das expressoes (1.7) e (1.8) obtemos a seguinte estimativa para o funcional

J)\)

3/2 1/2
1
INOE 5/|Au|2dx—c1 /|Au|2dx “elfl /|Au|2dx
Q Q Q
= g ([[Aull2),
onde, g(s) = 3s* — c15* — Aeo|| f|l1s, com ¢1,¢p > 0.

Afirmamos que para 0 < A < A¢ suficientemente pequeno, a estimativa radial inferior,
dada por g, tem um minimo local negativo e um maximo local positivo.

Com efeito:

Se 0 < k < 1, onde k = 12¢c;e0\|| f]1, entdao os pontos criticos de g sao:

1+V1-k . 1-v1—-k
= = Sg = ————.

S1
601 661

Notemos que s1,59 > 0 e sy < 57.

Pelo critério da segunda derivada

g"(s1) = 1 — 64 (ﬂ) = —V1-k<0

601
1—vV1—-k
¢"(s5) =1 — 6¢; (T) =V1—k>0,
1

e assim, s; ¢ um maximo local e sy é minimo local.

Ainda mais, temos
g(s1) >0 e g(s2) <O,

1

e assim a afirmacao é valida se A < ————.
LR2eciez| fll
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9(3)1\

S92
S1

Figura 1.1: Grafico da estimativa radial inferior ¢ do funcional Jy para A > 0 suficien-
temente pequeno.

Também, podemos verificar que:

1. Existe uma funcao ¢ € HZ () tal que

Q/fqbdx > 0.

2. Existe uma fungao ¢ € HZ(Q) tal que

/Q/}.Z‘lwl’gwxledx > 0
Q

De fato, para a fungao ¢ poderiamos considerar um regularizador local de f. Para a

1 temos a seguinte posibilidade
Y(@) = [(1— =)
onde |z| = v/z? + 2% e ()" = max{.,0}.

De acordo com a observacao acima, para t > 0, obtemos
I\(tp) = —t(at> — bt +c) = —tF(t),
onde
1
a= /gbmgbmgbxlmdx, b= §/|A¢>|2dx ec= )\/fgzﬁdx.
Q Q Q
Chamando A = b* — 4ac, temos dois casos:

e Se a > 0, obtemos os seguintes graficos
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F(t) A<0 F(t) A>0
A A
: c
® >t .
b
2a

Figura 1.2: Grafico da parabola quando a > 0.

e Se a < 0, e tomando em conta que neste caso A é positivo, obtemos o seguinte

grafico

F(t)

Figura 1.3: Gréafico da pardbola quando a < 0.

Em ambos casos, existe um ¢, > 0, suficientemente pequeno, tal que F(t) > 0, ¢t € (0,t,).

Similarmente ao acima, para t > 0, obtemos
I(ty) = —t(at® — bt + c) = —tG(t),

onde

1
a:/wxlwxzwmmdaz, b= 5/\Aw\2d:c e c:)\/fwd:v,
Q Q Q

também existem dois casos:

e Se ¢ > 0, obtemos os graficos
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G(t) G(t)
A>0 A<O

Figura 1.4: Grafico da parabola quando ¢ > 0.

e Se ¢ < 0, e notando que A sempre é positivo, obtemos o gréfico

G(®)
A

Figura 1.5: Gréfico da parabola quando ¢ < 0.

Em ambos casos, existe ¢, > 0, suficientemente grande, tal que G(t) > 0, t € (., 00).

Do exposto acima, podemos concluir que

JA(tp) < 0 para t suficientemente pequeno e (1.9)
Jx(tY) < 0 para t suficientemente grande. '

Portanto, provamos a seguinte proposicao.

Proposigao 1.1. O funcional continuo J, (ver Apéndice C Sec¢ao C.1) definido em (1.2)

tem as seguintes propriedades.

1. dp,a > 0 tais que Jy(u) > a > 0, com ||Aully; = p.

2. Je € H2(Q) tal que ||Ae|lz > p, Ja(e) < 0.

A proposicao acima diz que o funcional J, possui geometria do passo da montanha.
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1.1.4 Condicao de Palais-Smale para o funcional J)

Lema 1.2. Assuma-se uma condicao limitada de Palais-Smale para J,, isto é, para

{un},en C HE() limitada que verifica

(1) Jx(un) — ¢ quando n — oo,

(2) Ji(u,) — 0 em H2(Q), quando n — oo.
Entdo existe uma subsequéncia de {u,}, .y que converge em Hg((2).

Demonstragao: Ja que {u,}, . C HF(Q2) ¢ limitada, passando a uma subsequéncia se

necessario, temos que existe um u € H() tal que:

i) u, — u fracamente em HZ(2), quando n — oo,
ii) Vu, — Vu fortemente em [LP(Q)]Q, Vp < 0o, quando n — oo,

iii) w, — w uniformemente em Q, quando n — oo.
Podemos escrever a condigao J} (u,) — 0 em HZ(Q2), quando n — 0o, como
A*u, = det(D*uy,) + Af 4+ yn , u, € HZ(), (1.10)
onde os y, sao tais que

Yo — 0 em H %(Q), quando n — oo. (1.11)

Notemos que multiplicando (1.10) por (u, — u), para todo n fixo, temos

/AunA(un —u)dr = /(un — ) det(D?uy,)dz + A / fun —w)dz + (Y, up —u). (1.12)

Q Q
Somando em ambos termos de (1.12) a seguinte expressao

— / AulA(u, —u)dz = o(1), n — oo,
Q

obtemos

/]A(un—u)lzdx:/( n—u) det(D?u,, daH—)\/f n—w)dx+ (Yn, un — /AuA n—u)d

Q Q
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Os quatro termos no lado direito vao para zero, quando n — oo, pelas propriedades

de convergéncia i) ( terceiro e quarto somando) e iii) (primeiro e segundo somandos).

Em consequéncia

/ |A(u, —u)*dz — 0, quando n — oc.
Q

Isto é, J, satisfaz a condicao de Palais-Smale no nivel c. [ |

1.1.5 O resultado principal

Agora podemos provar a existéncia e multiplicidade de solugdes para o Problema (1.1).

Teorema 1.3. Seja Q C R? um dominio limitado com fronteira suave. Considere f €
LY () e A > 0. Entao existe \y tal que, para 0 < A < \g, o Problema (1.1) possui pelo

menos duas solugoes.

Demonstragao: Das segoes anteriores, o funcional Jy estd bem definido em HZ(1),
é continuo (ver Apéndice C Segao C.1) e Gateaux derivavel, e a sua derivada é fraca”

continua (ver Apéndice C Segao C.2).

Nosso objetivo é provar a existéncia de uma solugao que corresponde a um minimo
local negativo de J), e uma segunda solu¢ao que corresponde a um nivel do passo da
montanha positivo de J,.

Passo 1: J, tem um minimo local ug, tal que Jy(uy) < 0.
De fato, considere \g > 0 tal que, se 0 < A\ < Ag, g atinge seu maximo positivo em
Tmaz > 0. Tome 79 0 menor zero positivo de g (i.e, g(rg) = 0) e rog < 11 < Tpmae tal que

g(r1) > 0. Agora considere a funcao de “corte”
7R — [0,1],
tal que 7 é nao crescente, T € C'™ e verifica

7(s) =1, ses<ry,

7(s) =0, ses>r.
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Figura 1.6: Gréafico da funcao de corte 7.

Seja O(u) = 7(]|Au|lz). Consideremos o funcional truncado

1

Fi(u) = 5/\Au\Qde—/uxlumumzz@(u)d:ﬁ—)x/fudx.

Q Q 0
Como foi feito para o funcional Jy, vemos que Fj(u) > h(||Aul|2), onde,

1
h(s) = 532 — 017'(3)33 — M| f]l1¢28, com ¢, ¢ > 0.

h(S)ﬁ

Figura 1.7: Grafico da estimativa radial inferior h do funcional F).

As principais propriedades do funcional F) estao listadas abaixo.

24

(1.13)
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Lema 1.4. O funcional F) definido em (1.13) possui as seguintes propriedades:

(1) F) tem a mesma regularidade do funcional J,.
(2) Se Fy(u) < 0, entao ||Aulls < 79, € Fy = J) se ||Aulls < 7.

(3) Seja m definido por m = inf Fj(v).
vEHZ(Q)

Entao F) verifica uma condicao local de Palais-Smale no nivel m.

Demonstracao: (1) é imediato. Para provar (2) notemos que para s > 7y, este funcional
é positivo, e assim a propriedade (2) é valida.

Para provar (3), observemos que, por (1.9), m < 0 e que todas as sequéncias minimizantes
de Palais-Smale {u,} de F)\ cumprem F)(u,) — m, quando n — oo, logo existe ng € N
tal que Fi(u,) < 0, Vn > ng. Assim, pelo item (2), ||Au,lls < 70, Y1 > ny. Portanto,
se para n < ng, consideramos M = max ||Au,||2, a sequéncia {u,} ¢ limitada em HZ e

1<n<ng
pelo Lema 1.2 concluimos o desejado. [ |

Na prova do Lema 1.4 mostramos que o funcional F é inferiormente limitado e positivo
para s > sg. Logo temos que m é um valor critico negativo de F), e assim de J) e existe
up minimo local para J).

Passo 2: Se )\ é suficientemente pequeno, J, tem um ponto critico obtido via passo da
montanha, wu,, tal que Jy(u) > 0.
Consideremos ug o minimo local tal que Jy(ug) < 0 e consideremos v € HZ(2) com

|Av]|a > rma. € tal que Jy(v) < Jy(ug). Definimos

D = {7 € C([0, 1], BZ(Q)) : 7(0) = o, 7(1) = v},

e o valor minimax

— inf T ().
¢ = Inf max A (t)]

Aplicando o principio variacional de Ekeland (ver Apéndices B Teorema B.11, C Segao
C.3), existe uma sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢, isto é, existe {un}n ey C HZ(Q) tal

que

(1) Jx(un) — ¢ quando n — oo,

(2) Ji(un) = 0 em H%(Q), quando n — oc.
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Afirmacao: Se {un}neN C HZ(Q) é uma sequéncia de Palis-Smale para .J, no nivel c,
entao existe C' > 0 tal que ||Au,l|ls < C.

De fato, se u € HZ(f2), integrando por partes, achamos que

/udet(DQU)dx = /u[(um7,%23,32):,31 — (umumxl)m}daz‘ — /(um)quzzzd:&

Q Q Q

+ [ Uy Uy, Ug,dT

2

Uy Uy y Wy AT + /uxluxﬂlumd:ﬁ

Q

3

D D O

Uy Uy 3o U, AT

Entao se {un}neN C HZ(2) ¢ uma sequéncia de Palais-Smale para .J, no nivel ¢ e cha-

mando (Yy, u,) = (J(un), uy,), temos:

c+ 0(1) = J,\(un) — %(J;(Un)auw + <yn7UN>

1 ) 1 L\ 1/2
> = [ 18w de = Syl [ 18w de)
(9] (9]

9 S, \1/2
- gAcs||f||L1</|Aun| dr)
Q

W

onde C; é uma constante de Sobolev adequada. Esta desigualdade implica que a sequéncia
¢ limitada.
Usando o Lema 1.2, J) satisfaz as condigoes de Palais-Smale no nivel c.

Portanto, pelo Teorema B.14 (ver Apéndice B):

(1) Ja(uy) = lim Jy(u,) =c

n—oo

(2) Ji(us) =0, assim

A?u, = det(D*u,) + \f,

ou seja, u, € uma soluc¢ao do tipo passo da montanha do Problema (1.1).

Observagao 1.2. Notemos que ¢ > 0 (ver Apéndice C, Secao C.4) e uy # Uy, POis
J)\(U()) <0< J)\(u*)
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1.2 SOLUCAO DO PROBLEMA COM CONDICOES
DE NAVIER

Vamos mostrar a existéncia de uma solugao para o nosso problema com condic¢oes de

contorno de Navier

A%y = det(D?*u) + \f, z € Q CR?
(1.14)

u=0, Au=0 sobre 0f2.

Nesta se¢ao vamos provar a existéncia de pelo menos uma solugao ao Problema (1.14)

usando métodos de ponto fixo.

Lema 1.5. Para quaisquer fungoes vi,v2 € H'(Q) e v3 € Hg(2) N H*(Q) a seguinte

igualdade é satisfeita:

/det(Vvl,VUQ)vgd:B = /01V1}2.Vngdx, (1.15)

Q Q

onde V4+us = (0,,v3, —0,,v3).

Demonstragao: Pelas desigualdades de Sobolev sabemos que v3 é limitada em L*(£2)
(ver Teorema B.6 Apéndice B) e em consequéncia o lado esquerdo de (1.15) esta bem

definido. Manipulando esta expressao:

/det(Vvl,VUQ)vgdx: /V.(Ulaxzvg,—vlﬁxlvg)vgdx
Q Q

= — /(vlam, —010,,02).Vug
Q
:/v1 det(Vuvy, Vus)dz
Q
:/U1V'U2.VJ_'U3CZQJ.
Q

A primeira igualdade e obviamente correta para fungoes suaves, e a sua validade pode
ser estendido por aproximacio a fungdes vy, v, € HY(Q) e v3 € CH(Q) considerando a
divergéncia no lado direito no sentido das distribuigoes. A segunda igualdade é uma con-
sequéncia da defini¢ao de derivada fraca e o fato que v3 é uma funcao de trago zero. Neste
momento podemos concluir que as duas igualdades sdo vélidas para vs € H}(Q) N H?(Q)
porque C3(Q) é denso em HL(S). As igualdades terceira e quarta vém de simples ma-

nipulagao dos integrandos. As imersoes de Sobolev garantem que os tltimos trés termos
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nesta cadeia de igualdades estao bem definidos. [ |

Observacao 1.3. Por uma aplicacao direta do Teorema B.9, podemos considerar em
H}(2) N H?() a seguinte norma equivalente ||Au/|s.
Agora provaremos o resultado principal desta secao.

Teorema 1.6. Se A\ > 0 ¢ suficientemente pequeno, entao existe u € HJ(2) N H?()
solugdo do Problema (1.14).

Demonstragao: Consideremos os problemas lineares

A%uy = det(D?p1) + \f, 7€ QCR?
1 ( <P1) / (1.16)
=0, Au; =0 sobre 0€)

A%uy = det(D?*py) + \f, 7€ QCR?
up =0, Auy=0 sobre 02,

(1.17)

onde ¢1,p2 € HY(Q) N H*(Q). Resultados classicos garamtem a existéncia de solugoes
fracas para ambos dos problemas em H}(Q) N H%(Q) para ¢, p2 dados (ver Apéndice C

Segao C.5). Subtraindo as duas equagoes, encontramos

AQ(UI — Ug) = det(D2<p1) — det(D2¢2), x € Q C ]R2
up—us =0, A(ug —uz)=0 sobre 0f).

Como

det{V(p1)ar, V[(©1)zs = (02)as]} = det{(Tr,2, 01, Or12501), (Oroa1 P1 — Orgay P2,
Ora22P1 — Oy P2) }
= Ozy21 91 (022501 — Oy P2)
= Oxy2591(Onya1 01 — Oy P2)

det{V[(e1)z, = (p2)a:], V(P2)zs } = det{(Tr1z1 1 = Or12192, Onra 1 — Ory2nP2),
(Ora21 92, OzgayP2) }
= Ory2oP2(02y20 01 — Oy P2)
— Oryz192(0z120P1 — Ozy20P2),
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entao obtemos:

det{V(©1)a1, VI(01)az = (92),]} + det{V[(01)a; — (02)a], V(p2)a, }

= 02101010252, 01 = O121 P102020 92 — 109010000101 + Oy 20010002, P2

+02920 202121 P1 = Oy22 20010192 — Oy 20012y 01 + Oyy 200,25 02 (1.19)
= 021219105520 P1 — 0212, 910050, 1 — D121 920050002 + Oy, 020000, P2

= det(D%p;) — det(D?py)

Agora, para qualquer w € HJ(2) N H?(2) temos

(det(D?py),w) — (det(D?*py), w)

= /[det(ngol) — det(D%py)|wdx
Q

- / AotV (@1)er, TI(1)2n — (02)e] Yz + / det{V[(01)er — (2)as], V(p2)es Juda

Q

02,01V (02,01 — Ony 02). V> w]da — / 02202V (Day 01 — Dy p2). V0wl da
Q

02,01V Oy 01 — Dy 02) — Oy 02V (001 — Oy, 02)]. V> wd, (1.20)

onde usamos a igualdade (1.19), junto com o lema 1.5. Destas igualdades seguem as

seguintes cadeias de desigualdades:

[(det(D?p1), w) — (det(D%ps), w)]
< / |a$190lv<8062901 - axg@?) - 8&:2902V(8m1901 - 3$1<,02)||VLw|dx

< | (10061 V Ouspr = 0102) | 4 100202V (Or1 01 = Dr0) | [ V0

IN

10101 1D2 (21 = 92)| + Breal D201 = 22)]| [Vl

\D\ S~ 9\

[102,01] 4 |00, 02] ] |1 D (01 — 2)||Vwlda

(IVerl + [Va|) |[D* (01 — 02)||Vw|da

/\{Q

< (IVerlla + [Vella) [ D* (o1 = @2) |2 V|4 (1.21)
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Seja u € Hy(2) N H?(Q)

/ w)udxr =
Q

= /Ummmuxl + Ugyzy 2o Uy T Uzgwpay Uzy + Ugpgry Uay AT

Q

(Ugyzrerer + Uy zr 2wy T Uzswowizr T Uaszszaw, )UAT

:o\

= /uﬁlxluiblml —"_ uxll‘lul‘gzz —"_ u$2$2u$1x1 —"_ ux2$2u$2$2dx

Q

:/]Au|2dx: | Aul2. (1.22)

Agora, se integrarmos em 2 a equagao (1.18) multiplicada por u; — ug, segue da

igualdade (1.22) que:
/ A uy — )2z = |(det(D2%p;) — det(D%sy), uy — )|
< (IVerlla + IVe2lla) 1D* (1 — 02) |2V (u1 — us)]|a
< C(IVerlls + [[Vella) 1AL — w2)|l2l| Aur — us) |2 (1.23)

onde usamos a igualdade (1.21) na segunda desigualdade e os Teoremas B.4 e B.6 (ver

Apéndice B) na ultima. Simplificando a tltima cadeia de desigualdades, chegamos ao

|A(ur = ug)lls < CUIVerlla + [Vl Alpr = @2)ll2-

Agora, usando a imersao ||Ve;|ls < C||Ay;ll2 para i=1,2 (aplicacado dos Teoremas B.4 e
B.6 Apéndice B), temos

1A (ur — ug)ll2 < C[ A1l + [[Apall2) | A(e1 = #2)ll2- (1.24)

Consideremos v solug¢ao do problema

A0 = )\ , T€QCR?
{ v=ALE (1.25)

v=0,Av=0 , sobre 0.

Notemos que
[Av][2 < All £l

e entao a primeira norma é pequena quando A é pequeno.
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Se p; € B(v,p) ={p € H*(Q) N H}(Q)| [|A(v — ¢)|]2 < p}, entao (1.24) torna-se
[A(ur — us)ll2 < 2C(p + [|Av[[2)[| Al — @2)|2

< 2C(p + AN AGPL = @2)]l2

SN (1.26)

< §H

se p+A||flh < 5. Além disso, se ; € B(v, p) e u; ¢ a correspondente solugao a qualquer

dos Problemas (1.16) ou (1.17), descobrimos que

1A — )3 < / | det(D?g,)|Jus — vlda < & / | det(D?g0)|d]| A (s — v,
Q Q

isto é,
[A(u; = v)l]2 < S/ | det(D%p;)|dz < C|Agy]l3.
Q

Mas podemos calcular que

I8¢z < 2(1A(p: — V)3 + 1AV]13) < 2(0* + N[ £117) <

Qls

para p e A suficientemente pequenos. Assim,

JA G — o) < p. (1.27)

Para ¢ € B(v, p), definimos o operador nao linear
T: B(v,p) — Bv,p)
p = T(e) =u,
onde u ¢é a tnica solu¢ao do problema

A%y =det(D?*p) + \f, x€QCR?
u=0, Au=0 sobre 0f).
Utilizando as estimativas (1.26) e (1.27), e o teorema do ponto fixo de Banach (ver Apén-

dice B, Teorema B.7), temos que existe um tnico ponto fixo u = T'(u), a qual é uma

solugdo do Problema (1.14). |
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2 SOLUCOES RADIAIS
ESTACIONARIAS

2.1 CONDICOES DE DIRICHLET

Comecamos provando a existéncia de solugoes radiais simétricas para o problema

A?y = det(D?*u) + A\f, z € B(0,1) C R?
ou

(2.1)
u=20, 8_77_0 sobre 0B(0,1),

onde, f = f(r), r é a coordenada radial.

Estabelecemos o problema no disco unitario, isto é, procuramos solugoes da forma

u = u(r), onde:
r=/z}+ 23

Sabemos que

Ay = A(Au), (2.2)
assim, se u = u(r) e denotando ' = d/dr, entao
2 2
_~rLi _ o~y 1 Ly
Ugy = U7 € Uga, = U T—;—i—u(;—r—;)

-, -,
Assim Au=1" + E; logo A2y = A(Au) = A (ﬂ” + u_)

r r
Calculando:

-~
U T; 1., x; T;
~// ~I T ~ T ~f 1
u 4+ — U —+-u - —u—
r) . T ror T
1

~111 1 ~y L ~y Ly
=Uu — u — — R

r 72 73



Disto:

A <ﬂ// + ﬂl)
r

2 1 u'" 2 2 u” 2 3
R 2 2y 2 2 =
sun At <r 7“) + r tu (7“2 7“2> 2 Y <r3 r3>

~in U u U
=ur+2 roor2 + 73
1 /3 o N N
= (:2 o u7 +92u" + ru””)
:i<_7z_ar”+gf”+ﬂ/// 2762/ 213//—27/—17”/—w—ﬁ’”—l—{iﬂ”’—l—rﬁ””)
— 1 _ i(ul _|_ ,',,;L‘Zl/) + 1(25// _|_ ’I"a,”) _|_ z(al + T’IAJ:N) _ 1(2&” + 7"’[7/,/)
rl 2 r r2 r

{
1
{7’[ - T%(ﬂ/ + Tﬂ”) + %(2'&" 4 7’17'”)] }/
{
{

Como

2
det<D u) = Ugyzq Ugozy — UzyagUzoxy s

calculando as derivadas mistas:

. _apT2T1 X1 X2
umlzg - uxgl'l - - U

ror 73
~nL1T2 ~ X1T2
=1U —Uu

r2 r3

33

(2.3)
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Assim, por (2.3),

2 2 2 2 9
~ny L ~ L ~y L ~ T ~yL1To ~ L1T2
det(D*u) = (u"—; + u’—g) (u"—g + u’—é) — (u” =
r r r r r r
2.2 4 4 2,.2 2.2
~ Trix gy~ L gy~ L ~\oL{T ~ Trix
_ (u//)Q 12 4 U 1 + ' 2 4+ (u/)2 12 (u//)Q 12
4 5 5 6 4
r r r
2.2 2.2 2.2
~py~ L1 oy~ TIT 9 T1T
+u//u/ 152 + u//u/ 152 o ( /)2 162
r r
=i =5 =I5 =I5
u'u u uu uu
= — (a7 + a5+ 20723) = — (2] +23)" = —1' =
o o P r

Do feito acima, a equagao (2.1) na sua forma radial torna-se:

oS

]} =T v, (2.4)

r

com as condigoes u'(0) =0, u(1) =0, @'(1) =0, e lim, o ru"(r) = 0.

A primeira condi¢ao impoe a existéncia de um extremo na origem, a segunda e terceira
condigoes sao as condigoes de fronteira. A quarta condi¢ao de fronteira é técnica e impoe
maior regularidade na origem. Se esta condicao for removida, isso abrira a possibilidade
de construir fungdes u(r) cuja segunda derivada tenha um pico na origem. Isto, por sua,
vez implicara a presenca de uma medida na origem quando se calcula a quarta derivada
de tal u(r), de modo que, este tipo de fun¢ao nao pode ser considerada como uma solugao

aceitavel de (2.4) sempre que f(r) seja uma fungao.

Nesta segdo assumiremos f € L'([0,1],rdr), isto é, f é uma func¢ao absolutamente
integravel na medida rdr no intervalo unitario, e omitimos a “tiu” na funcao u, a fim de

simplificar a notacao.

Agora vamos prosseguir para demonstrar a existéncia de pelo menos duas solugoes
para este problema de valor na fronteira. A partir de agora, vamos utilizar o espago funci-
onal v?ﬂ»?([o, 1], rdr), o qual é o fecho do espago das fungoes suaves radialmente siméticas
compactamente suportadas dentro da bola unitaria de R* com a norma de W22([0, 1], rdr).

Procuramos solugoes para o nosso problema dentro deste espaco funcional.

Lema 2.1. A equagao diferencial (2.4) submetido as condigoes de fronteira de Dirichlet

¢ a equacao de Euler-Lagrange do funcional J) :I/;/QQ([O, 1],rdr) — R, definido por :

Ja(u) = % /01 {(u'/)Q + (2;—2)2] rdr + é /Ol(u’)?’dr — A /01 furdr. (2.5)

Demonstracgao: Seja ¢ EI/(I)/2’2([O, 1], rdr) arbitrario. Consideremos a primeira variagao
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de Euler-Lagrange do funcional (2.5):

_0:/01 {uqﬁ + ;¢,}rdr+2/ol( d)dr )\/ fordr.

g Vv
A B

1 /¢/
A:/ u”d’rdr—l—/ dr = Ay + As.
0 0

Assim, calculando A; e As, obtemos,

/ &' (u"'r +u"
= —/ u" ¢'rdr — / u' ' dr
<u///¢r / ¢ u/////r _'_u/// ) _ (u//

— / u””¢7’d7“ _|_ 2/ u///¢dr
0 0
Ay = —

1 1 "no__ 0
_/ ¢(ru Qu)dr
r 10 0 r
l/ !/
[ [,
o T o T

1 " /
/ <u////¢r _|_ 2 //l¢ Uu ¢ + %) d?”
0 r

1 /// " /
/ <u”” + — — u_2 + u_3) ordr
0 r r
1 1 ’y
} Y ordr.
0 7’

—u”gbr

1 1
- / u” ’qﬁdr)
0 0

u'¢p

Entao,

A

Por outro lado,

5= 3w -
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A existéncia e multiplicidade das solu¢oes para o nosso problema de valor na fronteira

serao obtidas procurando pontos criticos do funcional (2.5).
Comecamos provando um resultado sobre a geometria deste funcional.

Lema 2.2. O funcional (2.5) admite o seguinte limite radial inferior:

P = oA fll g

1

B > gl 2g), onde  glx) = Sa* — era

Aqui ¢y, c5 sao constantes positivas e p representa a medida radial bidimensional rdr.
Demonstragao: Temos as seguintes cadeias de desigualdades:
2
1 /1 1 /1 1 /1 1 1/2
> _/ (u//)QrdT + —/ (u’>2d7“ + —/ (u/>3d7" — CAHfHLl(#) |:/ (ul)QdT}
2 Jo 2 Jo 6 Jo 0

1 1 1 3/2 1 1/2
5 / (u”)QTdT’ — [/ (u”)QTdT} — CQ}\HfHLl(#) [/ (u")Qrdr}
0 0 0

1

= Sl Wz = ealle’z2go = oMl fllmgollellzzg-

I I I
J,\(u) Z / (u”)Zrdr + 5 / (’LLI)Qd?" + 6 / (Ul)ng‘ — )‘HfHLI(/L) HuHLoo(u)
0 0 0

v

Agora provaremos o seguinte resultado de compacidade para J):

Proposicao 2.3. Toda sequéncia limitada de Palais-Smale para J, no nivel ¢ admite uma

subsequéncia convergente em I/?/Q’Q([O, 1], rdr).

Demonstragao: Ja que {u,} CW?2([0,1],rdr) é limitada, descobrimos que, passando
para uma subsequéncia se necesséario, para uma u €WW%2([0, 1], rdr) as seguintes proprie-

dades sao cumpridas

I. u, — u fracamente em I/f/Q’Z([O, 1], rdr), quando n — oo,

II. u), — ' fortemente em LP([0, 1], rdr), quando n — oo, para todo 1 < p < oo,
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1. w, — w uniformemente em [0, 1], quando n — oo.

Escrevemos a condicao J4(u,) — 0 em {MO/Q’Q([O, 1], rdr)}*, quando n — oo, como a seguir
1 1 IAVAEAY 1 1o
- - = - A ns
7a{r[r(run)] } Uy, + f+w

Un, 612?/2’2([0, 1],rdr), w, —0 em {I/f/m([O, 1],rdr)}*, quando n — oo,

onde os w, sao os termos de erro. Agora multiplicamos esta equagao por u, — u e
integramos sobre o intervalo unitario com a medida conveniente para obter
1 ! ! /
wl, (ul, —u')
"eon " n\Yn .
/ {un(un—u )+—r2 ]rdr—
0

1 1 (2.6)
= / ! (u, — u)dr + )x/ f(un —w)rdr + (wy, u, — u),
0 0

apoés integragao por partes na primeira linha. Os trés termos convergem para zero pelas
condigoes I (o terceiro somando) e III (primeiro e segundo somandos) dadas acima. Por

outro lado para

1 u’v' o
F(v) = / [u”v" +— ]Td?” e {W*2([0,1],rdr)}*,
0 T
temos
F(u,) = F(u), quando n — oo,
devido a propriedade I.

Como:

1 1 1 1
!N ! ", ./ "/
/ w,w dr = w,u’| — / w,wdr = —/ w,wdr
0 0 0 0

1 1 1 1 1
/ unu, dr = —(u;)zl =0, / v dr = —(u')2‘ =0
0 2 0 2

0

devido as condicoes de fronteira, entao
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1 ! /A
uu —u,u
_ "on ", n“n
F(u) — F(uy) = / [u u Uy, + 2 :|T‘d?”
0
1 "ot ! "ol I/
u.,,Uu, u, U
_ n%n n n.on n "on
—/ - — Uy, + u"u" +
0 T T T T
/i /A I/ 1,1 /i ",,1
U, U U, U uu uu U,y U, U, U
n n mn-n n
- -+ +—+ - rdr
T r r r

S~

T T
1 / /

" mUn  n n o, % " n v
[(un u)r un<u —I—r>+u <u+r>
!/ / !/ / "

_ up (u n U) ¥ (u N U> b - u/)un} rdr
T T T T T

0 r r r

Il
S~

1 / / r / 7
/ [(u;fb - u”)i—" — (ul — ") (u" + u) _ (=) <u” + Z;) + (ul, — u’)l;”] rdr — 0, (2.7)
0

quando n — oo.

Agora, se somarmos a expresao (2.7) a primeira linha de (2.6), obtemos

1 / / [ ! "
I R Y e B e (S U1
o L r r r r r
= / {(u'é u”) (UZ + Un 1’) + (, =) (u—il ot + uﬁ)}rdr
0 r r r r r
1
:/ [(ux //) + (u;z — u/)} l(ug u//) + (U’;L — U/)]Tdr
0 T r

Or : . :
onde A = 0,, + — é o Laplaciano radial, resultando assim:

,
1
/ |A(u, — u)]*rdr — 0, quando n — oo,
0
a qual é a conclusao desejada. [ |

Seja a fungao “corte” v : R — [0, 1], a qual assumimos nao crescente, suave e dada por

y(t)=1, set<lI

v(t) =0, set>1*
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para dois ntimeros reais [* > [ > 0 dados.

Lema 2.4. O funcional definido por

JY(u) = %/01 {(u”)Q - %ﬁ—f] rdr + é /Ol(u')37(||Au||2)dr — A/Ol furdr (2.8)

satisfaz as seguintes propriedades para valores adequados de [,[* e A:

(i) Se ||Aullz < I entao J3 = Jj.
(i) Se JY(u) < 0 entao ||Aulls < L.

(i) Sem = inf J\(u) entdo JY verifica uma condicdo local de Palais-Smale no
uEVIofz’z([O,l],rdr)
nivel m.

Demonstragao: A propriedade (i) é obvia. Para A. > 0 suficientemente pequena, o
limite radial inferior ¢ de J) atinge um méximo num nivel positivo de “energia’ para
0 < A < A.. Denotamos como xy a menor raiz de g(z) e como z,, a posigao do maximo.

Agora escolhemos | = zy e [* = x,,.

O funcional J9 admite o seguinte limite radial inferior:

1
Rw) > (i lizg0). onde h(x) = 2o — eyr®y(x) — eaAlF o,
onde ¢; e ¢y sdo as mesmas constantes do Lema 2.2. Assim, este funcional é limitado

inferiormente e positivo para = > xg. Por conseguinte, a propriedade (ii) é cumprida.

A propriedade (iii) decorre do fato que todas as sequéncias de Palais-Smale de mini-
mizadores deste funcional sao limitadas desde que m < 0, juntamente com uma aplicacao

da Proposigao 2.3. [ ]
Agora provaremos o resultado principal desta secao.

Teorema 2.5. Existe um numero real positivo A, tal que, para 0 < A < A., o problema

de Dirichlet (2.4) possui pelo menos duas solugoes.

Demonstragao: Pelos teoremas de imersao de sobolev ja usados na demostracao do
Lema 2.2, o funcional Jy esta bem definido em W 22([0,1],rdr), é continuo e Gateaux

diferenciavel, e a sua derivada é fraca™ continua.

Provaremos a existéncia de duas solugoes para o nosso problema de valor na fronteira
encontrando dois pontos criticos para o funcional .J, um deles € um minimo local negativo

e o outro, é um ponto critico do tipo passo da montanha de nivel positivo.
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Comecamos provando a existéncia do minimo local num nivel de “energia” negativo.

Para A\, > 0 suficientemente pequeno, a estimativa radial inferior g atinge um maximo
num nivel de “energia” positivo para 0 < A < A.. Na prova do Lema 2.4, nés mostramos
que o funcional J} ¢ limitado inferiormente e positivo para z > x. Por conseguinte, m ¢
um valor critico negativo de JY, e portanto de Jy, a partir de onde se conclui a existéncia

de um minimo local.

A seguir, passamos a provar a existéncia de um ponto critico do tipo passso da manta-
nha positivo. Ja provamos a existéncia de um minimo local negativo, o qual seré denotado
u® a partir de agora. Sabemos que J,(u(”) < 0 e da existéncia de u® com [|[u®]"|| 2,

suficientemente grande tal que Jy(u®) < Jy(u®).

Introduzimos o conjunto de caminhos no espago de Banach

o= {9 € C([O, 1], W22([0, 1]rd7“)> 10(0) = u® |, 6(1) = u(2)}.

Consideremos o valor minimax:

p = Inf max JA0(s)];

e aplicamos o principio variacional de Ekeland (ver Apéndice B Teorema B.11) para provar

a existéncia de uma sequéncia de Palais-Smale nesse valor.

Isto significa que existe uma sequéncia {u, }n,en CI/?/M([O, 1], rdr), tal que

Jr(un) = p, quando n — oo

J5(uy) — 0 em {V?/Q’Q([O, 1],rdr)}*, quando n — oo.

Devemos provar que esta sequéncia de Palais-Smale ¢ limitada.

Para u GVf/m([O, 1|rdr) verifica-se a seguinte igualdade:

1 n 1 /1( /)Sd
— [ (u)°dr.

o 2/

Escolhemos {u;, }nen Cl/f/zﬂz([(), 1], 7dr) uma sequéncia de Palais-Smale para J) no

1
1

—/ v udr = —=(u')*u
; 2
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nivel p e denotamos (z,, u,) = (J{(un), u,), entdo:

—

p-+0(1) = Ja(tn) = 5 {4t ) + 5 (ons )
:% 01 [( ez, (U ,)Q]waé/ol(umdr—A/olfunrdr
- ;( /0 CLr ]} - Ly - f)unrdr) 4 )
_ (1;/01 [(u;;)2+ (li”) ] rdr - / funrdr + 3<zn,un>

~ 2 1
> Supllr2() — gCQ)‘HfHLl(,u,)||u/r:HL2(/) + §<Zmun>

w

> Cllupl2()»
para uma constante C' > 0, n suficientemente grande e A\ suficientemente pequeno.
Em consequéncia, a sequéncia {u, },en € limitada em W>2([0, 1], rdr).

Sabemos, pela Proposicao 2.3, que J) satisfaz uma condigao local de Palais-Smale no

nivel p, assim temos para algum u(l)EV([)/Q’z([O, 1], rdr),

M) = lim Jy(u,) = p.

n—o0

Assim, uY) é um ponto critico obtido via passo da montanha, e consequentemente

portanto, a nossa equacao diferencial é cumprida em V;/“([O, 1rdr). [ |

2.2 CONDICOES DE NAVIER

Consideremos novamente o Problema (2.4) no intervalo unitario, mas agora, subme-
tido as condigoes de fronteira de Navier. No caso radial, estas condicoes se traduzem em
u(l) =0 e u"(1) + /(1) = 0, e assumimos também a condi¢ao u/(0) = 0 na origem por

razoes de simetria. Novamente assumimos f € L'([0, 1], rdr).

Como na sec¢ao anterior, vamos provar a existéncia de pelo menos duas solugoes deste

problema de valor na fronteira.

A nossa estrutura funcional serd dada pelo espago W”([O, 1], rdr), o qual definimos

como a intersegao I/f/“([O, 1], rdr)n V([j/l’z([O, 1], rdr).
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Provaremos a existéncia de solugoes para o nosso problema pertencentes a este espaco

funcional.

Neste caso, as solugoes para a equagao diferencial correspondem aos pontos criticos

de um funcional ligeiramente diferente.

Lema 2.6. A equacao diferencial (2.4) submetida as condi¢oes de fronteira de Navier é

a equacao de Euler-Lagrange do funcional I : Wm([(), 1], rdr) — R, definido por:

1 ! N 2 1 1
Iy(u) = 5/0 (u"%—u?) rdr—{—g/o (u')Sdr—)\/O furdr (2.9)

Demonstracao: Consideremos a primeira variagao de Euler-Lagrange do funcional (?7?)

%I)\(u +td)|,_, = /01 <u” - If) <<z>” + T/>rd7’ + ;/Ol(u’)%’dr - A/Ol fordr
— /01 <i{r {%(Tu/)/}/}/ — %u'u” — )\f> ordr

onde a ultima igualdade foi obtida argumentando como na se¢ao anterior, integrando por
partes e usando as condic¢oes de fronteira, e usando o fato de que ¢ ¢ arbitréario e pertence
a W22([0,1], rdr). |

Agora vamos provar um resultado em relacao a geometria do funcional I,.

Primeiro tome em conta que ambos funcionais Jy e I estdo bem definidos em W?22([0, 1], rdr).

Lema 2.7. Seja u € W22([0,1],rdr). Entao Iy(u) > Jy(u).

Demonstracao: E suficiente provar

/o1 <u " u7/>2”” z /01 [(“">2 + (1:2)2} rdr. (2.10)
/01 (u + %/)QTdr = /01 {(u”)"’ + g—QQ] rdr + 2 /01 (u”“?/>rdr. (2.11)

Assim (2.10) ¢ valido se, e s0 se,

1 !
/ (u”ﬂ) rdr > 0.
0 r

Mas
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Integrando
[ (Y= [ = [ 1ras
- %(u'(l))Z - %(u'(o))2 = %(u’(l))2 > 0,
pois u/(0) = 0. "

Observacgao 2.1. Notemos que este resultado implica que a geometria de I corresponde

a mesma forma do passo da montanha de Jy.

A seguir, vamos provar a existéncia de pelo menos duas solugoes para o problema com

condicoes de Navier.

Proposigao 2.8. Toda sequéncia limitada de Palais-Smale para I, no nivel ¢ admite uma

subsequéncia fortemente convergente em W2’2([0, 1], rdr).

Demonstracao: Como {uy}nen C W2’2([0, 1], rdr) é limitada, descobrimos que, pas-

sando a uma subsequéncia se necessario, se cumprem as seguintes propriedades:

I. u, — u fracamente em W22([0,1], rdr), quando n — oo,
II. w], — ' fortemente em LP([0, 1], rdr), quando n — oo, para 1 < p < oo,

III. w, — w uniformemente em [0, 1], quando n — oo,

para alguma u € W22([0, 1], rdr).

Escrevemos a condigio de convergéncia I4(u,) — 0 em {W?22([0,1],rdr)}* como a
seguir:
1 [1 AU
- {r {—(ru;)'l } = —upu, + Af + wy,
r r

,
u, € W2([0,1],rdr), w, =0 em {W?>2([0,1],rdr)}*, quando n — oo,
onde os w,, sao os termos de erro.

Se multiplicarmos a equagao acima por u,, —u e integrarmos sobre o intervalo unitario

com a medida adequada, obtemos:

| A

= [ uu(u, —u)dr+ )\/ f(un, —w)rdr + (wy,, u, —u),
0 0
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apos a integragao por partes na primeira linha.

Os trés termos na segunda linha convergem para zero pelas propriedades I (o terceiro

somando) e III (o primeiro e segundo somandos) dadas acima. Por outro lado, temos

1 / _ /
/ { (u” + u?) {(un —u)’ + M] }rdr — 0, quando n — oo, (2.13)
0

devido & propriedade I.

Agora, subtraindo (2.13) da primeira linha de (2.12), obtemos

1
/ |A(u, —u)*rdr — 0, quando n — oo,
0

0,
onde A = 0,, + — é, como na secao anterior, o Laplaciano radial, concluindo assim a
r

prova. |

Agora anunciaremos o resultado principal desta secao.

Teorema 2.9. Existe um nimero real positivo A. tal que, para 0 < A < A., o problema

de Navier para (2.4) possui pelo menos duas solugoes.

Demonstragao: Argumentando como na se¢ao prévia, mostraremos a existéncia de
duas solugdes para o nosso problema encontrando dois pontos criticos do funcional I,
um deles ¢ um minimo local negativo e o outro é um ponto critico obtido via passo da

montanha de nivel positivo.
A prova de existéncia do minimo ¢é idéntica ao caso anterior.

Aplicaremos a mesma técnica minimax como na se¢ao prévia e portanto, concluimos
a existéncia de uma sequéncia de Palais-Smale {u, }nen € W22([0,1], 7dr) tal que
Ja(up) = p e Ji(u,) = 0, quando n — co em {W22([0, 1], 7dr)}*, onde p € o nivel critico

do passo da montanha.
Devemos provar que esta sequéncia de Palais-Smale é limitada.

Para u € W22([0, 1], rdr), verificam-se as seguintes igualdades:

' 1 p 1t 1 [
- /0 uuudr = =2 (u)ul, + 5 /0 (w')dr = 5 /0 (u')2dr.

Escolhemos {uy, }nen € W22([0, 1], 7dr) uma sequéncia de Palais-Smale para I, no
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nivel p e denotamos (z,, u,) = (I} (un), uy), entao:

1 1
p+ 0(1) = I)\(un) - §<I$\(un))un> + §<Zn’un>
1t ul \ 2 2 1
> /O (e 4+ 22) v = ZeaX |l ol 2o + 5 (2o )

> Cllupll L2,
para alguma constante C' > 0, n suficientemente grande e \ suficientemente pequeno.
Em consequéncia, a sequéncia {u, ney ¢ limitada em W22([0, 1], rdr).

Sabemos pela Proposicao 2.8, que I, satisfaz uma condicao local de Palais-Smale no
nivel p, assim temos
I\(uy) = lim I)(u,) =p > 0.

n—oo

Também, u, é um ponto critico de passo da montanha, assim
I)\ (U*) = 0,

e a nossa equacio diferencial ¢ satisfeita em W22([0, 1], rdr). |
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APENDICE A - PRELIMINARES

Neste capitulo, iremos apresentar alguns conceitos que foram utilizados ao longo deste
trabalho. Durante todo este apéndice, o conjunto €2 serd um conjunto aberto e limitado

com fronteira 0f) suave de R™.

A.1 ESPACOS DE SOBOLEV

Definigao A.1. Um vetor da forma o = (g, s, . . ., @, ); onde cada componente a; é um

inteiro nao-negativo, é chamado um multi-indice de ordem
|O,/| =01+ o+ Q.

Definicao A.2. Dado um multi-indice o e uma fung¢ao u, definimos

olely
o, — 91 n
D% = TR ogl ... 0x .

Definicao A.3. Se k é um inteiro nao negativo,
DFu = {D% : |a| = k},

é o conjunto de todas as derivadas parciais de ordem k. Atribuindo alguma ordem para

as derivadas parciais, podemos também considerar D*u(z) como um ponto em R,
1/2
Definigao A.4. |DFu| = Z | Dul?
|a|=k
h

Defini¢ao A.5. Suponha u,v € L;,.(Q) e a um multi-indice. Dizemos que v é a o'"-

derivada parcial fraca de u, denotada
D% = v,

definida por

/QuDo‘<j§dx: (—1)°‘|/Qv¢dx
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para todas as fungoes teste ¢ € C5°(Q).

Fixemos 1 < p < oo e seja k um inteiro nao negativo.

Definicao A.6. O espago de Sobolev
whe(Q)

consiste de todas as func¢oes localmente integraveis u : {2 — R tais que para cada multi-

indice a, com |a| < k, D*u existe no sentido fraco e pertence ao LP(€2).

Observagao A.1. Se p = 2, escrevemos usualmente
H*(Q)=W*2(Q) (k=0,1,...).
Note que H°(Q) = L*(Q).

Definigao A.7. Se u € W*P(Q), definimos sua norma como sendo

( 1/p
> / |DulPdz |, 1<p<oo;
ullwro@ = \lal<k”?

5 ess supg|D%ul, p = 00,
\|a|§k

onde, ess supf = inf {r € R|v(f > r) =0} e v denota a medida usual em R".

Definigao A.8. Convergéncia em espagos de Sobolev.

a) Seja {u, fnen C WHFP(Q) uma sequéncia, e u € W*?(Q). Dizemos que u,, converge

para u em W*?(Q), denotado u, — u em W*P(Q), quando

lim Hun — uHWk,p(Q) =0.
n—00

b) Denotamos por
Uy, — u em WEP(Q), quando n — oo,

loc

quando

u, — u em W*P(V), quando n — oo,

para cada V CcCc Q (V CV C Q).

Defini¢do A.9. O espaco Wi(Q) se define como sendo o fecho de C$°(Q) em WH»(€).
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Observagio A.2. u € WEP(Q) se e s6 se, existe uma sequéncia {u, }ney C C3°, tal que,

u, — u em WHP(Q), quando n — co.
Observagiao A.3. Vamos interpretar Wi?(€) como aquelas funcoes u € WH?(Q) tais
que
D%u = 0 sobre 0f2 para toda |a] < k —1,
(ver [16] pagina 245,259).
Definigao A.10 (Notagao de o pequeno). Escrevemos f = o(g), quando z — xg, se

)]
P gy

A.2 CALCULO DAS VARIACOES

Se escrevemos uma EDP na forma abstrata:
A(u) =0, (A.1)

onde A representa, posivelmente, um operador diferencial parcial nao linear e u é a in-

cognita. Nao existe uma teoria geral para resolver tais EDP’s.

O calculo das variagoes identifica uma classe importante de tais problemas nao line-
ares que podem ser resolvidos usando técnicas relativamente simples da analise funcional
nao linear. Esta é a classe de problemas variacionais, isto é¢, EDP da forma (A.1), onde o
operador nao linear A é a “derivada” de um funcional de “energia” adequado /. Simboli-

camente escrevemos

A=T. (A.2)

Entao o problema (A.1) fica
I'(u) = 0. (A.3)

A vantagem desta nova formulacao é que agora podemos reconhecer solugdes de (A.1)

como sendo pontos criticos de I.

A.2.1 Primeira variacao, equacao de Euler-Lagrange

Suponha que 2 C R” seja um conjunto aberto e limitado com fronteira 02 suave, e
seja dada uma funcgao suave
L:R"xRxQ—R.



50

Chamamos L de Lagrangiano.

Notacao A.1l. Escrevemos

L= L(p,Z,LU) - L(pb <3 Pny 25 X1, - 7xn)7

parap € R", 2z € Re x € 2. Assim p é o nome da variavel para a qual substituimos

Vw(z) acima, e z é a variavel para a qual substituimos w(x). Também estabelecemos

D,L =(L,,,....Ly)

) Pn

D.L =L,
D,L = (La,, ..., Ly,).

Vamos precisar as ideias acima asumindo que [ tem a forma explicita
I(w) = / L(Vw(z),w(x),z)dx (A.4)
Q
para funcoes suaves w :  — R satisfazendo, por exemplo, a condicao de contorno

w = g sobre 0. (A.5)

Suponhamos adicionalmente que para uma func¢ao particular u, a qual satisfaz a con-
digao u = g sobre 0f2, seja um minimizante de I entre todas as fun¢oes w que satisfazem
(A.5). Entao u é solugao de uma certa equacao diferencial parcial ndo linear. Escolhamos

qualquer funcdo ¢ € C§°(2) e consideremos a fungao de valor real

i(t) = I(u+t¢) , t €R.

Como u é um minimizador de I e u+t¢ = u = g sobre 0f2, observamos que ¢ tem um

minimo em ¢ = 0. Portanto

i'(0) = 0. (A.6)
Explicitamente calculamos esta derivada (chamada a primeira variacao)
i(t) = / L(Vu+tVé,u+to,x)dx.
Q
Assim

i'(t) = /Q Z L, (Vu+tVo,u+tp,x)p,, + L.(Vu+tVeo,u+to, x)pdr.
i=1
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Se t = 0, deduzimos de (A.6) que

0=14(0) = / Z L, (Vu,u,z)¢p,, + L.(Vu,u, z)pdz.
Q=1
Agora, como ¢ tem suporte compacto, podemos integrar por partes e obter

0= / [— Z(Lpi(Vu, U, )y, + L(Vu,u, x)| pde.
& i=1
Como esta igualdade verifica-se para toda funcao teste ¢, concluimos que u resolve a

EDP nao linear

- Z(Lpi(Vu, U, )z, + Lo(Vu,u,z) =0 em €.
i=1

Esta é a equacao de Euler-Lagrange associada ao funcional de energia I definido por

(A.4). Para mais detalhes veja [16].

A.2.2 Derivada de Gateaux

Consideremos um funcional I : U — R, onde U é um subconjunto aberto de um

espaco de Banach H.

O funcional I tem uma derivada de Gateaux f € H* em u € U se, para cada v € H,

I admite a expansao

I(u+tv) = I(u) + t{f,v) + o(t) (A.7)
comt € R.

A derivada de Gateaux de I em u é denotada por I'(u). Se a derivada de Gateaux

existe para todo u € U, entao I é dito Gateaux diferenciavel.

Observacao A.4. Se I(u) esta definido e se I(u + tv) esta definido para todo t > 0

suficientemente pequeno, entao

— lim ~[I(u + tv) — I(w)].

t=0 t—0 ¢

(I'(u),v) = %I(u + tv)

Definigao A.11. Dizemos que u € U é um ponto critico de I, se I'(u) = 0.
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Notagao A.2. Sejam a,b,c € R, introduzimos as seguintes notacoes:

K = {ueU:I(u) =0}, K. = {ue K:I(u)=c},
I° = {uelU:I(u) <c}, I. = {ueU:I(u)>c},
I = {ueU:a<I(u)<b}.

Definigao A.12. Uma sequéncia {u,}n,ey C H é dita uma sequéncia de Palais-Smale

para I no nivel ¢ se

i) I(u,) — ¢, quando n — oo.
i) I'(u,) — 0 em H*.

Definigcao A.13. Dizemos que [ satisfaz a condi¢ao local de Palais-Smale no nivel ¢ se
cada sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢, admite uma subsequéncia fortemente conver-

gente em H.

Para mais detalhes veja [16] ou [20].
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APENDICE B - RESULTADOS DE
ANALISE

Neste apéndice serao apresentados alguns resultados de analise funcional e teoria das

EDP’s utilizados neste trabalho.

Definigao B.1 (Espago de Hardy). O espago de Hardy no R" é definido como:
MR = { € LR suplf o) € LR

onde
1

h(z) = -

(%), tal que h € C3°(R"), h(z) >0 e / hdz = 1.

n

Lema B.2. Seja v € H*(R?). Entao, as seguintes expressoes

det(D%v),
(Uﬂflvxﬁz)wl - (vxlvmle)l"z?
1 1
(levwz)wlm - 5(1}22)%121 - 5(1)3261 )9029027

pertencem ao espago H'(R?) e sdo iguais nele, onde H'(R?) é o espago de Hardy.

Prova: Veja [5].

Lema B.3. Seja u € HZ(Q2). Entao

1
_(uiz)mlxl

2

(uil >$2$2

1
det(DQu) = (uﬂflum)xlm - 5

em L'Y(Q) NAL(Q). Aqui h}(Q) é a classe de fungdes restrigao de H!(R?) ao €.
Prova: Veja [5].

Teorema B.4 (Rellich-Kondrachov). Seja 2 um subconjunto aberto limitado com fron-

teira suave do R™. Entao as seguintes imersoes sao compactas:
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n
b ,se p < n.
n—p

i) WhP(Q) — LI(Q); 1 <q<
i) WhP(Q) — L1(Q); 1 < ¢ < 00, se p=n.
iii) Whr(Q) — C(Q); se p > n.
Prova: Veja [3].

Teorema B.5 (Desigualdade de Holder). Assuma f € LP(Q) e g € LI(2) com 1 < p,q <
00, tais que % + % = 1. Entao fg € L'(2) e

/ Faldz < 171l
Q

Prova: Veja [2].

Teorema B.6. Seja £ > 1 um inteiro e seja p com 1 < p < oco. Temos as seguintes

1mersoes continuas:

1 1 k 1k
i) WkP(R") — LI(R"), onde — = — — —, se — — — > 0.
qg p n P n
. % 1k
11) W’p(Rn)%Lq(Rn),p§q<oose———:0.
p n

1k
i) WFP(R") < L®(R"), se — — — < 0.
Y% n

Prova: Veja [2].

Teorema B.7 (Ponto fixo de Banach). Seja (X, d) um espago métrico completo e seja

S : X — X um operador contracao, isto é
d(Svy, Svg) < kd(vy,v9) Vwi,ve € X com k < 1.
Entao S tem um tnico ponto fixo, u = Su.
Prova: Veja [2].
Definicao B.8. Seja o operador L na forma
Lu = a”(z)D;j(u) + V' (2) D;(u) + c(z)u (B.1)

definido num espaco de funcoes adequado; com a'/, b?, ¢ funcoes definidas sob um dominio

QCR" i,7=1,...,n. Dizemos que o operador L da forma (B.1) é estritamente eliptico
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no dominio €2 se:
alj(x)yly] Z A|y|27 V.T € Qa Yy = (yh e ayn) € IRn7
para alguma constante positiva .

Teorema B.9. Seja () um subconjunto aberto limitado com fronteira suave de R™ e seja
o operador L na forma (B.1) estritamente eliptico em Q com coeficientes a” € C(Q),

b\, ce L*, comi,j=1,...,nec<0. Entdo existe uma constante C tal que
[ullwe2r) < Cf|Lul|Leg)
para todo u € WyP(Q) N W?2P(Q), 1 < p < oo.

Prova: Veja [15].

Teorema B.10 (Lax-Milgram). Sejam H um espago de Hilbert e a : H x H — R uma

forma bilinear que satisfaz:

i) existe a > 0, tal que, |a(u,v)| < a|ull/||v||, Yu,v € H (continuidade),

ii) existe 8 > 0, tal que a(u,u) > B||lul|?, Vu € H (coercividade).

Entao, para cada f € H*, existe um tnico u € H tal que:

a(u,v) = (f,v), Vv € H.

Prova: Veja [§].

Teorema B.11 (Principio Variacional de Ekeland-forma fraca). Seja (X, d) um espago
métrico completo e seja @ : X — R U {+oo} um funcional semicontinuo inferior (ver
Apéndice C). Assuma ainda que ® ¢ limitado inferiormente e seja ¢ = ;g)f( ®(x). Entao
Ve >0, du. € X tal que

c < P(us) < c+e, (B.2)

O(z) — P(u.) + ed(z,u) >0 VeelX, z#u.. (B.3)

Prova: Veja [6], [9].

Definicao B.12. Um subconjunto fechado F' de um espago de Banach B separa dois

pontos u e v em B se u e v pertencem a componentes conexas disjuntas de B\ F.
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Definigao B.13. O funcional diferenciavel ® : B — R satisfaz a condi¢ao (PS)q,. em

torno de um conjunto G no nivel ¢ se toda sequéncia {z,}n,eny em B tal que

1. lim d(z,,G) =0,

n—oo

2. lim ®(z,) =c,

n—oo

3. lim || (2,)]| = 0,

n—oo
possui una subsequéncia convergente.

Teorema B.14 (Ghoussoub & Preiss). Seja @ : B — R um funcional Gateaux diferen-
ciavel tal que @' : B — B* é continuo em B, com a topologia da norma, em B* com a

topologia fraca®*. Fixe u # 0 e defina

— inf B~ (t
¢ = Inf max ()],

onde
I'={y€C([0,1],B) : ¥(0) = 0,~(1) = u}.

Seja F' um subconjunto fechado tal que F' N ®, separa 0 e u. Assuma que P satisfaz

a condi¢ao (PS)r.. Entdo existe u, € F tal que ®(u.) =c e ' (u,) =0.

Prova: Veja [14].
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APENDICE C - PROVA DE RESULTADOS
USADOS

C.1 CONTINUIDADE DO FUNCIONAL J,

Como

1
Ja(u) = §/|Au\2—/uwlumuxmd:ﬁ—k/fud:c
Q )

= Ji(u) + J3(u) + J3(u),

e Jy, J3 sdo continuos, assim s6 devemos provar que

2
JA(“) = _/uamuxzumlxgdx
Q

¢ continuo.
Com efeito: Sejam {u, fneny C HE(Q) e u € HE(Q), tais que u,, — u em HZ(Q). Entao

temos a seguinte igualdade

Oy Un Oy Un Oy 2 Up, — Oy U0y Uz, 2ot = Oy (U, — U) Oy (U, — U) Oy oy (U, — )
+ Opy 2o U0 Un Opy (U, — U) + Oy 0y Un Oy U0z, (Up, — 1)

+ Oy Un Oy UO, o (U, — W).

Disto

|am1una"caun8m1z2un - 8m1uar2uar1r2u| < |a"c1 (Un - u)@m (Un - U)azlm (un - u)\
+ 100105 U0z, Un Oz, (n — )| + 02y 25 Un Oy U0y, (Un — u)]
+ Oy U, Oy U0y oy (U, — 1)
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Temos assim

T2 () — T2 ()] < / 19yt — )0 (1 — W) (1 — )t
Q

+ / |0y 5 WOy Uy Oy (U, — 1) |d + / |0y 23 Un Oy O, (U, — ) |d
Q Q

+ / | Oy Uy Oy U0, iy (U, — 1) |d.
0

Agora, os trés somandos do lado direito convergem para zero, quando n — 0, devido

aos Teoremas B.4, B.5, B.6 (analogo ao que foi feito no Capitulo 1 ).

Por tanto, J3 é continuo, o qual implica a continuidade do funcional J.

C.2 CONTINUIDADE FRACA* DA DERIVADA DO
FUNCIONAL J,

Sejam {u, }nen C HZ(Q) e u € HZ(Q), tais que u,, — u em HZ(S), quando n — oo.
Seja v € HZ(Q) arbitrério.

(5 (un),v) — (J3(u),v)| = ‘ / [(Aun)(Av) — det(D%*uy,)v — )\fvdx}
Q

— / [(Au)(Av) — det(DQu)v — )\fvd:(:]
Q

= ‘ /(Aun — Au)Avdx — /[det(DQUH) — det(D?*u)|vdx
Q
< /|A(un —u)||Av|dx + / | det(D?u,,) — det(D?*u)||v|dz
Q Q

<[ A(un — w2l Av]ls + C([[Vunlls + IVull) [Aun = w)ll2]|Av]2 (C.1)

onde a ultima desigualdade foi obtida utilizando a desigualdade de Holder (ver Apéndice

B Teorema B.5) (primeiro somando) e os resultados do Capitulo 1 Segao 1.2 (segundo

somando), junto com o fato HZ(Q) C Hy(Q) N H*(Q).

Como os dois ultimos termos da desigualdade (C.1) convergem para zero quando

n — oo, concluimos que a derivada J3§ : H3(Q) — H2(Q) é fraca* continuo.
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C.3 SEQUENCIA DE PALAIS-SMALE PARA J,

A prova necessitara de alguns fatos da analise convexa, os quais s6 serao expostos sem

demonstragao. Para mais detalhes veja [6], [10], [13].

Definicao C.1. Seja V um espago vetorial topologico. Um conjunto C' C 'V é dito convexo

se para todo x,y € C e para todo £ € [0, 1] tem-se
Ex+(1-¢&yeC.

Definigao C.2. Dizemos que uma fungdo ® : V — R U {+o0} é convexa se para todos

x,y € V e para todo £ € [0, 1],

Oz + (1 -¢y) < £P(x) + (1 - )P(y).
Definicao C.3. Seja X um espago topologico de Hausdorft.

Um funcional ® : X — R U {+o0} ¢é dito semicontinuo inferior se para cada a € R, o

conjunto {z € X : &(x) > a} é aberto.
Definicao C.4. O conjunto

epi @ = {(z,a) e X xR: &(x) < a},
¢ chamado o epigrafo do funcional ® : X — R U {4o00}.

Proposigao C.5. Um funcional ® : X — RU{+o00} é semicontinuo inferior, se ¢ somente

se, seu epigrafo é fechado.

Para uma demonstragao ver [10], pag. 10.

Definigao C.6 (subdiferencial de uma fungao convexa). Seja B um espaco de Banach e
®: B — RU{+00} um funcional convexo semicontinuo inferior, com ®(z) # co. Vamos
denotar o dominio da ® por dom® = {x € B : &(x) < +00}. Definimos a subdiferencial
de @, 09 : B — 2% por

0P(z) ={p e B :d(y) > P(x)+ (u,y —x) VYye€ B} (C.2)

Proposicao C.7. Seja @ : B — R convexa e continua. Entao para cada x,y € B tem-se

lim Oz +ty) = () = max (u,y). (C.3)

t—0 t HEHD(x)




60

Para uma demonstracao ver [6], pag. 42.

Seja K um espago métrico compacto e C(K,R) o espago de Banach das fungoes

continuas com valores reais, x : K — R, munido com a norma ||z|| = max{|z(t)| : t € K}.
Denotemos B = C'(K,R). Pelo teorema da representacao de Riesz o dual B* de B é
isometricamente isomorfo ao espago de Banach

M(K,R) ={p: Bx — R: p é medida regular, contavelmente aditiva},

munido da norma
k k
] =sup{ZIM(Ei)! \JE. CE, EnE; =0, Vk= 1,2,...},
i=1 i=1
onde, By é a o-algebra dos conjuntos de Borel em K.

Uma tal medida p € M(K,R) é dita uma medida de Radon.

Definicao C.8. Para uma medida de Radon, temos as seguintes definicoes:

1. Uma medida de Radon p é positiva se (u,x) > 0Vaz € B tal que z(t) >0Vt e K.

Denotemos uma tal medida como p > 0.

2. Dizemos que uma medida de Radon p tem massa um se (u, 7) = 1, onde 7 € B é a

fungao definida por n(t) =1Vt € K.

3. Dizemos que uma medida de Radon g se anula num conjunto aberto U C K se
(u,z) = 0V € B tal que o suporte de  é um conjunto compacto K, contido em
U.

4. Usando particao da unidade, pode se provar que se i se anula numa colecao de
abertos Uy, entao p também se anula na uniao | J U,. Assim existe o maior conjunto
aberto U onde x se anula. O suporte de uma medida de Radon p, denotado por

supp i é definido por supp pu = K\U.
Proposicao C.9. Usando a notagao acima, considere o funcional © : B — R definido

O(x) = max x(t).

Entao © é continuo e convexo. Além disso; para cada x € B

pweIO(x)= u>0, (u,m) =1, supppu C{t € K : z(t) = O(x)}.
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Para uma demonstragao veja [6], pag. 44.

Agora vamos provar que existe uma sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢ para o nosso

funcional J,.

Lembremos que uy ¢ minimo local de Jy tal que Jy(up) < 0 e v € HZ(Q2) com ||Av]|s >

Tmae > 0 tal que Jy(v) < Jx(up)-

L' = {5 € C([0, 1], B3 (Q))[7(0) = uo, (1) = v}

= inf max Jy[y()].
¢ = Inf max Al (1))

Seja B(ug, 0) = {u € H}(Q)/||A(u — up)| < o}, para algum o > 0.

Como uy é minimo local, existe o, suficientemente pequeno, tal que

inf  Jy(u) > Jx(up) = max{Jy(uo), Jr(v)}.

UEB(Uo,0)
Seja (I, d) o espago métrico completo, com d(v, ) = m[ax} IA(y(t) — 0(1))]|-
tefo,1
Definamos o funcional ¢ : I' — R como sendo ¥(y) = m[gux] Iy (1)].
tefo,1
e 1) ¢ semicontinuo inferior.

Com efeito :

Seja (7, a) € epi 1, logo existe uma sequéncia { (Y, an) tnen C epi 9, tal que
(Y, an) = (7v,a), quando n — oc.

Assim temos ¥ (7v,) < a,, Vn € N.
Disto

gn[gtﬁ I [%(t)} <a,, VneN=— J, [%(t)] <a,, Vn € N,
€o,

e assim, pela continuidade do funcional J, (ver Segao C.1), obtemos

L[y(t)] <a, VEe[0,1] = tm[goﬁ L[v(1)] < a
€10,

Isto dltimo prova que (v,a) € epi ¥, e pela Proposi¢ao C.5, concluimos que o funcional
1 é semicontinuo inferior.
e 1) é limitado inferiormente.
Com efeito:
¢ = inf ¢(y) = inf max J\[7(¢)] > max{J\(uo), Jr(v)}.

~ver ~verl t€]0,1]
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Aplicando o principio variacional de Ekeland (ver Teorema B.11 no Apéndice B),

temos que Ve > 0, 34, € I' tal que

c<Y(v) <c+e (CA4)

(7)) = ¥(7e) —ed(v,7%), Yy €T, (C.5)
Se § € C([0,1], H3(2)) tal que §(0) = (1) = 0, entao, pela equagao (C.5), temos para
heR, h+0
(e + hd) = ¥(7e) — ed(ve + hd, ),
isto é,
1[0+ 1) = 0(00)] = ¢ max | A (O) (©6)

Por outro lado,

Y(ve + hd) — ¥(7y:) = max Jy[y:(t) + hd(t)] — max Jy[y-(t)]

t€[0,1] t€[0,1]

= max [JA(%) +h(J\(1=(1)), 6(t)) + o(h) | — max Jx[r:(1)].

te[0,1] t€[0,1]

Sejam Jy\[7:(t)] = p(t) e (J5[7:(t)],v(t)) = q(t), vemos que p e ¢ pertencem ao C(]0, 1]).

Introduzimos o funcional ® : C'([0,1]) — R definido como

() =
(¢) ggﬁw(t),

para ¢ € C([0,1]). Pela Proposigao C.9 o funcional ® é convexo e a subdiferencial 0P é
dada por

00(p) = {1 € C([0,1])" : @(0) = D(p) + (1,0 — ), V0 € C([0,1]) }
={p:pn>0,(u,m) =1, suppu C M(p)},

onde M(p) = {t € [0,1] : p(t) = ®(¢)}-



Pela equagao (C.6), obtemos

1
_ < lim — _
e manx [|45(0)]2 < Jim 12 [ (72 + h6) — (72)]

— lim ’%’ [©(p + hq) — 2(p)]

= max {(i,¢q)} (pela Proposi¢ao C.7)
HEDD(p)

= max { [ (500 50)du w < 00(0)}

Tomando 6 € C([0, 1], H2(2)), tal que ||6]] <1, 6(0) = 6(1) =0 e por (C.6) temos

1€ @(p)
—e <ifmaxd (G000 5] <1
5(0) = 6(1) =0

e entao

n € @(p)
—e < maxinf / i), 6@ 8] <1
5(0) = 8(1) = 0

_ m{ _ / EACAIEETE a(”p)}

— —muin {500}t € M(Tro )

Assim, existe t. tal que

Iare(te)] = max YNeAW)

HJ;\[’YE(T’E)]” S E.

Se tomarmos € = % e Yn(tn) = u, obtemos a sequéncia de Palais-Smale desejada.

C.4 POSITIVIDADE DO VALOR MINIMAX ¢

Da estimativa radial sabemos que

Ja(u) > g(|Aull2),  Vu € H(Q).
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(C.7)
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Se ||Aul|a = r1, temos que:
Ja(u) = g([[Aull2) = g(r1) > 0,

1sto é

Donor >0 (C.8)

Seja h : [0,1] — R dada por

h(t) = [[Av(1)]l2-

Como
h(0) = [[AY(0)|l2 = [[Augllz < ro < 11,

h(1) = [[Ay(D)ll2 = [[Avllz > rmee > 71,
logo, pelo teorema do valor intermediario, existe ¢; € [0, 1] tal que
h(tl) =T,
isto & [|[Avy(t1)]|2 = 71, e assim, por (C.8), temos:

max H[y(H)] = Hly(t)] > 0.

Consequentemente, ¢ > 0.

C.5 SOLUCOES FRACAS AOS PROBLEMAS (1.16) e
(1.17)

Seja ¢ € H} () N H?(Q2) dado e seja o problema linear

A%y = det(D?p) + \f, x€QCR?
(D%p) + Af (€.9)
u=0, Au=0 sobre 0f2.

Proposigao C.10. Se ¢ € H}(2) N H2(2), A > 0, entdao o Problema (C.9) possui uma
solugao fraca em HE(Q) N H?(Q).

Demonstragao: Multiplicando a equagao (C.9) por um v € Hg () N H?(R), integrando
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por partes e usando as condigoes de fronteira, obtemos

/ AuAvdr = / [det(D%*p) + A flvda.

Q 9)
Sejam
a(u,v) = /AuAvdx
Q
e
(F,v) = /[det(DQ(p) + A f]vdzx.
Q
Temos que
a(u, v)| = ’/AuAvdx < || Aulla]| Ao,
Q
e

a(v,v) = / |Av|?dx = || Av]]?.
Q

Assim, a é uma forma bilinear, continua e coerciva. Além disso, pelo fato det(D?p) €

LY(92), temos que F' é um funcional linear continuo.

Agora, usando o Lema de Lax-Milgram (veja Teorema B.10 Apéndice B), existe u €
H} () N H?(Q) tal que

/AuAvdx = /[det(D2g0) + Mvdx, Vv e Hy(Q) N H*(Q).
0 0

Portanto, u é solugao fraca de (C.9). |

Observacao C.1. Os fatos provados para o funcional no caso nao radial, continuam

sendo véalidos no caso radial, as demonstragoes sao semelhantes e foram omitidas.
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