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Resumo

Durante o desenvolvimento da teoria dos bilhares, a procura por bilhares ergdédicos foi objetivo
de intenso estudo, primeiro com os bilhares do tipo dispersivo e posteriormente com os do tipo
focalizador. O primeiro exemplo de um bilhar do tipo focalizador ergédico foi o estddio, apre-
sentado por Bunimovich, em [5]. Logo depois uma generalizagdo deste estddio foi proposta,
chamada de estddio eliptico.

O estddio eliptico é uma regido convexa do plano cuja fronteira consiste de duas semielipses
com semieixos de comprimento 1 e a, a > 1, unidas por duas linhas retas de comprimento 2h
que sdo paralelas ao maior eixo das semi-elipses. Donnay, em [15], provou algumas proprie-
dades do bilhar no estddio eliptico e lancou um desafio, encontrar estimativas 6timas para os
comprimentos de a e h para garantir a ergodicidade do bilhar. Canale, Del Magno, Markarian,
Oliffson e Pinto fizeram trabalhos referentes a este desafio e encontraram boas estimativas.

O objetivo desta dissertacio é provar que quando a e h satisfazem, 1 < a < \/4—2v2 e

h > 2a’>\/a? — 1, o bilhar no estadio eliptico é ergédico.

Palavras chave: Bilhar. Ergodicidade.



Abstract

In the development of the theory of billiards, the search for ergodic billiards was a subject of
intense study, first with dispersive billiards and later with the focusing-type ones. The first
example of an ergodic billiard of focusing type was the estadium, introduced by Bunimovich in
[5]. Soon after, a generalization of this stadium was proposed, called elliptical stadium.

The elliptical stadium is a convex region of the plane whose boundary consists of two semielip-
ses with semi-axes of length 1 and a, a > 1 joined by two straight lines of length 24, which are
parallel to the major axis of the semi-ellipses. Donnay, in [15], proved some properties of the
elliptical stadium billiard and launched a challenge to find optimal estimates for the lengths of
a and h to ensure ergodicity of billiards. Canale, Del Magno, Markarian, Oliffson and Pinto did
work on this challenge and found good estimates .

The objective of this dissertation is to prove that when a and 4 satisfy 1 < a < v/4 —2v/2 and
h > 242V a1, the billiard on the elliptical stadium is ergodic.

Key words: Billiard. Ergodicity.
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1 Introducdo

Neste capitulo vamos expor alguns dos principais trabalhos realizados sobre bilhares ao
longo da histéria. Vamos também apresentar os resultados que iremos provar neste trabalho e

finalizando este capitulo apresentaremos a estrutura do texto.

1.1 Introducao Historica

Uma das principais motivagdes para o estudo dos bilhares se deve aos problemas de origem
fisica, especialmente aqueles em que a interacdo entre particulas envolve choques elésticos.
Chamamos de bilhar planar o sistema dinamico definido pelo movimento livre de uma particula
no interior de um dominio 2 C IR? sujeita a colisoes eldsticas com a fronteira de 2, ou seja,
o angulo de incidéncia € igual ao angulo de reflexdo. O formato da mesa em duas dimensdes

define completamente o comportamento do fluxo, denominado de fluxo do bilhar.

Ao estudar o bilhar, podemos nos perguntar se a particula visita as vizinhangas de todos
os pontos da fronteira, ou se ela viaja em todas as direcdes. Em outras palavras, se para qual-
quer ponto inicial, a trajetéria de uma particula é densa no espago de fase da transformacao.

Perguntas como essas podem ser reformuladas na seguinte: “O bilhar é ergddico?”.

Pode-se pensar também que ser ergodico, de certo modo, € ser cadtico, pois qulaquer regido
do espaco € visitada por algum iterado de quase todo ponto pela transformacgao. E pode-se per-
guntar ainda se o bilhar apresenta alguma propriedade mais forte que ergodicidade, como ser
Kolmogorov (propriedade K) ou Bernoulli. Esta tdltima significa que o sistema se comporta
assintoticamente como o lancamento de uma moeda, ou seja, perfeitamente aleatério e a pro-

priedade K esta entre ergodicidade e “bernoullicidade”.

Os resultados mais concretos referentes ao bilhar apareceram nas décadas de 40 e 60 com
Krylov [21] e Sinai [31]. Em 1970, Sinai [32] provou que a aplicacdo do bilhar de um sis-
tema em um toro bidimensional com uma quantidade finita de obstdculos convexos (curvatura

positiva) € um K-automorfismo (esta condi¢do implica ergodicidade). Para isso, ele utilizou



o chamado método de Hopf. Este consiste na prova de ergodicidade de um sistema a partir
da existéncia de variedades estdveis e instdveis absolutamente continuas. Em um outro artigo,
em conjunto com Bunimovich [3], este resultado foi aprimorado, sendo demonstrado para uma
classe mais abrangente de bilhares que foram denominados dispersivos. Essa denominagdo é
aplicada aos bilhares cuja fronteira possui um nimero finito de pecas convexas quando vistas
do interior, inclusive com cantos com angulos positivos. Gallavotti e Ornstein [17] provaram

que o bilhar de Sinai (ou seja, dispersivo) também ¢é Bernoulli.

Em 1977, Pesin [29], estabeleceu as fundacdes de sua teoria (hoje Teoria de Pesin) para di-
feomorfismos que preservam medida e possuam algum comportamento hiperbdlico (ndo unifor-
memente hiperbdlicos). Em 1986, esta teoria foi estendida para transformacgdes suaves exceto
em um conjunto de singularidades por Katok e Strelcyn em [19]. Nesse livro, sdo apresentadas
o teorema da variedade invariante de Pesin e a continuidade absoluta dessas variedades para
transformacgdes com singularidades. Além disso sdo apresentados exemplos de transformacoes
que satisfacam as condi¢des necessdrias para os teoremas acima, entre eles bilhares planares
em regides limitadas por uma quantidade finita de arcos convexos e concavos de classe C> e
segmentos de reta, desde que todo arco convexo tenha tdngencia de ordem finita com todas suas

tangentes.

Porém essa teoria ndo é suficiente para garantir ergodicidade dos sistemas. E necessdrio
um teorema ergddico local, conhecido como teorema fundamental. Assim temos os trabalhos
de Sinai e Chernov [34], para o caso de sistemas de n discos bidimensionais e bolas tridimen-
sionais, e de Kramli, Siményi e Szdsz [20], que apresenta melhoria e extensdes com relacdo ao
anterior. E para casos gerais temos os trabalhos de Chernov [7] (ver também [25]) que apresenta
o teorema de Sinai e Chernov em uma forma mais geral e de Liverani e Wojtkowski [23] para o
caso de aplicacdes simpléticas, que no caso de dimensao 2, se reduz a continuidade absoluta da

medida invariante.

Wojtkowski [36] formalizou e explorou o conceito de cones invariantes e em [37] mostrou
como utilizar éptica geométrica para definir cones invariantes para bilhares no plano. Markarian
[26] melhorou esse trabalho em 1988. Notamos que essa ferramenta foi utilizada em [23] para
provar a ergodicidade local de sistemas hamiltonianos. Observamos que os bilhares podem ser

considerados como casos particulares de sistemas hamiltonianos.

Como os primeiros estudos de ergodicidade em bilhares ocorreram em bilhares do tipo dis-
persivos, surgiu-se a ideia de estudar ergodicidade em tipos diferentes de bilhar, os com fronteira
focalizadora (ao contrario de dispersiva). As mesmas questdes antes levantadas para os disper-

sivos foram passadas para os focalizadores, “Poderia existir um bilhar ergdédico com fronteira



focalizadora?”’. Em [4], Bunimovich provou que existem dominios convexos no plano com
fronteira ndo totalmente focalizadora que geram um bilhar ergédico. Uma condi¢@o necessdria

para este resultado foi a presenca de segmentos de reta na fronteira.

Posteriormente, em [5], Bunimovich provou um teorema que estabelecia condicdes sufici-
entes para ergodicidade para regides cuja fronteira nfo tinha componentes dispersivas e com
isso apresentou o primeiro exemplo de bilhar ergddico com fronteira nao dispersiva. Este bilhar
¢é definido em uma mesa formada por dois semicirculos unidos por segmentos de reta, denomi-
nada estddio. Apresentou também outros tipos de regides apenas com fronteiras focalizadoras

que satisfaziam as condigdes de seu teorema chamadas de “flowerlike”.

a b

Figura 1.1: O estadio em (a) e uma regido do tipo flowerlike em (b).

Algum tempo depois uma generalizagdo do estadio foi proposta: o estddio eliptico. Este
consiste de duas semielipses de semieixos a > 1 e b = 1 unidas por dois segmentos de reta
de comprimento 24. Donnay, em [15], mostrou que para uma certa estimativa do tamanho do
semieixo da elipse, o bilhar no estddio eliptico possuia Expoentes de Lyapunov positivos para
quase todo ponto. Ele também provou que quando % tende ao infinito, a se aproxima de v/2, e

ainda langou um desafio: “Alguém poderia tentar calcular limites para esses comprimentos”.

Em [10], Canale e Markarian aceitaram o desfio, e estudaram este problema numerica-
mente. Variando a, encontraram um valor A(a) tal que, se 0 < h < h(a), o bilhar ndo parecia ser

cadtico e, se h > h(a), ele parecia ergddico.

Markarian, Oliffson e Pinto deram sequéncia ao desafio proposto por Donnay, e em [27],
mostraram que se 1 < a < \/4 —2+/2, entdo h > 2a>v/a? — 1 assegura Expoentes de Lyapunov
positivos. Isto foi feito criando um campo de cones eventualmente estritamete invariante sob a
derivada da aplicacdo do bilhar. Sugeriram ainda que para estas estimativas o bilhar no estadio
eliptico era ergédico e kolmogorov. O niimero magico que eles encontraram, \/4 —2+/2, estd
relacionado com a estrutura de bifurcacido de 6rbitas periddicas com cdustica hiperbdlica do
estadio eliptico. Fazendo simulagdes numéricas eles observaram também que 2a>v/a2 — 1 nio

parecia o limite inferior 6timo para 4.

Del Magno mostrou em [13] como um dominio eliptico pode ser truncado para garantir
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hiperbolicidade e ergodicidade do bilhar correspondente. Usando técnicas semelhandes a [13],
Del Magno e Markarian finalmente finalizaram uma prova concreta de que o bilhar no estadio

eliptico € ergdédico, Kolmogorov Bernoulli.

Nesta dissertacdo estudamos o bilhar no estddio eliptico, tomando como base os trabalhos
de Markarian, Oliffson e Pinto, [27], e o trabalho de Del Magno e Markarian [14]. O objetivo
final do trabalho foi provar a ergodicidade do bilhar no estadio eliptico, mesclando os artigos

citados acima.

1.2 Anuncio dos Resultados

Seja M’ o espago de fase da aplicagio do bilhar no estadio eliptico 7. Definimos a aplica¢do
de primeiro retorno a parte eliptica do estadio por ® e seja M seu espaco de fase, ver capitulo

3.1. Seja {C(z) } o campo de cones construido em M na se¢do 3.3.

Teorema A. Se 1 < a < \/4—2v2eh>2a*V/a®>—1, o campo de cones {C(z)} é eventual-

mente estritamente P-invariante.

Este resultado € o “Theorem 1”em [27]. Sua demonstrag@o consiste em avaliar os possiveis
casos para a evolucdo do campo de cones no espago tangente de ® e mostrar que em quase todo

ponto os cones se fecham pela aplicacdo DP.

Fazendo uma adaptacdo desde campo de cones para a aplicagdo 7', obtemos que

Corolario 1.1. Se 1 < a < \/4—2vV2 e h > 2a*Va? — 1, entdo C (z) € eventualmente estrita-

mente T -invariante.

A existéncia deste campo de cones nos garante a existéncia de expoentes de Lyapunov nao
nulos para T e com isso, a existéncia de variedades estdveis e instdveis locais. Este fato é

fundamental para demonstrarmos a ergodicidade de 7.

Teorema B. Se | < a < \/4—2v2eh>2a’>/a*>—1, entdo a aplicacio ® é ergddica.

Este resultado é o “Theorem 3”em [14]. A demonstracdo da ergodicidade de & consiste
em dois passos. Primeiro vamos mostrar que P é localmente ergédico (ou seja, cada compo-
nente ergddica de ® ¢ aberto (mod 0)) usando a versao do Teorema Ergédico Local provado por
Liverani e Wojtkowiski em [23], ver sec@o 2.1 Teorema 2.15. A segunda etapa da prova con-
siste em provar que & tem apenas uma componente ergédica. Provaremos que & tem apenas

um ntimero finito de componentes ergddicas, e construiremos um conjunto finito de trajetérias
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(possivelmente disjuntas), com a propriedade de que a partir de qualquer componente ergddica

podemos chegar a qualquer outra componente ergédica, viajando ao longo dessas trajetorias.

Obtemos como um coroldrio a ergodicidade de T'.

Corolario 1.2. Se I < a < \/4—2v2 e h>2a*Va? —1, entdo T é ergddico.

1.3 Estrutura do Texto

O texto estd dividido da seguinte maneira: no Capitulo 2, apresentamos alguns resulta-
dos gerais sobre Teoria da Medida, Teoria Ergédica e Teoria dos Bilhares necessdrios para as
demonstracdes ao longo do texto. Na parte de Teoria Ergddica e Teoria da Medida, apresen-
tamos algumas caracteriza¢des de ergodicidade , incluimos o Teorema de Oseledets (Teorema
2.2) e o Teorema de Wojtkowiski (Teorema 2.4), e apresentamos os requisitos necessarios para
o Teorema Ergédico Local (Teorema 2.15). Na parte de Teoria dos Bilhares, apresentamos um
pouco sobre a teoria geral de bilhares planos e alguns exemplos de bilhares. Nestes exemplos

destacamos algumas propriedades que serdo muito importantes para os resultados posteriores.

No Capitulo 3, apresentamos a mesa de bilhar estudada nesta dissertacdo, destacando algu-
mas propriedades e definindo uma transformacao de primeiro retorno que facilitard demonstragdes
posteriores. Este capitulo contém também a prova do Teorema A. Para prova-lo construimos um
campo de cones eventualmente estritamente invariante usando conceitos de Optica geométrica.

Os conceitos de Optica geométrica tem como base o trabalho de Wojtkowiski, [37].

O Capitulo 4 contém a parte de ergodicidade. Na primeira parte do capitulo adaptamos
nosso bilhar as condicdes do Teorema Ergddico Local e provamos que as cinco condi¢des ne-
cessdrias para aplicd-lo sdo satisfeitas. A outra parte consiste da demonstragdo do Teorema B
e consequentemente na ergodicidade da aplicagdo do bilhar. Finalizando o texto, apresentamos

as referéncias utilizadas na elaboracao desta dissertacao.



12

2  Preliminares

Neste capitulo apresentaremos os principais conceitos e teoremas que serdo necessarios
para os resultados no decorrer deste trabalho. Na Secao 2.1 falaremos sobre Teoria da Medida
e Teoria Ergédica. Na Se¢@o 2.2 falaremos sobre a teoria geral dos bilhares e apresentaremos

alguns exemplos.

2.1 Teoria da Medida e Teoria Ergodica

Nesta secao falaremos sobre Teoria da Medida e Teoria ergddica. Apresentaremos apenas
as principais defini¢des e teoremas necessdrios para nosso trabalho. Para mais informacdes e

demonstracdes dos teoremas aqui relacionados, recomendamos a leitura de [16], [35] e [30].

Uma colecdo 7 de subconjuntos de um conjunto X é denominada uma topologia em X se T
possui as seguintes propriedades:
HberteXer.
(i) SeV;e t,parai=1,...,n,entdo V1 N...NV, € T.
(iii) Se {V } é uma colec@o abitraria de membros de 7 (finita, enumerdvel ou ndo enumeravel)

entao UVa €.
o

Se 7 é uma topologia em X entdo X é denominado um espago topoldgico, e os membros
de 7 sdo chamados (conjuntos) abertos em X. Se X e Y sdo espacgos topoldgicos e f é uma
transformacio de X em Y, entdo f é denominada continua se f~1(V) é um aberto em X para

todo abertoVemY.

Uma colegio 7 de subconjuntos de um conjunto X é uma o -dlgebra em X se &/ possui
as seguintes propriedades:
()X e o.
(ii) Se A € &7, entdo A€ € o7, onde A° € o complementar de A em relacéo a X.
(iii) Se A, € &/, paran=1,2,...,entdlo A = U A, € .

Se &/ é uma ¢-dlgebra em X, entdo X é denominado um espaco mensurdvel, e os membros
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de o7 sdao chamados conjuntos mensurdveis em X. Se X € um espaco mensuravel, ¥ é um
espaco topoldgico, e T é uma transformacio de X em Y, entiio T é dita mensurdvel se T~'(B)

é um conjunto mensurdvel em X para todo conjunto aberto Bem Y.

Se (X, 1) é um espago topoldgico, a o-dlgebra gerada pela topologia é chamada c-dlgebra
de Borel e seus conjuntos, boreleanos. Uma medida definida sobre uma o-dlgebra de Borel é

chamada medida de Borel.

Uma medida é uma fungdo p : o/ — [0,00] tal que u(0) =0 e u(LiZ;A:i) = Lo u(A),
onde o simbolo | | denota unido disjunta. Um espaco de medida é um espago mensuravel que
possui uma medida definida na o-dlgebra de seu conjuntos mensurdveis, usualmente denotada
pela terna (X, 7, u). Se u(X) =1, dizemos que u é uma probabilidade e (X,.o/, ) é um
espaco de probabilidade.

Se E C RF e x € R¥, a translagdo de E por x é o conjunto

E+x={y+x;y€E}

Um conjunto da forma
W={x=(x1,.,n); & <x; <P, | <i<k},

ou qualquer conjunto obtido substituindo um dos ou todos os sinais < por <, é chamado uma

k-célula. Seu volume € definido por

k
VOI(W) = H(B, — Ot,').

Proposicao 2.1 (Theorem 2.20 em [30]). Existe uma medida Leb definida em uma c-dlgebra
o em R¥, com as seguintes propriedades:

(a) Leb(W) = vol(W), para toda k-célula W.

(b) o/ contém todos os boreleanos em IR*.

(c) Leb é invariante por translagdo, isto é, Leb(E +x) = Leb(E), VE € o/ e ¥x € RX.

(d) Se u é uma medida de Borel em R qualquer; invariante por translacdo, tal que U(K) < oo
para todo conjunto compacto K, entdo existe uma constante c tal que U (E) = c.Leb(E), para
todo boreleano E C R,

(e) Para toda transformagado linear T de IR em R* correponde um niimero real A(T) tal que

Leb(T(E)) = A(T)Leb(E) para todo E C <.

Os membros de .o/ definida na proposi¢do acima séo os conjuntos Lebesgue mensurdveis

em RY; Leb é a medida de Lebesgue em R*.
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Dado (X,<7), sejam u e v medidas definidas sobre 7. Dizemos que v é absolutamente
continua em relagéo a [ se V(A) = 0 para todo A € <7 tal que u(A) = 0. As medidas i e v sdo

equivalentes se [ € absolutamente continua em relagdo a v e vice-versa.

Sejam (X,.o7,u) e (Y,%,v) espacos de medida. Dizemos que uma transformagdo 7 :
X — Y preserva medida se, para B € %4, temos que T~ (B) € o/ e u(T~!'(B)) = v(B). Se
(X, o, 1) = (Y, B, V), diz-se também que u é T-invariante ou invariante sob T. Uma transformagdo

T : X — X é chamada automorfismo se € uma bijecao mensurdvel que preserva medida.

Antes de definirmos o que entendemos por variedades estdveis e instdveis locais, apresen-
taremos o Teorema de Oseledets e os expoentes de Lyapunov. Para os resultados a seguir,
utilizamos o sistema dinimico (M, T, i), com T difeomorfismo pelo menos de classe C2, M é
seu espaco de fase e i a medida invariante por 7. O préximo resultado pode ser visto em [2],

pagina 300.

Teorema 2.2 (Oseledets). Suponha que

[ tog" I DT [ dut) < e [ 1og" | DT dpa() < e
M M

onde log* s = max{logs,0}. Entdo existe um conjunto T-invariante H C M, u(H) = 1, tal que

para todo x € H existe uma decomposicdo DT -invariante do espago tangente
IM=EVD..E™
para algum m = m(x), tal que para todo vetor ndo nulo v € E,gi)
lim L log || DT [|= A
n—toop
onde lx(l) > > /LS’") sdo chamados Expoentes de Lyapunov da aplicacdo T no ponto x.

Definimos os auto-espagos estdvel e instdvel de um ponto x € M por:

_ () _ ()
Ex=@,0 B e EX=@,0 E
respectivamente. E o conjunto estdvel por:

Wi (x) ={y e M;d(T"(x),T"(y)) — 0 quando n — +oo},

o conjunto instdvel W"(x) define-se analogamente substituindo T por 7!,
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Seja agora 7, > 0 a menor de todas as normas dos espoentes de Lyapunov nao nulos de x.
O préximo teorema (Teorema da Variedade Estdvel de Pesin) afirma que x tem uma variedade
estdvel local que é um disco suave tangente a E} em x a cujos pontos se aproximam da orbita

de x exponencialmente rdpido.
Teorema 2.3 (Theorem C.3 em [2]). Suponha que a aplicacdo T seja de classe C* . Entdo
Existe um disco mergulhado W} (x) em x e existe C, > 0 tal que

1. W (x) é tangente a E} em x;

2. d(T"(x1),T"(x2)) < Cre ""dist(x1,x2) para todo x1,x; € W (x);

3. T(W () C Wit (T();

4. W (x) = [JT" W (T (x)))-
n=0

Analogamente, x tem uma variedade instdvel local W (x) satisfazendo propriedades cor-

respondentes substituindo T por 7.

Daremos agora a definicdo de cone que serd utilizada posteriormente. Dados dois campos
de vetores linearmente independentes X (z) e X»(z) no espago tangente T,M, um cone em T,M

¢ definido por
C(z) = {rXi(z) +sX2(z),rs > 0},
e seu interior é
int (C(z)) ={rXi(z) +sX2(z),rs >0our=s=0}

Um campo de cones mensurdvel é uma familia de cones {C(z)} C T,M definido u-q.t.p., e tal

que os vetores X (z) e X2(z) variam mensuravelmente com z.

O préximo resultado € um teorema muito importante para provar a hiperbolicidade de uma
transformacao através dos campos de cones. Este resultado se deve a Wojtkowski ([36]) e serd

utilizado posteriormente nesse trabalho.

Teorema 2.4 (Wojtkowski). Seja z € M e C(z) um campo de cones mensurdvel tal que para

quase todo z,

DT(C(z)) C C(T(2))
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e para quase todo z existe um k(z) para o qual
DT*(C(z)) C int C(THA(2)).
Entdo para quase todo 7 existe expoentes de Lyapunov A (z) positivos.

Tal campo de cones descrito acima é chamado de eventualmente estritamente T -invariante.
Note que a existéncia de expoente de Lyapunov positivo implica na existéncia de expoente de
Lyapunov negativo, pois A_(z) = —A4(z). Logo o Teorema 2.4 nos garante a existéncia em

quase todo ponto de expoentes nao nulos.

A préxima definicdo fornece o significado de uma folheagdo ser absolutamente continua
em relacdo a uma medida. Usamos o termo folheagdo para indicar a decomposicdo de .#
em subvariedades chamadas folhas que se aglomeram localmente como os subconjuntos de
R"™" = R™ x IR" com segunda coordenada constante. Para uma definicdo mais precisa de

folheacdo, ver [6] pagina 19.

Na definicdo a seguir, um cilindro é um conjunto difeomorfo a B x RV~ onde B é uma

bola ndo-degenerada em IR".

Defini¢do 2.5. Uma folheacio v-dimensional % em R é absolutamente continua com respeito
amedida i se o seguinte ocorre: dados qualquer espago (N — v)-dimensional afim ® e qualquer
cilindro C contendo ® , e qualquer unido L de folhas W(z) € #/, transversal em todo ponto a

diregio de ® e excedendo C (isto &, dW (z) € RV \ C), entdo temos que
H(LNC)=0 => Lebo(LN®)=0;

onde Lebg é a medida de Lebesgue (N — v)-dimensional em ©.

A Defini¢do acima diz que a medida transversal em % definida por Leb em ©® € absoluta-

mente continua com respeito a U.

Definicao 2.6. Dizemos que um ponto x € X € recorrente se para toda vizinhanga V de x,
T"(x) € V para infinitos valores de n. Em outras palavras, x € recorrente se existe uma seqiiéncia

ny — oo tal que T"(x) — x.

O préximo teorema pode ser visto em [35], pagina 26.

Teorema 2.7 (Poincaré - versdo probabilistica). Seja T um automorfismo do espago de proba-
bilidade (X, <7, ). Entdo, para todo A € </, o conjunto Aq dos pontos x tais que T"(x) € A,
para infinitos valores n > 0, pertence a </ e L(Ag) = W(A).
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Definicao 2.8. Seja T uma transformacio que preserva medida de um espago de probabilidade
(X,<7, ). Dizemos que T é ergddica se os membros A € o7 com T~ 'A = A satisfazem y(A) =
Ooupu(A)=1.

Dizemos também que um conjunto invariante U C X com p(U) > 0 é uma componente
ergddica de X se os membros A C U com T~ 'A = A satisfazem u(A) =0 ou u(A) = u(U).
Em particular, uma transformacao serd ergddica se e somente se admitir uma nica componente

ergddica.

Existem vdrias outras maneiras de caracterizar a condi¢do de ergodicidade. Apresentaremos

algumas delas a seguir.

Proposicao 2.9 (Theorem 1.4 em [35]). Se T : X — X ¢é uma transformacdo que preserva me-
dida em um espago de probabilidade (X, <7 , |L) entdo as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
(i) T é ergddica;

(ii) os unicos membros A € o7 com u(T~'A AA) = 0 sdo aqueles com p(A) =0 ou 1;

(iii) para cada A € o/ com u(A) > 0 temos u(U,—; T7"A) = 1;

(iv) para cada A,B € </ com 1(A) > 0,u(B) > 0, existe n > 0 com u(T~"ANB) > 0.

Observacio 2.10. Das condigoes (iii) e (iv), pode-se pensar que a 6rbita {7"A}>_ de qual-
quer conjunto nio vazio A, varre todo o espaco X, ou que cada conjunto ndo trivial A possui

g.t.p. uma 6rbita densa.

Outra caracterizacdo € a seguinte.

Proposicao 2.11 (Theorem 1.6 em [35]). Se T : X — X ¢é uma transformacdo que preserva
medida em um espago de probabilidade (X, <7, 1) e f: X — IR entdo as seguintes afirmagdes
sdo equivalentes:
(i) T é ergddica;
(ii) quando f é mensurdvel e (f oT)(x) = f(x) para todo x € X, entdo f é constante [L-q.t.p.;
(iii) quando f é mensurdvel e (f oT)(x) = f(x) g.t.p., entdo f € constante [1-q.t.p.;
(iv) quando f € L*(1) e (foT)(x) = f(x) para todo x € X, entdo f é constante l-q.t.p.;

q.

(v) quando f € L*>(u) e (foT)(x) = f(x) q.t.p., entdo f é constante U-q.t.p.

Vamos definir agora o conceito de transformagdo induzida e mostraremos um resultado
extremamente importante para esse trabalho.

Sejam 7 : X — X uma transformacio que preserva medida e A C X um subconjunto men-

surdvel de X de medida positiva. O inteiro
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na(x) =inf{n > ;T"x € A}

¢ definido para quase todo ponto x € A.

Assim, A é um espago de probabilidade com medida py = 1/ (A). Definimos a transformagdo

induzida, Ty : A — A, por
Ty(x) = T Wy

para quase todo ponto x € A. Além disso, n4 e T4 sdo mensurdveis e Ty é uma transformacio

que preserva a medida 4 (ver [18]).

Proposicao 2.12. Suponha que T : X — X preserva a medida | e seja Ty a transformacdo

induzida por T em um conjunto A C X. Nestas condicoes, se T é ergodica, entdo Ty é ergddica.

Por outro lado, se Ty é ergddica e U T7"A =X mod U, entdo T é ergddica.

n=1
Demonstragdo. Suponhamos T ergddica. Seja B C A, Ty- invariante e p(B) > 0.
Suponhamos que p1(A\ B) > 0. Sejax € A\ B. Entao T}'(x) € A\ B, para todo n € N.
Por outro lado, como T € ergddica e (A \ B) > 0, existe um ng € .4 tal que

u(T™(A\B)NB) > 0.

Mas isto implica que existe um x € A\ B tal que 7,"(x) € B, o que ¢ uma contradigao.
Logo, t(A\B) =0e us(B) = 1.
Portanto, T4 é ergddica.

Suponhamos agora Ty ergédica. Seja C € o7 com u(C) >0e T~!C=C.

Por hipétese, temos que

UT7"A=X modp,

n=1

entdo paraalgumn € N,CNT"A =T "(CNA) tem medida positiva, e portanto, ANC também

tem. Assim
c=r7"c2JT,"ANC)=A mod pu.
n=1 n=1
Mas,

c=r"co|Jr"A=X modp.

n=1 n=1
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Logo u(C) =1eT é ergddica.

Dada f € L'(X, 1) definimos sua média temporal no ponto x como

n—1

) = lim Y (foTH)().

ALy ==

O préximo teorema pode ser encontrado em [35], pagina 34.

Teorema 2.13 (Birkhoff). Seja (X,.o7, 1) um espaco de probabilidade e T : X — X uma aplicagdo

que preserva L. Seja f uma funcdo definida em X integrdvel. Entdo o limite

* 1 o k
£ = Jim = Y (FoTH)()
k=0
existe para [-q.t.p. x € X.
Além disso:

(a) f*oT = f* em U-q.t.p.;

(b) se f € LP(u) entdo f* € LP(l), temos convergéncia na norma || - ||, e temos que

1 Ny < Fllps
(c) [frdu= [ fdp.

Muitas vezes para provar a ergocidade global de um sistema, procura-se primeiro provar
a ergocidade local. Para tal finalidade, foram criados Teoremas Ergddicos Locais (também
conhecidos como Teoremas Fundamentais). A versdo que usaremos é devida a Liverany e
Wojtkowski em [23]. Neste trabalho eles consideram 7 um simplectomorfismo, o que é essen-
cialmente equivalente, para aplicacdes em dimensao dois, a 7 possuir uma medida invariante

absolutamente continua.

Precisamos assumir que existam duas parti¢des finitas de M
M=B|U..UBf =B U..UB;

onde Bl-jE sd0 conjuntos compactos, int Bli € conexo e denso em B?E, e as fronteiras BB?E sao
formadas por um ndmero finito de curvas suaves compactas que se intersectam apenas em seus

pontos finais. Os conjuntos B?E sdo chamados de caixas simpléticas, ou simplesmente caixas.

Suponha agora que a aplicacdo T esteja definida separadamente em cada dominio B;r, 1<
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i <r,de modo que T é um difeomorfismo C” (r > 2) do interior de B;’ para o interior de B; e

um homeomorfismo de Bf emB; .

Observe que os conjuntos N = U; int Bl-+ e T(N) = U; int B; sdo abertos e densos em M.
Vamos assumir que em cada componente conexa de N a aplicacdo T possa ser extendida por
continuidade até sua fronteira N, e que em cada componente conexa de T(N) a aplicagdo
inversa T~! possa ser extendida por continuidade até sua fronteira dT (N). Como as fronteiras

de B;’ tém pontos comuns, a funcdo T pode ter vdrios valores em UiaB;’.

Como visto anteriormente, a hiperbolicidade pode ser assegurada por um campo de cones
{C} que seja eventualmente estritamente invariante. Vamos supor que {C(z)} estd definido no
interior de cada caixa B;". Sejam X;,Y os vetores unitdrios que formam as bordas de C(z),

assim, como anteriormente o cone C(z) pode ser escrito como
C(z) = {u € T,M;u = aX,+bY,,ab > 0}

Para cada cone C(z), existe uma forma quadratica associada dada por Q. (u) = A(X,Y;)ab, onde

A(X.,Y;) é a drea do paralelogramo gerado por X, e ;. A quantidade

o(D,T") = inf
ue int (C(z))

mede a quantidade de expansdo sob D,T" dentro do cone. Similarmente, podemos definir &

para F~! substituindo C(z) pelo seu cone complementar.

Definicao 2.14. Um ponto z € M é chamado suficiente, se existe um n > 0 tal que z ¢ S, NS_,

e ou 6(D,T") > 3 ou 6(D,T~") > 3, onde S+, denota o conjunto das singularidades de T+".

Como o campo de cones {C} é eventualmente estritamente invariante, o conjunto dos pon-

tos suficientes de M tem medida p total, por [23].
Para aplicar o teorema ergddico local, precisamos verificar as seguintes condic¢des:

1- (Monotonicidade) O campo de cones {C(z)} € eventualmemte estritamente 7'-invariante

e a restricdo de C ao interior de cada caixa de M é continua.

2- (Alinhamento Adequado) O espaco tangente de S~ em qualquer ponto z € S~ estd es-
tritamente contido em C(z), € 0 espago tangente em qualquer ponto z € ST estd estritamente

contido no cone complementar C'(z).

3- (Regularidade) Para todo n > 1, os conjuntos S,J{ e S, sdo regulares, isto é, eles sdo

unides finitas de arcos suaves (fechados) que se interceptam apenas em seus pontos finais.
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4- (Propriedade de Nao-Contracdo) Seja || . || a métrica riemanniana padrdo em M nas

coordenadas (s, 0). Existe uma constante p > 0 tal que paracadan > 1 e cadaz € M\ S,
DT ul[=p [ ull

para cada u € C(z).

5- (Sinai-Chernov Ansatz) Seja ts o volume 1-dimensional riemanniano em S™US~. Para

Us-q.t.p. z€ST(S7),

lim o(DT") = +oo.

n—seo(—eo)
Podemos agora enunciar o resultado.

Teorema 2.15 (Teorema Ergddico Local). Sob as condicées acima, todo ponto suficiente z em
uma caixa B;L possui uma vizinhanga aberta U, em Bi+ que pertence (mod 0) a uma componente

ergodica.

A prova do Teorema Ergédico Local para @, é baseada no argumento de Hopf. Vamos fazer

uma breve apresentagcdo sobre este método.

Suponhamos que existam u-q.t.p. variedades estaveis e instaveis locais W* e W¥, res-
pectivamente, e que sejam paralelas. Pelo Teorema de Fubini, as variedades estaveis devem
interceptar uma variedade instdvel a menos de um conjunto de variedades de medida nula. No-
vamente pelo Teorema de Fubini, dada uma variedade estdvel, as variedades instdveis devem

interceptar esta variedade estdvel e menos de um conjunto de variedades de medida nula.

Assim, conseguimos uma folheacdo de variedades estdveis e instdveis que, novamente pelo
Teorema de Fubini, se interceptam a menos de um conjunto de medida nula. Logo, dados
quaisquer quase todos pontos desta folheacdo de variedades estdveis e instaveis, eles podem ser

ligados por um caminho entre essas variedades. Para fixar idéias veja a Figura 2.1.

Sejam agora f uma funciio continua definida em nosso espago de fase e f*(z) os limites
das somas positiva e negativa de Birkhoff, ou seja,

1 n—1
+0) — Tim = +k
fH(@) = lim =~} (foT™)(x).
k=0
Dados quaisquer dois pontos x e y em uma mesma variedade estdvel, temos que f*(x) =
f1(y) e dados dois pontos z e w em uma mesma variedade instdvel, temos que f~(z) = f~ (w).

Além disso, temos que para quase todo ponto x do espago de fase f1(x) = f~(x). Com isso
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Figura 2.1: Exemplo de uma folheacdo de variedades estdveis e instdveis paralelas.

conseguimos que quaisquer quase todos dois pontos desta folheagdo podem ser ligados por um

caminho cujo limite da soma de Birkhoff é sempre constante.

Porém, nossas variedades ndo sdo paralelas. Veja Figura 2.2.

Figura 2.2: Folheacdo de variedades estdveis e instaveis.

Entretanto, o argumento acima ainda ¢ vélido. Basta substituirmos as vdrias aplicagdes
do Teorema de Fubini pela continuidade absoluta das folheacdes estaveis e instdveis. Logo
conseguimos que quaisquer quase todos dois pontos desta folheagdao podem ser ligados por um

caminho cujo limite da soma de Birkhoff é sempre constante.

2.2 Teoria dos Bilhares

Apresentamos aqui uma breve introdugdo a Teoria dos Bilhares, tendo como base o livro de

Chernov e Markarian [8].

Definiciio 2.16. Dado 2 C IR* um dominio com fronteira suave ou suave por partes, um bi-
lhar planar corresponde ao movimento livre de uma particula no interior de &, com reflexdes

elasticas na fronteira d 2.

Como so6 trabalharemos com bilhares planares, nos referiremos a eles neste texto apenas
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como bilhares. Utilizaremos ainda as seguintes hipéteses:

(i) A fronteira de d 2 é uma unifo finita do fecho I'; de curvas suaves,
02 =I=T1U...UT,.

As I'; sdo chamadas paredes ou componentes de 02. Elas sio de classe Ck k>3, ecada
uma é definida por uma funcio f; : I C R — IR? de classe C¥, onde I é intervalo de IR, que

estd parametrizada pelo comprimento de arco.

(i) As componentes da fronteira I'; podem intersectar umas as outras apenas em seus extre-

mos, i.€.,
NI C T UITj parai # ;.
(iii)) Em cada I'; a segunda derivada da curva ou nunca € zero ou € identicamente zero.

Definiciio 2.17. Uma mesa de bilhar 9 é o fecho de um dominio aberto conexo & C IR* ou

2 CcT?=R? / 72 tal que dZ satisfaz as hipéteses (i), (ii), (iii) descritas acima.
Denotemos por
I,=0Iu...udl,, T'=T\T..

Pontos x € I, serdo chamados pontos de quina, pontos x € I serdo chamados pontos de

fronteira regulares.
A parede I'; serd chamada
1. flat, se f!' =0;
2. focalizadora, se f!' # 0, apontando para dentro de Z;

3. dispersiva, se f!' # 0, apontando para fora de Z.
Definimos a curvatura (com sinal) k(x) em cada ponto x € I';, por

1. k(x) =0seT;éflat;
2. k(x) = || f/"(x)| se x € I; é focalizadora;

3. k(x) = —||f{'(x)|| se x € I; é dispersiva.
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Denotemos por g € & a posigido da particula em movimento e por v € R seu vetor veloci-
dade, que sao funcdes do tempo ¢ € IR. Quando a particula se move no interior da mesa, tal que

g € int &, ela mantém velocidade constante

Gg=v e v=0. 2.1)

Quando a particula colide com a parte regular da fronteira, ¢ € I, seu vetor velocidade é
refletido através da tangente a I" em ¢, utilizando a regra angulo de incidéncia € igual a dngulo

de reflexdo e pode ser expressado por
vi=vT —2(v,n)n, (2.2)

onde v e v~ referem-se as velocidades pds-colisio e pré-colisdo, respectivamente, e n denota
o vetor unitario normal a I no ponto ¢. Se a particula atinge um ponto de quina, ela para e seu

movimento ndo serd mais definido além desse ponto.

As equagdes de movimento (2.1) e (2.2) preservam a norma ||v|| e é comum toméa-la nor-

malizada, ||v|| = 1. Uma colisio é regular se g € I" e o vetor v~ ndo é tangente a I". Neste caso
v~ #vT. Se v~ é tangente a I' nos pontos de colisdo, entdo v~ = v e tal colisdo é chamada
tangencial.

O estado de uma particula em movimento para qualquer tempo € especificada por sua

posicdo g € Z e seu vetor velocidade unitdrio v € S'. Assim, o espaco de fase do sistema

z

Q={(g,v)} =2 xS".

%)

9

U}

Figura 2.3: Exemplo de uma trajetéria em uma mesa & qualquer.

Em cada ponto de fronteira regular ¢ € I, é conveniente identificar os pares (¢,v~) e (¢,v")

relacionados pela regra de colisdo (2.2). Isto ocasiona uma mudanca na topologia de Q, mas
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suas propriedades topoldgicas ndo serdo essenciais.

Denotemos por 7, € T, as projecdes naturais de Q sobre 7 e S I, respectivamente. Além
disso, denotemos por Q C Q o conjunto de estados (g, v) nos quais a dinAmica da particula est4

definida para todos os tempos —oo < t < +oco. Obtemos um fluxo
Q- Q.

Toda trajetéria do fluxo {®'x}, x € Q, é uma curva continua em Q. E usual chamar sua projecio

m,(P'x) sobre a mesa & uma trajetéria do bilhar.

O fluxo @' é Ck~! suave em pontos de colisdes regulares ([8], Lemma 2.24). Além disso,
é possivel mostrar que Q é um subconjunto denso de medida de Lebesgue total em €, e assim
pode-se estender (tomando certos cuidados) o fluxo @ a todo o espago Q por continuidade ([8],
Secdo 2.8).

No estudo de sistemas dinamicos, € comum reduzir um fluxo a uma transformacao cons-
truindo uma secao transversal. Para um bilhar, uma secio transversal em € € geralmente cons-
truida na fronteira da mesa de bilhar, i.e., no conjunto I' x S!. Podemos descrever a sec¢io

transversal como o conjunto de todos os vetores de velocidade pds-colisdo:

///:U///i, Mi={x=(q,v) €Q:q Ty (vn) >0},

onde n denota o vetor unitario normal a I'; apontando para dentro de Z. O conjunto .# é uma

subvariedade de dimensdo 2 em £ chamado o espaco de colisdo.

Denotamos por T(x) o primeiro tempo positivo no qual a érbita @ (x) intersecta I' x S', e
chamamos esse valor o tempo de retorno. Seja M = .# NQ. Este define uma aplicacdo de
retorno T : M — M por

T(x) _ q)r(x)JrOx’

onde o simbolo 7(x)+ 0 indica que estamos tomando tempos que se aproximam de 7(x) pela
direita. T é chamada a aplicagdo do bilhar ou aplicacdo de colisdo (de acordo com isso, .# ¢é

chamado o espaco de fase da aplicagcdo do bilhar T).

Parametrizamos esses elementos como x = (s, 0), s € o parAimetro de comprimento de arco
ao longo de dZ e 0 € [0, 7] é o angulo entre o vetor velocidade v e a tangente a 7 em g,

orientado como na Figura 2.4.
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0=m/2

Figura 2.4: As orientacdes de s e de 6.

Denotamos

So=0.#4 ={6=0}U{6 =7}U (U({SZai}U{SZbi})> ;
i
onde o conjunto {s = a;} U{s = b;} estd incluido apenas para as curvas I'; que ndo sdo fe-
chadas (constituindo fronteiras para o intervalo [a;, b;]). Além disso consideramos os seguintes
conjuntos
S1=SoU{xe€ int.# :T(x) ¢ int .#}.

Esses sdo pontos que fazem uma colisdo tangencial com uma parede dispersiva (i.e, T'(x) € Sp)
ou cuja trajetdria atinge um ponto de quina e pdra. Utilizando o mesmo estudo para a inversa

T*I, escrevemos
S 1 =SyU{xc int.#Z:T '(x)¢ int.#}.

Definicao 2.18. Seja k(s) > 0 a curvatura de I no ponto s € I'. Chamaremos de circulo semi-
osculador o circulo D(s) tangente a I' em s com raio r(s)/2 onde r(s) = 1/k(s) é o raio de

curvaturade I'em s .

Quando T estd bem definida em uma vizinhanga de um ponto x = (s, 8), podemos obter sua

derivada neste ponto dada por (ver [14]):

tk—sin@ t
sin 0, m
D, T = , (2.3)
tk—sin @ Lk kit B
sin 6 sin 0

parax; = (s1,01) =T(s,0) =T (x) e k; = k(x1), onde 7 é tempo necessario para duas rebatidas
consecutivas (ou o deslocamento entre duas rebatidas consecutivas, ja que a particula tem velo-

cidade constante unitdria) e k(x) indica a curvatura da fronteira dI" no ponto x. Se ambos, s, 5]
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ndo pertencem a linhas retas, entdo (2.3) pode ser reescrita como

t—d t
rsin 0y sin 6y
D, T = : (2.4)
t—d—d, t—d;
rd, d,

onde r = 1/k, é o raio de curvatura de I'em s e d = rsin0,d; = rysin6;. Note que se k > 0
(componente focalizadora), entdo d é o comprimento do subsegmento de 5s7 contido no circulo

semi-osculador D(s).

Observacao 2.19. Em [8], na parametrizacio de x, foi usado o angulo ¢ entre o vetor velo-
cidade e o vetor normal. Isto acarreta apenas a mudanga cos @ = sin6, jd que ¢ = n/2 — 6.

Assim os célculos continuam vélidos utilizando a parametrizacdo com o angulo 6.

Ap6s uma répida andlise da matriz acima segue que a aplicagdo T : # \ S} — A4 \S_1 é

um difeomorfismo C*~! ([8], Theorem 2.33). Definimos indutivamente

Snt1= S U T_I(Sn) eS_(n+1) =S-nU T(S-n)-

n+1)

Sn+1 © S_(,41) S0 os conjuntos de singularidades para Tl e (0t respectivamente. As-

sim, no conjunto
~+oco

M=\ ] S

n—=-—oo
todas as iteracdes de T estdo definidas e sdo C¥~! difeomorfismos. Assim, T estd bem definida
em um subconjunto denso .# C .# de medida de Lebesgue total. Assim a aplicacdo pode ser
estendida por continuidade a todo .#, mas esta extensdo pode assumir miltiplos valores, ver

[8], pagina 35.
Utilizando a férmula para D, T (2.3), obtém-se que det DT = sin 0/ sin 6.

A aplicagdo T preserva a medida v = sin0dsd0 em .# . De fato, utilizando mudanga de

variaveis e o valor do determinante acima

// $in 0,ds,d6; :// $in 0dsd0
T(A) A

para qualquer boreliano A C .Z .
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2.3 Exemplos de bilhares

Nesta secdo apresentaremos alguns tipos de bilhares. Mostraremos propriedades geométricas
da mesa e topoldgicas de seu espaco de fase. Muitas destas propriedades serdo utilizadas pos-

teriormente neste trabalho. Para maiores detalhes ver [8].

2.3.1 Circular

O primeiro a analisarmos € o circular devido a sua simplicidade de apresentagio e construcao.
Tomemos um circulo de raio 1 e centro C parametrizado pelo comprimento de arco. O espago

de fase da transformacao do bilhar é um cilindro cuja base € o circulo e altura 7.

Seja z = (r, @) onde r é comprimento de arco medido apartir do ponto P’ até um certo ponto
Py pertencente ao circulo e @ o angulo de reflexdo em Py medido a partir da tangente. Se P
€ o ponto do circulo da primeira colisdo da trajetéria de z, notamos que o tridngulo PyCP; é
isosceles, figura 2.5. Logo o angulo de incidéncia em P; é ¢ e o angulo central 8 é 2¢. Assim,
se z1 = Tz, temos que z; = (r+2¢,¢) e z, = T"z = (r+2n@, @), onde r + 2n¢ é tomado

moédulo 27.

Figura 2.5: Construcdo do bilhar circular.

Isto mostra que as curvas ¢ =constante sao invariantes pela transformacao 7 e este fato ¢

suficiente para afirmarmos que a transformagao do bilhar no circulo ndo é ergédica.

Se ¢ for um mudltiplo irracional de 7, observamos que a particula descreve uma orbita
que continuamente atinge pontos diferentes do circulo, preenchendo um anel no interior da
mesa, como mostra a Figura 2.6. Caso contrdrio a 6rbita é periddica, como a da Figura 2.7.
Notamos que em ambos o0s casos (mais visivel no caso irracional) hd a formacao de uma curva
no interior da mesa com a propriedade de que se ela é tangente a um trecho de trajetdria entre

duas colisdes sucessivas, entdo todos os outros trechos também serdo tangentes a ela. Essa
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curva é denominada cdustica. Ver [22] para a prova de existéncia de cdusticas em dominios

focalizadores.

Figura 2.6: Exemplo de formacao de cdustica no circulo.

Figura 2.7: Exemplo de 6rbita periddica no circulo.

2.3.2 Eliptico

Nosso segundo exemplo € o bilhar na elipse. Vamos relembrar algumas propriedades

geométricas elementares do bilhar eliptico que usaremos posteriormente.

Dado um sistemas de coordenadas ortogonais em %?, consideremos I" a elipse dada por
x?/a*+y*=1,a> 1. E chamemos de Q a regido delimitada por I. Podemos parametrizar I"

por
x(u) =acosu, y(u)=sinu, 0<u<2m.

A curvatura da elipse no ponto (x(u),y(«)) é dada por

a

k(u) = — 5
(a?sin”u+ cos?u)2

Uma elipse pode ser parametrizada pela coordenada ¢ que € o angulo formado pela reta tangente
a elipse no ponto (x,y) com a linha horizontal y = 0. A equagéo de nossa elipse e sua curvatura

parametrizada por ¢ sdo dadas por
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1

y(p) = ima x(@) = —a*y(¢)tan o,

k(@) = (1 + a? tan’ (P)%(] +a2tan2(p+a2tan2(p+a2tan4 0)
a2(1+tan2 )3 '

A relagdo entre as coordenadas s e ¢ diz que k(s)ds = d¢, dai obtemos imediatamente que
de 1 do

do  k(s) ds

Inicialmente apontamos que existem duas 6rbitas periédicas de periodo dois que sdo as
descritas sobre os eixos maior e menor da elipse. Portanto estudemos a érbita de um ponto cuja
trajetdria corta o eixo maior. Temos trés possibilidades para a trajetéria de saida desse ponto:

entre os focos, entre um dos focos e a elipse ou sobre um dos focos.

Se a trajetdria passar entre os focos, todos os outros trechos de trajetéria entre colisdes
sucessivas também passardo por entre os focos preenchendo uma drea delimitada por uma
hipérbole confocal a elipse, que no caso é uma cdustica (Figura 2.9). No entanto, se a tra-
jetoria passar entre um dos focos e a elipse, a 6rbita manterd esse padrao preenchendo uma area
entre a mesa e a cdustica definida por uma elipse confocal a original (Figura 2.8). Passando
sobre um dos focos, nossa terceira possibilidade, todos os segmentos de trajetdria passardo por
cima de um dos focos. Isto é conseqiiéncia do fato de que raios partindo de cada um dos focos
da elipse formam angulos iguais com a tangente a elipse no ponto de colisdo. Para prova desse

resultado, ver [33].

Figura 2.8: Exemplo de formacdo de cdustica eliptica.

O bilhar eliptico ndo é ergddico. De fato, seja M' = [0, |T']] x [0, 7] o espago de fase do
bilhar eliptico. M’ pode ser parametrizado por dois conjuntos de coordenadas (s,0) e (¢,0).
No momento vamos usar o segundo conjunto de coordenadas. A funcio

2 2 e
cos“0 —€“cos” @
G(9.6) = 1—¢€%cos? o

(2.5)
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Figura 2.9: Exemplo de formacao de cdustica hiperbdlica.

a2

onde € =

¢ a excentricidade da elipse, € a integral primeira para a aplicagcdo do bilhar
a

na elipse, significando que G € constante (< 1) ao longo das 6rbitas da aplicacdo do bilhar. O

espaco de fase do bilhar eliptico é folheado pelas curvas de nivel de G, conforme Figura 2.10.

Figura 2.10: Espaco de fase do bilhar eliptico.

Nesta figura, as Orbitas que descrevem uma hipérbole como cdustica sdo as curvas no inte-
rior da regido com o formato de c. As curvas fora dessa regido sdo as formadas pelas 6rbitas
que produzem elipses. As Orbitas periddicas de periodo dois estdo representadas em quatro
pontos desse espaco de fase: as intersecdes das curvas que formam a regido com formato de oo
representam a 6rbita periddica sobre o eixo maior e os centros desse mesmos ramos representam

a 6rbita periddica sobre o eixo menor.

A funcdo 2.5 também é importante para calcular a inclinagdo das retas tangentes a estas
curvas de nivel. Vamos dar uma resposta em coordenadas (s, 0). A inclina¢do da curva de nivel
G =G(z) em z= (s,0) é dada por
_dO  k(s)e*sin2¢

SR S0 (2.6)

p2):= ds sin20
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Defini¢iio 2.20. Denote por & o subconjunto de M’ consistindo das curvas de nivel elipticas
e por # o subconjunto de M’ consistindo das curvas de nivel hiperbélicas. Claramente, pon-
tos em & tém trajetérias com cdustica eliptica e pontos em 7 t€m trajetérias com cdustica

hiperbdlica.

Temos0 < G < lem&,e1—a®> <G <0em 7. Ao longo das trajetdrias que passam pelo

foco, cuja unido forma uma conexao de sela no espaco de fase, temos que G = 0.

Existem varias diferencas entre as orbitas em & e .7. Destacaremos aqui algumas impor-

tantes para os resultados deste trabalho.

A primeira diferenca estd na existéncia de orbitas periddicas. Para cada a > 1, temos Orbitas
periédicas de todos os periodos em &, fato que nio acontece em .7#. Orbitas de periodo 4
existem apenas para a > v/2 e ndo existem érbitas de periodo 8 para a < \/4 —2+/2.

A segunda diferenca que iremos destacar é o ponto de tangéncia com a respectiva cdustica.
O ponto de tangéncia para cdusticas em & sempre ocorre dentro dentro de Q (isto €, da elipse
original), e assim este ponto estd no segmento de trajetdria que une duas rebatidas consecutivas
na elipse. Entretanto, em .7Z, a tangéncia pode ocorrer fora de Q, isto é, ndo temos necessaria-
mente o ponto de tangéncia entre duas rebatidas consecutivas no interior de I'. Isto pode ocorrer
mesmo no infinito, se um segmento de trajetdria estd contido em uma assintota da cdustica hi-

perbolica.

Nos préximos lemas, daremos condi¢Ges para que a tangéncia para trajetdrias em 57 ocorra
em Q. Sejam I'; e I'; as semielipses referentes au € [—7/2,7w/2) (¢ € [0,w))e u € [1/2,37/2)

(¢ € [m,27]) respectivamente.

Lema 2.21 (Lemma 7.3 em [15]). Se 1l <a < V2, entdo qualquer drbita de F€, exceto a orbita
periodica ao longo do menor eixo, tem no mdximo duas rebatidas consecutivas em uma mesma

semielipse.
Demonstracdo. Demonstraremos o lema para rebatidas consecutivas em I'f, o outro caso é
analogo.

A reta normal ao longo do ponto (x(u),y(u)), u € (—m/2,7/2) intersecta o eixo y em
y=(1—a*)sinu.
Para a < v/2, uma trajetéria em . comecando em z € I';, com T’z pertencendo também a

I'; terd 6(Tz) < m/2 (basta comparar o dngulo de chegada em 7'z com a reta normal em 7'z).

Como uma trajetéria em 7 atravessa o eixo x em algum x € (—c,c), temos que 7'z saird
de F1 . O
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Lema 2.22 (Lemma 1 em [27]). Suponha que uma trajetéria {T"(¢y,00)} € S tenha duas
rebatidas consecutivas em uma mesma semielipse. Se 1 < a < V2, entdo a tangéncia entre o

segmento unindo estas duas rebatidas e a cdustica hiperbdlica ocorre dentro de Q.

Demonstragdo. Suponhamos que exista uma trajetéria na qual a tangéncia ocorra fora da elipse.
Para fixar as ideias, suponhamos que esta tangéncia ocorra na parte inferior direita da hipérbole.
Por continuidade, é possivel obter ¢y € [0,7/2) e @) € [n/2, 7| tal que esta tangéncia ocorra na

interse¢ao de cdustica hiperbélica com a elipse. Para fixar ideias, veja figura 2.11.

Figura 2.11:

Isto significa que, ou I'(¢p) ou I'(¢;) estd na intersecdo da cdustica hiperbdlica com a
fronteira da elipse. Como hipérboles e elipses formam uma familia ortogonal, temos que 6y =
m/2.

Mas, se 1 < a < V2, ¢y € [0,7m/2] e By = m/2 entdo, pelo mesmo argumento usado no
lema anterior, ¢; € [7,37/2]. Logo ¢p e ¢; ndo estdo na mesma semielipse, contrariando nossa

hipétese inicial.

Portanto a tangéncia entre o segmento @y, com a cdustica hiperbdlica ocorre dentro de

0. O

Lema 2.23 (Lemma 2 em [27]). Suponha que uma trajetéria {T"(¢g,600)} € H tenha duas
rebatidas consecutivas, Qg e @1, em uma mesma semielipse. Se 1 < a </ 4—-2+/2, entio a

tangéncia entre cada um dos segmentos 9_1Qy e Po@| e a cdustica hiperbdlica ocorre dentro

de Q.

Demonstragdo. Seja G(¢y,0y) = Ky < 0 a curva de nivel que representa a cdustica hiperbdlica
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para uma 6rbita {7 (¢, 6p)}. Fixe esta cdustica hiperbdlica Ky. Chamenos de 6(¢) a solugdo
de G((P, 6(([))) = Ko.

Consideremos o pedaco de trajetéria passando por ¢ =0, (¢_1,0(¢_1)), (0,6(0)), (¢1,0(¢1)),
tal que @) € [0, 7] e ¢_; € [,2x]. Como ¢ = 0 pertence as duas semielipses e \/4 —2v/2 < /2,

pelo Lema 2.22 temos que, ¢_0 e 0¢; tocam a hipérbole dentro da elipse.

Consideremos agora que ¢_; € (7/2,37w/2), oo € [0,7/2) e @) € [r/2, 7], 08 outros casos
séo andlogos. Seja G(¢y,0y) = Ky < 0 a curva de nivel que representa a cdustica hiperbélica

para a 6rbita acima.

Como V/ 4-2\2 < \/Q, pelo Lema 2.22, o ponto de tangéncia entre @p@; € a cdustica
ocorre dentro da elipse. Suponhamos que o ponto de tangéncia entre ¢_| Qg € a cdustica ocorra

fora da elipse.

Como na demonstracdo do lema anterior, podemos encontrar ¢_; e @p tais que o ponto
de tangéncia ocorra na interse¢do de cdustica hiperbdlica com a elipse. Além disso, como

@1 € [n/2,7] e a <2, segue que B(¢_) = /2.

Figura 2.12:

Variando continuamente o ponto ¢_; e continuando com 0(¢_;) = 7 /2, conseguimos uma
nova céustica hiperbélica K tal que ¢y € [0,7/2] e ¢ = m. Isto nos dd uma configuragdo,
(¢_1,m/2) — (@o,6) — (7, 6). Para fixar ideias, veja a figura 2.12. Continuando-a obtemos
uma 6rbita periddica de periodo 8 que corta o eixo menor 6 vezes. Como citado anteriormente,

este tipo de 6rbita ocorre apenas quando a > /4 — 2v/2, contrariando nossa hipétese.
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Como consequéncia do lema anterior obtemos o seguinte resultado

Corolario 2.24. Suponha que uma trajetéria {T" (o, 00)} € A tenha duas rebatidas conse-
cutivas, Qg e @, em uma mesma semielipse. Se 1 < a < \/4— 22, entdo a tangéncia entre

cada um dos segmentos O_1 @y, Po@1, O1Q; e a cdustica hiperbdlica ocorre dentro de Q.

Lema 2.25 (Lemma 1 (iii) em [14]). Se 1 <a < V4—2V2 e O_1,00, 01, Q2 sdo rebatidas
consecutivas de um ponto da trajetoria do bilhar na elipse com cdustica hiperbdlica tal que @
e Q1 estdo em uma mesma semielipse, entdo a distdncia entre o ponto de tangéncia de ©yQ; com
a cdustica hiperbolica e a fronteira da semi elipse é limitada inferiomente por uma constante

positiva que ndo depende de @, Q.

Demonstragdo. Suponha que possamos encontrar uma sequéncia de trajetorias, tais que a distancia
entre o ponto de tangéncia de @p@; com a cdustica (hipérbole) e a fronteira do bilhar eliptico é
arbitrariamente préximo de 0. Quando um ponto de tangéncia estd muito préximo da fronteira
do bilhar eliptico, digamos o ponto ¢, entdo a Lei de Reflexdo 3.4 (veja se¢do 3.2) implica que
o ponto de tangéncia entre @) ¢, com a cdustica ocorre fora da elipse, contradizendo o Corolario
2.24. O

2.3.3 Estadio Circular

Obtém-se um bilhar ergédico deformando o circulo em um estddio (Figura 1.1 (a)). De
fato, mostra-se (ver [5]) que o espacgo de fase do bilhar no estddio, a medida que se aumenta o
ndmero de rebatidas, € totalmente preenchido, a menos de duas regides que tornam-se cada vez
menores quando o nimero de rebatidas tende a infinito. Essas duas regides estio relacionadas a
orbita periédica formada por rebatidas nos semicirculos cuja trajetéria € paralela aos segmentos

de reta.
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3  Hiperbolicidade do Estadio Eliptico

Neste capitulo, vamos estudar as propriedades hiperbdlicas do bilhar no estddio eliptico.
Vamos mostrar que a a aplicagdo d possui expoentes de Lyapunov ndo nulos q.t.p. usando o
Teorema 2.4. Esta propriedade implicar4, pela Teoria de Pesin, na existéncia q.t.p. de variedades
estdveis e instdveis locais absolutamente continuas para @, que é necessaria para provarmos a

ergodicidade de &.

Para aplicar o Teorema 2.4, vamos criar um campo de cones que satisfaca suas condi¢des.
Além disso este campo de cones possuird algumas propriedades que serdo necessdrias para
o Teorema Ergddico Local. Para definir o campo de cones, usaremos um pouco de Optica
geométrica e definiremos nossos campos de cones a partir dela e daremos algumas equivaléncias

sobre o modo de entender esses cones.

3.1 Construcao do Sistema Dinamico

Nesta secdo apresentaremos o tipo de mesa de bilhar com a qual trabalharemos, intro-
duzindo um espago de fase restrito e a transformagdo de primeiro retorno & induzida pela
aplicacdo do bilhar T. Isto ird facilitar algumas demonstragdes mais a frente. Em seguinda

definiremos o conjunto de singularidades de T e ® e faremos uma relacio entre elas.

Estudaremos o bilhar definido na mesa Q = Q, 5, onde Q € uma regido convexa do plano
cuja fronteira consiste de duas semi-elipses com semi-eixos de comprimento 1 e a, a > 1 e
unidas por duas linhas retas de comprimento 24 que s@o paralelas ao maior eixo das semi-

elipses. Esta regido é chamada de estddio eliptico, Figura 3.1.

Denotemos por I'j,I as duas semielipses do estddio de comprimento m e semieixos de
comprimento 1 e a > 1. Nesta representagdo I'j é a semielipse contida no semi-plano {x > 0}
e 0 maior semieixo da elipse estd no eixo x do plano. As linhas juntando as duas semielipses
tem comprimento 2h. Vamos denotar a componente focalizadora da fronteira do estadio por

'y =T'1UI, e a componente neutra consistindo das duas semiretas por I'.
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2h

Figura 3.1: Estadio eliptico.

Sejam ay,az, a3, aq as intersecdes das semielipses com as linhas comegando da parte inferior
direita e movendo-se no sentido anti-horério e suas coordenadas sdo, respectivamente, 0, m,m+

2h,2m+ 2h (o comprimento total de I" € 2m +4h). Vamos chamar esses pontos de quinas de I

Seja
M ={(g,v):g €T, v|=1,(v,n(q)) > 0}.

o espaco de fase da aplicacao do bilhar no estadio elipico.

Particionamos M’ em dois retingulos M, = 1~ !(I"}) e My = #~'(I'y) que sio os subcon-
juntos do espaco de fase correspondendo respectivamente as componentes focalizadora e neutra

de I'. Definimos por M = M o espago de fase reduzido com o qual iremos trabalhar.

O conjunto M pode ser particionado em dois subconjuntos My = =1 (I';) e My = 71 (I2).
Parai= 1,2, definimos U= {z e M;: T2, Tz¢ M;},V;=M\Ui={zeM;: T 'zeM;ou Tz €
M;} eYi={z€ M;:Tz ¢ M;}. Em palavras, U; é o conjunto dos pontos z € M; que refletem
apenas uma vez em I}, enquanto V; € o conjunto dos pontos z € M; que tem pelo menos duas
reflexdes consecutivas em I, e ¥; € o conjunto dos pontos z € M; que podem ter varias reflexdes
consecutivas para trds no tempo em I'; mas a sua préxima reflexdo ndo € em I';. Definimos
U=U,UU0,,V=ViUV,eY =Y UYs.

O conjunto V;, i = 1,2, pode ser escrito ainda como V (i,&) UV (i,.#), onde

V(i,&) ={ z € V;tal que a cdustica é uma elipse}

V (i, ) ={ z € V; tal que a caustica ¢ uma hipérbole }

Seja (T, V) a aplicagdo do bilhar em M’ que preserva a medida v = sin 6dsd0. A aplicagio
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®: M — M é aaplicaciio de primeiro retorno nas semielipses, M, induzida por 7, ®(y) = T4 ) Y,
onde A(y) =inf{i > 1: T’y € M}. A medida u = (v(M))~'v |3 é uma medida de probabilidade
invariante para ®. As aplicagdes T e P sdo difeomorfismos analiticos por partes (pois dependem

do grau de diferenciabilidade da curva que constitui a fronteira do bilhar).

Dada uma trajetéria comegando em um ponto z em uma semielipse que toca n vezes a parte

reta do estadio antes de chegar a outra semielipse, podemos escrever a matriz derivada de ® por

tk—sin O t
sin 6 sin 6
D.®=(—1)" . (3.1)
tk — si
. sm@_k .klt _1
sin 0 sin 0,

Isto se deve ao fato de que na parte reta do estadio, DT é apenas uma translacao e uma inversao.

Observacao 3.1. Por [19], o Teorema de Oseledets (2.2) pode ser aplicado em 7T e nos d4 a
existéncia v-q.t.p. de expoentes de Lyapunov para T. Segue imediatamente que P tem ex-
poentes de Lyapunov pi-q.t.p. e eles sdo proporcionais aos expoentes de Lyapunov de 7 com
constante de proporcionalidade igual a média (com respeito a () do tempo de retorno A(y) so-

bre M (por [36]). Além disso, as semielipses formam uma se¢@o transversal para a aplicagao do

bilhar T, dai U T/M = M'. Logo pela Proposic¢do 2.12 temos que T é ergédico se, e somente
j=0
se, ® ¢ ergddico.

Vamos denotar por ST o subconjunto de M onde @ falha em ser C! e o chamemos de
conjunto singular de ® ou conjunto das singularidades de ®. S* consiste dos pontos cuja
préxima reflexiio estd em um canto do estadio. O conjunto singular S~ para a aplicagio &'
é definido similarmente, mas neste caso considerando reflexdes no passado. O conjunto S, =
STUd!ISTuU..ud IS n > 1 ¢ o conjunto singular para ", e S, =S~ UDS™ U...U
®"~ 1S~ é o conjunto singular para ®~". Seja St = US, e S = US, . Entio S.. = S NS, é 0

conjunto dos pontos cuja trajetéria bate em um canto no futuro e no passado.

Vamos denotar por ST e S~ os conjuntos singulares de T e T~!, respectivamente, que sdo
os subconjuntos de M’ consistindo dos pontos cuja proxima reflexdo para trds e para frente no
tempo sdo qquinas do estddio. Similarmente S;” e S, sdo os conjuntos singulares de 7" e T™"

paratodon > 0.

Observacdo 3.2. Os conjuntos singulares S;- de ® estdo diretamente relacionados ao conjuntos
singulares S;- de T. De fato, se z € ST N M, entdo temos que z € ST (se nio houver saltos

sobre My) ou z € S5y, (se T'z € My parai=1,...,.2N). E, se € S,/ N M, entdo z € S&NH)H.
+

Relagdes similares sdo obtidas para S, . Portanto S C S(ZN e
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3.2 Optica Geométrica

Nesta se¢do apresentaremos os conceitos de dptica geométrica que serdo usados na constru¢io

do nosso campo de cones. Os resultados aqui apresentados podem ser vistos em [8] e [37].

Para entender a dinAmica de um bilhar, estudamos a dindmica de uma familia infinitesimal
de trajetdrias do bilhar (varia¢cdes). Em um bilhar planar, as variacdes sdo parametrizadas por
uma quantidade projetiva chamada tempo focalizador. Uma descricdo completa da dindmica
das variacoes é dada pela lei de reflexdo que explica como o tempo focalizador de uma variacao

muda apds refletir na fronteira da mesa do bilhar.

Uma variacio 1 (a,¢) é uma familia a um parimetro de retas em R?. Sejau € T,M , z €

Meé& :(—¢€,€) — M uma curva tal que £(0) =z e &'(0) = u. Associamos com u a variagdo
N+(a,t) =q(a)+tv(a), t € R

onde &(a) = (¢(@),v(a)). Dizemos que N+ (a,t) focaliza se %]azo =0 paraalgumt € R,

ou seja, se existir um #y € R tal que:
d
I gm0 = (0) +10v(0) = 0= 1y = T
Como

v(a) =cosO(a)t(a)+sinb(a)n(ct),

onde 7(o) = ¢’ () e n(@) representam, respectivamente, os vetores tangente e normal a g(ct),

temos que
V() =—(k(a)+6'(a))sinO(a)t(er) + (k(ax) 4+ 0’ (ex)) cos 0 (o )n( ).
Logo,
to:_(1(0),—(k(0)+9’(0))8i119( )(0) + (6'(0) +k(0)) cos 6(0)n(0))
(k(0) 4 67(0))2(sin? 6(0) 4 cos2 6(0))
= sin 6(0)
k(0)+67(0)°

Observe que 6'(0) € a inclina¢do do vetor u. Chamaremos este tempo #y de tempo focalizador

de 1+ (o,t) e 0 denotaremos por £ (u). Vamos considerar também a variagio



40
n-(a,t) =q(a)+tv(a), t € R

onde o vetor 7(¢) € obtido refletindo v(ot) através de n(g(ot)) (vetor normal em g(¢t)). Defini-

mos o tempo focalizador f~(u) da variagao n_(c,r) da mesma maneira como anteriormente.

Figura 3.2: Esquema da posi¢ao de v e v.

Embora para cada vetor u € T.M podemos construir infinitas variagdes distintas n (a,) (n-(e,1)),
todas elas focalizam e seu tempo focalizador é 0 mesmo. Vamos chamar de tempo focalizador
para frente (trds) de u o tempo focalizador da variacao 14 (a,t) (n-(a,t)). Note que, em

z=(q,v), um vetor u focaliza para trds quando, em Z = (g, V), focaliza para frente.

d d
Sejau = s + ug% € T.M com ug,ug € R. Os tempos focalizadores para frente e para

tras f(u), f~ (u) sdo dados por

sin 0
N kiue, S€ Ug ?é 0
FEu) = m (3.2)
0, se uy = 0.

onde k > 0 é a curvatura de I' em 7(z).

Observacao 3.3. Claramente o tempo focalizador estd associado a inclinagdo dos vetores do
espaco tangente, mas precisamos apenas associd-lo a direcdo destes vetores. Assim quando nos

referirmos ao tempo focalizador tomaremos sempre vetores de norma 1.

Dizemos que u € divergente (convergente) se f*(u) é negativo (positivo) e u é flar se
fHw) =
Lema 3.4. (Lei de Reflexdo). Seja zo = (qo,vo) € M\S* eu € T,yM. Se fy € o tempo focalizador
para frente de u e f\ é o tempo focalizador para frente de D,,Tu, entdo a relagdo entre fj e fi

é dada por
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1 1 2k;

7—1_ - . )
fi to—fo sin6

onde ki é a curvatura de T em q, e ty é o comprimento do segmento [zg, T 7).

Agora vamos comparar a evolucio de dois vetores depois de uma reflexdo. O lema seguinte,
que segue diretamente da Lei de Reflexdo, mostra que o tempo focalizador tem uma importante

propriedade de ordenacdo. Esta propriedade serd muito util na prova da hiperbolicidade de &.

Lema 3.5. (Propriedade de Ordenacdo). Com as mesmas notacoes dadas acima. Sejam u,w €

T,,M. Suponha que 0 < f*(w) <t(z) e 0 < f*(D,,Tw). Entdo
0< fH(u) < fH(w) = 0< fH(DyTu) < fH(DyTw).
A implicagdo continua vdlida se substituirmos a desigualdade por uma desigualdade estrita.

Demonstragdo. Segue do Lema 3.4, que

1 2% 1

FrDTu) to— ) sinb  fHDIW) 10— fT(w)
Por hipétese, fT(u) < fT(w), dai 0 _}Jr(u) < o —jL(w)’
Assim ! — ! = ! — ! <0

M FE D Tw) T fr(DTH) to— (W) to—fH(w)

1 1

L8 T D Tw) = FHDTw)
Portanto f*(D,Tu) < fT(D,Tw). O

Podemos ver que f* é uma coordenada projetiva em T,M. Assim, podemos identificar um

cone C(z) C T.M com um intervalo fechado dos valores de f:
Cl@)={ueM; fi < f*(u) < fo}

para alguns nimeros reais f1, f> que representam as bordas do cone, tais que —oo < f] < fo < oo,

Posteriormente usaremos esta identificacdo para definir nosso campo de cones.

Seja C'(z) o fecho do cone complementar de C(z) em T,M. Definimos

Ft(z)= sup ft(u) e F(z)= sup f (u).
ueC(z) ueC'(z)

Note que F*(z) e F~(z) representam um dos vetores que formam o bordo de C(z) € C'(z)

respectivamente.
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Observacao 3.6. Se z e ¥z sdo duas rebatidas consecutivas na mesma semi-elipse (ambos
pertencem a V), entdo o segmento que os une € tangente a uma cdustica. Pelas defini¢des
das varia¢oes e dos tempos focalizadores, temos que F*(z) e F~(®z) focalizam no mesmo

ponto Py da tangéncia da trajetéria com a cdustica.

O préximo resultado € um critério simples que nos ajudara a verificar a invariancia de um
campo de cones. A primeira versdo deste lema foi feita por Donnay em [15]. Iremos chamar de

m(u) a inclina¢@o do vetor u.

Lema 3.7. (Lema Focalizador). Seja z € M\ S* tal que Tz € M. Suponha que 0 < f+(u) <1(z)
para todou € C(z) e 0 < F~(Tz) <t(z). Entdo

0<F'(z)+F (Tz) <t(z) = m(D;Tu) > m(wy),

onde wy € C(Tz) é tal que [ (wy) = F*(Tz). E se a desigualdade do lado esquerdo é estrita,

entdo a desigualdade do lado direito também é estrita.

Demonstragdo. Pelas defini¢dés de f+ e FT, o vetor w; descrito acima pertence a uma das
bordas de C(Tz).

Sejaw = D7, T~ 'wy. Temos que f(w) =t —F~(Tz).

Além disso, se u € C(z), entdo f* < F*(z). Dai, por hipétese, temos que F*(z) <t —
F~(Tz) = f"(w). Logo f*(u) < f*(w).

in 0
Assim, aplicando o Lema 3.5, temos [ (D,Tu) < f*(D,Tw) = f*(w), ou seja, % <
sin 0
k+ m(wl) '
Portanto temos que m(D,Tu) > m(wy). O]

Observacao 3.8. O lema anterior também € um critério direto para saber se um campo de
cones € ou ndo invariante. Pois, se f1(D,Tu) < f(D,Tw) = f*(wy) = F*(Tz) temos que

D.Tu € C(Tz).

Como a fronteira do estddio eliptico possui partes nao focalizadoras, vamos apresentar uma
versdao do Lema Focalizador para trajetérias que as tocam. A demonstracdo do lema a seguir

segue de [15] e de [8].

Considere uma trajetdria que atravessa o estadio apenas uma vez e cujos pontos finais estao

em arcos distintos. Mais precisamente, considere a orbita finita {z,Tz,..., 7"z}, n > 0 tal que
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Tz,...,T" 'z € My se n > 1 e assuma, sem perda de generalidade, que z € M| e T"z € M.

n—1
Vamos denotar por L(z) o comprimento da trajetdria, isto é, L(z) = Z t;.
i=0

Lema 3.9. Sob as condi¢oes acima, se u € C(z) e w € C(T"z) é o vetor do bordo de C(T"z),

entdo
0<FT(z)+F (T"z) < L(z) = m(D;T"u) > m(w).

Para finalizar esta secfo, apresentaremos um resultado que diz respeito a outra importante

propriedade que algumas 6rbitas do bilhar eliptico possuem. Usaremos aqui as coordenadas

(9,0).

Lema 3.10. No bilhar eliptico com a < V2, escolha uma trajetéria em & tal que @y € [1/2, 7],
©+60>7me @ €[n,2n]. O ponto Py da tangéncia de Po@, com a cdustica eliptica estd

contido no interior do circulo semi-osculador em ¢ = .

Demonstragdo. Fixemos uma cdustica eliptica.

Para cada (9,0), ¢ € [n/2,7], ¢ + 6 > &, associamos P(¢), o ponto de tangéncia com a

caustica.

Seja @y tal que P((p) € o vértice superior da cdustica eliptica. Ordenando a cdustica eliptica
pela orientagdo no sentido anti-horario, como na figura 3.3, temos que P(@) < P(¢) < P(m)

por construgao.

Figura 3.3: Idéia geométrica da construgdo feita na demonstracido do Lema 3.10.

O circulo semi-osculador em @ = 7 possui raio a?/2. Logo temos que P({y) estd contido

em seu interior.
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A curva integral associada a esta cdustica tem um ponto critico em ¢ = 7 (basta verificar a
equacio 2.6), logo o vetor tangente a curva nesse ponto € (1,0). Pela defini¢ao da distancia foca-
sin 0 )
kz+0
o comprimento da trajetdria contida no circulo semi-osculador em ¢ = 7. Em outras palavras, a

lizadora segue que f(1,0) = = a’sin 6 e como visto anteriormente, a*sin O representa
distancia focalizadora é o ponto de intersecio da trajetéria com o circulo semi-osculador como

também € o ponto de tangé€ncia com a cdustica.

Portanto, para todo ¢ € [@, 7] o ponto de tangéncia da trajetéria com a cdustica ocorre

dentro do circulo semi-osculador em ¢ = 7. OJ

3.3 Campo de cones invariante

Nosso objetivo final € provar a ergodicidade da aplicacdo ® que, por sua vez, nos dard a
ergodicidade de 7. O primeiro passo € a constru¢cdo de um campo de cones em M que seja
eventualmente estritamente ®-invariante e que tenha algumas propriedades adicionais exigidas

pelo Teorema Ergédico Local.

Como consequéncia da existéncia desse campo de cones, temos que P, e portanto 7', tem
g.t.p. expoentes de Lyapunov ndo nulos. Esta propriedade implica, pela teoria de Pesin ([19]),

que T tem variedades estdveis e instaveis locais g.t.p. que s@o absolutamente continuas.

Definimos nosso campo de cones {C} em M da seguinte maneira,

e para z € V: os segmentos de chegada e saida de z sdo ambos tangentes a uma cdustica
(elipse ou hipérbole), assim sejam P (z) e P_(z) os correspondentes pontos de tangéncia.

Definimos C(z) como o conjunto de todos u € T;M que focalizam entre 7(z) e P,
Clz) ={u € LM :0 < f*(u) <d(n(z),P;(2))}-

O bordo de C(z) é constituido pelos vetores u;,uy, para os quais [ (u;) =0e fT(uz) =
F*(z) =d(n(z),P+(z)). O primeiro caso ocorre quando u; = (0,1) e o segundo ocorre
no ponto de tangéncia com a cdustica. Neste caso, ao considerarmos a curva representada
pela variacdo no espaco de fase, a sua tangente no ponto z coincide com a tangente da

curva de nivel da cdustica, logo uy = (1, —g—g / 3—3).

Assim, podemos reescrever o cone acima como,

C(z) = {aX, + bX.,ab > 0},
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onde X, = (O’ 1) eX. = (1’_8%/%).

do
Ou ainda, como os vetores cuja inclinac¢do satisfaz — (z) > p(z), onde p(z) é a equagéo
(2.6).

e paraz € U: chamemos de O (z) e Q_(z) os pontos onde os segmentos de chegada e saida

de z intersectam a fronteira do circulo semi-osculador de I em 7(z). Definimos

Cla)={ueM:0< f"(u) <d(n(2),0+(z))}-

Para este caso, o bordo de C(z) é constituido pelos vetores uy, u,, para os quais 1 (u;) =0
e fT(up) = F"(z) =d(n(2),0+(z)). O primeiro caso ocorre quando u; = (0,1), e o
segundo ocorre na intersecdo do segmento da trajetéria com o circulo semi-osculador.
Como visto anteriormente, o comprimento do segmento da trajetéria contido no circulo

in 0
semi-osculador é %, logo u; = (1,0).

Assim, podemos reescrever o cone acima como,
C(z) = {aX, + bXp,,ab > 0},

onde X, = (0,1) , X;, = (1,0).

. e . do
Ou ainda, como os vetores cuja inclinagao satisfaz d—(z) >0.
N

Definimos anteriormente os valores F*(z) e F~(z). Consideremos estes valores para os

cones definidos acima e sejam

my=supFt(z) e m_=supF (z).
EM eEM
Pela construcdo do campo de cones, segue que m. e m_ sdo finitos e que m = m_ pela simetria

da mesa do bilhar.

Uma das bordas de C(z) é alinha {u € T.M : u; = 0} (linha vertical), enquanto a outra borda
depende de z € M. O cone definido em z € U corresponde ao primeiro e ao terceiro quadrantes
do espaco tangente em z. Para z € V precisamos estabelecer uma limitacdo para a abertura do

cone (que depende da inclinag¢do da borda ndo vertical).

O préximo lema (Lemma 3 em [14]) mostra que a inclina¢do da borda ndo vertical € uni-
1
formemente limitada por ———. Note que se — (z) estd muito proxima de ——— o tempo
r(z) ds r(z)

focalizador tende ao infinito e interpretamos isso como a inclina¢do de uma variacao de raios

paralelos.
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Lema 3.11. Existe um 0 < 8 <

Ug
, onde ryg = max{r(z)}, tal que — > ——— + 8 para
Fmax max ZGM{ ( )} 4 Ug I"(Z) b
todo z € M e todo u € C(z).

~ . . . .. ~ Ug ~
Demonstragdo. Precisamos de uma estimativa para a inclinagdo m(z) = —(z) na borda nio
Us

vertical dos cones C(z), z € M.

Para z € U, temos que m(z) = 0, logo o lema é verdadeiro para qualquer 0 < 6 < —

Tmax
fixadoem U.
Agora, sejaz = (s,60) € V. Neste caso temos que m(z) = p(z) e dai,
m(2) | k(s)e*sin2¢ cos? 0 — g% cos? @ k(z)€*sin2¢ sin’ @
m = — = =
¢ sin26 1—¢€%cos? o sin26 1—¢€%cos? o
2 ) 2 2
k(z?e sin2¢ sin“ 0 _ L|tan9| €*sin2¢ < 1 € tan6].
2sinBcos O ||1—€2cos2@| r(z) 2(1—€2cos? )|~ r(z) \2(1—€?)
~ ~ 82 -
Fixemos um 6 tal que |tan 8| < 1/B, onde B= ————— ¢ tomemos 0| = (1—B|tanB]|) <
2(1 - 82) T'max
1
Fmax

Para todo z pertencente ao conjunto {(s,0) € V;6 € (0,0) U (x — 6, )}, temos que,

1 ~ 1 1 ~
m(z) > —@B|tan9| > —@—i-@(l —B|tan6|) >

1 ~ 1
———+——(1-B|tan0|) > ——— + 6.
r(z)  r(max) ( | ) r(z) !
Resta entdio provar que o lema vale no conjunto complementar {(s,8) € V;60 € [6,7—0)}.

Paraz e {(s,0) € V;0 € [6,7— 6)}, temos que

sin @

ftu) = T ug 0 (pela defini¢do do cone C(z)),
r(@) " us
dai,
1 in 0 in 6
1 up _ sin _sm >0
r(z) us fr(w) T omy
1 sinf 1 P ~
Logo m(z) > ——— 4 &, onde 0 < & = —— < — (m ¢ finito pela constru¢do do cone)
r(z) my m4
1 1
e como m, = sup F(z), segue que my > ——, onde kygy = max{k(z)}. Assim & < — <
EM kmax zEM my
1
kmax - .
Tmax

Portanto, tomando 8 = min{d;, &}, a demonstrac@o estd concluida. O
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Nosso objetivo € provar que o campo de cones definido acima € eventualmente estritamente
d-invariante, ou seja, que para quase todo ponto zg € M, D®"(C(zp)) C C(z,) e para quase
todo ponto zo € M, podemos encontrar um k = k(zo) tal que D®*(C(z9)) C int C(z;). Para isso
vamos mostrar que as bordas (vertical e horizontal) dos cones se fecham pela a¢@o da aplicacdo
D®. Assim, o resultado seguird dos Lemas 3.5, 3.7 e 3.9. O préximo lema pode encontrado em

[27] (Lemma 4 e Propositions 1 a 5).

Lema 3.12. Se 1 <a < \/4—2V2eh>2a*Va? —1, o campo de cones {C(z)} é P-invariante.

Demonstragcdo. Vamos primeiro mostrar que a borda vertical do cone se fecha pela aplicacio
de D®.

Sublema 3.13. Seja 1 <a < /4 —2v2eh>2a*Va? — 1. Para todo 7 € M temos que a borda

vertical X, é deslocada para direita.

Demonstragdo. Sejam 7z , ®z9 € M e X, = (0, 1) a borda vertical do cone no ponto 7z . Temos

i o Kt
que (¢t,) = D, ®(0,1) = (1) <sin 0, sin@ 1>.

Como o # 0, temos que sua inclinagdo é g = w, lembrando que r;sin6; € o
comprimento do segmento de 79 contido no circulo semi—oslc?ﬂador em $zj. Pela nossa escolha
do campo de cones, temos que #y > rysin 8;. Logo ﬁ > 0. Ou seja, sob a agdo de DP a borda
vertical se desviou para direita. Logo a borda vertical estd fechando.

O

Nos préximos sublemas mostraremos que as bordas horizontais dos cones também se fe-
cham pela ag¢do de D®, e a partir dai concluiremos que o nosso campo de cones € P-invariante.
Para isso, dividimos a demonstra¢do nos possiveis casos e usaremos o Lema Focalizador em

cada um deles.

Vamos analisar os casos possiveis para pontos zg, Pzo = z1 € M e para facilitar contas usa-

remos as coordenadas (¢, 0).

Sublema 3.14. Se zy,z| pertencem a mesma semielipse, z; = (¢;, 6;), i =0, 1, entdo D, ®(C(z9)) C

C(z1) (neste caso a invaridncia ndo € estrita).

Demonstragdo. Como os pontos zp,z; pertencem a mesma semielipse, eles estio em uma
mesma curva de nivel do bilhar eliptico, G(¢,0) = k. Assim, podemos escrever 8 em fungio

de @. Chamemos de 6(¢) = (¢,0(¢)). Dai, o’'(¢) = (1,d0/d¢) = X.(c(@)).
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Como os dois pontos pertencem a mesma curva de nivel temos que T(o(¢p)) = o(¢;). Dai,

D ()T (0" (90)) = &’ (¢1). Ou seja, Doy T(Xe(20)) = Xe(21).-

Outra maneira de provar este resultado € ollhando para os tempos focalizadores F*(zg) e
F~(z1). Como zg € 71 pertencem 2 mesma semielipse, temos que F(z0) +F~ (z1) =(z0), logo
aplicando o Lema Focalizador, m(D, T (X.(z0)) > m(X.(z1)- O

Sublema 3.15. Se zo € V(1,&) (resp. V(2,8)) e z1 € V(2,8) (resp. V(1,8)), entdo a borda

horizontal dos cones se fecha pela aplicacdo de DP.

Demonstragdo. Os cones nestes pontos sao
C(zi) = {aX,(zi) + bXc(zi),ab > 0},i =0, 1.

O vetor X, (zo) focaliza para frente em Py, o ponto de tangéncia do segmento da trajetdria que
sai de zp com a cdustica eliptica; e X.(z;) focaliza para trds em Pj, o ponto de tangéncia do
segmento da trajetéria que chega em z; com a nova cdustica eliptica. Estas duas cdusticas
elipticas niio sdo mais confocais, mas t€ém a mesma distancia focal 2¢ = 2v/a% — 1 e seus focos

estdo sobre a mesma reta.

Se a trajetéria ndo bate na parte reta do estadio eliptico, entdo podemos pensar que Py € o
ponto de interse¢do com a cdustica na parte direita (relativa a I'}) e P; o ponto de intersecao
com a cdustica na parte esquerda (relativa a I';). Como h > va?—1 > ¢ os focos das duas

semielipses estdo separados. para fixar ideias, veja a figura 3.4.

Figura 3.4: Idéia geométrica da construgdo feita na demonstracdo do Sublema 3.15.

Logo Py aparece antes de P| na trajetéria indo de ¢y até ¢;. Logo pelo Lema Focalizador

3.7 temos que

m(DZOCI)XC(Zo)) > m(XC(Zl ))
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Se ela bate na parte reta, obviamente Fy aparece antes de P;. Logo o Lema 3.9 nos da que

m(D, ®X,(z0)) > m(Xc(z1)).

Sublema 3.16. Suponha os seguintes casos:

a)zo e V(1,8) (resp. V(2,8)) e z1 € V(2,5 (resp. V(1,));
b)zo € V(1,5€) (resp. V(2,.7)) e z1 € V(2,8) (resp. V(1,&));
c)zo €V(1,€) (resp. V(2,7)) e z1 € V(2,7) (resp. V(1,5€)).

Em cada um destes casos a borda horizontal dos cones se fecha pela aplicacdo de DP.

Demonstracdo. Vamos provar apenas o item (a). A prova de (c) segue dos mesmos argumentos

e (b) é andlogo a (a) por simetria.

Parazo € V(1,&) e z; € V(2,.9), os cones sao,
C(z) = {aX,(z) + bX.(z;),ab > 0}, i =0, 1.

Note que estas situacdes sdo equivalentes a situacdo anterior, exceto que agora a cdustica

definida por z; é uma hipérbole.
A demonstracdo é baseada nos seguintes resultados:

i)sel <a<+2ez €V(i,#),i=1,2, entio esta parte da trajet6ria tem no maximo duas

rebatidas na mesma semielipse, antes de deixd-la (Lema 2.21).

ii) no bilhar eliptico, tome uma trajetria em .77 tendo duas rebatidas consecutivas ¢g e
¢ na mesma semielipse. Se 1 <a < /4 — 2+/2, entio F *(z0) € F~(z1) acontecem dentro da

semielipse (Lema 2.23).

iii) se & > 2a>v/a? — 1, entdo toda trajetéria em M;N.7#, i = 1,2 tem pelo menos uma
reflex@o na parte reta do estadio eliptico antes e depois de duas reflexdes consecutivas na mesma
semielipse. De fato, devemos calcular a distidncia d de ¢ = 0 até a rebatida na parte reta do
estadio eliptico. A pior situagdo € a de uma trajetéria que sai de ¢ = 0 na dire¢@o do foco. Para

esta situacio temos que d = 4ca’.

O interior do estadio eliptico pode ser visto como a unido do interior de duas elipses, com
semieixos a e 1, e o interior de um retangulo, com lados 2/ e 2. Note que, se h > Va2 —1= c,
os focos das duas elipses estdo separados. Vamos chamar de E; e E; o interior das elipses, e
0 o interior do retangulo. Note que as partes retas do estadio eliptico ndo estdo contidas em
E| UE,.
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Pelos resultados acima, uma trajetéria de @p a @) toca uma cdustica eliptica em Py em E|
(ou E»), bate na parte reta e entdo toca uma caustica hiperbdlica em P; em E, (ou Ey).

Logo pelo Lema 3.9 temos que

m(D;, ®X:(20)) > m(X(z1)).

Sublema 3.17. Suponha os seguintes casos:
a)zo € V(1,8) (resp. V(2,8)) e z1 € U, (resp. Uy);
b) zo € Uy (resp. Up) e z1 € V(2,8) (resp. V(1,8)).

Nestes casos a borda horizontal dos cones se fecha pela aplicacdo de DP.
Demonstracdo. Provaremos apenas o item (a), o item (b) é andlogo por simetria.
Os cones em z9 € V(1,&) e z; € U,) sdo respectivamente,

C(z0) = {aX,(z0) +bXc(z0),ab > 0},
C(z1) ={aX,(z1) + bXy(z1),ab > 0}.

Temos que comparar as posi¢des do tempo focalizador para frente, Py, de X.(z9) e do tempo
focalizador para trds, Py, de Xj;(z;), onde Py é o ponto de tangéncia da trajetdria de ¢@o a @,

Po®1, com a cdustica eliptica e P; € a intersecdo de Qg com o circulo semi-osculador em ;.

Se a trajetdria entre ¢ e ¢ bate na parte reta do estadio eliptico, esta reflexdo separa Py e

Py, logo podemos aplicar o Lema 3.9 que nos da
m(Dy, ®X.(z0)) > m(Xp(z1)).

Agora suponha que isto ndo aconte¢a. Suponha também que @y € [7/2, ) (0s outros casos

tornam-se andlogos por simetria).
Se @g+ 6y > 7, Py estd contido no interior do circulo semi-osculador de ¢ = 7 (Lema 3.10).

Por outro lado, chamemos &, a unido dos circulos semi-osculadores, de ¢ = ¢ até @ =
@o+7m/2.Sea<2eh>c=va>—1, Oy /2 € U3z 2 520 disjuntas e estdo contidas no interior
do estddio eliptico. De fato, dada uma elipse com semieixos 1 e a, 1 < a < \/2, centrada na
origem, a interse¢do de O/, com o eixo x estd contida em [—\/m ,alede O3, /2 cOm 0O €ix0

x contida em [—a, Va2 — 1]. Assim, no estadio eliptico, como h > 2a*>v/a®> —1 > 2v/a®> — 1, as

duas semielipses estardo separadas por uma distancia suficiente para garantir que Oy > € O35>

sdo disjuntas.
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Entdo, se ¢y € [n/2,7), o+ 6y > mwe @ € 3n/2,21), By aparece antes de Py e assim

podemos aplicar o Lema 3.9. Logo
m(D;, ®X:(z0)) > m(Xp(z1)).

Se @y € [T/2,7), oo+ 6y > we ¢ € [1,31/2), 0 segmento de trajetéria ndo atravessa
a linha contendo os focos da cdustica. Assim, ele toca uma nova cdustica eliptica na outra
semielipse. Além disso, X.(z;) tem inclinagdo positiva, pois as curvas integrais em & sdo

crescentes para @ € (7,371/2). Assim, como mostrado no Sublema 3.15,

m(Dyy ®Xc(20)) > m(Xe(z1))

m(Xe(z1)) > 0 =m(Xy(z1))-

Se o+ 6y < e h>c=+a*— 1, B estéa contido no interior da semielipse, isto é, Ey /(E; N

Q), e P, estd contido em 0. Assim,
m(Xe(z1)) >0 =m(Xy(z1)),

e o resultado segue. L

Sublema 3.18. Suponha que:
a)zo €V(1,5€) (resp. V(2,7)) e z1 € U (resp. Uy);
b) zo € Uy (resp. Uy) e z1 € V(2,7 (resp. V(1,.90)).

Entdo a borda horizontal dos cones se fecha pela aplicacdo de D® em cada um dos casos.
Demonstragdo. Como anteriormente, provaremos o item (a), a prova de (b) € andloga por si-
metria.

A prova de (a) € andloga a primeira situacfo anterior, mas note nesse caso que, se 1 < a <
V4 —2v2eh>2a>Va? — 1, entdo a trajetéria toca uma c4ustica hiperbélica em Py em E; (ou

E»), bate na parte reta e entdo corta o circulo semi-osculador em ¢;. O

Sublema 3.19. Se, zg € U; (resp. U) e z1 € U; (resp. Uy), entdo a borda horizontal dos cones
se fecha pela aplicacdo de DP.

Demonstracdo. Os cones sdo

C(zi) = {aX,(z;) + bXy(z:),ab > 0}, i=1,2.
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Suponha que @y € [7/2,7), os outros casos tornam-se andlogos por simetria. O tempo
focalizador para frente de Xj(z), Py, pertence a & /2, pois o circulo semi-osculador em ¢y estd

contido em Oy .

Se @) € [37/2,27), o tempo focalizador para trds de Xj,(z1), Py, pertence a O35 /,. Como
a<V2eh>Va—1, Or/2 € O3y sdo disjuntos e o resultado segue.

Se ¢; € (m,3m/2], a trajetéria ndo corta a linha que contém os focos. Assim a trajetéria que

chega em @; toca uma cdustica eliptica na outra semielipse em P;. Como no Sublema 3.17,
m(D;, ®Xp(z0)) > m(Xc(z1)).

Mas X.(z1) tem inclinagéo positiva, pois as curvas integrais sio crescentes para ¢ € (7,371/2).

Logo,
m(D,®X(20)) > m(Xe(21)) > 0 = m(Xp(z1))

O

Portanto, com os sublemas anteriores provamos que D,®(C(z)) C C(®z) . Logo o campo

de cones € ®-invariante. L]

Faremos agora a prova do Teorema A. Com os lemas anteriores provamos que 0 nosso
campo de cones é P-invariante em um caso (Sublema 3.14) e estritamente ®-invariante nos ou-
tros (Sublemas 3.15-3.19). Resta provar agora que ele é eventualmente estritamente invariante
para quase todo ponto zg € M, ou seja, que exista um k = k(z9) € N, tal que D, @*(C(z0)) C
int C(z) para quase todo ponto zo € M.

Demonstragdo. (Teorema A)

Seja A o conjunto dos pontos z € M para os quais {C(z)} ndo € eventualmente estritamente
invariante. Podemos escrever A = Aj UA,, onde A C S3 e AN SE = 0. Temos que p(A;) =0,
pois 1 (S4) =0 (St € uma unifio enumeravel de curvas no espago de fase). Pela demonstragio
do Lema anterior, podemos ver que a semitrajetdria positiva de pontos em A, ndo corta a mesa
de uma semielipse para outra e reflete apenas em um arco. Portanto a dnica possibilidade é
que a 6rbita destes pontos é a Obita periddica ao longo do menor eixo da semielipse. Assim,

1(Az) =0 e portanto u(A) =0. O

Vamos agora estender o campo de cones para T em M. Paratodo z € M'\ S, ,n > 0, defina

o campo de cones mensurdvel C(z) por:
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- sez€V,C(z) = {aX, +bX.,ab > 0};
- sez€ U, C(z) = {aX, + bXy,ab > 0};
- se € My, C(z) = {D,T(C(T~'(2))}.

Observacao 3.20. Os dois primeiros cones sao os mesmos definidos anteriormente. O terceiro
¢ definido de maneira conveniente pois, na parte reta do estiddio eliptico DT € apenas uma
translacdo ou uma inversao e se uma Orbita sai de uma semielipse ela chega na parte reta com um
angulo diferente de /2 e atinge a outra semielipse. Assim, as dnicas 6rbitas que nao satisfazem
a condicao do Teorema 2.4, sdo as Orbitas periddicas de periodo 2 que ficam rebatendo na parte
reta do estadio eliptico. Estas 6rbitas representam no espago de fase a linha reta 6 = /2, que

tem medida nula.

Corolario 3.21. Se 1 < a < \/4—2v2 e h>2a>\/a? — 1, entdo C(z) é eventualmente estrita-

mente T -invariante.

Portanto, pelos resultados anteriores podemos aplicar o Teorema 2.4 para concluirmos o

seguinte resultado,

Teorema 3.22. Se | < a < \/4—2v2 e h>2a*/a® —1, entdo T tem expoentes de Lyapunov
ndo-nulos U-q.t.p. em M.

Para finalizar esta secdo vamos anunciar um lema que € uma consequéncia das demonstracdes
dos sublemas apresentados acima. Este resultado simplificard a demonstracdo de uma das

condi¢des do Teorema Ergddico Local.

Consideremos agora uma trajetria que atravessa o estddio apenas uma vez e cujo os pontos
finais estdo em arcos distintos. Mais precisamente, considere a orbita finita {z,Tz,...,T"z},
n>0tal que Tz,...,T" 'z € My se n > 1 e assuma, sem perda de generalidade que, z € M;

e T"z € M, (note que z € Y). Vamos denotar por L(z) o comprimento da trajetéria, isto é,

L(Z) = rgli.

Lema3.23. Se 1 <a < \/4—2vV2eh>2a*Va2— 1, entdo existe uma constante positiva d tal
que L(z) —F*(z) — F~(T"z) > d, para todo z € Y.

Demonstragdo. Sejaz =T"z. Se z € U;, 7 € Uj, entdo pela defini¢do dos tempos focalizadores

sin 6;

e do campo de cones, temos que F; (z) = d;(z), F-(z') = da(z), onde d; = . Assim o lema

1

segue do Sublema 3.19.
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SezeV;, 7 €Vj,entdo Fy(z) =d(n(z),Py(z)), F-(z) =d(n(Z),P-(Z')) os Sublemas 3.15
e 3.16, implicam que P, (z) precede P_(7’) ao longo da trajetdtia [z,7'] e que a distdncia entre
eles, d(P;(z),P-()), é limitada inferiormente por uma constante positiva que ndo depende de

z. Neste caso e no proximo, relembre o Lema 2.25.

Finalmente, se z € V; € 7 € U;, as demonstragdes dos Sublemas 3.17 € 3.18 nos ddo que
F,(z) aparece antes de F_(7) na trajetéria indo de 7(z) a m(z'). O caso simétrico pode ser

provado de maneira andloga. L]
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4 Ergodicidade do Estddio Eliptico

Neste capitulo vamos provar a ergodicidade de ® e consequentemente a ergodicidade de
T. Na se¢ao 4.1, vamos mostrar que ® ¢ localmente ergédico usando uma versdo do Teorema
Ergédico Local (Teorema 2.15). Na secdo 4.2 vamos finalizar a demonstracdo mostrando que

® possui apenas uma componente ergddica. Para mais informagdes ver [8], [14] e [23].

4.1 Ergodicidade Local

Como mencionado anteriormente, para mostrar a ergodicidade local de ®, vamos usar a
versdo do Teorema Ergddico Local. Para isso, precisamos “redefinir” a aplicacdo & e seu
espaco de fase de acordo com o formalismo introduzido originalmente em [23] e apresentado
no final da secdo 2.1. Em seguida mostraremos que a aplicacdo do bilhar satisfaz as condigdes

necessarias do Teorema 2.15.

Cada conjunto U;, i = 1,2, é conexo por caminhos, e cada conjunto V;, i = 1,2, tem duas
compenentes conexas por caminhos V; j, j = 1,2, onde V;; = {(5,0) : s € V; e 6 < mw/2} e
Vio=A{(s,0):s €Vie 8 > m/2}. O fecho desses conjuntos V; ;, j = 1,2, U;, i = 1,2, sdo as
chamadas caixas simpléticas (cuja definicdo estd em [23]) formando o espaco de fase de &.

Vamos denota-las por A;, i = 1,...,6 e simplesmente nos referir a elas como caixas de M.

A aplicagdo @ é um difeomorfismo analitico do interior de cada caixa em sua imagem ,
mas ele pode ndo estar bem difinida nos pontos pertencentes a fronteira de algumas caixas. No
entanto, podemos estender @ do interior de cada caixa até sua fronteira. Ao fazer isso, @ se
torna uma aplicag¢@o de miltiplos valores nos pontos pertencendo a fronteira de algumas caixas.
A partir de agora, quando nos referirmos a ¢ teremos em mente esta aplicagdo de multiplos

valores.

O conjunto singular S* divide cada caixa A; em uma colegdo finita de conjuntos. Obte-
mos uma nova parti¢do de M, denotemos o fecho desses elementos por A;7. Similarmente S~

decompde M em subconjuntos cujo fecho € denotado por A,, (note que a cardinalidade desses
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dois conjuntos é a mesma).

Temos que ® leva o interior de cada conjunto A} para o interior de um conjunto A,,. Como
jé fizemos antes, podemos extender @ para o interior de cada conjunto A, até seu fecho, e
ao fazer isso obtemos uma aplica¢do de miiltiplos valores também em S*. Similarmente, pela
extensdo de ®~! do interior de cada conjunto A, até seu fecho, obtemos uma aplicagio de

multiplos valores em S™.

Resumindo, decompomos o espago de fase M em caixas A;. Cada caixa é decomposta em
um nimero finito de sub-caixas A, (A,,) cuja fronteira consiste dos subconjuntos de S (S7) e
dA;, ® é um difeomorfismo do interior de cada A, no interior de um A,, e ® é uma aplicagdo
de muiltiplos valores em S*. Finalmente, o campo de cones {C} é continuo no interior de cada

caixa A;.

Sejam X (z),X>(z) os vetores fronteira unitédrios de C(z) = {u = aX;(z) + bX2(z),ab > 0},
como definidos anteriormente. Vamos associar a cada cone C(z), a forma quadratica vista na

se¢do 2.1, dada por Q,(u) = ab. A quantidade

o(D®)= inf | 2eLPW)
“7 ueint (€(2) Q:(u)

mede a quantidade de expansdo gerada por D®.. Similarmente podemos definir ¢ para ®~!

substituindo C(z) pelo seu cone complementar.

Como definido anteriormente, um ponto z € M é dito suficiente se existe um n > 0 tal que
z¢ 87 NS, e o(DP!) >3 ou c(DP.") > 3.

Observacgao 4.1. Como {C} é eventualmente estritamente ®-invariante, o conjunto dos pontos

suficientes de M tem medida u total (por [23]).

Resta agora mostrar que sdo validas as hipéteses exigidas no Teorema 2.15. Faremos isto

no restante desta secéo.

Observacao 4.2. Como visto na Secédo 2.1, para aplicar o Teorema Ergddico Local precisamos
garantir a existéncia de variedades estaveis e instdveis locais e sua continuidade absoluta. Te-
mos que, se uma aplicacio suave por partes satisfazendo algumas condicdes gerais ([19]) tem
expoentes de Lyapunov ndo-nulos com respeito a alguma medida de probabilidade de Borel
invariante A, entdo a teoria de Pesin ([19]) implica a existéncia A-q.t.p de variedades estdveis
e instdveis locais da aplicacdo e de sua continuidade absoluta. Note que, embora as aplicacdes
T e T~ satisfazem as condi¢des de [19] (isto estd provado na Parte V de [19] para uma classe

geral de aplicagdes do bilhar a qual T pertence), a aplicagdao P (ou de qualquer poténcia de T)
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ndo satisfaz necessariamente. Entretanto, nao precisamos checar que @ satisfaz estas condi¢des
para provar a existéncia de variedades locais para @ a de sua continuidade absoluta. De fato,
as variedades locais de T sdo variedades locais de ® (e portanto elas sdo absolutamente conti-
nuas). Daremos apenas a prova que as variedades instaveis locais de T sdo variedades instiveis
locais de ®; o argumento para variedades estaveis locais € o mesmo. Considere uma variedade
instavel local W* de T e z € M'. Suponha que W* ndio seja uma variedade instavel local de ®.
Entdo S, tem que cortar W*, e portanto, pela Observagdo 3.1, S, também corta W*. Mas isto é
impossivel, pois W* € uma variedade instavel local de 7. A prova que as variedades locais de

T sdo também variedades locais para 7", n € Z é idéntica.

Como visto na Secdo 2.1, as hipdteses exigidas pelo Teorema 2.15 sdo

1- (Monotonicidade) O campo de cones {C(z)} ¢ eventualmemte estritamente $-invariante

e a restricdo de C ao interior de cada caixa de M é continua.

2- (Alinhamento Adequado) O espago tangente de S~ em qualquer ponto z € S~ estd es-
tritamente contido em C(z), € 0 espago tangente em qualquer ponto z € ST estd estritamente

contido no cone complementar C’(z).

3- (Regularidade) Para todo n > 1, os conjuntos S;f e S, sdo regulares, isto é, eles sdo

unides finitas de arcos suaves (fechados) que se interceptam apenas em seus pontos finais.

4- (Propriedade de Nao-Contra¢do) Seja || . || a métrica riemanniana padrio em M nas

coordenadas (s, 0). Existe uma constante p > 0 tal que paracadan > 1 e cadaz € M\ S;f,
| D@ [|=p || u

para cada u € C(z).

5- (Sinai-Chernov Ansatz) Seja Us o volume 1-dimensional riemanniano em ST US ™. Para

Us-q.t.p. z€ST(S7),

lim o (D,®") = +eo.

n—seo(—eo)
Observacao 4.3. Note que a métrica riemanniana padrdo em coordenadas (s, 8) ndo gera o
elemento invariante de drea necessario pelo Teorema Ergddico Local [23] (ver §7, p.36). En-
tretanto a area simplética sin 0 ds d6 é menor que a drea riemaniana ds d0 e este fato faz o
Teorema Ergddico Local valer também nesta situagdo (ver também a observagdo em §14.A, p.
73 de [23]).

Lemadd. Se ]l <a<\4—2v2eh>2a*Va?>—1, entdo a Condigdo 1 ¢ satisfeita.
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Demonstragdo. O lema segue da defini¢do de {C(z)} e da Proposi¢do A. O

Lemad.5. Sel <a< v4— 2v2 e h>2a*Va? — 1, entdo a Condigdo 2 ¢ satisfeita.

Demonstragdo. Como consequéncia da Observacdo 3.2 e da invariancia do campo de cones, €

suficiente mostrar a Condicdo 2 para os conjuntos singulares S* de 7.

Seja z € ST e assuma que z pertence apenas a um arco de ST. Escolha um vetor v €
T.S™. Pela defini¢io de ST, a semitrajetria positiva de todo ponto contido em uma pequena
vizinhanca de z em ST bate em um canto a;. Segue dai que v focaliza em a;. Portanto v tem que

estar estritamente contido no complementar de C(z).

Note que se z pertence a varios arcos de ST, entdo o mesmo argumento pode ser usado para

o0 espacgo tangente de cada arco.

Analogamente, podemos provar que o espago tangente de S~ em qualquer ponto z € S~

estd estritamente contido em C(z). O

Lemad.6. Se | <a<\4—2V2eh>2d*Va2—1, entdo a Condicdo 3 ¢ satisfeita.

Demonstragcdo. Como explicado na prova do lema anterior, € suficiente provar o lema para o

conjunto singular de T'.

Precisamos apenas provar que S, é regular. De fato, a regularidade de S;; segue da regula-

ridade de S, pois S, = RS}, onde R € a aplica¢do dada por R(s,0) = (5,7 — 0).

Notemos que S, e S,, se intersectam transversalmente para todo m,n > 0. De fato, pelo
Alinhamento Adequado e invariancia de {C}, segue que T;(P"'S™) estd estritamente contido em
C(z) para todo z € @S~ e T,(®"S™) estd estritamente contido em C’(z) para todo z € ®"S™.
Como estes cones delimitam o espago tangente em regides complementares, temos que S;, € S,

se intersectam transversalmente para todo m,n > 0.

Para provar a regularidade de S;;, vamos usar indugdo:
Temos que os conjuntos ST e S~ sdo regulares (Teorema 9.29 em [8]).
Seja agora n > 1 e suponhamos que S; € singular. Como S~ e S s@o transversais, sua
intersecdo consiste de um ndmero finitos de pontos. Assim ®~! é continua em todo ponto
de S,/ exceto para um niimero finito de pontos. Logo @~ 'S é uma unido finita de arcos suaves

que se intersectam apenas em seus pontos finais, isto é, ®~!S;" é regular.

A mesma conclusdo se verifica para S, | =STU®ISF O
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Para provar a Condig¢ao 5, vamos recordar as principais propriedades de o (ver [37]). Temos
que o(D,®) > 1 e 6(D,P) > 1 quando D, P(C(z)) C int (C(Pz)). Seja A uma coordenada
projetiva no espago tangente 7.M. Se os cones C(z), C(Pz) e D,P(C(z)) sdo definidos como
C(z) ={ueT,M;l(z) <A<r(z)}, C(Pz) = {u € To;M;1(P7) <A < r(Pz)} e D,D(C(z)) =
{u € To;M;11(z) <A <ri(z)}, entdo quando o(D,P) > 1 temos que

VE(2)+1
o(D,®) = 7?2) _1

onde

. r(CDz) — l] (Z) ) r (Z) — l(CDZ)
&)= @) Tn() hie) -~ l(@)

que é um invariante projetivo. A dltima propriedade de o que precisamos mencionar € a super-

multiplicatividade, isto é,
o (D, @"7") > 6(Dgm " )0 (D, P™M)

para todo ny,n; tal que nyny > 0.

Lema 4.7. Suponha que 1 < a < \/4—2v2eh>2a*>Va?2 —1. Sez€ M\ SE (M\ S3), entio

lim o(D®") = +eo
n—r—+o0(—oo)
Demonstragdo. Vamos provar o lema apenas para pontos em M \ S5. A prova para pontos em
M\ Sz é idéntica. Vamos chamar de travessia uma trajetéria finita {y, ®y,...,®*y}, k > 0 tal

que 7(y) e m(Pry) pertencam a arcos distintos, e {®y, ..., @1y} € My. Note que y € Y.

Seja z € M\ St. Como z ndo é perpendicular a Iy, entdo sua possivel semitrajetdria atra-
vessa a mesa do bilhar de um arco eliptico para o outro um nimero infinito de vezes. Seja m(n)
o nimero de travessias contidas em {z,...®"z}, e denote por o; o valor de ¢ para a i-ésima

travessia. Defina oy = 1. Pela propriedade de supermultiplicatividade de o, temos que
G(DZCIJH) >0y Gm(n)

para n > 1. Logo, para provar o lema, € suficiente mostrar que existe um & > 0 tal que para

toda travessia o o correspondente € maior ou igual a G.

Precisamos estimar ¢ para uma travessia geral {y, Dy, ...,CIDky}, k> 0. Seja y’ = ®*y. Pela
prova do Lema 3.12, o campo de cones {C} ¢é estritamente invariante ao longo de qualquer

travessia. Assim G(DyCIDk) > 1, e portanto
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o(Dy®*) = %;i

Temos que C(y) = {u € TLM;0 < f*(u) < F'(y)} e COY) = {u € TyM;0 < f(u) <
F*(y)}. Logo I(y) =1(y') = 0, r(y) = F"(y) e r(y) = F*(y') assim

_ /h(y) = 1/FT()
1/ri(y)—1/F+(y)

Precisamos calcular /1 (y) e 1 (y). Relembrando que L(y) denota o comprimento da travessia

¢y)

{y,®y,...,®y}. Usando o Lema 3.4 (Lei de Reflexo), obtemos que

P 11 L) -F0)
L(y) FT(/) F=(/) L)  F (/L)
r vt I _LO)-F*(y)—F ()
ri(y) FXQ) F-0) LO)-Ft@) F ()L -F ()
L(y) = (L(y) = F~(")(L(y) = F*(y)
Ly)(Ly)—F~ ()= F*(y)
Logo
o(Dy®")=vV1+o+Vo
onde
o(y) = L(y)(L(y) —F~(y/) =F"(y))

F=(Y)F*(y)
Vamos mostrar agora que existe uma constante @ < ®(y) para caday € Y. Pelo Lema 3.23,

temos que L(y) — F~(y) — F(y) > d para cada y € Y. Além disso, L(y) ndio é menor que o
comprimento do segmento de reta de I, assim temos que 2a>v/a? — 1 < L(y) paracaday € Y.

Portanto, lembrando que F~ <m_ e F* < m, paracaday €Y, temos que

2ava? — la7

oy) >0=
mym_

paracaday € Y. Se 6 = v/1 + @ + /@, entdo concluimos que

o(y)>o
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para cada y € Y. Portanto o lema esta provado.

Lemad.8. Sel <a< v4— 2v2 e h>2a*Va? — 1, entdo a Condigdo 5 ¢ satisfeita.

Demonstragdo. Vamos provar a Condi¢do 5 apenas para vetores em S~ . A prova para vetores

em ST ¢ andloga.

Pelo Lema 4.7, os pontos z € S~ para os quais ndo temos im0 (D,P") = +oo estd
contido em S&. Porém, S consiste no maximo de um nimero enumerdvel de pontos. Logo

Us(S™NSE) = 0. Portanto a condigdo 5 estd provada. O]

No restante desta secao provaremos a Condicao 4.

Defini¢iio 4.9. Dada uma 6rbita finita y = {z, Pz, ..., "z} com n > 0, dizemos que a proprie-
dade de nao-contrag@o vale ao longo de ¥ se existe uma contante A > 0 tal que || D,@"u ||> A ||

u || para todo u € C(z).

Considere as seguintes 6rbitas finitas, onde z ¢ S;7,n > 0:
1- {z,®z,...,P"z} e M}, i = 1,2;
2- {z,®z,...,P"z} com z,P"z € Y;

3- {z,®z}, com z e ®z pertencendo a arcos distintos.

Vamos chamar estas orbitas de blocos. Cada orbita finita consiste, no maximo, de 4 blocos.

Ou seja, dada uma 6rbita finita
y={z,Pz, P2z, ey ®@2tn >0
existe um 1 < k <4 tal que
Y= Uf-;l{CI)""*lz, e @z),

ondeng=0<n; <..<ng=ne{P"1z,.. D"z} é um dos trés blocos listados acima. Supo-
nha que a propriedade de nao-contragdo se mantenha ao longo de cada bloco com a constante

0<o;<1,j=1,..,3.Se A = (19}23 a;)*, entdo temos que

| D:@"u |[> A || |
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para todo u € C(z). A constante A ndo depende da érbita considerada a concluimos que a

propriedade de nao-contracio € satisfeita.

Resta provar a propriedade de nao-contragdo ao longo dos trés blocos. Para isso vamos in-
troduzir um novo conjunto de coordenadas (J,.J') nos planos tangentes de M que sdo conectadas

as coordenadas (us,ug) pela férmula

J = sin Quy,
J/__l —
= ——u; — Uug.
,

J é a restricdo para M de um campo de Jacobi transversal ao longo da trajetéria do bilhar
e J' é sua derivada ([8], pdgina 51). Vamos recordar rapidamente algumas propriedades das
coordenadas (J,J") que usaremos mais tarde.

- A evolugdo de (J,J') ao longo de um segmento de trajetoria de comprimento T entre duas

(07)

Em uma reflexdo, (J,J') é transformado pela aplica¢do

colisdes consecutivas € dada por

—_—

0
—1

2
d
onde d = rsin(0).
- Em coordenadas (J,J'), o cone C(z),z € M é dado por

C(z) = {(J,J/) )< —Ff(z)}.

Note que pela defini¢do de nosso campo de cones, JJ' < 0.
- A fungdo u = (J,J') —| J' | define uma seminorma em M. Vamos denoté-la por | - | para
distingui-la da norma padrdo || - ||. No préximo lema, provamos que estas seminormas sao

equivalentes em C(z),z € M.

Lema 4.10. As seminormas | - | e || - || sd@o equivalentes em C(z) para z € M.

Demonstragcdo. Precisamos mostrar que existem dois nimeros positivos ¢; < ¢3, tais que:

ctulP<WP<erful?,



63

para todo u € | J C(2).

ZEM
Temos que
n M? 2usug 2 1 2 2
J :ﬁ—i_ +u9§2max T,l (Ms+u9)’
min

1
e portanto, podemos tomar ¢, = 2max { -1 }

T in

Para provar a outra desigualdade vamos considerar dois casos:

- se ugiug > 0, temos que

1
S g > (u?—ku%)min{z,l}.

max

. u 1 .
- no outro caso, pelo Lema 3.11 podemos considerar que u; > 0e 0 > - > ——+40. Assim
U r
temos,

2 1 2
J? = (%—FMg) = <r+u9) uz > 8%u?.

Us
1 2 u?
Como u3 < <— + 5) ui < =" (eescrevendo u; 8% = 2u 8% /2), obtemos
r min
oo (B)min{1, 2,
- 2
1 8% 8%,
Portanto podemos tomar ¢; = min< 1, 5—, —, Tmin | O
Fiin 2 2

Lema4.11. Sel <a< V4— 22 e h > 2a*Va? — 1, entdo a propriedade de ndo-contragdo

vale ao longo de blocos do tipo 1.

Demonstracdo. Podemos pensar que os blocos do tipo 1 correspondem a trajetérias finitas no
bilhar eliptico, pois cada subconjunto M;, i = 1,2, do estddio eliptico é naturalmente identifi-
cado ao espaco de fase da semielipse. Na sequéncia, quando nos referirmos a um elemento
originalmente definido em M (T,®,C,etc.), vamos pensar também em como ele é definido no

espaco de fase do bilhar eliptico.

Devido a equivaléncia de || . || e | . | em M, € suficiente mostrar que a propriedade de nao

contragdo é valida com respeito & seminorma | J' |.
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A demonstragdo consiste de duas partes. Na primeira, provamos a afirmagao para 6 proximo

de 0 ou 7 (0 pequeno), e na segunda, provamos para 6 limitado a partir de 0 e 7 (6 grande).

0 Pequeno: Para zg = (so, 6p) no espaco de fase do bilhar eliptico, defina n(zg) > 0 como
o nimero de reflexdes consecutivas de zp ao longo da semielipse a qual pertence so. Seja
Zn = ($n,0,) = T"z, 0 < n < n(zp). Finalmente, denote por 6,4y € O, 0 Maximo e o minimo

de 6 ao longo da curva G = G(s, 0) contendo zp.

O préximo lema € formulado apenas para 6 < 7 /2 (préximo de 0) mas um resultado similar

vale para 7/2 < 6 (pr6ximo de 7).

Sublema 4.12. Existe 6 > 0 e 8 > 1 tal que, se 6; < 0 para algum 0 < k < n(z), entdo

6, < PO, 0 <n < n(z).
Demonstragdo. Se o bloco estd em .77, temos que n = 1 e 6 estd proximo de /2. Assim
podemos tomar 8 = 7/2 e o resultado segue.
Se o bloco estd em &, considere a fungdo G = G(s,0), s = s(¢) definida pela equagdo 2.5.

Para0 < 0 < 7/2 e G > 0, a curva invariante G = G(s, 0) é o grifico da fungéo

6 = arccos /G + €2cos? (1 — G).
Assim

Bmax (G) = arccos /G = arcsiny/1 — G

Omin(G) = arccos /G + €2(1 — G) = arcsiny/ (1 — G)(1 — €2).

Assim, temos que

6max(G) — i arcsinyv1—G

= lim
G—1 Omin(G)  G=larcsiny/(1—G)(1 —&€2)

1 I
JI-(1-6) 2/1-G
I I

(=1)

lim =
G—1

(=D(1—¢?)

VI-(1-6)(1-8) 2/(1-6)(1-¢&)
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G-l JGV1-e = Ji-g

Ou seja, quando G tende a 1, obtemos

lim V1= (1-G)(1-¢?) 1

Omax (G) . 1
Onin(G) V1 —g2

Visto que G — 1, quando 8, — 0, existem 6 > 0 e B > 1 tais que, se Oin < 0, entio
Omax/Omin < B. Logo temos que, 6, < Omax < BOmin < B 6. O

Sejam z = (s,0) e z1 = (s1,601) = Tz. Dado (J,J') € C(z), seja (J;,J]) = D,T(J,J'). Pela

construgdo do cone C(z), temos que |J, /J'| > F~(z1) e |J1 /J7| < F*(z1), logo

i
]/

F(z1)
Ft(z1)

4.1)

Sublema 4.13. Existe um 0’ > 0 tal que para cada 71 = (s1,0;) com 0 < 0; < 0’ e cada
(J,J") € C(z), temos

!
LI'>1—Atan9,,
Jl

onde A =A(g) =2¢2/(1 —&2).

Demonstragdo. Pela Equagio 3.2 e pela definicio de F*, temos que

sin 0
FE(z)= 1
SRR ETE
k(s)€*sin2
onde p(z) = (@87;1;1(/)(1 — G) esta definido pela Equagdo 2.6. Dai temos que
sin
sin91 26in2
— E78In
F~(z1) _ k(s))—plzi) _ k(s)+p(z) _ 1+ 2o, (1= G)
Ft(z1) sin 6 kKisi)=p(a) - gsin2eg_c)
k(s1)+p(z1) 1
Seja
£2sin2¢;
f(s1,601) = ———(1—=G(s1,61)),

sin26;

entao
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F (@) | _, f1.6)
Ft(z1) 1—f(s1,61)
Para cada s, temos
1 —cos2 6, 1 —cos2 6,
logo
2 2 2
£ 1—cos” 6,
|f(s1,01)] < tan 6.

1—e2  sin20;  2(1—¢2)
Note que para 0; pequeno, temos

2‘ f(s1,61)
l_f(shel)

Portanto, desde que 6 seja suficientemente pequeno, temos que

< 4|f(s1,61)].

F(z1)
Ft(z) —

>1-2 ‘ >1—4|f|>1—Atan6,.
OJ
Sejam zg = (50, 60) € 2y = (8n, 0,) = T"(20) para 0 < n < n(zp). Escolha um (Jo,Jj)) € C(z)
e seja (Ju,Jy,) = Dy, T"(Jo,J))) para 0 < n < n(zo).

Segue do Sublema 4.12, que se 8y < min{6/f3,0’} (6, e 6’ sdo os mesmos como nos
Sublemas 4.12 e 4.13), entdo 6, < o’ para todo 0 < n < n(zp). Portanto podemos aplicar o

Sublema 4.13 para cada fator da expressao

J, / J,’, Ji '

J(’) J,’1 1 J J
obtendo

J/

J/ ' H (1—Atan6;)

para todo 0 < n < n(zp). Dai, pelo Sublema 4.12 temos que

>(1 —AtanBGo)”(ZO).

P
Jo

Em [15] p.242, Donnay deu uma estimativa para o nimero de rebatidas consecutivas ao
longo de um arco focalizador para angulos pequenos. Ele provou que existe um C > 0 tal que

para todo (sg, 6p) com 6y suficientemente pequeno temos n(sop, 6p) < C/sin %. Portanto, temos
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)

> (1—Atan86p)C6in7) "

!
In

!
JO
Além disso, temos que

lim (1—A(e)tan f6)CCn )™ = exp(—24CB).

601

Dai, dado um 0 < § < exp(—2CAp) pequeno, existe um 6 < 6/ tal que, para qualquer (so, 6p)

com 6y < 0 temos

> exp(—2ACB)—6 >0

/
In
T
para todo 0 < n < n(sp, 6p).

Concluimos a primeira parte da demonstragdo observando que o limite inferior exp(—2Af) —

0 é independente de n.

6 grande. Agora seja O < 6y < = — 6. Usando a contradicio do Sublema 4.12, obtemos
que 6/ < 6, para todo 0 < n < n(z).

Afirmagdo: F~ € maior ou igual a uma constante positiva ao longo dos blocos do tipo 1
comO < 6y<m—6.
De fato, isto € 6bvio para blocos do tipo 1 em &, enquanto para blocos do tipo 1 em 7, segue
do Lema 2.25.

Além disso, como 6y é grande temos que o nimero de reflexdes n(zg) é limitado, isto é,

existe um 7 tal que n(zp) < 7.

Seja d o limite inferior de F~, temos que m_ > d. Como m_ é finito e usando o fato de que

my = m_, concluimos que

F~_d _a
Fr = m4 N
eo < 1.
Assim, usando a equagdo 4.1, temos que
J/ J/ !/ _
AR s
‘]0 Jn—l J()

para todo 0 < n < n(zp).

Portanto a demonstracdo do lema esta concluida.
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Lema 4.14. Se | < a < \/4—2v2 e h > 2a*>\/a®> — 1, entdo a propriedade de ndo-contragdo

vale ao longo do bloco do tipo 2 e 3.

Demonstragdo. Seja u € C(zg), u = (Jo,Jj)) € Dyy®"u = (J,,J;,). Como ||-|| e |- | sdo equiva-
lentes em M, entdo para provar o lema, é suficiente mostrar que existe uma constante A > 0 ndo
dependendo do bloco {zp, ...z»} tal que |J;| > A|Jj|. Para isso, precisamos calcular a aplica¢do
D,,®" em coordenadas (J,J’).

Como um primeiro passo para calcular D, ®", vamos considerar um bloco do tipo 2 que
atravessa a mesa Q apenas uma vez. Na figura 4.1 tragcamos um bloco {z,z,...z,} com n > 1
reflexdes no arco I';. Para 0 < k < n, vamos denotar por Ay e Ay os pontos onde o vetor Y (z),
onde Y (zx) = Xp(zx) ou X (zx), focaliza para frente e para tras, respectivamente. Se n = 1, entdo
z1€Ue A’l ,A1 sdo os pontos onde o bloco intersecta a fronteira do circulo semi-osculador
D(z1). Sen > 1, entdo zi,...,z, € V e A|,A1,A}, Az, ..., A}, Ay sd0 os pontos de tangéncia entre
o bloco e sua céustica. Note que, neste caso, Ay = A;c 41 para 1 <k <n—1. Finalmente, defina

tp=F (z)paral <k <n,efy = F"(z) para0 < k <n.

20

Figura 4.1: Um bloco do tipo 2 que atravessa Q apenas uma vez.

Denote por H;, a aplicagdo que envolve os campos de Jacobi transversais e suas derivadas ao
longo dos blocos de A até Ay para 1 <k <n, e de Ag até A} para k = 0. Se H = H,H,_,...Ho,

entao

" 1 —t 1 1
D, " = H . 4.2)
0 1 0 1

Agora vamos calcular Hy e entdo H. Se d; denota o comprimento do segmento do bloco

contido em D(z), entdo para k > 0 temos
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t t Ik
—l—l-l l]/<<—l+k>—l‘k -
-1 0 / dk dk tw
1 % 1 15
o 1J\g 1)\ 2 | fi+ i
d d Ik
4.3)
A ultima igualdade segue da férmula
1 n 12
l‘;{ Iy N dy

que descreve o fato que uma variagdo que focaliza em A) focaliza novamente em Ay depois de
refletir em 7(z;). Para simplificar a notagdo, vamos definir ay = /1, e by = (1, + 1) / (1;%) tal

que k > 0 temos

ayj 0

H, = 1
k bk =
aj

Resta calcular Hy. Se 8 é o comprimento do segmento de trajetdria entre Ag e A’ entdo

Hy = .
0 1

Finalmente, podemos calcular H. Se & = ajaz -+ ay e = (by +brajaz + - -+ by_1a1d5 -

. ‘aidan_l + bnala% . ‘aifla,,)/(az -+ +ayp), entdo um célculo direto de matrizes nos da que

o 0
Han,1 o 'Hl = 1
P s
c
a ad

= 1

S —

B BS+—

Note que todas as entradas de H sdo nimeros positivos. Para a prova do lema nao precisamos

da expressdo explicita de D, ®".

Agora consideremos o caso geral, isto é, quando o bloco {zo,...,z,} atravessa a nesa Q um
ndmero arbitrdrio de vezes. Digamos ent@o que o bloco atravessa a mesa m > 0 vezes. Podemos

decompor nosso bloco em m sub-blocos que atravessam a mesa apenas uma vez, como o bloco
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considerado anteriormente. Sejam o, 8;, ; as quantidades correspondendo a a, 3,0 relativas
a0 i-ésimo sub-bloco, e

3 o 06

- 1 b
Bi ﬂi5i+a_

i =

para 1 < i < m. Denote por H o produto H,, - -- H;. Entdo, em analogia a equacio 4.2, temos
que

n 1 —t, (1 1
D, " = H . 4.4)
0 1 0 1

Fazendo o produto destas matrizes, temos que

ndmero positivo ¢ - - - 0, 81 +nilimero positivo

T

4.5)
, .. 1 , ..
nimero positivo —————-niimero positivo.
1Oy

Se definirmos

(2)-0G)G)
T 01 )\

)
, 4.7)
0 1 T

Nosso passo final € mostrar que existem duas constantes positivas ¢ e ¢» independentes
dos bloco escolhido, tal que

entdo temos H (Jo,J}) = (Jn, J},).

~2
I < T2+, < cJ?
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Este fato encerrard a demonstracao.

Primeiro provaremos a desigualdade no lado direito. Pela equacdo 4.7, temos que

P2 = (I + TP +J* < 2+ (141272 (4.8)

A tltima desigualdade segue de que J,,J), <0, que é uma consequéncia da defini¢do de C(z,)(de
fato, C(z,) = {(J,J');J' < —J/t,}). Outra consequéncia da defini¢do de C(z,) é que |J,,| < t,|J)],

e portanto, pela equacao 4.8, obtemos que
P42 < (1422002 < )"

onde c; =1+ 2m%r (m estéd definido na se¢@o 3.3). Agora provaremos a desigualdade do lado
esquerdo. Pela equacgdo 4.5, temos que

J2 = ((ntimero positivo)Jy + (@ - - - 04, 81 )J5)?

> (o 06,,15,1)211’)2 + (ndmero positivo)Jo.f

J”? = ((ndmero positivo)Jy + ——
2 = ((nimero positvo)Jo + o

1

—_J 4 (ndmero positivo)JyJ}.
(al...amgl)zoJr( p )JoJy

Todo vetor em C(zg) tem tempo focalizador menor ou igual a 7y. Dai fof(’) >0, logo

B> (e 0200

€
j72 > 1 j72
"= (g a)? 0
Porém, f(’) = J), logo
1



72
Agora note que (xy/c —1)? >0, logo
1
cx+—>24/c
X
para qualquer ¢,x > 0. Usando esta desigualdade na equacdo 4.9, obtemos que
J24+J2 > 2871

Pelo Lema 3.23, temos que d< 01 independentemente do bloco. Se ¢; = 2d, entdo concluimos

que
J2+J2 > e

Portanto a propriedade de ndo-contracdo vale ao longo dos blocos do tipo 2.

A demontracio para blocos do tipo 3 € aniloga, basta considerar no inicio da demonstracao,

n = 1 rebatidas no arco I;.

As Condigdes 1-5 estdo verificadas, logo o Teorema 2.15 pode ser aplicado.

4.2 Ergodicidade Global

Concluiremos agora a demostracdo da ergodicidade da aplicagdo ®. Nas secdes anteriores,
mostramos que cada ponto suficiente tem uma vizinhanca contida em uma caixa de M que
pertence (mod 0) a uma componente ergédica de ®. Para finalizar a prova, precisamos primeiro
mostrar que cada caixa pertence (mod 0) a uma componente ergddica de P, e entdo que as
orbitas de qualquer par de caixas ndo sdo disjuntas (mod 0). A primeira parte é conseguida
através da prova de que o conjunto de pontos suficientes contidos numa caixa ¢ conexo por
caminhos, enquanto que para a segunda parte, precisamos construir trajetorias especiais que
tém a propriedade de que partindo de uma caixa e viajando ao longo dessas trajetérias pode-se

chegar a qualquer outra caixa.

Lema 4.15. Se 1 < a < \/4—2v2 e h>2a*>\/a®>—1, entdo o subconjunto dos pontos sufici-

entes que estdo contidos em uma caixa de M é conexo por caminhos.

Demonstragcdo. Seja A; uma caixa de M. A prova da Condig¢ao 5, Sinai-Chernov Ansatz, (Lema
4.7), inclui o seguinte resultado: o subconjunto dos pontos nio-suficientes de A; estd contido

em S5 NS_. Da regularidade dos conjuntos S;-, segue imediatamente que o conjunto S5 NS, é



73

no maximo enumerdvel. Se removermos um conjunto enumerdvel de um conjunto conexo por

caminhos de dimensdo dois, obtemos ainda um conjunto conexo por caminhos. O

Por um argumento padrdo, que em linhas gerais diz que dado um conjunto conexo por
caminhos, quase todos os pontos desse conjunto estio em uma mesma componente ergédica

(ver por exemplo o Coroldrio 4.3 parte (a) de [24]), obtemos o seguinte resultado.

Lema4.16. Se 1 <a < \/4—2vV2 e h>2a*Va? — 1, entdo toda caixa de M pertence (mod 0)

a uma componente ergodica de P.
Finalmente podemos finalizar a demonstrac¢do da ergodicidade de ®.

Demonstracdo. (Teorema B)

Temos que mostrar que todas as caixas de M pertencem (mod 0) a uma mesma componente
ergddica de ®. Para isso € suficiente checar que as trés caixas Uy, U, V> » pertencem (mod 0) a
mesma componente ergddica. Se isto € verdade, entdo pela simetria de Q, qualquer outro trio

Uy,U,V j, 1 <i,j <2, pertencerd (mod 0) 8 mesma componente ergédica.

Duas caixas A;,Aj, i # j, pertencem (mod 0) 2 mesma componente ergddica se existe uma
orbita ¥ que intersecta A; e A;. Se tal Orbita existe, entdo existird um conjunto aberto em A;
que € levado em um conjunto aberto em A;, e conjuntos abertos contém conjuntos de pontos

suficientes de medida positiva.

Assim, o que precisamos fazer é mostrar que existem duas Orbitas tal que uma intersecta
U, e U, e a outra intersecta V, » € Uy. A primeira Orbita € dada pela 6rbita periddia ao longo do

€ixo x.

Para construir a segunda 6rbita, procedemos da seguinte maneira:

Afirmagdo: Se zo € My, z1 = Tzo € M, q; = 7(z;), 0 < i < 1 e gpq intersecta o eixo x, entdo
71 €Y.

De fato, assuma sem perda de generalidade, que z; € M e suponha que z; ¢ Y. Se 2, = T?z,
q2» = 7(z2), entdo g1 € g, pertencem a mesma semielipse. Seja ¢ a linha contendo goq7, e 1’ a
linha obtida refletindo ¢ pelo eixo x. Os segmentos gog| € ¢1g> sdo tangentes a mesma elipse
confocal E’ e g1q; esté contido no conjunto limitado por ¢’ e pela semielipse. E’ é tangente a t,
assim, E’ tem que ser tangente a ¢’ por simetria. Porém, o segmento gq; fica a esquerda de ¢/,

e portanto concluimos que E’ intersecta t’ transversalmente, obtendo assim uma contradigio.

Considere a sequéncia de rebatidas, ¥ = {z0,21,...,2a}» i = T'z0, n > 2 tal que 7(z0) =

as; 71 € Ma; m(z2) = a3; zi € My, 2 < i <n; z, € M;. Note que os segmentos alternados de



74

v sdo paralelos. Pela afirmacdo anterior podemos ver que para qualquer vizinhanca W de zg,
temos TWNY, #0e TWNY; # 0. Analisemos vdrios casos:
a) se z, € Y1, entdo pela continuidade de TK 1 <k<n, podemos encontrar um z6 € M, préximo
a zo tal que 1) z{),z’l €My ii) 7y € Yosii) 2, € Mp, 1 <i<nei=n+1,eiv)z, €Y;. Dai temos
que z, € Vo ez, € U.
b) se z, ¢ Y, entdo podemos encontrar um z6 € My préximo de zg tal que 1) z/l €Y;ii) 2,21 € My,
e iii) z, ¢ Y, novamente pela continuidade de Tk, 1 < k < n. Portanto z’] elhez, €V
¢) se m(z,) é um canto, entdo z,41 € M; e podemos encontrar um z;, € My préximo de z tal que
1) Z/l €Yy eii) z, ¢ Y. O dltimo fato segue da continuidade de Tk, 1 < k < n. Temos novamente
Zielhez, €V

Assim, conseguimos exibir as duas drbitas necessarias. Logo ® possui apenas uma compo-

nente ergddica e portanto a aplicagdo P é ergddica. O]

Como P é ergddica, usando a Proposic¢do 2.12, obtemos como um coroldrio a ergodicidade

da aplicagdo do bilhar T'.

Corolario 4.17. Se | <a<\4—2V2eh>2d*Va2—1, entdo T é ergaodico.
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