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RESUMO

O principal objetivo deste trabalho consiste em descrever e aplicar as técnicas do Grupo de
Renormalizacao (RG), desenvolvida por Bricmont et al em [3], no estudo do comportamento
assintotico da solucao do seguinte problema de valor inicial:

{ut:MU—nUxm—PUpum t>17 pGN’ p22’
u(aja 1) = f(x)’

em que f é o dado inicial, p,n € [0,1] e M é um operador no espago de Fourier definido por
M = —(—=A)? com 2 < 8 <1. O método do Grupo de Renormalizacao(RG) surgiu no final dos
anos 50 em Teoria Quantica de Campos [10] sendo em seguida utilizado para estudar Fenémenos
Criticos em Mecanica Estatistica. No inicio dos anos 90, foi aplicado ainda na andlise assintética
de solugoes de equagoes diferenciais [3], através da utilizacao de conceitos como invariancia por
escalas e universalidade, na busca por conjuntos de dados iniciais e perturbacoes de equacgoes cujas
solugoes apresentassem mesmo comportamento assintético. Tal método envolve um problema de
escalas multiplas, cuja ideia é procurar por uma solucao que seja invariante por mudanca de
escalas, e esta solugao surge entao como um ponto fixo de um operador. Visando um melhor
entendimento do método, dividimos o estudo da solugdo em trés casos: caso linear (n = p = 0),
caso linear com termo dispersivo (p = 0) e caso nao linear (n # 0 e p # 0). Em todos os casos,
veremos que as solugoes se comportam da seguinte maneira:

A ,/x
sendo 6 e 7 expoentes criticos, A é um pré-fator que contém informacoes do dado inicial e do

termo nao linear puPu, e f* é chamada funcao perfil. O estudo desenvolvido nesse trabalho foi
baseado no artigo [1].



ABSTRACT

The main objective of this study is to describe and apply the techniques of the Renormalization
Group (RG) in the study of the asymptotic behavior of the solution to the following initial value
problem:
{ut:]\/[u—numx—pupux, t>1, peN, p>2,
u(z, 1) = f(z),
where f is the initial data, p,n € [0,1] and M is an operator in the Fourier space defined by
M = —(—=A)”? with 2 < 8 < 1. The method of the Renormalization Group (RG) emerged in the
late 1950s in Quantum Field Theory [10] and later it was used to study Critical Phenomena in
Statistical Mechanics. In the early 1990s, it was applied to the asymptotic analysis of solutions of
differential equations [3], through the use of concepts such as scales invariance and universality,
in the search for sets of initial data and perturbations of equations whose solutions presented
the same asymptotic behavior. This method involves a multi-scale problem, whose idea is to
look for a solution that is scales invariant, and this solution then appears as a fixed point of an
operator. For a better understanding of the method, this study was divided in three cases: linear
case (n = p = 0), linear case with dispersive term (p = 0) and nonlinear case (n # 0 e p # 0). In
all the cases, we see that the solutions behave as follows:
A
u(z,t) ~ I * <%> , (t— 00),

where 6 and ~ are critical exponents, A is a pre-factor that has the information of the initial
data and the nonlinear term puPu, and f* is the profile function. The study developed in this

work was based on Article [1].
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Objetivo

Nesse trabalho descreveremos e aplicaremos a técnica do Grupo de Renormalizacao, desenvolvida
por Bricmont et al em [3], com o objetivo de analisar o comportamento assintético da solugao
do problema de valor inicial (PVI) abaixo:

Uy = Mu — Nugpr — pPu,, t>1, peN, p>2 (1.1)
u(z,1) = f(x), f € Bs, ’

em que p,n € [0,1] e B3 é um espaco de Banach definido por

Bs={f:R=R | feC'R)e|/f] < oo}, (1.2)
sendo R R
171 = sup (14 wP) (7)) + 17 w)])] ! (1.3)
M é um operador no espaco de Fourier, definido como M = —(—A)?, sendo % < p <1etal que
[—(A)Pu) = |w|*a, isto é,
Mu = —|w|*4. (1.4)

Provaremos que, para tempos suficientemente longos e para uma determinada classe de dados
iniciais, a solugdo do PVI (1.1) se comporta da seguinte forma:

A (I) (t = o0), (1.5)

u(w,t) ~ m -

'Na verdade, todos os resultados poderiam ser obtidos no espago B, = {f : R - R | f € C*(R) e ||| =

sup [(1 + [w]9) | f (w)] + |f’(w)|} < oo}, com ¢ > 1. A opcéo por ¢ = 3 foi inspirada em [1] para tornar as
weR
estimativas independentes de q.



em que 6 =y = % sao expoentes criticos, A é um pré-fator que depende do dado inicial e do

termo nao linear puPu, e f* é chamada funcao perfil dada por
Ja(w) = e 1w, (1.6)
Em outras palavras, obteremos o seguinte limite:

lim [[u(t?-,t) — At"3 f7()]| =0,

t—o00

sendo a norma acima dada por (1.3). O estudo desenvolvido nesse trabalho foi baseado no artigo

1].

Para melhor compreensao do método do Grupo de Renormalizacao no estudo do comportamento
assintético de EDP’s, é conveniente simplificarmos a equagao (1.1) fazendo n = p = 0 (caso
linear) e em seguida, p = 0 (caso linear com termo dispersivo), e buscar por solugoes do tipo
(1.5).

Posteriormente, consideraremos o problema nao linear (1.1) com p > 2. Nesse caso, a solugao
pode ser escrita como
u(z,t) = ug(z,t) + N(u)(z,1), (1.7)

sendo us(z,t) a solugdo da equagdo no caso linear com termo dispersivo
up(x,t) = / e’(|w|2ﬁ’i’7w3)(t’l)e“"x]?(w)dw, (1.8)
e N(u) definido por:

N(u)(x,t):/l S(t—s+1)up(x,s)d5:/o S(r+ 1) (x, t — 7)dr, (1.9)

em que,

() = [ e D fya,
sendo f a transformada de Fourier de f, definida em (2.2).

Apébs essa analise, provaremos que o comportamento assintotico é o mesmo em ambos 0s casos
(linear, linear com termo dispersivo e nao linear), exceto pelo pré-fator, que no caso nao linear sera
obtido como o limite de uma determinada sequéncia. Assim, solucoes de equagoes que diferem
apenas quanto a pertubagao podem ser consideradas em uma mesma classe de universalidade,
pois possuem mesmos expoentes criticos e fungoes perfil.

Enfim, ficara claro neste trabalho, que a técnica do Grupo de Renormalizagao é uma poderosa
ferramenta no estudo do comportamento, para tempos longos, de solugoes de equacoes diferenciais
parciais.



1.2 Descricao da dissertacao

A dissertacao foi dividida da seguinte forma: na secao 1.3, explicaremos um pouco mais sobre
a histéria e o método do Grupo de Renormaliza¢ao, que denotaremos por RG. No Capitulo 2,
daremos defini¢oes e enunciaremos teoremas, lemas e proposigoes que serao utilizados ao longo do
trabalho. No Capitulo 3, estudaremos o caso linear (n = p = 0) da equagao (1.1) e mostraremos
que a mesma ¢ invariante por mudancas de escalas. Com isso, definiremos o operador RG,
provaremos algumas de suas propriedades e obteremos o comportamento assintético da equagao
linear. Em seguida, no Capitulo 4, vamos analisar a equagao linear com termo dispersivo (p = 0).
Novamente, definiremos o operador RG para esse caso e mostraremos que a fungao f* definida
em (1.6) ndo sera ponto fixo do operador como no caso anterior. Entrentanto, veremos que isso
nao afetara o comportamento assintético da equacao linear com termo dispersivo. No Capitulo
5, provaremos a existéncia e unicidade de solugoes do problema de valor inicial (1.1), que serd
de grande importancia no estudo, para tempos longos, do mesmo. Finalmente, obteremos o
comportamento assintético da solugao do problema néo linear (1.1).

1.3 O Método do Grupo de Renormalizacao

A técnica do Grupo de Renormaliza¢ao (RG) surgiu no final dos anos 50 em Teoria Quantica de
Campos (veja [10]). Em seguida, estas idéias foram utilizadas em teorias criticas de Mecanica
Estatistica do Equilibrio. Asidéias consistiam em introduzir um operador, atuando sobre o espaco
das energias, que implementava a mudanca de escalas. Iterando este operador um ntmero muito
grande de vezes ele convergia para seu ponto fixo e a taxa de tal convergéncia estava associada
aos expoentes criticos da Mecanica Estatistica.

A partir de 1960, foram desenvolvidas técnicas para a realizacao de experiéncias na vizinhanga
de pontos criticos. Observou-se que existia uma classe de universalidade definida por alguns
expoentes criticos diferentes dos expoentes classicos. Com isso, na década de 1970, essas idéias
foram incorporadas por Kenneth Wilson (veja [20]), que propos uma teoria para os fenémenos
criticos, baseada numa modificacao de um método utilizado em Fisica Tedrica, chamado teoria
do Grupo de Renormalizacao. Esse método permitiu a descricao do comportamento dos sistemas
préximos ao ponto critico e resultados destes estudos mostraram que quando a escala muda,
as equagoes que descrevem o sistema mudam de tal forma que no limite termodinamico apenas
alguns aspectos sao relevantes.

Nos anos 90, o RG foi aplicado as equacoes diferenciais na obtengao do comportamento assintético
de solugdes de problemas de valor inicial (veja [3]). A ideia nesse caso novamente era relacionar o
comportamento assintotico das solucoes de EDPs com a existéncia e estabilidade de pontos fixos
de um operador apropriado (o operador Grupo de Renormalizagao) e assim resolver o problema
iterativamente, de forma que aplicagoes sucessivas do operador evoluem progressivamente a
solugao no tempo e simultaneamente renormalizam os termos da EDP, transformando o problema



do limite assintdtico em iteragoes de problemas (renormalizados), definidos em intervalos de
tempo fixo, seguidas por uma mudanca de escalas.

A cada passo da iteracao, subtrai-se da condicao inicial a contribuicdo em uma direcao dita
marginal com respeito ao operador, no sentido em que essa componente nao se altera a cada
etapa do método. A diferenca obtida é dita entao irrelevante, pois, a medida que é iterado o
procedimento, ela é contraida pelo operador. Assim, repete-se esse procedimento até que se atinja
o regime assintético. Escolhendo a escala apropriada, a cada iteragao o problema torna-se mais
simples, justificando a grande utilidade da técnica do Grupo de Renormalizacao.

No inicio dos anos 90, foi também proposta uma versdo numérica (veja [5]) para o Grupo de
Renormalizagao, tendo sido aplicada a diversas equagoes, como a equagao dos meios porosos,
equacao de Barenblatt, equagao de difusao com coeficiente periédico, dentre outras. Embora a
técnica do Grupo de Renormalizacao seja um pouco antiga, a mesma ainda é muito utilizada na
fisica (veja [4, 7,9, 13]). Na drea de estudo do comportamento assintético de solugoes de equagoes
diferenciais parciais, também, encontramos trabalhos mais recentes (veja [2, 17]), mostrando
assim, a grande aplicabilidade do método.



Capitulo 2

Conceiltos Preliminares

Nesse capitulo, daremos importantes defini¢oes, dentre elas, a definicio da Transformada
de Fourier para fungoes em L!'(R) e provaremos algumas de suas propriedades. Também
enunciaremos alguns resultados que serao utilizados ao longo do trabalho.

2.1 Transformada de Fourier

A Transformada de Fourier é uma ferramenta de grande importancia no estudo de equacoes
diferenciais parciais, como por exemplo na solucao de problemas de processamento digital de
imagens (veja [18]). No contexto de estudo do comportamento assintético de solugdes de EDPs,
utilizando a técnica do Grupo de Renormalizagao, é preciso analisar o problema no espaco de
Fourier, uma vez que, o PVI (1.1) é definido com operador multiplicador de Fourier dado por
(1.4) e o operador Grupo de Renormalizagao (RG) que serd definido na Sec¢ao 3.3 é uma contragao
quando age no espaco das funcoes cujas Transformadas de Fourier se anulam na origem. Antes
de definirmos a Transformada de Fourier definiremos o espago LP(R).

Definigao 2.1 (Espago LP(R)). Seja p tal que 1 < p < oo. Definimos o espago LP(R) como
sendo o espaco das classes de equivaléncia de fungoes reais p-integrdveis no sentindo de Lebesque,
isto €,

r®) = {7 R R [ |f@rde < oo},

i1 = ([ |f(x>|pd:c); ,

e 0 espago L°(R) como sendo o espago das classes de equivaléncia de fungoes reais mensurdveis
limitadas, isto é,

munido da norma

Lw(R):{f:R%R:sup|f|<oo},

7



munido da norma

1flloe = sup{].f ()1}

LP é um espago vetorial normado e completo. Em particular, || f||, satisfaz as desigualdades de
Minkowski, isto €, para toda f,g € LP(R) temos

1+ gllo < 11 fllp+ llgllp,

e de Holder
£l < M fllpllgllq,

desde que f € LP(R), g € LY(R) e = + % =1.

1
P
Uma consequéncia imediata da desigualdade de Holder é a desigualdade de Cauchy-Schwarz:

gl < 1 12llgll2- (2.1)

Além disso, L*(R) é um espaco de Hilbert com o produto interno
<fg>= [ @y

para toda f,g € L*(R).

Definigao 2.2 (Transformada de Fourier). Seja f : R — R uma funcio de L*(R). Definimos
a Transformada de Fourier de f como

f(w) = FUFO Y w) = / " e () da, (2.2)

—00

Definigao 2.3 (Transformada de Fourier Inversa). Definimos a Transformada de Fourier
Inversa de uma funcao f € L*(R) por

F(e) = FHFOMa) = - /weiwgﬂf(w)dw. (2.3)

fr— % .
E natural fazermos a seguinte pergunta: Quando a funcao f poder ser obtida a partir de f , isto

6, f(2) = (F ' ))(x)?
Lema 2.1. Seja f € L*(R) tal que f € L'(R). Entdio

em todos os pontos x onde f € continua.

Veja demonstracao em [8].



Definigao 2.4 (Convolugao). Dadas duas funcies f,g € L'(R), a convolugio de f com g,

denotada por f * g, € definida por:
=/ flz=y)g(y)dy. (2.4)

—

(f * g)(w) = f(w)g(w).

Lema 2.2. Se f,g € L}(R), entao

Prova: Tomando a Transformada de Fourier de (2.4) e pelo Teorema de Mudanca de Varidveis,
fazendo z = x — y, temos:

(F*9)( / / fl@—y)g(y)e " dudy = /_ Z /_ Z F(2)g(y)e ™ dzdy.

Pelo Teorema de Fubini,

-/ : s [ Zg@)e-iwydy = f(w)g(w).

Lema 2.3. Seja a > 0 uma constante positiva.

Se f € LY(R), entao: ,
F{flaa)hw) = ~f (). 2.5)

Prova: Pela Definicao 2.2, temos:

o0

F{f(ax)}w) = / €7 f (0.

o0
Fazendo a mudanga de variaveis y = ax, temos:

FUf W)} w) = /o”e £ Fy)dy



As demonstracoes do Teorema 2.1 e do Lema 2.4 podem ser encontradas em [8].

Teorema 2.1 (Identidade de Parseval). Para toda f,g € L*(R), temos

1 ~
<f7g>:_<f7g>'
2m

Em particular, ||f||% = %HJ?H%

Lema 2.4. A Transformada de Fourier é uma bijecio de L*(R) em L*(R).

Isto é, para cada g € L2(R), existe um tnico f € L%(R) tal que f = g.

Uma importante propriedade da Transformada de Fourier que sera utilizada no capitulo 5 é
a transformada do produto de n funcgdes em L*(R) ser o produto de n — 1 convolugoes das
transformadas de cada funcao.

Lema 2.5. Se fi,---, fn € L*(R), entdo:

1 A A

Fifi- - ful(w) = G (fi % fo)(w). (2.6)

Prova: Usaremos indugao para provar esse resultado. Tome f, g € L*(R), entao:

FU ()} w) = / ¥ ewn(f L o) (@)

—00

Pela Identidade de Parseval e como g € L*(R), obtemos:

FUOa ) = [~ et g)wyis
_ /_ Z {% /_ Z g(w/)eiw/xdw’] f(z)e " dz
= o [ | [ et
R
= = (Fed)w)

Agora, suponhamos que (2.6) seja verdadeira para n € N. Entao:

1

Flfv o fae}@) = o (Flfreo ful % foe) )
1 I N —
= %(Wfl*"'*fn*fn—i—l) (w)

10



Portanto, a igualdade (2.6) vale para todo n € N.

1
Uma consequéncia imediata do Lema anterior é
~ 1 " "
fp(w):W(f---f)(w), (2.7)
com p — 1 convolugoes de f .
Considere a fungao g : R — R dada por:
_J 1, sexe|-1,1],
9(v) = {O, se v ¢ [—1,1]. (2.8)
Claramente g € L'(R), e sua Transformada de Fourier é dada por:
2sin 0
. 2ons 0#0
0) — g o S€ ) 2.9
9(0) {2, se 0 = 0. (29)

Porém, g(w) nao pertence a L'(R). Assim, concluimos que, nem sempre f € L'(R) implica
f € L'(R), ou seja, uma vez conhecida a Transformada de Fourier de uma dada fungao em
L'(R), ndao garantimos a existéncia de uma aplicagao que seja a inversa da mesma. Assim, faz-se
necessario definirmos um espaco de fungoes na qual garantimos que para toda f que tomarmos
nesse espaco sua tranformada de Fourier também pertenca a ele. Uma escolha possivel seria
tomar o espaco C§° das fungoes infinitamente diferencidveis, de suporte compacto em R. Porém,
nesse espaco, podemos tomar fungoes na qual sua Transformada de Fourier nao tenha suporte
compacto. Por exemplo, a funcao

||

-2 sex€[—a,d
) = a’ » D 2.10

9() {0, se v ¢ [—a,al, (2:10)
sua Transformada de Fourier é g(w) = W, que nao tem suporte compacto. Com isso,
escolhemos um outro subespago de L!'(R), o espago de Schwartz ou das fungoes rapidamente

decrescentes, que ¢ um pouco maior que Cg° e que denotaremos por S(R).

Definicao 2.5 (Espago de Schwartz). Uma funcio f : R — R € rapidamente decrescente se
f € C®(R) e para todo (m,n) € N x N

[fllmm = sup|z™D" f(x)| < oo.
z€R

Ou seja, f e suas derivadas tendem a zero mais rapidamente que as poténcias ™ vao para o
infinito. Toda fungdo em S(R) é absolutamente integravel (veja [8]).

Teorema 2.2. Se f € S(R), entio f € S(R) e, além disso, dados m,n >0,

(i)™ <%)nf =F K%)m [(—z’x)”f]} : (2.11)

11



Prova: Primeiro, provaremos para todo n > 0 que

FID" f](w) = (iw)" f (w). (2.12)
Seja f € S(R) e pela Definigao 2.2 obtemos:

o0

Fr(w) = F(f (x))(w) = / e ()

[e.o]

Fazendo u = e~™? ¢ dv = f’(x)dx, e usando integral por partes, temos:

Fw) = [~ et

oo

= ()

N —/OO f(z)(—iw)e ™ dx

= ()

= (iw)f(w).
Suponhamos que, F[D"f](w) = (iw)" f(w) seja verdadeira para todo n > 0. Entédo
F(D"D)(w) = FID(DM) fl(w) = (iw)F(D™)(w) = (iw)|(iw)" f)(w) = (iw)" f(w),

e assim, (2.12) vale para todo n > 0.

() / ) e~ f()da

Agora, provaremos para todo n > 0 que

D"f = Fl(—iz)"f]. (2.13)
Se f € S(R), podemos diferenciar sobre o sinal da integral, obtendo para n=1:
Df = / (—iz)e®* f(z)dt = F(—iz)f(2)](w). (2.14)

Suponha que, D" f = Fl(—iz)" f] seja valida para todo n > 0. Entao,
D" f = D(D"f) = D[F{(~ix)" f}] = F{(~ix)(~iz)" [} = F{(~ix)""' [}.
Logo, (2.13) é verdadeira para todo n > 0. E portanto, de (2.12) e (2.13) obtemos (2.11).

Finalmente, mostraremos que f € S(R). Considerando f € S(R), m,n > 0 e (2.11),
1l = sup|2™D" f(x)]

ol () (iors|

s
-l (&) s
< sup [ e () (-
< [T|(4) w]ar <o

ja que D™(x"f) € LI(R). |

12



2.2 O Espaco Bj

Seja B3 o espaco de fungoes reais definido por
Bi={/R>R | feC'R)e|f] < oo},

sendo

171 = sup(1 4 P’ [|Fw)] + 17 ()]

Provaremos que o espago Bz é um espaco de Banach e que se f € Bz entao f € L*(R) N L*(R) N
L*>*(R). Além disso, mostraremos que dado L > 1 o espago

C(1,L%;Bs) = {u(x,t) s u(.,t) € By, ¥Vt € [1, L*]} (2.15)
com a norma
lulle = sup (. t)]. (2.16)
te[1,L2P]

também é um espago de Banach.

Proposigao 2.1. B3 C L'(R) N L*(R) N L=(R).

Prova:

Tome f € By entao fe C’l | f|l < oo. Pela definicdo da norma em Bs (veja equacao (1.3))
temos | f'(w)|, |f(w)| < 1+|w|3 sendo C' = || f]|. Assim,

Jelf@)ldw < fi omdw <00 e fo|f/(w)ldw < [ mEmdw < oo

Logo, f, f' € L}(R). Analogamente, temos que f, f' € L*(R), e portanto, f, f' € L'(R) N L%(R).

Pelo Lema 2.4, como a Transformada de Fourier é uma bijecao em L2(R), existe a inversa
de f. Assim, F}(f) = f € L*R). Pelo Teorema 2.2, temos que f' = F|—izf]. Logo,
FUf) = F Y F[—ixf]) = —izf € L*(R). Portanto, pela Defini¢ao 2.1, temos ||f]|; < oo e
[ f[l2 < oc.

Agora, vamos escrever f = (1+ |z|)~ - (1+ |z|)f. Entao, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz
dada por (2.1), temos:

I+ [=z)™" - L+ [2) f ]l
I+ 12D o - 1A+ 21l
Ky ([T +[z]) fl2)

Ki([1fll2 + Nl f1l2)

Q.

/11

AN VAN VAN VAN
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sendo K = ||(1 + |z|)7Y|2. Logo, f € L*(R) e com isso, f € L'(R) N L*(R).

Finalmente, falta mostrar que f € L*(R). Como f € L*(R), entao f(z) = .7-"*1(?(.\)). Logo,
considerando a Definigao 2.3 e que || f|| < oo, obtemos:

f@)] = |F ()

3 [ @it \
< L / €| f () | duw

fl
d
27r/1+\w|3 v

< Il < o0

IN

sendo Ky = % Ja ﬁdw. Pela Defini¢ao 2.1, concluimos que f € Lo (R).

Proposicao 2.2. B3 é um espago de Banach munido da norma

171 = sup (14 ) (1F )]+ 17 o)) |

Prova: B; é um espacgo vetorial. De fato, se f,g € B3 e a € R, entao pela linearidade da
Transformada de Fourier e do operador derivada, temos que (f+g¢) € Bs e af € Bs. Além disso,
temos que (1.3) é uma norma. De fato,

L fz0ellfl =0« f=0.
Claramente ||f| é ndo negativa. Se ||f|| = 0, entdo sup(1 + |w[*)[|f(w)| + | f/(w)] = 0

w

Logo,
(1 + [wP)[f(w)] + |f' ()] < sup(l + [w*)[|f(w)] + [ f'(w)[] = 0,Y w.

Entdo, |f(w)| = |f'(w)] = 0,Y w. Como f € L'(R) e pela definicio da Transformada

Inversa de Fourier de f, temos:

@) = FHIOMo) = 5 [ e Fw)du =0

[e.9]

Portanto, f = 0. Por outro lado, se f = 0 entdo f(w) = 0 e f'(w) = 0. Logo, || f|| = 0.

2. [|AFI = XA
Note que

= I f(w)].

‘)\| ‘\/ —zwx

) (w)| = \ G
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Analogamente, |(j\?)/(w)| = [A||f/(w)]. Logo,
IAfIl = sup(1 + ) IO @)+ ) ()] = | sup(1 + )£ ()] + 1 (w)[] = A £

3 Af + gl < A=+ llgll-
Pela linearidade da Transformada de Fourier e da derivada, temos que

—_— ~

|(F + 9)(w)| = | f(w) + §(w)| < |f(w)] +[g(w)|

(T +9) ()] = |/ (w) + §(w)] < |F(w)] + 3 (w)].
Logo,
17 +gll = s+l [[F+o) ) +IF+9) w]]
<

sup(1 + [w*)[(1.f ()] + [g(w)]) + 1 f (w)] + 13 (w)]]
sup(1 + [wl*)[1f (w)] + |f (w)]] + sup(1+ [wl’)[|§(w)] +19'(w)I]
I+ lgll-

IN

Agora, vamos provar que B3 é um espago completo. Para isso, temos que mostrar que toda
sequéncia (f,,) de Cauchy em Bj é convergente. Seja (f,) € Bs uma sequéncia de Cauchy. Entao,
dado ¢ > 0 existe ng € N tal que

= Full = sup(L+ ) [[(F2 = F) )] + 1o = Fon) ()]
= sup(L+ ) ||u(w) = Folw)| + 172 (w) = Fu' ()]

€
< 5 Yn, m > nyg.

Dai, segue que, (1+ [w]*)[[fa(w) = Fu(w)] + £ (w) = F (w)]] <

N |

Logo,
sup(1 + |wl*)

fulw) = fAm(w)( <5, Vn,m>ng (2.17)

sup(1 + [w]’)

-~ —/ IS
Bl (w) = Tl )] < 5.
Pelo Critério de Cauchy (veja capitulo V em [15]), (fn(w)) (ﬁ/(w)) convergem uniformemente

e
em R. Logo, fn(w) — h(w) € R e fnl(w) — h'(w) € R. Agora, precisamos mostrar que
h(w) € L*(R). De (2.17), temos que, para todo w € R

h(w)| = [Falw) = hw) + Fulw)] < [Fulw) = hw)] + [Falw)] < e + mbm-
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Assim, para todo w € R

c 1’ 1
Pdw< [ |51 < 2/— |
/]h dw /{(1+|w| )} dw < [+ C] R1+|w|3dw<oo

Logo, h(w) € L*(R) e pelo Lema 2.4 existe f(w) € L*(R) tal que h(w) = f(w). Assim,
o= Il = sup(t 4 o) [[(F = Fw) +1(F = F)w)]
= sup lim (14 [wf) [|(F = Fa) )l + (5 = T

< sup {sup(1+ [uf?) (I = Fodwl +1(7 - ﬁ;’><w>r]}
< sup {sup(1-+ [wP)I(Fs = F)(w)lp+sup {sup( 4 () - o)l
< 24—%:6, Vn > nyg.

Logo, f,, — f. Além disso, || fll = Ifu — f = fall < I fa — fIl + |1 fnll < 00. Portanto f € Bs.

1

Proposicao 2.3. Seja L > 1, entao

C(1,L%;Bs) = {u(x,t) s u(.,t) € By, ¥Vt € [1, L*]} (2.18)
com a norma

lulle = sup JJu(., D),
te[1,L2P]

¢ um espaco de Banach.
Prova: (C(1,L?;B3), | - ||z) é um espago vetorial normado. De fato, tome u;(z,t), us(z,t) €

C(1, L% Bs) e considere a € R entdo u;(.,t),us(.,t) € Bs para todo t € [1,L?*]. Como Bs é
um espago vetorial temos ui (-, t) + ua(-,t) € Bs e auy(-,t) € Bs. Logo, ui(x,t) + ua(x,t) €
C(1,L*;Bs) e auy(x,t) € C(1,L%;Bs). Como || - || é uma norma e pelas propriedades do sup
temos que || - ||z é uma norma. Agora, vamos mostrar que C(1, L?%; B3) é completo. Para isso,
tome (f,) uma sequéncia de Cauchy em C(1, L?*; B3). Entao, dado € > 0, existe ng € N, tal que

| fo — fiulle <€ VYn,m > ng.

Mas,
an_meL: sup ||fn(7t)_fm(7t)||

te[1,L28]

Logo, ||fu(st) — f (- t)|| < e, e portanto, (f.(-,t)) é uma sequéncia de Cauchy em B;. Pela
proposigao anterior, B3 é um espago completo. Logo, a sequéncia (f,(+,t)) é convergente em Bg,
isto 6, fu(-,t) — f(-,t) € Bs. Portanto, (f,(x,t)) — f(x,t) € C(1,L%* Bs), o que finaliza a
demonstracao.
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2.3 Teorema do ponto fixo para contracoes

Defini¢ao 2.6. Um ponto fizo de uma aplicagao T : X — X € um elemento de x € X cuja
imagem coincide com ele mesmo, isto é, Tx = x.

Definigao 2.7. Seja (X, d) um espago métrico, sendo d a fun¢ao distancia. Uma aplicagdo
f X — X € uma contragcao se existir um niumero real positivo o < 1 tal que, para todo
r,y € X,

d(f(x), f(y)) < ad(z,y). (2.19)

Enunciaremos, a seguir, um importante resultado que sera utilizado na prova da existéncia e
unicidade de solugbes do problema de valor inicial (1.1), o Teorema do ponto fixo para contragoes
em espagos métricos completos. A demonstragao desse teorema encontra-se em [14].

Teorema 2.3. Seja (X, d) um espago métrico completo. Se f: X — X é uma contragao, entio
f tem um ponto fizo em X.
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Capitulo 3

O Grupo de Renormalizacao Aplicado a
Equacao Linear

Nesse capitulo, definiremos e aplicaremos o operador Grupo de Renormalizagao (RG) para o
seguinte problema de valor inicial:

{ut—Mu,t>1,x€]R (3.1)

u(z,1) = f(x), f € Bs.

Na primeira segao, encontraremos a solugdo do PVI (3.1). Na Secdo 3.2, motivaremos a
definicao do operador Grupo de Renormalizacao, que sera definido na Secao 3.3, através da
definicao de solucoes invariantes por uma mudanga de escala adequada. Também, na Secao 3.3
provaremos importantes propriedades do operador RG. Finalmente, na Se¢ao 3.4, obteremos o
comportamento assintético da solu¢ao do PVI (3.1).

3.1 A Solucao da equacgao

Iremos obter formalmente uma expressao para a solugao do PVI (3.1), através da Transformada
de Fourier (veja Defini¢ao 2.2). Aplicando a Transformada de Fourier em ambos os lados da
equagao (3.1) e usando (1.4), obtemos:

di
b = —|wa = =L = —|w*dt.
U
Integrando,
In (4) = —|w|25t +C = f=e PO g omlwltee

Fazendo e® = Cy,
2
a(w,t) = Coe~ It
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Assim, para t = 1 temos, ) )
a(w, 1) = Coe P = f(w).

Entao, )
f(w)
Co = o—lwl??
Logo, para todo ¢: R
a(w,t) = flw)e e, (3.2)

Tomando a Transformada Inversa de Fourier(veja Definigao 2.3) da equagao acima, obtemos:

u(z,t) = /OO 1w giwr F ) . (3.3)
3.2 Solucoes invariantes por mudanca de escalas

Nas tultimas décadas do século XX, grupos de fisicos passaram a se interessar pela dinamica de
sistemas ditos complexos, cujas partes se interagem de forma nao linear. Uma das propriedades
marcantes de tais sistemas é a presenca de leis de escala. A tentativa de se construir um esquema
tedrico para esses fenomenos deu origem a novos ramos da fisica, como a teoria do caos e a
fisica dos sistemas complexos. Conceitos como criticalidade, autossimilaridade e leis de escala
passaram a fazer parte da fisica contemporanea (veja [10, 20]). Nos anos 90 tais ideias comegaram
a surgir no contexto de EDP, na busca pelo comportamento assintético de solugoes (veja [1, 3]).
Apresentaremos nessa secao como a ideia de invariancia por escalas se aplica nesse contexto, para
o caso particular da solucao de u; = Mu.

Queremos obter aqui uma mudanca de escalas adequada de maneira que apés a mudanca de
escalas a funcao ainda seja solucao de tal equacao. Assim, se reescalonarmos a variavel espacial
por L > 1, gostariamos de determinar qual devera ser a mudanca de escalas na varidvel temporal
e na prépria solugao de forma que a equacao fique invariante, isto é, quais deverao ser os expoentes

a e A de maneira que:
v(x,t) = Lu(Lax, L t) (3.4)

seja também solucao da mesma equagao. Mostraremos que os expoentes A e a devem ser,
respectivamente 23 e 1.

Definindo as varidveis y = Lz e s = L* e tomando a derivada de v em relacdo a ¢, temos, pela
regra da cadeia:
vy(z,t) = LM ug(La, L),

Como u é solucdo de (3.1), entdo us = Mu e podemos escrever a equagao acima em funcao do
operador M, isto é,
vi(w,t) = L Mu(Lx, L ). (3.5)
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Usando o Lema 2.3 e (1.4), temos:
1 w28 rw
A e B R
F{Mu(Lx, L"t)}(w) = 7 [ )L‘ U <L,L t>]

1 /W
= L1+2/B [— |U}|2/BU (Z,th>i| .

Observe que, aplicando a Transformada de Fourier em (3.4), obtemos novamente do Lema 2.3:
Flo(z, )} (w) = F{Lu(Lz, L*)}(w)

1 w
_ La-—A<— L*t)
L\

= (T L)

Assim,
A 1 28 1 ~
F{Mu(Lx, L"t)}(w) = AT —|w|* - La_lfv(w,t)
1 —_—
= wMU(w)
Tomando a Transformada Inversa de Fourier da equacao acima, obtemos:
1
Ay
Mu(Lz, L't) = La+25MU(x,t). (3.6)

Substituindo (3.6) em (3.5), temos:

v (z, t) 1
Toa+x LaHﬂMv(x,t).

Logo, para que a equacao fique invariante, devemos ter:
A=20.

Observe que, se fizermos f = 1 na equagao (3.1) obtemos a equacao do calor (u; = ugz,). A
principio, o poderia assumir qualquer valor, porém, motivados pelos resultados obtidos para a
equagao do calor (veja [16]), mostraremos, através de uma “lei de conservacao” que o expoente
a deve ser igual a 1.

Seja u(x,t) a solugao da equacao (3.1), entdo, para L > 1:
v(z,t) = Lu(Lx, L*t), VYo € R, Vt>0.
Para a determinacao de «, definiremos a massa M de uma funcao f por:

M= /R Fa)da.

Considerando a conservacao da massa para o problema em questao, obtemos:
M = / u(z, 1)dx = /u(x,t)dx, vt > 1,
R R
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em que u(z,t) é solugao do PVI (3.1).

Assim,

M:/u(x,l)dx:/u(x,t)dx:/Lau(Lx, Lwt)dx:Lo‘_l/u(x,Lwt)dx.
R R R R

Fazendo t = 1/L?" na tltima integral, obtemos que M = L* 1M, e, portanto, o = 1.
Logo, a mudanga de escalas que serd utilizada é

v(x,t) = Lu(Lx, L*t). (3.7)
3.3 Definicao do operador RG

Motivados pelo resultado obtido na secao anterior, definiremos o operador RG para a equacao
(3.1) e veremos algumas de suas propriedades. Dado L > 1, faremos o seguinte:

1. Integramos a equagao (3.1) e evoluimos o dado inicial f(z) = u(z,1) do tempo t = 1 ao
tempo t = L?, obtendo assim, u(x, L?);
2. Reescalonamos, entdo, a varidvel espacial por L e obtemos, u(Lz, L??);

3. Por fim, reescalonamos a solu¢ao u por L, obtendo Lu(Lx, L*?).

Os trés passos descritos acima podem ser resumidos pela seguinte expressao:
Ry f(z) = Lu(Lz, L*). (3.8)

Observe que a fungao obtida apods a realizacao dos trés passos descritos acima é a imagem do
dado inicial do PVI (3.1) pelo operador Ry. Assim, R; é um operador atuando sobre o espago
dos dados iniciais. Ele possui as seguintes propriedades:

1. Rpf € Bs,Vf € Bs;
2. Rpf é linear;
3. Ry possui a propriedade de semi-grupo, ou seja, R} = Ry o---0 Ry, = Rpn;

4. Rpf* = f*, sendo fA*(w) = el

Provaremos essas propriedades a seguir.
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Propriedade 1: Pela Defini¢ao do operador Ry em (3.8) e pelo Lema 2.3

Rof(w) = Lu(La, L*%) = L - %u (% L25> —q (% L25> . (3.9)

Além disso, da solugao (3.2),

RoFlw) = f (L) e lwlPa-L72)
Rpf(w) = f (L) e . (3.10)
De (1.3), definimos a norma de Ry f da seguinte maneira:
|RLfI = sup [ (1+ [wl?) (|Ref ()] + |Ref (w)]) ] (3.11)
weR

Como f € Bs, temos que f(%) € CY(R). Logo, derivando a equacao (3.10), encontramos:

(Ruf) (w) = [%f (7) +7(F) (=280 - L-w)} AL, (3.12)

Portanto, da Defini¢ao (3.11), temos:

P (3)]+28 - 17| F(F) D elwlwm—ﬂ)} .

AW 1

irusl < s () | (17 ()] + 1
weR

Usando que L > 1 temos que 1 + w3 < L3 4+ w? e, tomando

C(B) = sup (1 + 2B w[*P (1 - L*Qﬂ)) e~ w*(1-172%)
weR

entao,
w

Irufl < c@suw {22 |1+ [2] (7 (D)]+]7 (D)) } < e <.

weR

(D)l

pois f € Bs. Portanto, Ry, f € Bs.
1

Propriedade 2: Considere u solugdo da equagao (3.1) tal que u(z,1) = (cf + g)(x) para fungoes
f,9 € Bz e c € R. Entao aplicando o operador Grupo de Renormalizacdo em u, temos

Rpu(z,1) = Ry(cf + g)(z) = Lu(Lz, L*?)

sendo u dada por (3.3). Reescalonando devidamente a equagao (3.3), temos

Ri(cf +9)(x) =L / T PP D) gl (0 F 0 ) du

—0o0

Como a Transformada de Fourier é uma aplicacao linear e pela linearidade da integral, temos

Rp(ef +g)(z) = cL/ e‘wzﬂ(Lw—l)eiwLIﬂw)dw~|—L/ e~ WP 1) ciw LG duy
—00 —00

= cRpf+ Rrg.

Logo, o operador RG ¢ linear. |
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Propriedade 3: Considere a solucdo u, para 1 < t < L*} e defina v(z,t) = Lu(Lz, L?*t). Entao,
como j& provamos, v(x,t) é também solucdo da equacio, mas com o dado inicial Lu(Lx, L??) e esta
bem definida, para todo t € [1, L?%]. Entdo, por (3.7) e (3.8), obtemos:

v(La, L*%) = Lu(LLz, L**L*®) = Lu(L*z, L*?).

Assim,
Ry f = L*u(L?x, L**) = Lv(Lx, L*®).

Mas, v(x,1) = Lu(Lz, L**) e Rpv(x,1) = Lv(Lax, L*?). Logo,
Rp2f = Rpv(w,1) = Re(Lu(La, L*")) = Rp(Rpf) = RLf.

Esse exato procedimento segue para obtermos R} = Rpo---0 R = Rpn.

Propriedade 4: Substituindo

o~

fr(w) = e

em (3.10) obtemos:

Rofi(w) = e MO0 (2)
_ w1 (3

()P —(%)0

w28

= €

Logo, E;F(w) = F(w) e tomando a Transformada Inversa de Fourier obtemos o resultado.

3.3.1 Lema da Contracao em Bj

Outra importante propriedade do operador Ry é que funcbes com certas propriedades podem ser
contraidas pela aplicagdo do Grupo de Renormalizagao. De fato, para L suficientemente grande, veremos
que o operador Ry, serd uma contracao no espaco das fungoes g € Bs tais que §(0) = 0.

Lema 3.1. Suponha g € Bs tal que §(0) = 0. Entao, dado Ly > 1, existe uma constante C (dependente
apenas de [3) tal que para todo L > Ly:

C1(8)

1Regll < — = llgll- (3.13)

Prova: De (3.2) e (3.9), temos:

Derivando a equagao acima,

Rig - 1 -
RLg,(w) = *2,810213—1(1 — L—Qﬂ)e—waB(l—L Qﬁ)g (%) + gl (%) EG_MQB(I_L 2[3).
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Como g € Bs, segue que § € C'(R). Pelo Teorema Fundamental do Célculo,

i (Y)=a0)+ /0 7 ().

Da defini¢do de norma em Bs temos que [§'(w)| < ||g||. Assim,

N t o w
i (Y] < dt < dt<H .
i (F)| < [ alae < gl [ * i< |71l

Usando ainda que ]g’ (%)‘ <|gllel—-L28<1,

e

IRegll < sup(1+ |w) |
weR

8 ()]0 b 2B (0 L O

/(1)

7 ()l

e

—w2B(1—L—28) || W _ _ w 1
< sup(at o) 01 [| 2] gl + 20011 = 1) ] Lol + ol
weR
< sup(1+ fuf)e 0 [fuf + 25jup® + 1] 11,
weR L
Definindo,
-2
C1(B) = sup(1 + ]w|3)e_w25(1_L0 ”) [\w[ + 28w + 1}
weR
obtemos,
IRLgll < CL(B) L lg]l-
que é o resultado desejado.! 1

3.4 Analise assintética para o caso linear

Provaremos, nessa secao, que através do operador RG é possivel caracterizar o comportamento
assintético da solugao de um problema de valor inicial, desde que este pertenca a Bs e seja suficientemente
pequeno. A ideia para obtencéao do comportamento assintdtico consiste em decompor o dado inicial em
duas parcelas, sendo uma delas na direcao da funcao f*, ou seja, do ponto fixo do operador RG:

f(@) = f(0)f*(x) + go(w), (3.14)

isto é, definiremos uma funcao gy = f — f (0)f* de forma a obter a decomposi¢ao acima. Seguindo
os passos descritos na Se¢do 3.3 encontraremos a solugao reescalonada para o primeiro problema, que
serd utilizada como condicao inicial para o préximo PVI, similiar ao anterior. Entao, o problema de
tomar t — oo ird se tranformar em iteracoes de aplicagoes do operador RG ao dado inicial e obteremos
uma sequéncia de PVIs em intervalos limitados de tempo fixo. O procedimento se resume portanto em
estudar a evolucao do dado inicial, sendo que em cada iteracao, uma das componentes sempre estara na
direcao do ponto fixo e a componente restante decaira para zero quando n tende para infinito.

LObserve que Ly pode ser qualquer constante maior que um. A imposicdo de que L > Ly é para que as
estimativas sejam uniformes em L de forma que a constante C independa de L.
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Teorema 3.1. Sejam u solugiao do PVI (3.1) e f* definida em (1.6). Entao,

lim [[t25u(t25 -, t) — £(0)£*(-)]| = 0. (3.15)

t—o00

Para demonstrar o teorema acima precisaremos do seguinte lema:

Lema 3.2. Seja f* o ponto fizo do operador Ry. Entdo existe uma constante 63 tal que || f*| < 65.

De fato, da definicao da norma em Bs:
* fx A*/
17411 = sup [ (14 fwf®) (1f )]+ 1 w)])]
weR
Como F(w) = eIl

I = sup(1+|wl’) (e*'l"'z"+25|w\2ﬂ7167\w\2ﬁ)
weR

= sup (717 4 2JuPIteT Il o e g g 22l
weR

Encontraremos uma cota superior (independente de w) para cada parcela da equacao acima, encontrando
0s maximos, que serao obtidos através da derivada de cada fungao:

1. Para a primeira parcela nao é necessaria a obtencao do maximo da funcao, visto que obtemos
. . . ~ . w28
facilmente uma cota superior para a primeira fungao acima: Q(w) = e lwl*” < 1.

1 —|w[2f
2. p(w) = 28 w|?P~ e IwI™, 1

@) = (45w P2 + 26w P2 — 482l 2)e v =0 = w=(1- )7

~ 1 17% (i—1>
Entao, p(w) <20 (1 - %> e\ /.

3. h(w) = [wPe I
() = @l 28 =0 = w=(3)

3

Entao, ¢ (w) < (%)ﬁ e_%.

4. x(w) = 2B|w|25+26_‘w‘26.
1
X w) = 48P + 45 Pl =0 = = (1-4)7

1+1
Entao, x(w) <28 (1 + %) Pertt,
Logo, || f*|| < Cg, sendo:

=55 (4 28 3 1+4 1
1+ 25(1 — 215> ﬁe@*l) + <3> "o +20 <1 + ;) i e<”ﬁ>] : (3.16)

Cp =




Prova do Teorema: Como f, f* € Bs e explicitamos uma constante C3, dependente apenas de /3 tal
que || f*]| < Cp, podemos definir uma fungao gy € Bs por:

go(x) = f(x) = f(0)f*(x).

Pela defini¢ao da norma em Bs, e como || f*|| < C temos,

lgoll < A1+ LF O < 1+ Cp)ll - (3.17)

Dado L > Ly > 1, como Ry é um operador linear, f* é ponto fixo do Ry e definindo g1 = Rpgo,
obtemos:

Rpf = Rr[f(0)f*]+ Rrgo

A~

Fazendo Ag = f(0), temos
Rif=Aof" + 91 = fr.

Observe que como F(O) =1, entao go(0) = 0. Logo, pelo Lema da Contragao,

Ch
g1l = [[Rrgoll < THQOH'

Observe que por (3.10)

gi(w) = R/L;)(w) = e—|wl2'8(1—L*2B)g0 (%) ’

e assim, ¢1(0) = 0. Em seguida, definimos g2 = Ryg1:

R} f

Ru(fi) = Re [f0)f*@)] + Rugy
Aof" + Rrg
= Aof" +go.

Como ¢1(0) = 0, podemos aplicar o Lema da contragao, e obtemos:

Cy
g2ll = [RLg1]| < f\lgl\l-

Mas,
C1 Cl 2
< — <|— .
ol < Pl = el < ()
Além disso, mais uma vez, temos:
~ = _ B(1—[—28y, (W N
) = Ruga(w) = 7015, () & go0) =0,

26



Usaremos um raciocinio indutivo para provar o teorema. Portanto, suponhamos que R} f = Ao f* + gn,
com ¢,(0) =0e

C n
loall < () ol (3.18)

Assim,
R = Rp(REf) = Ri(Aof* + gn) = Aof* + Rign.

Agora, seja gn+1 = Rpgn. Entao, pelo Lema da Contragao,

Jonsal = IRegnll < Planll < () ool

Temos ainda g,+1(0) = 0, pois,

o — —|w T “ w R
G (w) = Roga(w) = e 075, (2) = 5,11(0) = 0

Portanto, (3.18) é valida, para todo n € N e, como R? f(x) = L"u(L"z, L*"?) pela propriedade de
semi-grupo do RG,

* o\
umwﬂww%ﬁ—Aw<wus(;) looll, Vn e N.

Considerando L > C1, quando n — 0o obtemos:

lim || L u(L"z, L*"P) — Agf*(z)| = 0. (3.19)

n—oo

Tomando ¢t = L?"8 obtemos finalmente:
lim [[£27u(t25 2, £) — f(0)f*(2)] =0,

t—o00

que é o resultado desejado.
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Capitulo 4

O Grupo de Renormalizacao Aplicado a
Equacao Linear com Termo Dispersivo

Nesse capitulo, obteremos o comportamento assintético do seguinte problema de valor inicial:

{ut—Mu—numx,t>1,x€R (4.1)

u(z, 1) = f(z), f € Bs,

sendo 7 € [0,1]. Para esse estudo seguiremos as mesmas ideias usadas no capitulo anterior, isto é, na
Secao 4.1 encontraremos a solu¢ao do PVI (4.1). Na Segao 4.2 definiremos o operador RG que possui
as mesmas propriedades definidas na Segao 3.3, exceto a propriedade 4. Mostraremos, na Segao 4.2,
que para o caso linear com termo dispersivo, a fungao f* nao serd ponto fixo do operador como no caso
linear. No entanto, isso nao afetard a caracterizacao do comportamento assintético do PVI acima que
serd obtido na Segao 4.3.

4.1 A Solucao da equacao

Para obtermos uma solugao para o PVI acima utilizaremos o Teorema 2.2 que relaciona a transformada
de Fourier de uma funcao com sua derivada.

Paran=0em =1,

Paran=0e m =2,



Paran=0e m =3,

(iz)? (;;)Of :f[@)g[(—mof]] S e = —iwPi

Aplicando a Transformada de Fourier em ambos os lados da equacdo (4.1), obtemos:
iy = —|w|?Pa + inwia. (4.2)
Integrando,
In(4) = 7(|w|2'8 — inw?’)t +C = a= e~ (WP —imuw)rC o p o= (P —inw?)t e

Fazendo e = C,
i(w, t) = Ce (WP —im?)

Temos que:
a(w, 1) = Ce (WP =im®) — §(y)

Logo, para todo t: ,
a(w,t) = flw)e (Wl —mu?)E=1) (4.3)

Tomando a Transformada Inversa de Fourier (veja definigao (2.3)) da equagao acima, obtemos:

u(z,t) = /OO e_(|“’|26_mwg)(t_l)eiwxf(w)dw.
4.2 Definicao do operador RG e suas propriedades

Seja u a solucdo de (4.1) e defina, para L > 1,
uy(x,t) = Lu(Lx, L*t).

Gostarfamos de mostrar que u; também é solugao da mesma equagao (4.1), com uy(x, 1) = Lu(Lz, L?%).
Para isso, definimos y = Lz e s = L?t e tomemos a derivada de u; em relacio a t, e pela regra da

cadeia,
(ul)t = LQB—HUS.

Tomando agora a derivada em relagao a x, temos que (uj), = L2uy, e com isso,
4
(Ul)zx:r =L Uyyy -

Na Segao 3.2 mostramos que Mu = Ll%QﬁMul (veja (3.6) e como u é solugao de (4.1), temos:

(Ul)t

1
us = Mu —nuyyy, = 71128 :L1+2/3MUI_77

(ul)azxx

A = (ul)t = Muy — anﬁ_g(ul)zxm-

Logo, u satisfaz o seguinte problema de valor inicial:

(ul)t = Muy — nLQﬁig(ul)zaxv,
{ul(x, 1) = Lu(Lx, L*%) = fi(x). (4.4)
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Agora, iteramos esse procedimento, considerando u; solugao de (4.4) e definindo
up(x,t) = Luy (Lx, L*Pt).

Novamente, usando que Mu; = ﬁM us, temos

283 1 28 (Ujg)mm
:[JOgO7 u9 SaliSfaZ (6] P Vv I:

{ (U2)t = Muy — 77L4B_6(u2)x:m:a (4 5)
ug(x,1) = Luy (L, L?8) = L*u(L?x, L*%) = fo(x). '

Assim, para obter a sequéncia de PVIs, procederemos indutivamente. Entao, suponha u; solucao de:

(ur)e = Mug, — nLFP3) (ug )y, (4.6)
ug(x,1) = Luy_1(Lx, L?) = LFu(LFz, L?*8) = fi(x) '

e seja uypy1 definida por
U1 (x,t) = Lug(Lx, L*t).

Entao,
(uk+1)t _ L2,3+1u$ _ L25+1 (MU,k o nLk’(Qﬁ—B) (uk)yyy)-

Novamente temos,

Mu Mugq.

1
k= T1v2B
Assim,

1 - (k1)
(up41)e = L2 Tirap Muk+1 — nLF26=3) <+L4m :

Logo, ug41 satisfaz: o novo PVI:

(uk:-i-l)t = Muk+1 — nL(k+1)(2/8—3) (ukz—l—l)xzza (4 7)
upy1(z, 1) = Lug(Lz, L2P) = Ly (L e, L2RD8) = £ (2). '

Vimos que, definindo a sequéncia de fungdes renormalizados uy(x,t) = LFu(LFx, L**Pt), em que u é
solugao de (4.1), entdo uy, satisfaz, para cada k o PVI (4.7). Assim, somos motivados a definir o operador
RG para o problema (4.1). Considerando 7 € [0,1] e f; o dado inicial do problema (4.6), entao,

Ry fr(x) = Lug(La, L*), (4.8)

sendo n = nL(25*3)k com k =0,1,2,... . O segundo indice na definicdo do operador RG diz respeito
ao coeficiente do termo dispersivo tyy,. Além disso, como L > 1, n € [0,1] e 28 — 3 < —1 entao
Ink| < |n| < 1. Considerando a solucao do problema (4.1) dada por (4.3) é facil ver que as propriedades
1, 2 e 3 da secao 3.3 sao verdadeiras para o operador Ry, . Além disso, veremos, mais adiante, que o
operador Ry, ,, também satisfaz o Lema da Contracao (Lema 4.3).

Para o problema (3.1) vimos que a funcao f* dado por (1.6) é ponto fixo do operador Rj, definido em

(3.8). O mesmo nao ocorre no caso linear com termo dispersivo, isto é, f* nao é ponto fixo do operador
Ry, . Entretanto, mostraremos que assintoticamente ele sera. Para isto, considere o seguinte lema:
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Lema 4.1 (Ponto fixo assintético). Suponha % < p < 1. Entdo, existem constantes Lo(S) e Cg tais
que:

* * C
| Remf* = £l < 2x57: VL = Lo(B). (4.9)

Prova: Pela defini¢ao (1.3) temos:
|Remf™ = 171 = sup (L [wf’) || Rpge f (1) = F ()| + (R f () = Fw)].
Além disso, a transformada de Fourier de f* é dada por:
?:(w) = e lwl*”,

Observe que Ry, f* = Luy(Lz, L?#), em que uy é solucdo do problema (4.6) com dado inicial f*.
Assim, analogamente ao que foi feito na anélise do problema (3.1), obtemos portanto

= % (228 _in(2B8=3)k w3 28_1) f w _ 28 _inL(2B=3)k [(2B=3) ||3)(1=L—28) —|w|28
Ry J*(w) = e~ (£ —inL (F)(L2=1) f (E)Ze (lw]? —inL L@P=D|w]?)(1-L2F) —|£[?

Como ny, = nLE=3%  podemos escrever:

ank\f*(w) - e*(\w\%finkﬂ|w|3)(17L725)e,|%|26 _ 67|w|26+i77k+1‘w‘3(1*L72*8)'
Assim,
R f*(w) — f*(w) = €_|w|2[3 (eiﬂk+1|w|3(1—L72B) —1). (4.10)

Para estimar o termo sup(1+ |w|3)|RL/,,7k\f*(w) —j":(w)|, analisaremos dois casos. Fixado p € (O, %} ,
weR

consideraremos inicialmente que w, L e k sio tais que |w|? < L~ (28=3)(k+1n,
Caso 1: |w]? < L=(28-3)(k+1)u,

Defina ¢ = |e“7L(2573)<k+1)‘w‘s(l_Liw) — 1), a= L33 ¢ x = nakft|wl3(1 — L=2).

x it |©
: e
etht = —

0 (3

0

X . T i xT
z/ eldt| < / |e”]dt < / dt = z.
0 0 0

Como L>1,0<n<1e |w]< L~G8=3)k+De temos:

Assim, ¢(z) = | — 1|. Temos:

Entao,

pla) = e —1] =

6% — 1) < 2 = naF T w1 — L728) < oF 1. [-@B-8)kn < b1 o=kt < (k1) (1),

Assim,

— . ™ —|w]|28 —
sup (14 [w]’)|Rpp, f*(w) — f*(w)| < sup (14 [w]?)e D=,

|w]3<a—(k+1)p lw|3<a—(k+1)u

Como u € (0, %},

QR @B-3)(kt1)(1-p) _ [ (k+1)(28-3) | pu(k+1)(3-26)
1
k+1)(28—-3 k+1)(2—2 _
< LHTDEE . (0029 o L
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Logo,

s = Ci(B
swp (1 + [w) B (w) — Fw)| < SHE), (4.11)
jw[3 <o~ (k+ D L
sendo C1 () = sup (14 |w]3)e_|w|25.
] <a—(+Di
Caso 2: |w]? > L~ (28-3)(k+1)n,
Vamos estimar
sup (1 [wP) | R f (W) = Frw)| = sup (14 fwf?)|e Wl (emenlwlPG=L70) )
|w|32a_(k+1)# ‘w‘SZa—(k+1)M
) . 28 328 _ 28
Como [ —1] < |[e”|+1<2e ‘w‘Q — 5 > a <k+21> 7% podemos cotar o termo acima superiormente
por
3 Lw?? lw?P 3 28 . |w|2P a*(k+1)'%u
sup  (I+|w]P)e 7 -em z | wPO-LT) )| < sup 2(1+w|*)e” 2 e z ,
‘w‘32a7(k+1)u \w\BZOf(kH)u
isto é, obtemos como cota superior
gy w8 @200 Hy
sup 21+ |w|”)e” 2 e z
‘w‘SZa_(k"Fl)Pf
e, portanto, existem L;(3) e Co(f) tais que, se L > L1(f3),
— — 1
sup (L4 [w) Ry f*(w) = fr(w)] < Ca(B) 7
‘w‘SZa_(k"Fl)#
3y _lwl*?
sendo Cy = sup 2(1 + |w|?)e™ 2
|w|3>a~(F+Du
Com isso, obtemos:
s = C1(B) + Ca(B
sup(L-+ fuf!) R 7+ () — )| < SEOLECD yp > 1) (412)

weR

Agora, vamos estimar o termo sup |(Rfmk\f*(w) - F(w))'| Derivando (4.10) obtemos
weR

eI [~ 28w P81 (et WP AL 9y 4 Big g (1 — L2 wPeimenlwPA=L720] (4.13)
Assim, como 741 = nLZA=3EH) ¢ 5y € [0,1], podemos cotar (4.13) superiormente por
(28|w[28 + 3w|?)e 1w [|eim Wl A=L72%) _ 1) 4 p@B=3)(k+1) (] _ [=28)|gims1|wl (1-L727) )]

Portanto, de maneira andloga ao que fizemos anteriormente, nos casos 1 e 2, obtemos que, existem Ls([3)
e C3(0) tais que, se L > La(f),

. . 1
zlé%(l-I-|w|3)|(RL,nkf*(w)_f*(w))’ < 03(5)W-
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Portanto, tomando Lg(8) = max{L1(53), L2(B)} e Cg = C1(B) + Ca2(B) + C3(B), temos, para L > Lo(3),

* * C
IR f* = £ < -
|

Note que f* nao é ponto fixo do operador como no caso da equagao linear (n = 0), mas pelo resultado
acima mostramos que assintoticamente ele serd, isto é, para k — oo temos

IR L f" = £ = 0.

Com o lema anterior mostramos que a sequéncia R * converge para f*. Dali, segue que, a sequéncia
Lﬂ?k I 9

Rp ., [* € limitada. No lema abaixo, encontraremos uma cota superior para essa sequéncia, que sera

utilizada na secao 5.3.

Lema 4.2. Dados L > 1,n € [0,1] e g = nLEP=3k eriste uma constante K dependente de 8 tal que

[RLy S|l < K. (4.14)

Prova: Temos que
Ry PH(w) = el +imslwl?(0-172%), (4.15)

Derivando a equagao acima, obtemos:
57 ! — . _ _wl2B 14 3(1_7,-28
(Rom () = (268w~ + Bime a1 — L)oo rimealwl0-272%)
Da definicao da norma em Bs,

1B 1 = 5up (1 o+ o) [| B P ()] + (R ()]

Entdo, usando que n41(1 — L72%) < 1, obtemos:

* —|w|?8 — _
1B f < sup(1 e (14| = 28007+ Bmesaw® (1 — L729)]
we
< su%(l + |w|3)e_|w|2ﬁ[1 + 28|w[* 7 + 3uw?.
we
Logo,
[RLy f7Il < K,
sendo K = sup(1+ ]w|3)e*|w|w[1 + 28|w|? 7t 4 3uw?. 1
weR

Outra importante propriedade do Grupo de Renormalizacao serd tratada no Lema 4.3. Neste lema
provaremos que para L suficientemente grande, o operador Ry, ¢ uma contracio quando age em
fungoes cuja transformada de Fourier se anula na origem, e a demonstracao do mesmo ¢é semelhante a
descrita na Segao 3.3.1.

Lema 4.3 (Lema da Contragao). Dados n € [0,1] e g € Bs tal que §(0) = 0, existe uma constante
C = C(p) tal que:

C 1
1RLagll < Zlgll VL =227, (4.16)
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Prova: De (2.5) e da definigdo do operador RG em (4.8), obtemos:

o CrwN (128 il |?) (126 -1
Ring(w) = g(z)e <|L’ 0|z | )( )

— g (E) e_(L72B|w|26—inL73\w\3)(L25—1)
5 (w) o~ (]2 —inL28=3|w|?)(1-L=27)

L

—/
Derivando a expressao encontrada, temos que Ry, ,g (w) é

YA NP ACAR 26-1 _ 3;n[26-3(2)(1 — L~28)| \ o= (lwl* —inL=3|w|*) (1-L~27)
= {70 (1) + () [Femp s 2y - 2729 e .

= 9

Como no Lema 3.1,

g (%)} < llgll, 1— L 2P <1, temos como

g () < %] llgll e usando que n € [0, 1],
—— —
cota superior para [[RLyng(wﬂ + |(Rrng (w))\},

(D) |29 () 4 (F) (ealuPs= = sint=pop)a - 1)

19\L I \1 L
A, 1 w (lw|2B(1—1,—28
(W 1 (v (lw[28 (1-L~28)
_g<L>’+)L g(L)He

w28 (1—£-28) lg]l

< [0 fol + (2Bl + 3L wf)(1 - L72)] e 7

r ] o~ (2 —inL 2| =3 uf?)(1-1-2)

N — _ _
< 7 ()] + @Bl + 3yL% w1 - L)

L

w28 (1—2-28) |9l
L b

< [1 4 ] + 3w + 25]w|25_1] e
em que, na dltima desigualdade, usamos que nL?—3 <1el1— L20 < 1.

1
Finalmente, tomando L > 228, obtemos 1 — L%ﬁ > %, e portanto,

ol (=120 o —uif
Assim,
1
IRLqgll < C(B)L lgll, VL > 227,
sendo,
w2
C=C(B) =sup(1 +|wPe "7 |1+ |w|+ 3Jw> + 28w~ . (4.17)
weR

T , .
Assim, como fizemos nesse Lema da Contracao escolhendo L > 228, poderfamos ter feito o mesmo no
Lema 3.1 para que as estimativas obtidas fossem uniformes em L. |

4.3 Analise do comportamento assintético

Para obtermos o comportamento assintético do PVI (4.1) usaremos as mesmas ideias do caso linear com
n = 0, isto é, vamos decompor o dado inicial em duas parcelas, uma na dire¢do da fungao f* dada por
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(1.6) e a outra na diregdo de uma fungao que serd contraida & medida que iterarmos o operador RG,
isto é, definimos a funcao

9k = fr — Arf",

de forma a obter a decomposicao descrita acima. Assim, novamente, transforma-se o problema de tomar
t — oo em iteracoes de aplicacoes do operador Ry, ao dado inicial, obtendo-se uma sequéncia de PVI’'s
em tempo fixo. A obtencao do comportamento assintético da solugdo do problema inicial (4.1) se dard
portanto, com a andlise da convergéncia do operador Ry ;.

Teorema 4.1. Seja u solugdo de (4.1), com B <1, n € [0,1] e dado inicial fy € Bs e seja f* definido
em (1.6). Entao, dado 6 € (0,1), existem C = C(8) >0 ety =to(5,0) > 1, tais que

1 1 N Int
[t25 (428, 1) — Af*|| < —q= [lfoll, (4.18)

28t %

sendo A = fO(O), para todo t > tg.

Prova: Considere o PVI (4.1) e defina g9 = fo — fo(O)f*. Entao,
llgoll < Lfoll + LNl foll < (1 + C)ll foll,
sendo Cg dada por (3.16).
Aplicando o operador, definido em (4.8), ao dado inicial, temos
Rimofo = fo(O)RLmof* + Rrmogo = fo(0) £ + fo(O)(Rrme f* = f*) + Rimog0-
Definindo f1 = Rr . fo € g1 = fO(O)(RL,nof* — f*) + Rr 90, obtemos a decomposicao
fi = fo(0)f* + g1.

Além disso, R
lgull < [fo(O) I RLme /™ — F7II + [ RLmog0ll-

Observe que, §o(0) = fo(0) — fo(0)f*(0) = 0. Logo, usando os Lemas 4.1 ¢ 4.3

C C C c1+C
loull < ol + ool < Llgol + CEEE2)

150 < ol
sendo C1 = max{1,Cs + C(1+ Cp)}.
Novamente aplicamos o operador, agora a fungéo fi, obtendo:
Rip fi = fo(O)Ren £+ Brgr = fo(0)f* + fo(O)(Rem £* = f*) + Rep 1.
Definindo fo = Ry, f1 = (RryoRLy)foe g2 = fg(O)(RLmlf* — f*)+ Rz, 91, obtemos a decomposigao
fa = fo(0)f* + g2

Além disso, .
g2l < [fo(O)[| Ry /™ = f¥| + | Ry 91
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Novamente, note que, g1(0) = fo(O)(Rfmo\f* (0) — f*(0)) + R?no\gg(()) = 0 e usando novamente os lemas
4.1 e 4.3,

cc c\’
looh < 0l + Sl < 0ol + 5 st <2 () s

Provaremos agora por indugdo que podemos obter decomposigoes e cotas andlogas para fip =
Ripe  fe-1 = (Rpp,_, © -0 Rpy)fo, para todo k = 1,2,---, isto é, mostraremos que podemos
escrever

fr = fo(0)f* + g, (4.19)
em que gi = fo(O) (R o f* — f*) + R 1 Gr1 ©

n%n<k(c) Vol (4.20)

Para isso, considere (4.19) e (4.20) validas para todo k = 1,2, ---,m. Mostraremos que valem também
para k =m + 1. Como f,, 11 = Rpy,, fm, temos:

frms1 = Jo(O)Rp . f* + Ry Gy

com gm = fO(O)(RL,nmflf* - f*) + RL,nm,1gm71 (S

Cm
lomll < (S2) " 1l

Jm+1 = fO(O)RL,nmf* + Rin,9m = fo(o)f* + fO(O)(RL,nmf* )+ R, 9m

Assim,

e, definindo gm+1 = fo(0)(Rpy,, f* — f*) + RLy,,gm, obtemos a decomposicao fmr1 = fo(0)f* + gm+1-

o —

Além disso, g, (0) = fo(O)(lef*(O) — f*(0)) + Rr . 19m-1(0) = 0. Logo, usando os Lemas 4.1,
4.3 e a hipdtese de inducao,

C [C\"™
lomial < ggrlloll + Shonl < goelloll+m (5 5o
Cm+1 Cl Cl Cl m+1
< St +n S () 1l < oo ($) 1,

o que finaliza a indugdo. De (4.19), (4.20) e fazendo A = fy(0), obtemos portanto,

k
o= ari<e (2 Al

Agora, se u é solugio de (4.1), entdo de (4.6) temos uy(x,1) = Luy_1(La, L?P) = LFu(LFz, L?*8) =
fr(z), e assim,

C
| LFu(LF-, L2%8) — Af*|| < k- ( 1) | foll, Vk € N. (4.21)
Assim, tomando t = L?8 obtemos que a solucio devidamente reescalonada do PVI (4.1) se comporta,

assintoticamente, como um multiplo de f*. Estenderemos esse resultado agora para L2%F < t < [28(k+1)
bem como obteremos a taxa com que a solucao se aproxima de Af*.
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— — 1
Para isso, dado 6 € (0,1), tome L; > Lo sendo Lo > e tal que L > C;. Agora, se t29 > L, existe
1
ko € N tal que Llfo <t < LIfOH, ou seja, L%Bko <t< L?ﬁ(kﬁl). Assim, existe 7 € [1, L?7] tal que

9Bk
t=7L{"".

1 —
Agora, seja Lo tal que LSO = TWLIICO. Logo, Lo > Ly > Ly, C1 < L‘{ < Lg e

C\™_(o\* 1 _ 1
L) fg .L§0(1*5)_L’2€0(1*5)'

Como (4.21) é valida para todo L > Ly e para todo k € N, temos

. cr\ ko
(e 13 - apl <k (2) 1ol < ol
2

Logo,
1 1 K . ko
| 728 LEow (725 LKo. 712508y — Af*|| < ﬁ||fo!\.

(7- 38 Lllfo) 1

1
Como L’fo <t28 e L1 > e, temos

1
ko < — Int.
0= 253 n
Além disso, como t = TL%B ko, obtemos
11 . Int
[£25u(t?s-,t) = Af*|| < —=5 lfoll,
20t 28

o que finaliza a demonstracao.

Observe que, quando fazemos t — oo o termo ﬁ decai para 0 muito mais rapido do que Int — oc.

t 26
Logo,

lim |25 u(t% 1) — f(0)f*(x)] = 0.

t—o00
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Capitulo 5

O Grupo de Renormalizacao Aplicado a
Equacao Nao Linear

Nesse capitulo obteremos, através do método do Grupo de Renormalizacao, o comportamento assintético
da solugao do problema de valor inicial (1.1). Uma pergunta natural que surge é se, ao acrescentarmos
a pertubagao uPu,, com p > 2, na equacao (4.1) é possivel obter um comportamento similar aos
casos lineares tratados nos capitulos anteriores. Veremos que a resposta é positiva, como mostra o
teorema abaixo, que é o resultado mais importante desse trabalho. Além disso, veremos que obtencao
do comportamento para tempos longos difere apenas pelo pré-fator A, que nesse caso, serd obtido como
o limite de uma determinada sequéncia.

Teorema 5.1. Considere o PVI (1.1) e sejam % <B<1,p>2e f* afungio dada por (1.6). Entao,
dado ¢ € (0,1), para cada L > Ls existe € = €(L,p,d) > 0 tal que, se ||f|| <& o PVI (1.1) tem uma
unica solugao u para todo t > 1. Além disso, existe uma constante A = A(f,p) tal que se ||f|| < E e
t > Lgﬁ entao:

lim [[u(-427,t) — At™2 f*()]| = 0 (5.1)

t—o00

onde 1 — 1l
Ls = max{225,[2C(1+ Cp)]s },

sendo C' dada no Lema da contracao 4.3 e 65 a constante definida no Lema 3.2.

Para provarmos esse teorema seguiremos os mesmos passos descritos na Secao 3.3, isto é, reescanolamos
a solucao do PVI (1.1), obtendo um novo dado inicial, que serd utilizado no segundo problema. Esse é
rescalonado, gerando mais um dado inicial, que sera utilizado no terceiro problema. Esse procedimento
é iterado e com isso obtém-se uma sequéncia de equagoes e dados iniciais, cuja convergéncia desses
ultimos indicard o comportamento assintético desejado da solucao de (1.1).
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5.1 Existéncia e unicidade da solucao local

Nesta secao, através do Teorema do ponto fixo para contracoes, apresentaremos a prova da existéncia e
unicidade de solugoes do problema de valor inicial (1.1). Inicialmente é importante especificar o espago
de Banach onde tomaremos o nosso dado inicial pois nele provaremos a existéncia e unicidade.

Considere o problema (1.1). Temos que em B3, munido da norma
If1l = Slé%(l +Jwl®) [If(U))l +1f ()|,

é um espago de Banach (veja Segao 2.2). Dado L > 1 e a partir do espaco Bs, definimos o espago

C(1,L%; B3) = {u(z,t) : u(-,t) € Bs,Vt € [1, L*]} (5.2)
com a norma
lullL = sup [u(,t)l. (5.3)
te[1,L26]

O espaco C(1, L?5; B3) também é um espaco de Banach (veja Proposicao 2.3) e é de suma importancia
para a prova da existéncia e unicidade da solugao do PVT (1.1).
Considere o operador T : C(1, L?#; B3) — C(1, L*?; B3) definido por

T(u) = ug(x,t) + pN(u)(zx,1), (5.4)

sendo us a solucao do caso linear com termo dispersivo dado por
oo 2 ~
Uf(.fv, t) — / ef(|w|257inw3)(t—1)eiwzf(,w)dw
—00

e N(u) dado por:
t t—1
N(u)(z,t) = / S(t— s+ 1)uP(z, s)ug(x, s)ds = S(t+ D)uP(z,t — T)ug(z,t — 7)dT, (5.5)
1 0
em que,

S()f = / e~ (w2 —imu®) (1=1) iz Fy) oy, (5.6)

Entdo definimos a bola Bf c C(1, L??; B3) por:
B ={ue C(1,L%;B3) : |lu—us|lr < [IfII}. (5.7)

Mostraremos que, dado L > 1 é possivel obter um nimero positivo € > 0 tal que: se o dado inicial f
satisfaz || f|| < e, entdo o operador T é uma contracdo em Bf e T mapeia a bola B/ nela mesma, o que
é equivalente a provar o seguinte teorema:

Teorema 5.2. Dados L >1,p>2 e pe€[0,1], com p € N, existe e = ¢(L,p) > 0 tal que, se f € Bz e
£l < e, entdo o problema de valor inicial (1.1) tem wma tinica solucido em B .

Para provarmos o Teorema 5.2 precisaremos dos seguintes resultados:

Lema 5.1. Dados L > 1 ep > 2, com p € N, existe e1 = €1(L,p) > 0 tal que, se f € B3 e ||f] < €1,
entao ||N(u)ll < | f]|-

Lema 5.2. Sob as hipdteses do lema anterior, eziste 3 = e2(L,p) > 0 tal que , se f € Bz e || f|| < €2,
entdo |N(u) — N(v)|z < |lu—v||L para todo u,v € BY.
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5.1.1 Resultados preliminares

Precisamos de alguns resultados preliminares que nos serao uteis para provar os Lemas 5.1 e 5.2.

Lema 5.3. Sejam f € Bs e uy solug¢do do problema (4.1) com dado inicial f. Entdo

luglle < CLfIl;

sendo Cp = 7+ 5(L% —1).
Prova: Pela definicao da norma em Bs,
lug () = sup (1 + |w]?) [y (w, )] + a7 (w, 6)]]
weR
Como uy é solucao do problema (4.1) com dado inicial f temos:
af(w, t) = f:(w)ei(‘w‘Qﬁ*anzs)(t*l)
Derivando a equacao acima,
T (w,t) = f(w)e (WF=me =D (2602971 — 3inw?)(t — 1) f(w)e (WP =m?)=D — (5.8)
Usando, para todo t > 1, que \e*(|w|25*"77“’3)(t*1)| < 1, temos:

a7 (w, )] < |f(w)] (5.9)

@7 (w, )] < [/ (w)] + | f (w)]|2BJw[> =t = Zigw?)(t — 1)e” (WP =i =1

Vamos analisar dois casos para (5.8):
Se |w| < 1 entao [w|?/~ <1, w2 <1e ]e*(|w|2ﬁ*i’7w3)(t*1)\ < 1. Logo,

[y (w, )] < | (w)| + [ f (w)|(t = 1)[26 + 3in] < |F'(w)] +5|f(w)[(t —1). (5.10)

Se |w| > 1, como 2 < 8 <1 entdo |w|*~* < |w|?’. Logo,

@7 (w, )] < |f ()] + [F(w)]|(28Jw]|?P " = Binw?)(t — 1)~ (W —im?)=1)
|/ (w)] + 3| f(w) || (Jw|?® — inuw?)(t — 1)[|e~ 1w =im?) =1

N

Observe que

[(wf* — imw?) (¢ = Dye = DD < (w6 = 1) 4wt - 1]e D
3
< 14wt —1)e w2
< 141=2
Logo, para |w| > 1 obtemos: A )
iy (w, 8)] < |f'(w)| + 6] f (w)] (5.11)
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Somando as estimativas (5.10) e (5.11) obtemos para todo w € R,

a7 (w, )| < 2| f'(w)| +[6+ 5(t = D)]| f(w)].
Assim, da desigualdade acima e de (5.9) para todo w € R, obtemos:
g0 = Sté%(l + |w]?) [y (w, 6)] + 7 (w, 1)]]

< sup(t+[uf?) [|F)] + 21 ()] + 6+ 5t — 1)1

IN

7450~ D] sup(1+ wf) [|F(w)]+ 1 (w)]
< [7+5( - DI

Tomando o supremo em ¢, t € [1, L ], obtém-se o resultado desejado.

]
Lema 5.4. Se u € C(1,L%3; B3) e existem @(w,t) e G, (w,t) entdo para todow € R, t >1 el =0,1
o 2|Jull
Dlu(w,t)] < 5.12
D, )] < 1L (5.12)

em que D'u representa a I-ésima derivada parcial de u(x,t) com respeito a x.

Prova: Da defini¢io da norma em B e de (5.3), temos para todo t € [1, L?7]:

X [[ullL
lulle = sup fu( O = 1+ [w)|a(w, )] = |a(w,t)] <
te1,L26] T+ [wP’

Se |w| > 1 temos TP < H'w'g ese|w|<lentdo l4+w?<2 = 1<

1+|w = 1+w2

Logo, para todo w € R,
1 2

< .
T+ wpP — 14 w?

Assim, para todo t € [1,L?’] e w € R

atw, o) < AL

0 que prova o resultado para [ = 0.
Agora, para [ = 1 basta observar que, pelo Teorema 2.2 comn=0em =1,

|w|[Jull

Uo(w,t) = iwi(w,t) = [E(w.t] < TG

Se [w| <1 entdo [w| + [w]* <2 <21 +|wl’) = 111\1;‘;\3 <

Se [w| > 1 entdo [w] + [wf? < 2wl <21+ wP) = s <2

41



Assim, obtemos para todo w:
|w| 2

< :
14+ wP ~ 14+w?

Portanto, para todo t € [1,L?’] e [ = 0,1,

2||ullr

Dl
| Diu(w, t)] < T w?

Lema 5.5. Sejam q > 1 e w € R, entado:

1 1
1@0:/ - do < —24_
1+ |29 14|z —w? 1+ |wl|4

sendo Cy = (2971 4 3) fR ﬁdx‘

Além disso, sup < 1. Portanto, para |w| < 1:

Prova: Se |w| <1 entao 1 < -
weR 1+ ‘.’L‘ - w‘q

_2
I4fwle

1 1 1 2 1 *
I(w)—/ . dxg/ dx < / dx = ¢ ,
r1+|z[7 14|z —w? r 1+ |z]4 14 |w|? Jg 14 |z|2 14 |w|?

onde C* = 2IR ﬁ

Suponhamos agora |w| > 1. E suficiente tomar w > 1, visto que I(w) é uma fungao par. De fato,
usando uma mudanca de varidveis, obtemos:

1 1 1 1
](w):/ . dx:/ : dr = I(—w).
rR1+|—2z7 1+|—2—wld r1+|z|9 1+ |z+w|?

Assim, para w > 1, reescrevemos a integral I(w) como soma de trés parcelas e estimamos cada parcela

separadamente:
I(w) ‘/)+/g+/m ! L4
w) = . . x.
s Jo w 1+ |z]9 14 |z —w|d

Analisando a primeira integral, para x < 0, como w > 1, temos que |z —w|? > | — wl|%:

0 1 1 1 0 1 1 1
. dr < dr < dr.
oo L z|? 14 |z —w|? T+ —wld J_ 1+ |z|2 1+ wl? Jg 1+ |x|d

Analisando a terceira integral:

/OO 1 1 de < 1 /°° 1 d
. X X
w 14fzlf 14+[z—w|t — 145 ) 1+ |z—w/|
24 1
< / dz
20+ wlt Jg 1+ |z —wl

24 1
< dy.
20+ [wl|? Jg 1+ [yl

onde y = — w.
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Analisando a segunda integral:

A+ lal+ o —wlt) 2 @+ ) (1+|5])
> (el (14 ;)
= e (P57
> ) ()

Entao,

T 1 1 24 1
. dr < dx.
o 1+|z|2 14|z —w? 1+ |w|? Jg 1+ |22

Somando as estimativas obtidas para cada integral, encontramos:

_ 1
C, = (201 3/d.
q ( +)R1+‘.T’qx

e o lema estd provado.

Lema 5.6. Seja p > 1 um inteiro. Entao existem constantes C1 e Co dependentes somente de p tais

que para todo w € R temos
— Cy
[uPtt(w, t)] < ﬁ\\U(',t)Hp“

T 1+|w
d —— &
g p+l Ol < — .t p+1
e < ol

— Co
[wPus(w, t)] < == 5l ol

Prova: Estimativa (5.13).

Pelo Lema 2.5 e pela Definicao 2.4, temos:

— 1

uPtl(w,t) = on) (Uxqx---x1)
T
1 X X . .
= @) / W(wp, t) - w(wp—1 — wp,t) - - - W(wy — wa,t) - w(w —wy, t)dwpdwy—1 - - -
RP
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Da defini¢do da norma em Bs, segue que, |i(w,t)]|, |[a' (w,t)| <

Assim, usando o Lema 5.5 e a desigualdade acima, obtemos:

= O LT I o) Y
p+1 t < ) . ) . ) . y dw-dwn 1 - d
|U/ <’U)7 )‘ = (27-[-)17 /]Rp 1+ ‘wp’:)) 1+ |UJp_1 — wp|3 1+ |'Z,U1 — ’11)2’3 1+ |w — w1|3 WpAWp—1 W1
Hu('vt)Hp+1/ 1 1 1 1
' : dw,dw,_1 -+ - dw
(QW)P RP 1—|—|wp|3 1+‘wp—1_wp‘3 1+‘w1_w2|3 1_'_‘w_w1’3 pAQWp—1 1
Ch
- 14+ ’w|3||u(.’t)||p+1’

—\p
sendo C| = (g—;) e C3 a constante definida no Lema 5.5, com ¢ = 3.

Prova: Estimativa (5.14).

Usando as mesmas ideias da estimativa anterior, obtemos:

d — 1
—uPt(w, )| < 5 / W(wp, t) - @(wp—1 — wp, t) - - d(wy — wa, t) - @' (w — wy, t)dwydw,_1 - - - dwn
w (27T) Rp
S E) [Pt 1 1 1 1
< Ju( D)l / - . - Sdwydw, ;- - duw
(2m)P re L+ |wp? 14 |wp—1 — wp| 1+ |wy —wo? 1+ |w—w|

< 1+\w\3 |u(-,t)[|P*t, sendo Oy a constante definida na desigualdade acima.

Prova: Estimativa (5.15).

A~ ~

— N ~
Considerando a Defini¢ao 2.4 e o Lema 2.5, obtemos uPu, (w,t) = G * U * - - - * Uy, com p — 1 convolugoes
de 4 com ela mesma. Assim,

— 1 ~
uPug (w,t) = W(w — wi, £) (U -+ - % G x Uy ) (wr, t)dwy

(w1 — wa, t)a(w — w1, t) (U * - - - * G * Uy ) (we, t)dwadw;

Uy (Wp, t)0(wp—1 — wp, t) - - - Wwr — wa, t)4(w — w, t)dwpdwy—1 - - - dwy.

I
\

277)p RP

Assim, usando o Lema 5.4 e o Lema 5.5, obtemos:

—— 1 2||u(-, )] 2|u(-, 1) 2|u(-, 1) 2|u(-, 1)
|upua:(w7t)| < P / 2 _ I — 5" — Zdwpdwp_l e .dwl
@Cm)P Jrp L+ |wp|? 1+ Jwp—1 — wy 1+ |wy —we|? 1+ |w—w|
20| e+ / 1 1 1
- (2m)P re L+ |wpl? 1+ Jwp—1 — wpl? L+ |w—w 2 PP ! !
Cs
< T,

sendo Co = 2 (Q) e Cy a constante definida no Lema 5.5, com ¢ = 2.
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Prova: Estimativa (5.16).

Note que
i1?1?(111 t) = i / Ug (wp, )u(wp—1 — wp, t) - - - W(wy — wa, t)u(w — wy, t)dw,dw dw
dw ) — dw (27’[’)p - z\Wp, p—1 jo3) 1 2, 1, D p—1 1
1
= / Uy (Wp, V) W(wp—1 — wp, t) - - - G(wy — wa, 1) (w — wr, t)dwpdwy_1 - - - dwy.
2m)P Jgo

Considerando os Lema 5.4 e Lema 5.5, obtemos para todo w € R:

1 20uC O 2uCO0 o 2ful )]
< oy

)P Jgo 1+ (w2 1T+ [wp 1 — w2 1+ |w—w|?

d —
%upum (w7 t) dwpdwp,l - dwn

2P| ||PH 1 1 1
< 5 S 2dwpdwp_1-~~dw1
(2m)P re 1+ |wpl? 14 |wp—1 — wp| 1+ |w— w|
Co
< .t p+1
< ozl

sendo Cy a constante definida na desigualdade anterior.

|
Lema 5.7. Set > 1 entdo
t—1 1
/ 675(|w|2ﬁ7inw3)d8 < th _ { W’ se ‘U)| > 1
0 t—1, se|w| < 1.
Prova: Observe inicialmente que
t—1 2 t—1 . t—1 "
/ eﬂW|wmms</“‘gmw—wwmk</ oslwl?? gg
0 0 0
Assim, se |w| > 1, temos, para todo ¢t > 1,
—1 (=1 |w|?8
J/t e_SUwPB—nwﬁ>ds’< 1ot 1
0 - |wl?? = |w]??
Se |w| < 1, entdo, para todo ¢t > 1,
t—1 s g t—1
/ e~ sl —inw )ds’ < / ds=1t—1. (5.17)
0 0
|
ema 5.8. Sejam Cy ., a cota superior do lema anterior e Cy = 2t — 1. Entao, para todot > 1 e w € R,
L 5.8. Sejam C, t jor do | teri Cy =2t—1. Enta todot >1 R
Cra Ci (5.18)
T+w? = 1+ w] '
Prova: Se |w| > 1, entdo, usando que 23 + 2 > 3,
) 1 1 C 1
28 242 > 3= < = bw < .
[l 4 w2 1 o WP+ w?) = 14wl T+ w? = 11w
Se |w| < 1 entao
1 2 Cy 2t — 2
1 P<2<2(l4w?) = < = o < :
Tl =25 2014w 1+w? =1+ wp T+w? =1+ wf
Somando as cotas acima, obtemos o resultado. |
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5.1.2 Prova do Lema 5.1

Queremos mostrar que, dados L > 1 e p > 2, com p € N, existe ¢ = €(L,p) > 0 tal que,
se f € Bye |f| < e, entao |N(u)||lr < ||f|l. Para todo u € C(1,L*3;B3) definimos a funcao
N :C(1,L%;B3) — C(1, L?*; Bs) por:

N(u)(z,t) = /1 S(t— s+ 1)uP(z, s)uz(x, s)ds,

sendo

f / —(|w|?8 —inw?)(t—1) zwaCf( ) w,

onde f é a Transformada de Fourier de f, definida em (2.2).

Observe que,

~

S f = FH e =m0 fo)},
S/(t)\f — FIF e Ml =mu)(t=1) f(,)1] = e~ (WP =ime®)(t=D) ),
Além disso, .
[N ()| = Slélﬂz(l + Jw]?) |:|N(u)(wvt)| + [N (u) (w,t)|| .

Entao, tomando a Transformada de Fourier de N (u),

—

t . —
N(u)(w,t):/ e_(lwlw_mws)(t_s)upux(w,s)ds. (5.19)
1

Usando os Lemas 5.6, 5.7 e 5.8, a equacio (5.3) e fazendo as mudancas 6(w) = |w|?® —inuw® e T =t — s,
obtemos para todo w € R:

—

t
IN(u)(w,t)| = / e~ (wl*? —im) (t=s) g (w), 5)ds

1

IN

t
/ &= t=9)00) || gPun (w, )| ds

/ e~ =00)] ( Co >||u<~,s>||P+1ds

t
< sup ( > H ( )||p+1/ 6—(t—s)Re€(w)d8
1<s<r26 \1+w 1

IN

t—1
p+1 _rlwl|28
< s [ e
CCy
< p+1 W
<l (F2)
Co(2t — 1)
< p+1 [ &2(«t— 1) )
<l (G
Logo,
— Co(2t — 1)
1 2
Mol <l (222 (5.20
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Portanto,

sup(1+ [w[*)[N(u)(w, £)] < (2t — 1)Cojul5*, (5.21)
wER

sendo Cy a constante definida no Lema 5.6.

—/

Agora, estimaremos o termo |N(u) (w,t)|. Para isto, precisaremos de resultados semelhantes aos Lemas
5.7 e 5.8 que serao mostrados abaixo.

Lema 5.9. Set216%<6§1 entao

t—1
/ (w2 i) g
0 dw

18
= sew| >1
<Ly =14 w =
= b {3(75—1)2, se lw| < 1.

Prova: Temos que

t—1
/ d e s(wl?P —inw?) 4ol _ 128|w[* 7t — 3inw?|
0

dw

t—1 25
/ seslvl ds‘ .
0

Note que se |w| # 0 e usando que § < % e n <1, temos:

/ d—e_s(lwl T )ds‘ = [28|w**7t = 3inw / se™* 1" ds
0 w 0
- t—1
B B _e—s|w|2ﬁ t—1 1 B 26
< 3BlwPPT A 4+ nwPP) | s (le” /0 <|w|25e slw] ds>
L 0
- t—1
_675|w|2ﬁ 1 28 -
< sl | s (T )| - (™)
C\ e )| T\l :
[ —(t=1)[w[*# 1 1
3-23 26—-1 € —(t—1)|w]|??
< 31+ |w| )|w] —(t—1) PEE _|w|4/3’€ (t—1)|w| L
_ 1 ) o 28 1 o 28 1
= 3(1+|’UJ|3 26)”:‘U)| <_(t_1)€ (t 1)|w| —We (t=1)luw] + ”LU|25>:H
_ 1 ([ pes (Jw?(t—1)+1 1
— 3-26y || _ 2 (t=1)[w] _
= s[5 (e o) ||
E, se Jw| =0,
t—1 2
-1
/ sds :( ) < 3(t—1)?
0 2

Agora, se |w| > 1 e usando que % < B < 1, entdao podemos estimar o termo 3(1 +

1pe= (= D10l 1] 26 (4—1)41]

lw|3728) superiormente por

ERE
1 eI PPt — 1) +1] 3
3—23 3—-28 3—23 3—23
3(\w| + |w| ) <‘ |w|2,3+1 |w|2/3+1 < 3(|w| + ’w| ) . ‘w|2ﬁ+1
18]w|3—28 o 45 _ 18
< e < A8Jw[F <
|w[2F |w]
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t—1)|w|??

Se |w| < 1 e |w| # 0], colocando ‘2% ee( em evidéncia e expandindo a exponencial, obtemos:
w|

—(t=1)|w[?# 1 —(t=1)|w[?*

) ” e t—1)|w|28 25
e [0+ + | = e [ - (1 6 - )]
I (N
= w25+ n!
n>2
2
< e~ (=Dl )28 (¢ — 1)] (=D
< [w2A+T 2!
e VN U
= 2 -2
Logo,
1— —(t—1)w?P 2Bt —1)+1
3(1+ |w[3727) ¢ P )+ <3(t-1)%

’w‘25+1
Combinando as cotas |w| > 1 e |w| < 1 obtém-se o resultado desejado.

Lema 5.10. Sejam I, a cota superior do lema anterior e F; = 6[3 + (t —1)2]. Entdo, para todo t > 1
ew €R,

Prova: Se |w| > 1,
wl(@+wf) 2 1+l = yw|(11+w2) = 1+1yw|3 = 1?22 =7 +1|8w|3'
Se |w|] < 1 entao
L+ wf<2<20+w?) = o +1w2 <7 Jjw’g = 1{:1;2 < 61(:;’);
Somando as estimativas anteriores obtemos o resultado. 1

Usando os Lemas 5.6, 5.7, 5.8, 5.9 e 5.10 e fazendo a mudanca 7 =t — s, obtemos para todo w € R:

—/ d t . —
IN() (w.0)] = | [ e mmd g, (w, 5)ds
1
_ /t i(e—(lwl"’ﬁ—inw?’)(t—S))qﬁu\(w s) +e—(\w\w—inw?’)(t—s)i(qﬁu\)(w s)| ds
- 1 ldw e dw ; ’
t d . — t . d —
< /1 %6_(‘7“”‘26_’”1”3)('5_8)%%(w,s)ds +/1 \e_(|w|26_”7w3)(t_s)! ‘dw(upux)(w,s) ds
C t-1 d 28 3 C =1 2
+1 2 —(|w|?P—inw3)T +1 2 — w287
<l | g el e [ e ar
<

I C
p+1C w,t t,w
lull 0 (2 + 15 )
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F; C,
p+1 t t
< HUHL Co <1 + \w]3 + 1+ ]w|3>

18 + 6(t — 1)2 2% — 1
- uuufz“@( +6(—1) )

14 [w]? 1+ [w]?
Logo,
N ] < Julztc : 5.23
N w0 < e (B - B (5.23)
Assim,
sup (1 + [w|?)|N'(u)(w,t)| < [17 +6(t — 1)% + 2t]CgHuH’£+1. (5.24)
weR
Portanto, somando as estimativas (5.21) e (5.24), e tomando o supremo em ¢ € [1, L?#], obtemos:
IN(u)l|z < (16 4 6(L* = 1)* + 4L*)Cy|ul[ 7", (5.25)

sendo Cy a constante definida no Lema 5.6.

Para finalizar o argumento e mostrar que 7' mapeia a bola B, definida em (5.7), nela mesma precisamos
que a cota para ||N(u)||;, dependa da norma do dado inicial. Note que, para todo u € B/ e pelo Lema
5.3, as normas de u e f se relacionam por

lulle = llu—up +ugplle < llu—wuslle + lluglle < [+ CLllfll = 1+ CL)lI £l (5.26)

sendo C, a constante dada no Lema 5.3.

Usando a desigualdade acima, tomando || f|| tal que ||u|| < 1 e considerando p > 1 temos HuHﬁ'@jrl < ||ul3.
Assim,

(16 + 6(L** — 1)% + 4L%) Co[u|p

<
< (164 6(L2% — 1)2 + 4L28)Cyjul|2
< (16 +6(L* —1)* +4L*)(1 + Cp)?Col|fII?,

[N (w)]x

sendo Cs a constante definida no Lema 5.6. Logo,
IN ()] < CryllfI%, (5.27)

sendo
Crp = (16 + 6(L* —1)? + 4L*P)(1 + O1)*Cs. (5.28)

A condicdo ||ul|;, < 1 é satisfeita desde que tomemos f tal que ||f]| < (14 Cr)~!. Assim, seja

1 1
=min{ ———, — . 5.29
€1 mln{l—FCL’CLJ)} ( )

Entdo, se ||f|| < e1, obtemos [N (u)]|z < [ ]l
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5.1.3 Prova do Lema 5.2

Provaremos que, dados L > 1 e p > 2, com p € N, existe e9 = e2(L,p) > 0 tal que, se f € By e || f|| < €2,
entdo || N(u) — N(v)||r < &|lu — v||1, para todo u,v € Bf. Para isto, considere o seguinte lema:

Lema 5.11. Seja p > 1 um inteiro. Entdo para todo u,v € Bf temos

—1 —1
Cpllu —vllL(lullf, + lully “vlie + -+ llulclivll ™ +1vIE)
1+ w3

|u/pI17V/p-J?1’§ ,

—\p o
sendo Cp, = (p+ 1) (%) , com a constante C' dada no Lema 5.5 para q = 3.

Prova: Pela Definicao 2.5, temos:
—_— —_—
UP+1_VP+1 — (U,*U*"'*U)—(V*V*"‘*l/),
sendo p convolugoes de @ e p convolucoes de ». Somando e subtraindo na equagao acima o termo

UxUx---%1u, com p— 1 convolugdes de & com si mesmo, e usando que a convolugao é linear em cada
entrada, obtemos:

—_— —_—
uPtl — Pt = (G — D) s Gk - U]+ [Dxlk - %0 — [DxD*---xD].
Novamente, somando e subtraindo na equacao acima o termo U x I * - - - * 4, obtemos:
—_— —_—
uPtl — Pt = (G — D) s G- U]+ [Dx (G —D) Uk *U + [DkD*- %0 — [DxD - %D

Esse procedimento de somar e subtrair parcelas terminard apds p passos, onde o dltimo termo a ser
somado e subtraido serd (U * D *---x*0). Da Definigdo 1.3 da norma em B3 e da equagao (5.3), temos

para todo t € [1, L?%], que |a(w,t)| < 1%%3 e |U(w,t)| < 1|J|:|DUL|3'

Logo, usando a Definicao 2.4, o Lema
2.5 e o Lema 5.5, obtemos:

—_— —_— 1 R R " R R
Pt — Pt < / [la(wp)||a(wp—1 = wp)| - - - [@(w1 — wa)|[(@ — &) (w — wr)| +
(2m)P Jr
+ Ja(wp)|la(wp—1 —wp)[ - [(@ = D) (w1 = wa)[[P(w —wi) + - - -
+ |G = D) (wp)||P(wp—1 = wp)| - - - [D(wr — wa)||[P(w — wy) | dwpdwp—y - - - duwn
—1 -1
< Gpllw=oll(luly + el Ivlle + - - + lullolvlz” + lIvIL)
- 1+ |w)? ’
sendo C, = (p+1) (%’)p. 1

Usando os mesmos argumentos anteriores, encontramos

‘d(/:l _ o) < Golle = ol + el v lle 4 - - A a2l + II2).
dw 1+ w3
jé que, i (w, 1)) < {ilks o [0/ (w, )] < {l4le.
De (5.19), temos:
[N (w) — N(0))(w, 1) = /lt e (=m0 [gpu, — Py, (w, 5)ds. (5.30)
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Note que do Lema 2.5 e do Teorema 2.2,

(271T)p[1l*@**(zw)a]=(1w) 1 [a*a**a]zzwu/pﬁ (5.31)

Entao, usando o Lema 5.11, e fazendo 7 = t — s, obtemos:

u/Pu\x:f{u-u-'-u-um}:

—_——

N() - N@)| =

t
/ e~ (PP =) (t=9) o Jby 1w, s)ds
1

t o o
srw/wﬂWWWMW%mthﬁwmwm
1

1 -1 _
Catolle = ol + el b VB WD [ ey,
0

<
N L+ |wf?
[

2 .
Do Lema 5.7 e usando que THwP < T

—1 —1
N - Nl < w|CpCrauwllu — vl (lully + 1wl vl + - +llulclvlz + 77
1+ w3
-1 -1
2CpCrowllu — vl o(lluly + lully vl +- -+ lullclvlz " + II7)
- 1+ w?
Finalmente, usando o Lema 5.8, obtemos:

—_— —_— _— p pil o oe . pil p
¥ - ) < 2000 sl el e+ )
w

sendo C} a constante definida no Lema 5.8 e C), é a constante definida no Lema 5.11.

Assim, tomando || f|| tais que ||ul|z, ||v]lr < 1 (estas desigualdades sao satisfeitas desde que tomemos
£l < (14 Cr)™!) e como p > 1, obtemos:

T oy 2 2+ DG+ Ol f Il —vlle

IN(u) = N(v)| < £ 5 ,
1+ |w|

onde usamos que ||lully < [lullr < (1+Cp)|If]l, IvIy < [lvllL < (1+CL)|f|| para todo p > 1 e CL é a

constante definida no Lema 5.3.

(5.32)

—

Agora, vamos calcular o termo |[N(u) — ]V(T/)]’ |. Derivando a equagao (5.30), obtemos:

— — t 2 .o — —
IIN(u) = Nw)]'(w, )] < /1 %(6*(@\ ﬁfmwd)(t—s))[upux — VP (w, s)ds

t ) —
+ / e(lwlwfinw“*)(t*“”)[upum—Vpl/x}/(w,s)ds
1
t—1 d 28 . 3 — —
< ol [ (e I QT ) w,s)dr |+
0 dw

Al @7 — ) w0, 9)] | dr

t—1
+ e_IwIQBT
0 dw

A primeira integral pode ser limitada como anteriormente, bastando usar os Lemas 5.9 e 5.10 no lugar
dos Lemas 5.7 e 5.8. Assim,

T W 2(p + )G, Fi(L+ Co) Il = vl
(N - Nl (w.0) < el

t—1
—_— — d o
+ / o wr U(UPH — P (w, s)‘ + |wl ‘d]w|(up+1 — v (w, 5)
0 w

J .
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Agora, a segunda integral da desigualdade anterior pode ser cotada usando os Lemas 5.7, 5.8 e 5.11,
(Coart 200G ) (L)
1+|w .

por

Como C 4y < Cy, para todo w € R et > 1, entao

0T N (2F; +3CH) (p+ DCp(1 + Cr)|| fll[u — vl

[N (u) = N@)]'(w,t)| < T TP (5.33)

sendo (', Cy, Fy, C, as constantes definidas, respectivamente, nos Lemas 5.3, 5.8, 5.10 e 5.11.

Somando as estimativas (5.32) e (5.33), usando a defini¢do da norma em Bs, tomando o supremo em
t € [1, L?"] e observando que F; e Cy sdo crescentes no intervalo [1, L?#], obtemos:

IN(u) = N@)llL < (2Fp28 +5C125)(p + 1)Cp(1 + Cr) | flllu — vl < Kppllfllllw = vz,

sendo Ky, = (12L% — 14125 + 43)(p + 1)C,(1 + Cy).

Assim, definindo

1 1
=ming ——,—— - 5.34
- mln{ML’p,HCL} (5.34)
Portanto, tomando e2 definido pela equagao (5.34), temos, para todo u,v € By
1
1N (u) = N(@)llL < 5llu—wvllz,

desde que || f]| < e2.

5.1.4 Prova do Teorema 5.2

Usando os Lemas 5.1 e 5.2 provaremos que, dados L > 1 e p > 2, com p € N, existe ¢ = e(L,p) > 0 tal
que, se f € Bs e ||f|| < ¢, entdo o problema de valor inicial (1.1) tem uma tinica solucdo em BY.

De (5.4),
T() = g, ) + pN () (2 ).

Dados L > 1, p > 2, p € [0,1] e definindo £ = min{ey, e2}, sendo &; e e dados por (5.29) e (5.34), pelo
Lema 5.1 temos, para todo u € BY, que

1T (u) —uglle = [pllIN(w)(z, )l < If]l
Além disso, pelo lema 5.2, temos para todo u,v € Bf,
1
IT(w) =T@)lL = lplIN(w) = Nz < Sllu = vllz.
Logo, o operador T é uma contracio em Bf e mapeia a bola B/ nela mesma, desde que ||f| < e.

Portanto, pelo Teorema do ponto fixo para contragoes (veja Segao 2.3), T' tem um dnico ponto fixo em
B', o que significa que o PVI (1.1) tem uma tinica solucio em BY.
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5.2 O Grupo de Renormalizacao para o caso nao linear

Seja u a solugao de (1.1) e considere a versao renormalizada
uy (z,t) = Lu(Lz, L?Pt) (5.35)

de u com f € Bz. Definimos y = Lz e s = L?*t e lembrando que Mu = ﬁMUl, como u é solugao
de (1.1), temos:

(w)e _ 1 . ) _n(ul)m _p(@)p (u1),

us = Mu —npuyyy + puPuy = L1128 — [1+2B T4 T 12

Logo, uy satisfaz a equacao:
(1), = Muy — ULQB_S(UI)M:L" - PLQB_p_l(Ul)p(ul)x'
e com isso obtemos o seguinte problema de valor inicial:

(w1), = Muy = L= (ur)agy = pL? 777 (wr)P (ur)a,
{Ul(ﬂﬂ, 1) = Lu(Lx, L*%) = fi(x). (5.36)

Para encontrarmos a sequéncia de equacoes e dados iniciais basta procedermos indutivamente. Porém,
omitiremos essa passagem, ja que a mesma € analoga a descrita na Secao 4.2. Entao, assumiremos que,
no k-ésimo passo o problema de valor inicial é dado por:

{ (ur)e = Mug, — i (ur)zzz — pr(ur)? (ur) o,

up(z,1) = LPu(LFz, L2F) = fi.(2), (5.37)

sendo ny, = nL3P=3k ¢ p. = pL2B=P=Dk para todo k = 0,1,2... e ug = u. Note que, como % < p <1,
n,p €[0,1] e p > 2 entao |ng| < |n| <1e|pk| <|p| <1. Dessa forma, tomando ¢ = £(L,p) do Teorema
5.2, temos que se ||fi|| < €, entdo o PVI (5.37) possui uma tnica solucao em BY, para todo t € [1, L?7],

que é dada por:

ug(z,t) = ud(x,t) + vz, t) (5.38)
em que u}(z,t) é a solugao da equagio no caso linear dispersivo, isto é, (u) =M uf) — nk(ug)mx e para
todo k >0

o0
u%(g;,t) = / e_(‘w‘zﬁ_i”ikw3)(t_1)eiwx}’\(w)dw

—0oQ

e
t t—1
vi(z,t) = pk/ S(t— s+ 1)(ur)?(x, s)(ug)z(z, s)ds = pg S(t 4+ 1) (ug)P(z,t — 7)(ug)(z, t — 7)dT,
1 0

sendo

S(t)f — /Oo e_(|w|25_i77kw3)(t—1)eiwx']/c\(w)dw’

f a Transformada de Fourier de f, u) = u e vy = ppN (ug).
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A partir da equagao (5.38) definimos o Grupo de Renormalizagao para a equagao nao linear da seguinte
forma:

Assim, a aplicacao do operador ao dado inicial fj é
(RLapnJ1) (@) = Lug (L, L) + Luy,(La, L¥) = Ry, fu(x) + Lvy(La, L*), (5.40)

sendo R%m é o operador linear definido em (4.8) e k =0, 1,2... . A sequéncia de dados iniciais (fx) serd
obtida recursivamente através da aplicacao do operador RG, isto é,

Jr1 = R on - (5.41)

sendo fi(x) = L*u(LFz, L?%*) para todo k.
5.3 Analise do comportamento assintético

Nosso objetivo nessa secao é provar o Teorema 5.1, e com isso, mostrar que o comportamento assintotico
da solugao do PVI (1.1) é o mesmo obtido nos casos lineares. Sendo assim, a ideia consistird na
decomposicao dos dados iniciais em duas parcelas, onde uma parcela é multiplo da funcao f* e a outra
parcela é irrelevante no sentindo que sera contraida pela aplicacao sucessiva do operador RG. Como foi
visto nos capitulos anteriores o método RG ¢é indutivo. Portanto, obteremos as primeiras iteragoes, isto
é, os primeiros passos da indugao necessarios para facilitar o entendimento do método.

Definicao 5.1. Considere as constantes C' e L3 dadas pelo Lema da Contracdo 4.3 e 65 a constante
definida no Lema 3.2. Dado 6 € (0,1), definimos

Ls = max{2%, [2C(1 + Cs)]5 ). (5.42)

Passo 1: (k=0) Vamos analisar o problema:

{ ut:MU_Wsz;v_Pupuam t>17 p227
u(z, 1) = fo(z) = f(z), /€ Bs.

Seja Ag = fo(O) e defina gg da seguinte maneira:
fo=A0f" + go. (5.43)
Dali, segue que, gy € Bs com go(0) =0 e
| Aol = 10(0)] < |l foll. (5.44)

Foi provado no Lema 3.2 que || f*|| < Cg. Logo,

llgoll = 1 fo = Aof™Il < Il foll + [Aolll £I < (L + Cp) foll- (5.45)

Aplicando o operador RG no dado inicial fy temos:

f1 = Ry pofo = Lu(L-, L**) = Lu§(L-, L**) 4+ Luy(L-, L*).
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Entao,
fi= R% 70 (Aof* + go) + Lp(L-, LQB).

Somando e subtraindo o termo 7(0, L?#) RY o em fi,
fi = R}, (Aof*+g0) + Lvo(L-, L*) + (0, L*)R] , f* — (0, L**)RY , f*
= [Ao + (0, L*)|RY ), [* + Lvo(L-, L*?) — 25(0, L*) R, f* + RY. 5,90
= AlRLnof + 91,

onde Ay = Ag + 5(0,L*) e gy = RY

Lo 90 +LV0(L'7L2 ) = 0(0, L2ﬁ) Lnof*

Da definicao de g1, temos:

lorll = IIR2, 90 + Lvo(L-, L¥) — (0, L*)RY, ,, f*|
1R, no90ll + | Lvo(Le, L) + |76(0, L) | R, o £ -

IN

Agora, vamos calcular os termos | Lvg(L-, L??)|| e |%(0, L?)|||f*||. Como A; — Ay =
lvollz = |lpN(w)|lz < ||N(u)|r pois |p| <1, e da desigualdade (5.27), temos:

|41 — Aol = [7(0, L**)] < |l < Cryllfoll*.

Pelo Lema 4.2,
17(0, L[| RY, ., £¥I| < KCryllfol>

(5.46)

70(0, L*P),

(5.47)

(5.48)

Considerando a defini¢do da norma em B3, o Lema 2.3, as desigualdades (5.20) e (5.23), L > 1 e que

lp| <1, temos:

ILvo(L 22)| = sup {1+ ) [| T (L, L29)] + | Eof(L, 277)| |}
we

1 w 1 w
- 1+ wf L-—A<— L2B> L'—A’(— L2ﬁ>
zlé%{( +|w| ) H LVD L, + LVO L,

- Sl 8 () o ()]}

< 2o a0 [ (G| (F.02) ] } = Pt

Logo,
1Lio(L-, L) < L3Cryllfoll,

sendo Cf,;, a constante definida em (5.28).

Assim, de (5.46), (5.48) e (5.49), ||g1|| < CL7Y|gol| + (L3 + K)CL | fol|?, e definindo
Ep,=(L*+ K)Cp,,

obtemos, considerando ¢ € (0,1) e usando (5.45),

1

C C
lgrll < Zllgoll + Erpllfoll* < 75 | 75(1+ Cp) + L1~ *Erpll foll| Il foll-
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C(1+Cp) 1

Tomando L > Lgs (com L; dado pela equacio (5.42)), entdo ——5 < 3. Assim, tomando o dado
inicial suficientemente pequeno de maneira que
1
LB foll < 5 (5.52)
temos: .
lorll < Z1=5 [l foll- (5.53)
Como f1 = A1 R} o™+ g1 ede (5.53), temos:
1
A < TAIRE 3y £1 + llgr ] < KA |+ 25 1 foll,
sendo K a constante definida no Lema 4.2. Usando ainda que |A;| < |A1—Ao|+|A4o| < CL,llfoll*+ I foll,
10 < [K(CLplfoll+ 1)+ 73] 1ol = Dalol, (5.54)

sendo D; = ﬁ + K(CrLypl foll +1).

Passo 2: (k=1) O préximo passo é iterar o procedimento descrito acima e, para isto, teremos que
analisar o problema de valor inicial:

{ (u1)e = Mug — m1(u1)zze — pr(uw1)P(u1)e, t>1, p>2,
ui(z,1) = fi(z),

em que 0y = nLZ3) ¢ p; = pLF—p—1),

Novamente, gostarfamos de evoluir o dado inicial f; det = 1 at = L?*?, e com isso renormalizar a solucao
evoluida. Observe que para % < B <1 temos [p1] < |p| < 1 e que o novo dado inicial f1 = Ry, 5.pf0
pertence a Bs. Entao, pelo Teorema 5.2 se ||f1]| < &, o PVI acima possui tnica solugao para todo
t € [1, L?P]. Assim, a solugdo para este novo problema pode ser escrita como u1(z,t) = u{(z, ) +v1(z,t),
sendo u{ a solugdo da equagdo linear com termo dispersivo com dado inicial f; e
t—1
vi(x,t) = pL2F—P=1) S(t 4+ 1)(ur)P(z,t — 7)(ur)z(x, t — 7)dr.
0

Como no passo anterior, vamos decompor o dado inicial do problema renormalizado em duas parcelas,
fi=AR), f*+ 01 (5.55)

Aplicando o operador RG em f;, somando e subtraindo o termo (0, L?*)RY

Lm( Lnof*) e usando a
propriedade de semi-grupo do operador RG linear, obtemos:

foo = Rimpfi =R}, (AR}, f* +g1) + Ly (L-, L*)
= AlRL M (RL 770f ) + RL,mgl + Lyl(L’a L25) + ﬁl(oa L2 )RL M1 (RL nof*) (O L2B)RL M (RL nof*)
— A2RL277’]0f +92,

sendo Ay = Ay + 1(0,L*) e go = RY

L9l + Ly (L-, L*P) — 5(0, Lm)R%g,nof*. Assim,

Az — A1 = [71(0, L) < [, L) = o1 N (wa)]| < I?, (5.56)

Lp+1 2/3 11

o6



em que a ultima desigualdade segue através de contas andlogas as realizadas na obtencao de (5.27).
Lembrando que g1 = R%mgo + Lg(La, L?8) — (0, L%))ROL2 nof*’ é facil ver que ¢1(0) = 0, e portanto,

podemos usar o Lema da Contracao. Além disso, de (4.15) e (5.55) temos |A1| = [f1(0)] < [[f1] e
lg1]l < (1 + K)| f1|l- Logo, usando as mesmas ideias do passo anterior, obtemos:

lgall - < 1B g1ll + 1 Lva (Lo, 29 4 122(0, L) || Rz /|

L’ CLp 24 KCrp 2
< f”ng + Lpti- 25||f1|| Lp+1,25”f1||

c EL,p 2
< Zlall+ sz I Al%

sendo Ey, ) a constante definida em (5.50).

Assim, supondo || fol|, || f1|| < € e supondo vélida (5.52), podemos usar (5.53) e (5.54) na expressao acima
para obter,

c 1 ErpD?
lgall < I FHJCOH + Lp+11) 25\|f0|’2
_ 1 Q + L2(1 a)ELpr%HfOH ||f ||
T 1209 | 19 Ip+1-28 Uik
Como L > Ls e Cg > 0 entio 5 75 < (Hcﬁ) < 3 ese:

L2 EL, DY foll _ 1
R < 2 (5.57)

\)

obtemos: )
921 < 55 1ol (5.58)

Logo, assumindo 5.52 e 5.57, e usando (4.14), (5.44), (5.47), (5.56) e (5.58) na decomposicao de fa,
obtemos:

Il < Kl|Az|+ |2l
K(|Ay — Aq| 4+ |A1 — Ag| + |Ag|) +

A

1
m”fo”
< k|-t 240 2 !
< m”fl“ + CrLpll foll” + [ foll L2(1_5)||f0||~

Por fim, substituindo || f1]| < D1]| fo|| na expressao acima,

1 .
1fall < = Ifoll + K | 3255 Dillfoll* + Crpll foll* + 1 foll | = D2l foll, (5.59)
12(1=9) Lp+1-28

sendo Dy = =7 + K [Lp+1 55 D3| foll + CLpll foll + 1| e K a constante definida no Lema 4.2.

Passo 3: (k=2) Considere agora o problema de valor inicial

{ (u2)e = Mug — m1(u2)zze — p1(u2)P(u2)e, t>1, p>2,
uz(x,1) = fa(x) f2 € Bs,
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onde 1y = nL?2#=3) ¢ py = pL?2B=P=1  Se ||f5]| < € entdo pelo Teorema 5.2 o PVI acima tem uma
tinica solucdo, para t € [1, L??], que pode ser escrita como uz(z,t) = u3(x,t)+va(z,t) sendo uJ a solugio
da equacao linear com termo dispersivo com dado inicial fo e
t—1
vo(z,t) = pL22F—P=1) S(1 + 1) (ug)P(z,t — 7)(ug)(z,t — T)dT.
0

Como nos passos anteriores, decompondo o dado incial em duas parcelas temos
f AQRLQ nof +g2.

Aplicando o operador RG em f; e somando e subtraindo o termo e (0, L?%) RY 772( 210 f*) em f3,

f3 = Rimpofo=Rinp(A2R)2, [+ o)
= A2RL M2 (RL2 170f ) + ROnggQ + LVQ(LI’, L2 ) + 12 (0 L2/B)RL ;M2 (RL2 770f*) (O LQB)RL M2 (RL2 770f*)
- A3RL3 770f + 93,

sendo Az = Ay + 73(0, L??) e g3 = RY

192 + LUQ(LLU,L26) — VAQ(O,LM)ROL?WO]’*. Assim, |Ag| < || fo]l e
lg2]l < (14 K)||f2]|. Além disso,

| A3 — Ag| < (5.60)

2
< m”f 2"

C Ey,
lgsll < f||g2|| + m”fz”2 (5.61)

sendo Ep,, = (L3 + K)Cp, .

Novamente, supondo || foll, | f1ll, || f2|| < € e supondo vélida as cotas (5.52) e (5.57), podemos usar (5.58)
e (5.59) na expressao acima, obtendo:

c 1 Eyp,D2
lgsll < A= 5)”f0H W%Hfow
.1 e, p0vE,, D3 n|
= [3(1-9) ﬁ+ [2(p+1-28) [ foll-
Como & 15 < C(Hcﬁ) < 3, € se,
L300 F; ,D3 1
LpD3 fol <. (5.62)
L2(p+1-2p) 3
temos,
1
lgsll < mﬂfo!\. (5.63)
Usando (5.44), (5.56), (5.60) e (5.63), temos:
Ifsll < K[As]+ g3l
< K(JAz = Ao + A2 = As[ + |A1 = Ao + [Ao]) + 55 (1ol
Cr Cr, 1
< LQT{ZZ%HM\Q Trri g il +CLpr0H2 + ol | + 55 I foll-
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Finalmente, usando que |f2l| < Dzlloll e |1l < Dallfoll

Cr, Cr 1
1ol < K | ot DRIAIP + s DHLAIE + Cupllfol? + LAl + iy 1ol = Dal ol
C
sendo, D3 = L3(1 5+ K [mDZHﬁ)H + s Dl foll + Crpll foll + 1] e K a constante definida
no Lema 4.2.

Seguindo esse raciocinio, podemos continuar iterando o procedimento, isto é aplicar o operador RG ao
PVI com dado inicial f3 e obter as estimativas para as normas g4 € f4 que serdo definidas de maneira
analoga ao que foi feito anteriormente, bem como g e fr, com k = 5,6,---. Sendo assim, faremos
argumentacoes semelhantes para provar a inducao.

5.3.1 Passo k

Para cada £k =0,1,2,--- e ug = u, considere o seguinte problema de valor inicial:
(ug)e = Mug, — g (uk)zzz — pr(ug)’ (ug),, t>1, p>2
(5.64)
Uk(l?, 1) :fk(x)v Jr € Bs,

sendo 1, = nLEB=3k ¢ p, = pLEB-P-Dk

Pelo Teorema 5.2, se || fx|| < € o PVI acima possui uma tinica solugio para todo ¢ € [1,L?3]. Assim,
a solugao para este problema ¢ dada por ug(x,t) = ul(z,t) + vg(z,t), sendo uf a solugio da equagao
linear com termo dispersivo com dado inicial fj e
k(2 y [
vy (z,t) = pLFEE-P=1) S(r+ 1) (ug)P (2, t — 7) (ug)o(z,t — 7)dT.
0

Provaremos, com o lema a seguir, que, como nos passos 1, 2 e 3 descritos anteriormente, todos os dados
iniciais fi podem ser escritos como uma soma de um miltiplo da fun¢ao f* mais uma fungao gi tal que
Jx:(0) = 0 e obteremos estimativas semelhantes as anteriores para suas normas em Bs.

Lema 5.12. Dadosp > 2 e n,p € [0,1], tome L > L3, sendo L3 obtido no Lema da Contra¢ao 4.3 e
seja € > 0 dado pelo Teorema 5.2. Fizado k = 0,1,2,---, se fi for tal que ||fx| < e, fo=Aof*+ g0 e
fu = AkR%k 770f* + g, sendo gr(0) =0, entao frir1 estd bem definida e admite a decomposi¢ao idéntica

0 *
Sk = Ak+lRLk+17n0f + Gk+1,

com gr+1(0) =0,

Cr
[Ag+1 — Akl < Wif’ww?, (5.65)
¢ EyL
g1l < ||ng + m”ﬁ:HQ (5.66)

sendo Cp,, definida em (5.28) e Er,, = (L3 + K)CL, com K definida no lema 4.2.

Prova: Como |p| <1 e ||fi| <&, podemos usar a cota (5.27) e considerando p;, = pL*#~P=Dk temos:

.
]l = o (w)|| < [oxlCrpll frll* < Wilpwﬂf Kl (5.67)
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Pela Defini¢ao (5.40) e pela decomposigao de fi,

fes1 = Ripepfe = RY, (AR, ol o)+ Ly (Lax, L*P)
= ARR), (RYi, f*)+ Ry, g + Lup(La, L*P).

Somando e subtraindo o termo (0, L8 YRY L1, f* e usando a propriedade de semi-grupo do operador
RG linear em fj41, temos:

Jre1 = AkROLkﬂmof* + R Ik T Ly (L, Lw) + 74,0, L2ﬁ)RLk+l f* — 130, L* )RLk+1 nof*
= Ak+1ROLk+1m0f* + gk+1,

sendo,
Aky1 = Ay + (0, L) (5.68)
(§]
gkt = BY oo+ Log(La, L2%) = 5,0, L) Ry, 7, (5.69)
0 que mostra que, se
fe = AxRyx [* + gis (5.70)

entao fr11 tem decomposicao semelhante. Como ja obtivemos a decomposi¢ao para os passos 1, 2 e 3
a equagao (5.70) é valida para todo k. Por hipétese gi(0) = 0, logo, segue de (5.69) que gx+1(0) = 0.
Além disso, de (5.67) e (5.68):

[Apr1 — Ag| < gl < W”ﬁc”2

o que prova (5.65).

Agora, vamos provar (5.66). Como por hipdtese g;(0) = 0, entdo podemos usar o Lema da Contragao
4.3, obtendo:

N

lgrrall < HRO a9l + [ Lve(Le, L22) |+ (120, L) RY s, £

*Ilng + | Lvi(Le, L22) |+ |20, L) [ R s o -

IN

Além disso, considerando que vy, = pp N (uz) sendo pp, = pL(28=P=DF a5 desigualdades (5.20) e (5.23) e
o Lema 2.3, obtemos:
L3Cr,

| L (L, L?)|| < mekHQ'

(5.71)
E ainda, como HRLk+1 S < K e pel0,1],

0, L¥)|||R < L*)|IR < || KC 2 KLy 2. (572

170, L) N B ko1 N < M7 LR w1y £5I < Now K Ol fe < Thpriozg el (5.72)

Portanto, definindo Er,, = (L3 + K)CJ,,, obtemos:

c Er
lgr+1ll < 7 llgwll + Wﬁgﬁ)llﬁzll?

o que prova (5.66). 1
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Pelo Teorema 5.2 garantimos a existéncia e unicidade local (para t € [1, LQfB]) da solucao do problema
(5.64), desde que o dado inicial f; esteja na bola de raio €. Agora, veremos que existe uma forma de
“colar” essas solugoes de maneira que garantimos uma tnica solucao global para o PVI (1.1). Para isso,
utilizaremos o Grupo de Renormalizacdo e veremos que, através de um rescalonamento, obteremos uma
solucdo, para cada t € [L?9F [28k+28] o portanto, obteremos uma solucio para todo t > 1.

Lema 5.13. Considere o PVI (1.1) e defina fo = f. Seja e > 0 definido no Teorema 5.2 tal que o PVI
(1.1) possua uma tnica solugdo, para todo t € [1,L?#]. Se, para cada k € {0,1,2,---}, || fxll < &, onde fi
¢ o dado inicial do PVI (5.87) definido por (5.41), entao o problema de valor inicial (1.1) possui uma
Unica solugao, definida em x € R et > 1.

Prova: Para cada k =0,1,2---, e seja u(z,t) solugdo do PVI (5.64) em R x [1, L?"] e defina,

1 x t
u(z,t) = ﬁuk Tk 128 |
para todo t € [L2*8 Lk+28] Para t € [1, L*?), u(x,t) = uo(x,t) é solugdo do PVI (1.1).

Se t € [L?P, L] entdo u(x,t) = Tuy (%, -55). Assim,

Por (5.37), (5.39) e (5.41), temos:
fl (y) =u (y7 1) = RL,no,pofo = LUO(Ly7 L2IB)
Tome y =7 es= LQB Entao u1(y, s) = Lu(Ly, L*?s) é solucao de (5.64) para todo s € [1,L?] e

1

u(z, L) = T - Luyg (%L,L2’3> = ug(z, L*P).

Dai, segue que, para todo t € [L?#, L*3], u(x,t) é solucao do PVI (1.1).
Se t € [L*?, L] entdo u(z,t) = fyus (1, +i5). Assim,
1 x
43
u(@, L) = 7zu (ﬁ1> '
Novamente, de (5.37), (5.39) e (5.41), temos:

Fay) = u2(y, 1) = Rigy pr fy = Lua(Ly, L*%) = LPuo(L?y, L*).
Tome y = 1% e s = 45. Entdo up(y,s) = L?u(L?Py, L*8s) é solugao de (5.64) para todo s € [1,L?"] e
1 T 1
ula, L) = 2" (ﬁ’1> 2 Ly <L2L2 L4'B> = uo(z, L'7).
Dai, obtemos que, para todo t € [L*?, L58], u(x,t) é solucdo do PVI (1.1).
Seguindo os mesmos argumentos acima e tomando y = 7% e s = LQLW, obtemos que ug(y, s) é solugao

tinica do PVT (5.64), para todo s € [1, L?#], e assim, para cada k, u(z,t) é a solugao do PVI (1.1), para
todo t € [L?8, L(2:+2)B] Portanto, (1.1) possui uma tnica solucio, definida em z € R e t > 1.

Assim, como o operador definido nos casos anteriores, o operador Ry, ,, ,. também possui a propriedade

de semi grupo, ou seja, k aplicacoes do operador numa dada escala L é o mesmo que uma tnica aplicacao
na escala LF.
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Lema 5.14. Sob as hipdteses dos Lemas 5.12 e 5.13, para todo k =1,2,3,- - -,

RLk f = Lku(kaa L%B) - (RLmk—l,pk—l 00 RLJIMM o RLmoyPof)-

»110,£0

Prova: Pelo Lema 5.13 existe u(z,t) solugao do PVI (1.1), definida em =z € R e ¢t > 1. Entao
ui(z,t) = Lu(Lz, L*t) é solugao do PVI com dado inicial Lu(Lxz, L?%) e estd bem definida para todo
t € [1,L%7]. Assim,

R;2 f = L*u(L?x, L") = Luy(La, L*®) = Ry pyu1(2,1) = Rp oy o Lu(L, L) = Ry oy (R po f)-

»110,P0

Suponha que
Lku(ka’ LQkﬁ) = (RLyﬁk—l’Pkfl 00 Rpyp 0 RLJ?OUDO)f'

Entao
Rpist po oo Ly (LM e, LP%P) = Luy(La, L*°) = Ry, pouk(2,1)
k, (k.. 72k
= Ripp L uw(Ll%, L B) = R0 (BLay_1,00-1 ©* © RLyp1 © Rino 0 f);
e o lema estd provado. 1

5.3.2 Indugao

Nessa secao concluiremos a demonstracao do Teorema 5.1. Mostraremos que a contribuigao do termo
uPu, da equagado (1.1) é pequena e que a sequéncia (Ag) é de Cauchy e, com isso, o comportamento
assintético da solucao é semelhante aos obtidos nos capitulos anteriores. Para isso, seguindo as
argumentacoes da secdo anterior, precisaremos de alguns resultados preliminares.

Definigao 5.2. Dados 6 € (0,1) e L > Lg, defina

> 1
k=0

sendo K a constante definida no Lema 4.2.

Observagao 5.1. Se,

1
ELpD|foll < 7= (5.74)

entao,
EryDlfoll 1
Lk(p+1-28) 9L (1=06)(k+1)’

sendo Er, = (L3 + K)CL, e CL,, definida na equagdio (5.28).

Vk=0,1,2,--, (5.75)

Prova: Como % < B <1ep>2entao 28 < p. Logo, considerando que § € (0,1), obtemos:
p+1-28>1>1—04.

Como L > 1, vale (5.75).
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Lema 5.15. Seja Dy = ﬁ + K1+ ||follCLyp) e defina Dyyq, com k = 1,2,3,---, sucessivamente,
pela relacdo:

- 1 CLJ; CL,p
Dk+1:L(1_5)(k+1)+K<1+Hf0HCL,p m”fo”*" W’\fo” .

Se wvale (5.74) da Observagao 5.1, entao,

Dpi1 <D, Vk=0,1,2, -

Prova: Como Ep, = (L? + K)Cp, > CLp, assumindo (5.74), temos do Observagao 5.1 que:

CrpD?[| fol] - Er,D?||foll 1
k(p+1-28) LE(p+1-2p) o [(1=8)(k+1)’

Vk=0,1,2, - (5.76)
Assim, assumindo (5.74) e usando que D > 1, por (5.76) com k = 0 obtemos:
1 1 1
Di< w5+ K |14 g | S14+K (14— ) < D.

Agora, suponha Dy < D, Vk =1,2,---,1 — 1. Como Dy > 1, para todo k = 1,2,--- (pois K > 1),
temos, pela definigdo de Di.1, pela hipdtese de indugao e por (5.76):

1 1
Dl+1§1+K<1+L15+"'+L(16>l) <D,

0 que prova o lema. |

Teorema 5.3. Considere o problema de valor inicial (1.1) com n,p € [0,1] e defina fo = f. Dados
p>2ed€(0,1), para cada L > Ls, com Ls definido em (5.42), defina,

€ 1
{D’ 2By, D210 } ’ (5:77)

em que € € dada pelo Teorema 5.2 e D é dada por (5.73). Entdo, se || fol <&, para todo k =1,2,3,---,
temos:

€

[ fell < Dell foll, (5.78)

- Ll 0k’

(5.79)

Em particular, ||fx| <e, Vbk=1,2,3,---

Prova: Usaremos indugdo para provar esse teorema. Ja vimos que se vale (5.52) entao valem (5.53) e
(5.54). Como || fo| <€e D > 1, a condigao (5.52) é satisfeita, o que prova (5.78) e (5.79) para k = 1.
Agora, suponha (5.78) e (5.79) para todo k = 1,2,3,---,1. Mostraremos que essas estimativas valem
também para k =1+ 1. Pelo lema 5.15, Dy < D, para todo k. Logo, pela hipotese de indugao e como
| foll < & obtemos || fx|| < D| fol|l < &, para todo k = 1,2,3,---,1. Com isso, garantimos a existéncia e
unicidade de cada problema de valor inicial para todo k =1,2,3,---,l, e portanto, pelo lema 5.12, f;
estd bem definida e possui decomposicao fi11 = AZHR%ZHWOJ’* + gi+1- Além disso, vale (5.66) com
k = 1. Assim,

C £
i1l < nglH + W”f 1%
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Usando as hipo6teses de indugao na desigualdade acima,

1 C L(l 8)(I1+1)

Il
s DA = sy | T+ poerzr Fre DRIl ol

Pela Observacao 5.1, vale (5.75) com k = [ e como % < 3 e D; < D, temos:

1 foll
gl < LaA=8+1)

Além disso, como fj41 = Al+1R0Ll+1m0f* + gi+1, entao:

Il foll
a0 =

[1fol

| fimall < K|Ajq] + 1A=+

Z [ A1 — Ak| + Aol | +
0

Usando (5.65) e (5.78) com k =1,2,3,---,1, e considerando que |Ag| < || fo||, encontramos:

l
Cr,D?
Il < K | S7 Fer s Ifoll® + (Crpllfoll + DIlfoll| +
k=1

[1foll

Ta-90D = D1l foll-

Portanto, as estimativas (5.78) e (5.79) sao vélidas para todo k € N. Finalmente, como D11 < D e
| foll <€, obtemos || fi+1]] < €, o que finaliza a indugao.

Corolario 5.1. Sob as hipdteses do Teorema 5.3, obtemos:

1
IL*u(LF- L) — AgRY, f* < WHJCOHv Vk=1,2,3,---. (5.80)

Prova: Como |[fo]| < ¢, existe a solucao global para o PVI (1.1), com dado inicial satisfazendo

Dlfoll < e e EL,D?||foll < Pelo Lema 5.12, fr, = Ay R, f* + g e pelo lema 5.14

1
2L176 Lk ,10

fk = Lku(L z, L%ﬁ) (RLJ]k 1,Pk—1 0 RLml,ﬂl ° RL,onpo)f-

Logo, por (5.79), obtemos:
1
I fe — AR 0 £ < m”fo”-

|
Corolario 5.2. Sob as hipdteses do Teorema 5.3, existe um niumero real A tais que
L Fk(p+1-28)
[Ax — Al < 2L1-9(1 — L~ (p+1-25)) 1/oll- (5.81)
e
Jim |LEu(LF-, L?*F) — Af*|| =0 (5.82)
—00
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Prova: Como || fo|| < &, pelo Teorema 5.3, || fx|| < Dkl fol| e pelo Lema 5.12,

[ A1 — Ag| < ankHQ

Portanto, usando que Dy < D para todo k =0,1,2,---, obtemos:

CL,p CL,P

2
[ A1 = Akl < 55 Dillfoll” < ii=ss

D) fo 2

Como Ep, = (L3 + K)CLp > CLp e || fllo < €, entdo, da Observacdo 5.1 CL,D?| fol < QL%, o que
prova que (Ag) é uma sequéncia de Cauchy em R e, portanto, Ay converge para algum A € R. Além
disso, usando (5.65),

|[Ap — Al = lm [Ajp — Ayl
j—o0
< jlggo{!AHk — Ajr—| + [Ajrr—1 — Ajpr—a| + -+ [Agr1 — Agl}

IN

Lol .. Z L\

2L1-6 ]%oo [ (p+1-25)
L*k(pﬂ 25)

2L1_5(1 _ L_(p+1_25)) HfOHa

IA

o que prova (5.81).
De (4.9), (4.14), (5.80) e (5.81), obtemos:

|ERu(Lr- L248) = AP < LRu(EF L20) — AR, FHl+ AR, £ — £+ | Ak — AR, £

Ilfoll Cp K [~Hp+1-25)
< Lk(l—é) + ’A‘Lk-&-l + 2L1_§< _ [~ (p+1-2B) )HfOH
fo C K [k(p+1-28)
S Y — R
Lk(1-0) 2L1-9(1 — L—(p+1-28))
1 A|C gLk K LF(1=0) [ —k(p+1-28)
< Hfou+' ) A Il
LM1=9) L QL1-0(1 — [~ (p+1-28)
Logo,
[ LFu(LF-, L) — Af*|| < S [ foll + [A[|Cp + K | foll (5.83)
’ = Lk(1-9) BT opi=6(1 — L-+1-28)) ’ :

onde, na desigualdade acima, usamos o fato de que se L > 1, % <pB <1, € (0,1), p> 2 entao

k(- 5)
Lk

<lep+1—-28>12>1-9J. Assim, para obter (5.82) basta tomar o limite quando k — oo.

Finalmente, concluiremos a demonstragao do Teorema 5.1, que seguira diretamente do coroldrio anterior,
e com isso, obteremos o comportamento assintético do problema de valor inicial (1.1).

Prova do Teorema 5.1: Mostramos que (5.1) é valida quando o dado inicial f = fj é suficientemente
pequeno e t = L2F8 (com k =1,2,3,...), para L > Ls. Agora, resta apenas generalizar esse resultado
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para todo t > Lgﬂ. Dado L > Lg, se t > L8 é tal que L?# < t < L(2:+2)8 entdo existe 7 € 1, L2f3] tal
que t = 7L?*8. Como as constantes em (5.83) nao dependem do valor de L > Ls considerado, podemos
estender (5.82) para t = 7L?*? trocando L por 7% L28 em todos o resultados anteriores e assim, obtemos
(5.1) para todo t > LQB, o que conclui a prova do teorema 5.1.
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