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RESUMO

A otimizacao estrutural é uma importante area da engenharia que vem sendo explorada,
sobretudo no setor industrial, devido a sua grande gama de problemas que impactam
diretamente na economia e no processo de produgao como um todo. A criagdo de métodos
que resolvam tais problemas de forma mais eficiente e/ou que produzam resultados
mais fidedignos tem ganhado importancia nas mais diversas areas do conhecimento.
Nesse sentido, propomos um estudo do Modelo de Regressao por Processos Gaussianos
e sua utilizagao como metamodelo no processo de otimizacao estrutural via Evolucao
Diferencial (Differential Evolution, DE). A partir da construcao do arcabougo tedrico que
promove a interdisciplinaridade entre as duas areas (Estatistica e Ciéncia da Computacao),
buscamos aplicd-lo em um problema real de engenharia, em dois diferentes casos de arranjos
estruturais. Além disso, através do software R, usado nas andalises e testes estatisticos
prévios, e da linguagem de programacao Python, usado para o desenvolvimento do processo
de otimizacao por Evolucao Diferencial assistido pelo metamodelo estatistico, apresentamos

os resultados acerca dos testes e os comparamos com o método classico da DE.

Palavras-chave: Processos Gaussianos. Metamodelos. Metaheuristicas. Evolu¢ao Diferen-

cial.



ABSTRACT

The structural optimization is an important enginnering area that is being explored,
specially in the industrial sector, because of its great gamma of problems that impact
directly the economy and the production process as a whole. The creation of methods that
solve such problems in a more effective manner and/or produce more trustworthy results
has gained importance in the most diverse knowledge areas. Following this thought, we
propose a Gaussian Process Regression Model study and its use as a surrogate model in
the structural optimization process via Diferential Evolution (DE). From the construction
of the theoretical framework that promotes the interdisciplinarity between the two areas
(Statistics and Computer Science), we apply it in a real problem of enginnering, in five
different cases of structural arrangements. Furthermore, through the R software, used in
the previous statistical analysis and tests, and the programming language Python, used
for the development of optimization process through Diferential Evolution assisted by the
statistical surrogate model, we present the test results and compare them to the classical
method of the DE.

Key-words: Gaussian Processes. Surrogate Model. Metaheuristics. Differential Evolution.
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1 INTRODUCAO

Em diversas areas, problemas de otimizac¢ao sao comuns de serem enfrentados,
sejam eles voltados para economia de tempo nas tomadas de decisao de um processo, ou
sejam na obtencao de solugdes mais precisas. No setor industrial, sobretudo no campo das
engenharias, a otimizacao estrutural ¢ uma area que vem sendo amplamente estudada,
exigindo cada vez mais ferramentas eficientes que consigam trabalhar com sua complexidade

e seu grande numero de restrigoes.

Nesse sentido, o estudo e o desenvolvimento de métodos computacionais que
contribuam para a solugao de tais problemas ganham mais importancia. Um dos métodos
mais explorados atualmente consiste no uso de metaheuristicas que se baseiam na natureza,
sobretudo em processos evolutivos, para contornar dificuldades como o calculo da funcao
objetivo, aquela que se deseja otimizar, quando essa apresenta mal comportamento; nao-
linearidade das fungdes de restrigao, busca de gradientes caros e/ou nao confidveis, fazendo

com que o processo de busca se perca em 6timos locais; dentre outros.

Em [10][14], uma das abordagens dentro do uso de metaheuristicas consiste na
Evolugao Diferencial (Differential Evolution, DE). Tratando-se de uma técnica evolutiva
relativamente nova, comegando a ser difundida em diversas areas na tltima década, na DE
uma populacao com individuos candidatos a solucao 6tima do problema caminha sobre o
espaco de busca da funcao objetivo através de operagoes algébricas basicas. No entanto,
dependendo da complexidade envolta no problema de otimizacao estrutural, tal técnica
pode exigir um alto custo computacional para calcular os valores da func¢ao objetivo e
avaliar suas restrigoes. Além disso, o desempenho do processo pode ser afetado pela

escolha dos parametros das fungoes envolvidas.

No intuito de reduzir os exaustivos calculos e manter os parametros atualizados
dentro do processo, uma adaptacao na DE é realizada substituindo a fungdo objetivo por
uma fungao de aproximagao, conhecida como metamodelo, ou modelo substituto (surrogate
model). Nesse ponto, modelos estatisticos nao-paramétricos oferecem uma excelente base
na metamodelagem, uma vez que podem se isentar de suposigoes a cerca da estrutura
probabilistica adjacente aos dados e por possibilitar a determinagao e controle do modelo

embasados pela teoria estatistica.

Processos Gaussianos, segundo [6], consistem basicamente em uma das familias
de processos estocasticos observados sobre o tempo e/ou espago de ocorréncia, tal qual
os dados sao obtidos segundo uma distribuicdo normal multivariada. Assim, o estudo
sobre modelos baseados em processos Gaussianos tem aparecido como uma boa escolha
de metamodelo no processo de DE, como apontado em [8][24]. Em modelos de regressao,
processos Gaussianos ainda ganham uma interessante abordagem sobre a perspectiva de

aprendizagem de maquinas [25] facilitando a parametrizagdo do processo como um todo.
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Motivados pelo interesse interdisciplinar entre a Estatistica e a Computacao, além
da importancia na aplicabilidade dos estudos sobre os problemas de otimizagao estrutural,
este trabalho tem por objetivo estudar e analisar a factibilidade do uso de modelos
de regressao por processos Gaussianos como metamodelos no processo de otimizacao
estrutural via Evolugao Diferencial (DE). Desejamos ainda comparar os resultados do
método original da DE com o proposto. Esperamos que nossa abordagem gere ganhos
quanto ao valor da fungao objetivo, isto é, melhore o peso da estrutura analisada, e/ou
melhore o tempo de processamento computacional da otimizacao como um todo. Também
seria aceitavel a melhora no calculo da funcao objetivo, dado um orcamento de tempo

maior no processamento computacional.

Logo, estruturamos esta monografia da seguinte forma, no Capitulo (2) partimos
de uma introducao para definir a distribuicdo normal multivariada que serve de base para
o modelo. Em seguida, tratamos da definicao de processo Gaussiano, ja estruturando-o
sobre o modelo de regressao, partindo de uma abordagem Bayesiana. No Capitulo (3),
buscamos definir o problema de otimizacao estrutural, o conceito de metaheuristicas e
de metamodelos, além de apresentar uma abordagem por aprendizado de maquinas do
modelo de regressao em questao, para enfim estruturar o método proposto pelo trabalho.
Por fim, no Capitulo (4), apresentamos um réapido estudo de simulagao sobre o modelo de
regressao por processos Gaussianos, afim de melhor visualizar a teoria apresentada, e, mais
importante, apresentamos a aplicacao da metodologia num problema real de otimizacao

estrutural sobre 5 tipos de estruturas diferentes.
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2 PROCESSO GAUSSIANO

Grande parte dos modelos e metodologias estatisticas estao baseados, ou buscam
trabalhar, com distribuicao normal devido a sua simplicidade matematica e facilidade de
tratamento. Mesmo em problemas reais, envolvendo iniimeras variaveis, a predilecao pela

distribuicao é notavel, uma vez que a mesma estende-se ao caso multivariado.

Processos Gaussianos consistem em um desses casos que busca modelar dados em
inimeras dimensoes, baseando-se na distribuicao normal multivariada existente sobre os
mesmos. Dado nossa motivacao, neste capitulo discutiremos um pouco sobre a distribuicao
normal multivariada, Se¢ao (2.1), expondo suas principais propriedades, seus estimadores
e apresentando um teste nao-paramétrico capaz de indicar a presenca da distribuicao
a partir de um conjunto de dados. Em seguida, Secao (2.2), trataremos do processo
Gaussiano como modelo de regressao, introduzindo rapidamente conceitos de regressao
linear sobre uma abordagem Bayesiana, seguido da definicao do processo e suas principais
propriedades. Por fim, discutiremos sobre fun¢oes Kernel, fator essencial para o ajuste do

modelo, e sobre a estimacao de seus hiperparametros.

2.1 DISTRIBUICAO NORMAL MULTIVARIADA

Devido a facilidade sobre as possiveis manipula¢oes matematicas, a distribuicao
de probabilidade normal é amplamente utilizada em estatistica, uma vez que podemos
determina-la conhecendo sua média e varidncia. A fim de generalizar seu caso para
p-dimensoes, nessa secao definiremos a distribuicdo normal multivariada, bem como suas

principais propriedades e, por fim, explicitaremos os estimadores acerca de seus parametros.

2.1.1 Funcao densidade probabilidade

A distribuicao normal multivariada consiste em uma generalizacao do caso univa-
riado para p > 2 dimensoes [13]. Considere X uma varidvel aleatéria (v.a.) continua e
normalmente distribuida. Seja x uma realizacao dessa variavel, a funcao densidade de

probabilidade (fdp) para distrbuigdo normal univariada é dada por

fx(z|p,0%) = \/%exp {—(:EZ_J;M)} , —oo <1z < 00, (2.1)

2

onde p e o° sao, respectivamente, sua média e variancia.

O termo do expoente da fungao

e (22)

g

consiste na distancia quadratica entre e ;1 em unidades de desvio padrao. Tal distancia

¢é conhecida na estatistica como distancia de Mahalanobis, utilizada para avaliagao do
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modelo ajustado e na deteccao de observagoes atipicas (outliers). Podemos generalizar
(2.2) para um vetor aleatério X = [Xi, Xa, ..., X,]? cujo vetor de observagdes associado

¢é dado por

(@ — )=\ @ - ), (2.3)

onde p é um vetor (coluna) de médias de X, com tamanho p, e 3 é a matriz, p X p, de

covariancia de X, positiva definida, por suposicao.

A distribui¢ao normal multivariada é definida substituindo a distancia univariada
em (2.1) pela sua generalizagdo em (2.3). A substituigdo, no entanto, exige a adequagao
do termo constante da fdp, uma vez que no caso multivariado as probabilidades serao
representadas por volumes, segundo a superficie indicada, e nao mais por area abaixo de

uma curva. Dessa forma, como mostrado em [1],

1 1

1
= | 2.
Voro?  (27m)% =l
Logo, a fdp para normal multivariada de um vetor aleatério X7 = (X1, X, ..., X,], com
vetor de observagoes correspondente & = [x1, X9, . .., z,], ¢ dada por
Fx (@l D) = ——— exp{—(@ - )= (@ — ) (2.4)
RN |

para —oo < x; < 00, i = 1,2,...,p. Denotamos (2.4) para o caso p-dimensional por

NP(HH E)

2.1.2 Propriedades

Definida a expressao (2.4), podemos citar algumas propriedades e resultados acerca
da distribuicdo normal multivariada. Considere ainda X um vetor aleatério p-dimensional
e seja X a matriz de covaridncia relacionada a ele, sendo esta quadrada e positiva definida,

temos:

P.1. Chamamos de contorno de densidade constante de um distribui¢cdo normal p-variada

todo elipsoide definido pelo vetor de observacoes x, tal que
(@ —p)'S(z—p) =c (2.5)

Estes elipsoides estao todos centrados na média p e possuem eixos |cy/\;€;|, onde \;
e €; denotam, respectivamente, o i-ésimo autovalor e autovetor de X. A Figura (1)

ilustra essa propriedade.
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Figura 1 — Considere dados vindos de uma normal bivariada com ji;, = iz, = 0 e matriz de
covariancia com diagonal unitaria e 0y, 4, = 04,2, = 0.1: (@) representa a superficie
da distribuigao a cerca dos dados. (b) representa a projecao da superficie no eixo-
X1, X9, evidenciando o contorno de densidade da distribuigao (curvas de nivel).

X o

(b)

Fonte: Elaborado pelo autor.

P.2. Se X ~ N,(u,X), entdao qualquer combinagao linear de seus componentes a’ X =
a1 X1 + as Xy + - - - + a, X, seguem uma distribuicao normal p-variada de média a’p

e variancia a’ Xa, com reciproca verdadeira.

P.3. Se X ~ N,(p,3), entdao todos os possiveis subconjuntos de X também serao

normalmente distribuidos.

P.4. Considere os vetores aleatorios X1, x1) € X2(g,x1), dizemos que ambos sao indepen-

dentes se:

(a) Cov(X1,X3) =0 ¢é uma matriz de zeros q; X ¢s.

(b) E somente se, 15 = 3oy = 0, para

X1
[ X2 ~ N€(1+Q2 ( ) :

(¢) Além de independentes, X; e Xy possuem distribui¢do normal multivariada

211 Z:12
221 Z22

M1

M2

)

Ny, (p1,%11) € Ny, (p2, Xo2), respectivamente. Entéo a distribuicdo normal

multivariada conjunta entre ambos vetores aleatérios sera dada por

Nl]1+42 ( ) .

0 X

M1

M2
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X
P.5. Seja X = { !

] com distribuigdo N,(u,X), onde
2

211 212
221 222

H1
K2

l’l’:

Se |Xaa| > 0, entdao a distribuigdo condicional de X, dado X5 = x5 é normal
(multivariada), com

média: prg + 12822~ (T2 — p2)

covariancia: 211 — 212222_1221
P.6. Seja X ~ N,(pu,X), tal que || > 0. Entao,

(a) (X —p)"E (X — p) ~ x2, onde x2 refere-se a a distribui¢do Chi-Quadrado

com p graus de liberdade.

(b) A distribuicao N,(p, X) assume probabilidade 1 — a para um elipsoide sélido
{x : (X —p)"S (X — p) < x2(@)}, onde x2(a) denota o (100c)-ésimo

percentil superior da distribuigao Xf;-

Demonstracao. As demonstracoes das propriedades anteriores podem ser encontradas em
[1], para P.1., e [13], P.2. a P.6.. O

A propriedade P.6. possibilita a interpretacao da distdncia (2.2). Se X é nor-
malmente distribuida (multivariada) e dado que um componente possui uma variancia
muito maior que os demais, entdo sua contribuicdo em (2.2) serd menor. Além disso,
variaveis que estao correlacionadas duas a duas também contribuirdao menos para a distan-
cia quadratica, comparadas a variaveis nao correlacionadas. Logo, o uso do inverso da
matriz de covariancia padroniza todas as variaveis envolvidas e elimina quaisquer efeitos

de correlagao existentes entre elas.

2.1.3 Estimadores

Seja X a matriz de uma amostra aleatoria, com dimensoes n x p, extraida de
uma populagao com distribui¢cao normal multivariada, com vetor de médias p e matriz de
covariancias 3. Considerando os vetores aleatérios @y, @, . . ., x,, que compoe a matriz

X, a distribuicao conjunta para suas n observagoes ¢ dada por

" (wz - M)Tz_l(a}i - [L) } ’ (26)

1
fX(wlwaw--awn’“?E):WWGXP{_ 5

i=1
onde ®; = [x;1, T, - . . ,xip]T ¢é o vetor da i-ésima observacao sobre os vetores aleatorios

definidos. Diversas abordagens estatisticas buscam encontrar valores ou estimativas para

os parametros populacionais que descrevam de forma mais fidedigna possivel os dados
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acerca desta populagao através de uma amostra, viabilizando o processo de inferéncia.
Uma maneira de selecionar tais estimativas consiste em maximizar a densidade conjunta
em uma técnica conhecida como Estimagio via Mdxima Verossimilhanga [3]. Dessa forma,
desejamos estabelecer uma fungdo que maximize os valores para p e ¥, sobre a equagao
(2.6). Em [13], a funcdo de verossimilhanga para a distribuigdo normal multivariada é

definida por

1 1 [ _ —
;C(,,l,, E|$1,$2, Ce ,$n) = Wexp {—21',"[“ [2 1 (Z(ml — m)(ml — m)T>] +

i=1
1 1
on(@ = w7 @ - w) 27)
onde tr(-) é denominado o traco da matriz e T = (1/n) >, ;.
Considerando o seguinte resultado,

Resultado 1. Seja a matriz B, p X p, positiva definida e considerando um escalar b > 0,

entao temos que

1 —tr(X7'B 1
‘Zybexp{ ( 9 )} S ’B‘b<2b>pbexp{_pb}

para toda matriz positiva definida X, ,, com igualdade vdlida quando ¥ = %B.
Demonstragio. Como segue em [13]. O

Dessa forma, podemos definir os estimadores de maxima verossimilhanca para os

parametros p e 3 do vetor aleatério considerado, respectivamente, como

S (XX (X X)

onde S =

Demonstracdo. Os estimadores podem ser obtidos classicamente através da maximizacao
de (2.7), utilizando o método das derivadas parciais sobre os parametros. Outra abordagem
consiste na verificagao por similaridade, sobre esta tome o nicleo do exponencial da funcao
de verossimilhanga (2.7), aplicando o conjunto de observagoes contidas na amostra da

matriz X, estruturada sobre o vetor aleatério [X1, X, ..., X,]7, tal qual

tr +n(Z —p)'E N E—p).

- (i(wj (e, - w)T)

i=1
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Tome ainda ¥~' como uma matriz positiva definida, de modo que a distancia (= —
w) IS Y@ — pu) > 0, exceto quando p = . Dessa forma, a verossimilhanca é maximizada

em p quando ft = x. Logo, nos resta maximizar

) 1 tr |27 (20 (w — Z) (x5 — )7
£<N72|w17m2a~-7wn):WeXp - 5

sobre 3. Usando o Resultado (1) para b= 45 e B =37, (x; — E)(x; — T)", a ocorréncia
méxima de 3 = (%) to(xy —T)(x; — )T
Dessa forma, substituindo os vetores das observagoes pelo vetor aleatorio levado

em questao, obtemos os estimadores de maxima verossimilhanca como em (2.8). O]

2.1.4 Teste de Mardia para dados normais multivariados

Grande parte das aplicagoes e métodos acerca da analise multivariada e modelagem
partem do principio que os dados sao provenientes de uma popula¢ao normal multivariada.
Se, por um lado podemos determinar o vetor de médias e a matriz de covaridncia de uma
dada amostra, caracterizando completamente sua distribuicao, por outro, esta pode ser
extremamente sensivel a dados discrepantes (outliers). Também é bem conhecido que os
testes e estimativas baseados no vetor de médias da amostra e na matriz de covariancia
tém baixa eficiéncia na presenga de dados ruidosos e/ou com caudas pesadas. Neste
sentido, e considerando a aplicacdo deste trabalho, tomamos o Teste de Mardia para

multinormalidade assintética na tomada de decisao e modelagem dos dados.

O Teste de Mardia [15] baseia-se na extensao multivariada das estatistica de terceira
e quarta ordens, centradas na média (assimetria e curtose, respectivamente). Assim,
considerando uma amostra aleatéria X, y, de uma distribuicao normal multivariada
N,(p,X), Mardia (1970) propos em seu trabalho coeficientes de assimetria e curtose, /31,

e (9p, respectivamente. Ele mostrou que, a partir das propriedades de seus estimadores

tais quais,
E[By,) =0 Varlf,] = SL
Bl =M Varld =R 29

B1p ¢ um estimador nao viesado para o coeficiente de assimetria da amostra e 3, é um

estimador viesado para o coeficiente de curtose da mesma.

Dessa forma, utilizando das propriedades assintéticas desses estimadores, Mardia
(1970) propo6s um teste de hipdtese consistindo em duas partes. A primeira testa a

assimetria dos dados amostrais sobre a hipétese nula priméaria

H| : 3, =0, isto é, os dados sdo significativamente simétricos,
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com estatistica de teste dada por

1)(p +2
~ 2, paray = PR DEH2)

6

2 NP1p

Xc—6

A segunda testa a curtose dos dados sobre a hipdtese nula secundaria e estatistica de teste

dadas, respectivamente, por:

H{ : 35, = p(p + 2), isto ¢, a distribuicao ¢ aproximadamente mesoctrtica.

_ Py —pp+2)(n—1)(n+ 1)
Bp(p+2)n~1z

C
Dessa forma, a um nivel de significincia o e assumindo o teste bilateral, rejeitamos a

~ N(0,1).

hipétese de que a amostra segue uma distribuicdo normal p-variada se ocorrer um dos

casos a seguir:

(a) X2 > X2, €12 > Za, isto é, rejeitamos H{ e Hy.

(b) xZ > X2, ou |Z.| > Za, isto é, rejeitamos Hy ou Hy.

Devido ao que se segue em (2.9), implicando na assintocidade do teste, o mesmo
limita-se a amostras suficientemente grandes, de modo que o autor sugere amostras de

tamanho minimo entre 50 a 200 observacoes.

2.2 PROCESSO GAUSSIANO

Dentre as familias de processos estocasticos mais usadas na modelagem e previsao
de dados observados durante o tempo e/ou espago de ocorréncias, processos Gaussianos
ganham destaque uma vez que sao estruturados pela distribuicdo normal. Sua ampla
utilizacao da-se, principalmente, por duas propriedades essenciais. A primeira, podemos
determinar completamente um processo Gaussiano através de suas func¢oes de média e
covariancia. Essa propriedade facilita o ajuste do modelo, pois apenas os momentos
de primeira e segunda ordem (média e varidncia, respectivamente) do processo exigem
especificacdo. A segunda, dé-se pela simplicidade de predi¢ao, uma vez que o melhor
preditor de um processo Gaussiano em um local nao observado é baseado na fdp da normal

multivariada, Se¢ao 2.1.

Nesta secao vamos introduzir uma rapida abordagem em modelos de regressao
linear, sob o formalismo Bayesiano. Em seguida buscamos definir o modelo de processos
Gaussianos, juntamente as suas principais propriedades. E, finalmente, a utilizacao da

fungdo Kernel na sua modelagem.
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2.2.1 O modelo de regressao via processos Gaussianos

Considere uma amostra aleatéria representada pela matriz X, »,. Seja f(-) uma
funcao que associa X a um vetor aleatorio Y, «1, cujo vetor de observacoes correspondente
é y. Assim, segundo [5], um modelo de regressao linear multipla com erro normal é definido

FX)=E[Y]=Xw Y =f(X)+e, (2.10)

onde adotamos w,,x; como o vetor de parametros e € o vetor de erros aleatérios, independen-
tes e identicamente distribuidos (iid) acerca das n observagoes, assumindo € ~ N, (0, 02I).
Dessa forma, dado que as variaveis explicativas do modelo, que compoem X, sejam
independentes e sobre a suposi¢do do vetor de erros, obtemos a fun¢ao de probabilidade

condicional

LA ; — xlw)?
y|X ’lU Hp yz|$zy - H eXp{—(y)}

i 10[2%}% 20
1

_ exp{ —ly - Xw) } No(Xw,o?T), (2.11)

[270?)2
onde |z| denota a distdncia euclidiana do vetor, para z = y — X w.

Como tratado em [25], pela ética Bayesiana precisamos especificar uma distribuigao
a priori sobre o vetor de parametros w, antes mesmo de considerarmos as covariaveis.

Assim, assumimos
w ~ N,(0,3,), (2.12)

onde X, é a matriz de covariancias do parametros w.

A inferéncia sobre o modelo linear Bayesiano é baseada na distribuigao a posteriori

dos parametros, obtida segundo o Teorema de Bayes.

Teorema 1. Sejam dois eventos A e B, tal que P(B) # 0, entdo a probabilidade condicional

de A dado B ¢ obtida sequndo a formula de Bayes, definida como

P(B]A)P(A)

P(AIB) = —=prpe

onde P(A) e P(B) sao probabilidades a priori.
Demonstragio. A prova deste teorema encontra-se em [20]. [

Dessa forma, pelo Teorema 1,
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condicional X priori p(y| X, w)p(w
L pluwly. x) = MY pw)

marginal p(y[X)

(2.13)

posteriori =

cuja constante de normalizacao, conhecida como probabilidade marginal, é independente

dos parametros, isto é,
Pyl X) = [ p(ylX, w)p(w)dw. (2.14)

Perceba que a posteriori em (2.13) combina a fungao de probabilidade condicional
(2.11), a distribuigao a priori (2.12) e a marginal (2.14). Assim, reescrevendo a equagao
(2.13) segundo as relagdes observadas, usando apenas o nicleo da fung¢ao e completando

quadrados quando necessario, obtemos
1
p(w|y, X) < exp {—Q(w —w)T A(w — w)} : (2.15)

Onde W =0 2A4A"'XTye A = (U*ZXTX + Z,L_Ul) sao, respectivamente, o vetor médio

dos parametros e a matriz de covariancia sobre os mesmos da forma a posteriori.
Demonstragio. A demonstracao de (2.15) pode ser encontrada em [25]. O

A partir de (2.15), reconhecemos a forma da distribui¢do a posteriori (isto é,
percebemos o aparecimento da distdncia de Mahalanobis apresentada na Secao 2.1), tal

qual,
p(’lU|y, X) ~ NP<E7 Ail)'

Observamos que para este modelo, e de fato para qualquer posteriori gaussiana, a média
da distribui¢ao p(wly, X) é chamada de estimativa méxima a posteriori (mazimumm a
posteriori, MAP) de w.

Numa abordagem frequentista, as estimativas para os parametros acerca do vetor
w podem ser obtidas analiticamente sobre os estimadores de méaxima verossimilhanca ou
por métodos de controle (estimadores de minimos quadrados, por exemplo) [5]. Ambas
formas analiticas utilizam o critério das derivadas parciais sobre os parametros na obtencao
dos estimadores, permitindo assim calcular as estimativas para w. Logo, enquanto o
método de estimagao paramétrica Bayesiana, para o modelo de regressao, utiliza a média
de varios valores obtidos pela probabilidade a posteriori, o método frequentista busca uma

unica estimativa para cada parametro.

Apesar do seu poder de interpretabilidade e predicao sobre os dados ser um grande
atrativo, o modelo de regressao linear possui alguns problemas quanto a sua utilizagao e

ajuste.
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O primeiro problema refere-se a sua expressividade limitada, uma vez que o ajuste
do mesmo ocorre sobre uma reta. Em casos reais, isso se torna realmente problematico, ja
que a relagao entre os dados nao é necessariamente linear. O segundo problema consiste
na ineficacia do uso dos métodos de estimagao paramétrica discutidos quando trabalhamos
com grandes bases de dados, ou com dados mal comportados (com alta variabilidade ou
auto-correlacionados, por exemplo), tornando-se inviavel o célculo das derivadas matriciais
bem como a inversdo das mesmas. O problema analitico, por sua vez, pode ser tratado por
métodos computacionais envolvendo otimizagao (esse tipo de tratamento serd explorado
na Subsecao 3.2.2, apés definirmos o modelo de regressao por processos Gaussianos e as

implicagoes no processo de estimacao de seus hiperpardmetros).

No intuito de manter a simplicidade e a interpretabilidade do modelo linear, uma
ideia para contornar o problema de expressividade limitada consiste em projetar os dados
em algum espaco com alta dimensionalidade usando um conjunto de fung¢oes bases. Sobre
esse espaco, podemos aplicar o modelo de regressao em vez de diretamente nos dados
em si, desde que essa projecdo ocorra através de func¢oes independentes dos pardmetros -
que por sua vez devem ser lineares. Em outra palavras, ao aumentar a dimensionalidade
espacial dos dados, podemos encontrar uma separacao ou arranjo linear dos mesmos de

modo que sua proje¢ao nao seja necessariamente linear.

Inicialmente vamos assumir uma fungao genérica dada ¢(x;), para i =1,2,...,n,
mapeando a i-ésima observacao de um espago p-dimensional para um D-dimensional. Por
convengao, tratamos de ®(X),xp a matriz dos dados sobre essa fun¢ao. Logo, retomando
f(X) do modelo (2.10), temos

F(X) = 0(X)w, (2.16)

onde o vetor paramétrico w agora possui comprimento D. A analise desse novo modelo
serd analoga ao que vimos a respeito das probabilidades a priori e a posteriori, sem perda de
generalidade como discutido em [25], simplesmente substituindo X por ®(X) e tomando

0 novo comprimento de wpy; € a nova dimensao de Apy,p. Assim, temos
w=X,0X)(K+sI)'y A=3%,-%,0X) (K —o%I)'d(X)%,,

onde K = &(X)X,®(X)” é tida como a matriz de covariancias dos dados mapeados na
dimensao D. Detalhes sobre a equivaléncia dos resultados de w e A nos casos p-dimensional
e D-dimensional sao discutidos em [25], fugindo do escopo desse trabalho. Além disso, na
Subsecao 2.2.3, trataremos mais detalhadamente sobre a matriz K, chamada de funcao de

covariancia ou matriz/funcao Kernel.

Uma alternativa equivalente sobre a ideia de extensao do modelo de regressao linear
para um espago de maior dimensao pode ser encontrada em [25], utilizando processos

Gaussianos.
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Definicao 1. Um Processo Gaussiano é uma colegcio finita de varidveis aleatorias, pos-
suindo uma distribuicao de probabilidade conjunta normal multivariada, sendo completa-

mente especificado pela sua funcdo de média e covariincia. Em notacao, dizemos que

fX (ms) ~ QP(m(:vS), k(m& ms-‘rh))

para

m(xs) = E[f(z)]
k?(CES, ms—i—h) = E[(f(ms) - m($s)>(f($5+h) - m($s+h))],

onde m(-) e k(-) sao as fungoes de média e covariincia, respectivamente, e s € Tsyp, SGO
as observagoes, sobre os vetores aleatdrios envolvidos, realizadas em tempos e/ou espagos

diferentes.

Assim, segundo a Definigao 1, podemos substituir ¢(x)w diretamente pela funcao
f(-) que mapeia a observacao x para esse espago de maior dimensionalidade, desde que
ela siga um processo Gaussiano com fungao de média m(-) e fung¢ao de covariancia (kernel)
k(- ).

Ainda pela Defini¢ao (1) e levando em conta a estrutura do modelo de regressao

linear 2.10, o modelo de regressao por Processos Gaussianos é dado por

yi = [x (x;) + €, tal que ¢ ~ N(0,0%)
Ui = [x (x:) ~ GP(m(xs), k(s, Toyn)), Vi=1,2,...,n. (2.17)

Nota-se que, ainda pela Defini¢ao (1), a consisténcia do processo é mantida gracas
a propriedade P.3., da Subsecao 2.1.2, isto é, se um conjunto de variaveis é distribuido
multinormalmente, entdo um subconjunto do mesmo nao tera sua distribuicao alterada.
Nao ha perda de generalidade caso o processo Gaussiano seja ajustado sobre um conjunto
de observagoes nao espaciais ou temporais (caracterizado pela abordagem por aprendizado

de maquinas, Capitulo 3).

2.2.2 Propriedades do modelo

Como vimos na Subsecao 2.2.1, um processo Gaussiano pode ser completamente
especificado apenas pela sua fungao de média e covariancia. Dessa forma, vamos especificar
algumas propriedades e/ou pressupostos que, além de caracterizar o caso tratado nesse

trabalho, facilitara a determinacao de tais fungoes.

FEstacionariedade

O primeiro pressuposto considerado em nossos estudos diz respeito a estacionarie-

dade do processo Gaussiano. Assim, tomamos as seguintes defini¢oes:



23

Defini¢ao 2. Um processo estocdstico Z = {Z(s),s € S} ¢é dito estritamente estaciondrio

se, para todas as distribuicoes p-dimensionais,

(i) E[Z(s)|] = p € independente de s;

(ii) cov(Z(s),Z(s+ h)) = o* ¢ independente de s, Vh.

Em outras palavras, as fungoes de média e covariancia, bem como suas respectivas estruturas,

nao se alteram ao decorrer do tempo e/ou espago.

Defini¢ao 3. Um processo estocistico Z = {Z(s),s € S} € considerado estaciondrio de
sequnda ordem se, e somente se,

(i) E[Z(s)|] = p € independente de s;

(ii) E[Z*(s)] < oo, Vs;

(1ii) cov[Z(s),Z(s+ h)| é fungio apenas de h.

Isto é, a funcgao de média é constante ao longo do tempo e/ou espago, porém a funcio de

covariancia depende apenas do espacamento temporal e/ou espacial dos dados.

Considerando um processo Gaussiano, tal qual na Defini¢ao (1), diremos que o
mesmo é completamente especificado pelas suas fungoes de média e covariancia e, se ele
possuir estacionariedade de segunda ordem, entéo ele serd estritamente estacionario (ou

simplesmente estacionario).

Funcao de Médias

Como definido anteriormente, pela caracteristica de estacionariedade em processos
Gaussianos, a fungao de médias é constante para qualquer variagdo de tempo e/ou espaco,
independente do tipo de estacionariedade adotada. Além disso, sobre o caso Gaussiano, ela
é comumente igual a zero, ou seja, m(x) = E[x] = 0, para qualquer vetor de observagiao x

contido na matriz aleatéoria X de dados.

Funcao de Covariancia

Dado um processo Gaussiano estacionario com média zero, acerca da sua funcao

de covaridncia k(+), tomamos as seguintes propriedades como em [6]:

P1. k(xz,x) > 0;

P.2. k(xs,xsip) = k(h) = k(—h), isto é, k(-) é uma funcado par;
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P.3. |k(xs, xsin)| < k(x, x);

P’.4. Dizemos que a fun¢ao de covariancia k(xs, €syp) é ndo-negativa definida, tal que
n
Z CLZ‘CL]‘]{?(SZ‘ - Sj) Z 0,
ij=1

onde a; € R, parai,j =1,2,...,n,es€S.

Demonstragio. Seja um processo Gaussiano estacionario, com média zero, e seja k(xs, Tsyp) =
Elxsxsip] a funcao de covaridncia associado a ele.

P’.1. e P’2. decorrem imediatamente da defini¢do de covariancia.

P’.3.Basta notarmos que,

E[w8+hiws]2 >0,
E[ws+hiws]E[ws+hiws] Z 07
E[ws+h]2i2E[ws+hws} + -E[ws]2 > 07

k(ws+hu ms—&—h)izk(ms: ms-{—h) + k(wsu ws) Z 0.

Como k(xsin, Tsin) = k(xs,x;) = k(x,x) = 0 pela propriedade de estacionariedade,

temos que

2k(x, x)2k(xs, Tsin) > 0

|k(xs, syn)| < k(x, ).

P’4.

Z aa;k(s; — sj) = Z aia;Exsx,,] = E[Z ajazsj]z >0
j=1

1,j=1 2,j=1

2.2.3 A funcao Kernel

Em computacao, sobretudo na area de aprendizado de maquinas, e na estatistica
nao-paramétrica as fungoes Kernel sao bastante utilizadas sempre que é necessario definir
um espaco de caracteristicas de alta dimensionalidade implicito, no qual a maquina/modelo
de aprendizado (linear) opera. Segundo [9], um kernel, também chamado de funcao de
covariancia, é uma funcao positiva definida de duas entradas/amostras de dados, x; e

T, por exemplo.
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Em processos Gaussianos modelos kernel sao utilizados para definir a covariancia a

priori entre duas fungoes/variaveis aleatérias do processo em questao

COU[fX (Zl:s), fX (ws+h)] = k(w37 ws+h)7

isto é, o kernel especifica a priori quais func¢des estao provavelmente sob o processo

Gaussiano, o que por sua vez determina as propriedades de generalizagdo do modelo.

Ainda sobre [9], sdo apresentadas as principais fungdes kernel utilizadas no ajuste
de modelos de predigdo por processos Gaussianos, como podem ser vistas na Tabela (1).
Considerando a aplicagdo em [24] e dada popularidade e simplicidade da fungéo do tipo
exponencial quadrética, também denotada como fungao de base radial (RBF), essa foi

adotada para a aplicacao e ajuste do modelo de regressao nesse trabalho.

Tabela 1: Principais tipos de fungao kernel em processo Gaussiano.

Tipo de Kernel k(h = ||zss — x|)
RBF o%exp {_—hZ}

212

Exponencial exp { = }
Periodic  o*exp {_72 sin? (%)}

) (1 S e { Y3
) (14 ) exp {5

Cada kernel possui um nimero de parametros que especificam a forma precisa da

Matérn (n =

Nt

Matérn (n =

oo

fungao de covariancia. Por vezes, sdo referidos como hiperparametros, uma vez que podem
ser visualizados como forma de especificar uma distribuicdo sobre parametros de fungao,
em vez de serem parametros que especificam uma func¢ao diretamente. No caso, podemos
entender o kernel RBF

M 2
k(xs, Topp) = 02 exp{ @5 = @y } ) (2.18)

2(?
como uma funcao muito semelhante a Gaussiana, excluindo o fator de normalizagao,
onde x, é o ponto de maximo e distancia aumenta conforme nos afastamos desse ponto.
O hiperparametro [ tem papel parecido ao da varidncia da Gaussiana, controlando a
largura da curva. Assim, valores muito pequenos para [ nos diz que a distdncia aumenta
rapidamente quando nos afastamos de x4 fazendo com que fun¢ao varie muito rapidamente,
sendo pouco suave. Em contra partida, valores elevados de [ introduz uma nocgao de
distancia que diminui lentamente conforme nos afastamos de x, suavizando a fungao. Por

2

sua vez, o hiperparametro ¢© nos diz o quanto esperamos que nossa distancia seja algo

fora da média.

A Figura 2 representa o que ocorre graficamente quando se varia os hiperparametros

do kernel. Percebemos que, ao deixarmos o2 fixo e variamos [ (sequéncia gréfica horizontal
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superior), a variagao ocorre pela frequéncia das ondas nos modelos ajustados (suavidade).
Em contrapartida, quando fixamos [ e variamos o2 (sequéncia grafica horizontal inferior)

a amplitude das ondas geradas pelos ajustes dos modelos sofre perturbagao.

Figura 2 — Dindmica da variacdo dos hiperparametros o2 e [: os trés graficos superiores represen-
tam a variacdo de [ para um dado o2, enquanto os trés graficos inferiores representam
a variacdo de o2 para um dado [.

02=1.0,/=2.0

Fonte: Elaborado pelo autor.

Quanto a estimagao dos hiperpardmetros do kernel RBF, ainda em [24], temos uma
abordagem muito similar a estimagao paramétrica da distribuicao normal multivariada
em (2.8), pelo método de méxima verossimilhanga relacionada ao processo. No entanto, a
determinacao de uma férmula analitica para os estimadores é, quase sempre, inviavel devido
a complexidade matematica gerada na sua aplicagdo sobre os dados. Assim, métodos
computacionais baseados em otimizacao via gradiente descendente, nos permite obter
estimativas para os hiperparametros o, [ de forma autoadaptativa do método da maxima

verossimilhanca.

Visto a necessidade de um método otimizador para obtencao das estimativas dos
hiperparametros, adotamos nesse trabalho o algoritmo L-BFGS, pertencente a familia dos
métodos quasi-Newton, muito popular na estimacao de hiperparametros em aprendizado de
maquinas, além de ser uma ferramente disponivel em diversas fungoes voltadas a processos

Gaussianos em Python[19]. Detalhes sobre o algoritmo sao tratados na Subsegao 3.2.2.
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3 PROCESSO DE OTIMIZACAO ESTRUTURAL ASSISTIDO POR ME-
TAMODELOS

Nas engenharias, problemas envolvendo analise e otimizacao estrutural sao re-
correntes, refletindo diretamente a necessidade do setor industrial em criar ferramentas
computacionais eficazes para lidar com os desafios que tais problemas oferecem. Nesse
sentido, metaheuristicas podem ajudar a superar as dificuldades apresentadas pela baixa
regularidade das fungoes objetivo, um grande ntimero de restri¢des implicitas nao-lineares

e gradientes caros e/ou nao confidveis.

Neste capitulo, discutiremos, na Secao 3.1, os problemas acerca da otimizacao
estrutural, definindo o conceito de metaheuristica e explorando um de seus casos parti-
culares: a Evolugao Diferencial (Differential Evolution, DE). Em seguida, na Segao 3.2,
trataremos do estudo de metamodelos, bem como a incorporacao do modelo de regressao
por processos Gaussianos, vistos no capitulo anterior. Por fim, na Secao 3.3, agruparemos
as metodologias vistas até entdo para definir rapidamente a estrutura do processo de

otimizacao via DE assistida por metamodelos.

3.1 PROBLEMAS DE OTIMIZACAO ESTRUTURAL

O desenvolvimento de técnicas eficazes no tratamento de problemas de otimizagao
estrutural tem ganhado cada vez mais atengao. Segundo [14], esse tipo de problema

envolve basicamente trés fatores de relevancia: dimensionamento, forma e topologia.

Nos problemas relacionados a otimizacao de dimensionamento estrutural, conside-
rados neste trabalho, as varidveis do modelo medem caracteristicas mecéanicas a respeito da
estrutura considerada - em nosso caso, como pode ser visto na Secao 4.2, essa caracteristica
mecanica consiste na area transversal das barras de uma treliga em questdo. Dessa forma,

definimos um modelo geral para o problema de otimizacao estrutural como,

min. H(x)
sujeito a  ¢;(x) <0,Vi=1,2,...,m (3.1)

onde H(-) é chamada de fungao objetivo, g;(+) é a i-ésima restri¢do acerca das violagdes do

problema, m é o nimero de restrigoes e & representa uma solucao candidata.

Em otimizacao, hé interesse no desenvolvimento de métodos com bom desempenho
computacional. Entretanto, muitas técnicas requerem que a fungdo objetivo e/ou suas
restrigoes sejam funcgoes explicitas das variaveis de projeto e que sejam diferenciaveis, o
que nao ocorre em muitos problemas praticos, como na otimizacao estrutural. Nesse tipo
de problema é comum o uso de heuristicas que o resolva de forma genérica, ja que nao se

conhece o algoritmo eficiente.
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Apesar disso, essas heuristicas podem requerer muitas chamadas a funcao objetivo
e as restrigoes para se obter uma boa solucao, tornando, em muitos casos, proibitivo o uso
desse tipo de técnica. O uso de modelos aproximados para substituir o calculo de fungoes

objetivo e restricoes com alto custo computacional torna-se assim importante.

3.1.1 Evolugao Diferencial

Definidas como um conjunto de processos cognitivos empregados em tomadas de
decisdo que ignoram parte da informacao acerca do problema, afim de torna-lo mais facil e
rapido; metaheuristicas consistem em métodos heuristicos normalmente empregadas na area
de otimizacao, aplicadas em casos onde nao existe um algoritmo eficiente factivel. Dentre
os problemas abrangidos em otimizagao, as metaheuristicas coordenam, especialmente,
procedimentos de busca capazes de criar um processo geral para escapar de minimos locais

e realizar uma busca robusta no espaco de solugoes do problema.

Uma dessas metaheuristicas consiste na Evolugao Diferencial ( Differential Evolution,
DE), popular para resolver problemas de otimizagao, baseando-se em métodos estocasticos.
Segundo [2], DE pode ser descrito como uma manipula¢ao de individuos que representam
as solucoes candidatas através de geragoes. Isto é, considerando sucessivas geragoes de um
processo de DE, onde em cada uma, solugoes candidatas sofrem modificagoes de mutacao
e cruzamento, gerando novas solugoes. Em seguida, realiza-se uma selecao dentre essas
novas candidatas, passando-as para a proxima geracao, repetindo o ciclo. A Figura 3

apresenta um fluxograma simplificado que ilustra o processo de DE.
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Figura 3 — Fluxograma simplificado do processo de Evolugao Diferencial.

INiCIO

Populagéo Inicial

' .| Operadores: Mutagdo e _ .
Avaliacdo por Simulagdo - Cruzamento - Novos Candidatos
\J
NAQ
Avaliagéo
\J
SIM Critério de parada foi Selecéio

atendido?

Fonte: Elaborado pelo autor.

Existem trés operacoes bésicas indicadas no processo e aplicadas sobre os individuos

candidatos a solugao 6tima:

(i)

(i)

Mutacao - o operador de mutagao promove uma modificagdo em cada individuo
pela adicao da diferenca vetorial ponderada entre dois individuos aleatérios a um
terceiro candidato (base), todos pertencentes a populagdo inicial, finalmente gerando

vetores modificados. Em notacao,
Lmutacio — Lhase + F(ml - mg),

onde T,ytq¢a0 € 0 Novo individuo gerado, F' ¢ a ponderacao associada a diferenga
vetorial entre dois individuos aleatdrios e @p.. ¢ 0 candidato onde sera realizada a

perturbagao.

Cruzamento - ap6s a operagdo de mutagao, introduz-se o operador de cruzamento
afim de aumentar a variabilidade dos individuos relacionados, promovendo troca de

atributos entre os vetores mutantes e membros da populagdo nao modificados. Além
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disso, introduzimos uma constante arbitraria k (ndo confundir a constante k com
a fungao kernel k(- -)) uniformemente distribuida por toda dimensao do problema,
afim de garantir que o pai seja diferente de seu descendente. Definimos ainda que o

novo vetor experimental é formado, tal que,

r<CR.ouj=k

ijase, C.C.

UJ — xjmutagzio7
onde r é um numero gerado aleatoriamente, C'R é dito operador de cruzamento,
sendo um valor real determinado dentro de um intervalo informado pelo usuario,
Zj,... € a j-ésima componente do individuo alvo da populacao, que competird com o

novo individuo gerado.

Selecao - o operador de selecao busca selecionar os individuos com melhores atributos
apoés a realizacdo de uma avaliagdo, sendo estes mantidos para a sucessiva geracao.
Para isso utilizamos o seguinte critério de escolha,

u, H(u) < H(z)

Lpase, C-C.

Lpase =

onde @y, denota o candidato atual e u o candidato que sofreu cruzamento de

atributos.

A nivel de ilustracao, a Figura 4 tras uma representacao do que ocorre na DE

quando sao aplicadas as trés operacoes bésicas citadas. Basicamente elas alteram a dire¢ao

e sentido do vetor gradiente dos pontos, de modo a sempre conduzir os candidatos a

solugao 6tima ao ponto 6timo desejado.

Figura 4 — Tlustracdo das operagoes béasicas em um processo de DE de minimizacdo: os vetores
gradientes gerados tem sua direcdo e sentido modificados toda vez que aplicamos as
operacdes de mutacao, cruzamento e selecdo nos candidatos, buscando convergi-los a
um ponto étimo.

Fonte: Wikipidia (adaptado)

Como ja citado, o que foi apresentado na Figura 3 trata-se da forma mais basica

do processo de DE, uma vez que o mesmo apresenta variagoes sobre a aplicacao das


https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/e/ec/ParticleSwarmArrowsAnimation.gif
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diferencas, a selecao e a distribuicdo de recombinacao. Na literatura, e como apresen-
tado em [14], podemos citar quatro principais varia¢oes do processo (escritas sobre a
forma DE/mecanismo-de-selegio/nimero-de-diferencas/modelo-de-recombinagio) baseadas

apenas no mecanismo de selecao, sendo elas:

(1) DE/rand/1/bin - trata-se da forma basica de DE que seleciona aleatoriamente todos
os individuos envolvidos ao longo do processo, realizando a subtracao da etapa de

mutacao por um unico par de vetores, com operador de cruzamento do tipo binomial.

(2) DE/best/1/bin - possui estrutura similar ao caso basico, no entanto a selegao busca
o melhor individuo da populagao, servindo como vetor base (Zps.) N0 processo de

mutacao, mantendo a selecao dos demais aleatoria.

(3) DE/target-to-best/1/bin - esta variante usa o melhor individuo da popula¢do e um

individuo alvo, que sera usado na comparagao apds a mutagao.

(4) DE/target-to-rand/1/bin - similar a variante anterior, no entanto substitui a selegao

do melhor individuo por um aleatorio.

Ainda sobre o funcionamento da DE, neste trabalho, vamos considerar apenas casos
onde as varidveis de projeto sao continuas. Dessa forma, sao especificados previamente os
limites inferior e superior, tal que se um determinado componente xz;, para j = 1,2,...,p,
de uma solugao candidata x é gerado fora de sua faixa prescrita, uma operacao padrao de

projecao ¢ executada, re-selecionando-o até que esteja entre seus limitantes. Essa operacao

segue de [14],
r; =", sex; > a]?
j J i
” ’ (32
o _an ) n
rj=x;", sex; <x;",
sup inf ~ o . . . . c s .
onde x; " e z; sao os limitantes superior e inferior fixados para a j-ésima componente,

respectivamente.

Em muitos casos, inclusive o que discutiremos na Secao 4.2, o processo de otimizagao
por DE pode se tornar preocupante quanto ao tempo do processamento computacional,
pois 0 mesmo pode envolver simulagoes computacionalmente custosas (tal como o método
dos elementos finitos) na avaliagdo (fungao objetivo e/ou restrigoes) dos individuos em
cada geracao. Além disso, ainda na Secao 4.2 explicitaremos as func¢oes aqui tratadas

especificamente para o nosso problema de otimizacao estrutural.

3.1.2 Tratamento de Restrigoes

Muitos problemas de busca e otimizacao no mundo real envolvem restri¢oes de

desigualdade e/ou igualdade sendo colocados como problemas de otimizacao restritos. No
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sentido de tratar tais restrigdes uma técnica muito popular que prioriza individuos factiveis

no problema como critério de sele¢ao é conhecida como Método Deb [7].

O Método Deb consiste inicialmente na contabilizacdo de todas as restrigoes

envolvidas no problema sobre um individuo/candidato, isto é

Coum (X) = imax[(),gi(w)], (3.3)

i=1

onde g(+); é a i-ésima restrigao de desigualdade e x o individuo analisado.
Em seguida, um processo de selecao do candidato é realizado sobre ¢y, visando a
selecdo do melhor individuo para resolver o problema de otimizacdo (no geral, o individuo

escolhido é o que apresenta menor valor de cgm,). Um escopo do processo pode ser

visualizado pelo pseudocddigo do Algoritmo 1.

Algorithm 1 Método Deb
Entrada candidatas a solugado (x; e &y, por exemplo)

1: inicio

2 s€ Csum (1) < Csum(@2) entao
3 selecione x;

4: fim se

5: s€ Csum(T1) > Csum(x2) entao
6 selecione xo

7 fim se

8 s€ Csum (1) = Csum(@2) entao
9 se H(x1) < H(zx2) entdo
10: selecione x;

11: fim se

12: se H(x;) > H(x2) entdo
13: selecione x4

14: fim se

15: fim se

16: fim

Saida melhor candidato entre x; e x5

3.2 METAMODELOS

Os metamodelos [10], ou modelos substitutos, sao conhecidos como aproximagoes
da fungao de avaliagdo/objetivo em um processo de otimizacao via metaheuristicas sendo
significativamente mais simples e mais baratos que esta. FEsse termo apareceu pela
primeira vez em 1970, a partir dos estudos realizados pelo fisico-computacional Robert
W. Blanning, e suas primeiras aplicagoes buscavam auxiliar o calculo de sensibilidade
de modelos de simulagao, onde era preciso executd-lo diversas vezes. Atualmente, além

desta, é comum utilizar metamodelos na substituicao direta de simulagoes que demandam
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recursos computacionais em excesso e na melhora do desempenho de algoritmos iterativos

de otimizagao, mantendo fixo o custo computacional ligado ao processo.

Ainda segundo [10], de maneira formal, um metamodelo pode ser definido como:

e uma simplificagdo de um modelo de simulagao, construido sobre hipoteses fisicas

rigidas ou hipoteses numéricas mais flexiveis;

e uma construcao feita segundo um nimero limitados de elementos resultante de algum
experimento, provindas de um dominio/amostra de dados D = {(x;, H(x;))}, para

i1=1,...,n.

Em notacao,
H~H="H(D,0,x), (3.4)

onde H denota o modelo original (funcao objetivo), # o seu modelo aproximado (substi-

tuto), @ é o vetor de pardmetros do modelo associado e x; o vetor de observacao indexado.

Perceba que o ajuste do metamodelo s6 ocorre quando obtemos uma amostra D,
como definida, uma vez que nela conhecemos os valores das entradas (varidveis explicativas
do modelo) e saida (varidveis respostas) dos dados. Em termos computacionais, mais
precisamente em aprendizado de méaquinas, entendemos essa amostra como conjunto de
treinamento (como veremos na proxima Secao) capaz de ajustar um metamodelo inicial

para predicoes aproximadas.

Uma vez que o metamodelo foi ajustado e fornece uma aproximacao para o modelo
de simulacao, o erro da aproximacao realizada para etapa de avaliacdo de uma solugao é
dado por

A

Ey(w;) = [[H(x:) — H(D,0,2)]],
para x; o i-ésimo individuo (estrutura) considerada, com i =1,2,... n.

Existem diversos tipos de metamodelos derivados dos modelos de simulagao. Tendo
em vista nossa aplicagao, consideramos metamodelos de ajuste de dados, construidos com
base em dados obtidos de simulagdes prévias, sendo eles gerados especificamente para
construgao do metamodelo ou usados nas primeiras iteragoes da otimizagdo. Metamodelos
desse tipo independem do modelo de simulagao que irdao substituir, exigindo apenas o
ajuste de seus parametros. O procedimento de ajuste pode ser realizado seguindo um
sub-problema de otimizagao ou por um processo de aprendizado do modelo. Além da
facilidade de compreensao e aplicagao, esse tipo de metamodelo pode ser construido

segundo modelos baseados em processos Gaussianos com fungoes de base radial [18].
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3.2.1 Regressao por Processos Gaussianos sobre a Perspectiva de Aprendiza-

gem de Maquinas

Atualmente, machine learning, ou aprendizado de maquinas, tem se tornado um
termo muito utilizado e de grande atratividade na ciéncia da computacao e em areas relacio-
nadas. Em termos gerais, o aprendizado de maquinas evoluiu do estudo de reconhecimento
de padroes e da teoria do aprendizado computacional em inteligéncia artificial. Além
disso, suas tarefas sao classificadas em trés tipos: aprendizado supervisionado, aprendizado

nao-supervisionado e aprendizado por reforco [12].

Nossa abordagem se concentrard no aprendizado supervisionado, que por sua vez
funciona através de um conjunto de dados com entradas e saidas conhecidas, com o objetivo
de aprender uma regra geral de mapeamento entre os dois conjuntos Na literatura, da-se
o nome de conjunto de treinamento a essa base de dados. O aprendizado é legitimado

através de técnicas de validagao cruzada, sendo a mais comum o método de k-fold.

O método de validagao cruzada por k-fold consiste no particionamento aleatério dos
dados de treinamento em k grupos disjuntos (folds) de tamanhos aproximadamente iguais.
Ap6s a divisdo, selecionamos k-1 grupos para a realizagdo do ajuste do modelo (simulando
seu treinamento na base de dados) e o grupo restante para a validagao dos resultados
(simulando a etapa de teste em bases onde nao se conhece as saidas dos dados). Isto é,
nesse grupo isolado é onde comparamos as predigoes realizadas sobre o modelo treinado
(ajustado) e extraimos uma medida de qualidade desse ajuste. Esse processo é realizado
até que os k grupos tenham sidos usados como conjunto de validagao (ou de teste). No
final do procedimento teremos k£ medidas de qualidade de modo que possamos obter sua
média e desvio padrao, verificando assim a consisténcia e a capacidade de generalizagao do
modelo. A Figura 5 ilustra o processo para k = 5. Perceba que a cada um dos 5 passos,
um novo conjunto ¢ escolhido para simular os dados de teste, sendo os outros 4 restantes

responsaveis por simular os dados de treinamento do modelo.

Figura 5 — Representagio do processo de 5-fold: as barras horizontais representam o conjunto de
dados com saidas conhecidas.

STEPS
3

TesTE [l Tremo

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Sobre as medidas utilizadas para quantificar a consisténcia e bondade de ajuste do
modelo sobre suas predigoes, no caso de regressao, ¢ comum o uso do score de validagao,

construido sobre o erro quadratico médio (EQM)

(2

1 & 1 &
cvk:Kkz::lEQMk:KZ<

- (yz - @z)2>
k=1 \i— n

1
onde n ¢ o namero de individuos do grupo de validacao, y; e 7; sao os valores exato e
estimado da caracteristica de interesse (varidvel resposta), respectivamente, e K o niimero

de grupos da validacao. Como EFQM > 0, quanto mais proximo o score de validacao

estiver de zero, mais acurado é o nosso modelo.

Em alguns casos, a adogao do score baseado na medida de erro quadratico médio é
um tanto quanto desinteressante, por exemplo, se a escala dos dados for pequena ou se o
EQM nao for conveniente para explicitar a qualidade do modelo. Dessa forma, uma boa
alternativa consiste no uso do coeficiente médio de variagao explicada,

1 K

PO (3.5)

CV = =,
K= Xk

onde s e X sdo as estimativas do desvio padrdao e média dos dados do k-ésimo grupo de
validagdo, respectivamente. O C'V varia dentro de um intervalo [0, 1] de modo que quanto
mais proximo de 1 melhor é a captacao de informacao do modelo e sua explicacao sobre
os dados. Se o valor for muito préoximo de zero, entdo ha indicios de que o modelo esta

mal especificado.

Vamos agora retomar a Definicao 1, onde o processo Gaussiano é estabelecido sobre
o vetor de observagoes & obtido em um tempo e/ou espago s e s + h. O uso do modelo
de regressao por processos Gaussianos sobre a perspectiva de aprendizado de maquinas
supervisionado consiste em uma etapa de treinamento, ou ajuste do modelo, e uma de
teste, onde o mesmo serad validado e teremos uma nog¢ao sobre sua qualidade de predicao.
Assim, simplificando a notagao tempo-espacial como proposto em [25], podemos reescrever

o modelo da seguinte forma!,

yi = filz) + &
fi(x) ~ GP(m(z), k(z, ') (3.6)

onde x e &’ sdo vetores de observacoes sobre dois individuos distintos, pertencentes a base
de dados, possuindo um grau de similaridade tempo-espacial, levado em consideracao no
processo pela fun¢ao Kernel. Generalizando essa ideia para uma amostra aleatéria (iid),
representada pela matriz X da Secdo (2.2), temos que o treinamento do modelo leva em
conta o grau de similaridade existente nas interagoes dois a dois de todos os individuos

observados na amostra.

1" Lembrando que f;(z) = ¢(z)w e w ~ N,(0, X),, sobre a abordagem realizada na Segio 2.2.
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3.2.2 Uma Introdugao ao Algoritmo L-BFGS

No inicio da Secao 3.2, discutimos rapidamente sobre a estimacao dos hiperpara-
metros e do ajuste dos metamodelos por sub-otimizagoes e via processo de aprendizado.

Essa necessidade foi vista também na especificacao da fungdo Kernel na Subsecao 2.2.3.

Dessa forma, tome como base o Método de Newton para problemas de otimizacao,
baseado na obtencao de solugoes via Método do Gradiente e na reducao do erro de
determinacao. O Método de Newton tem uma boa convergéncia, no entanto sofre com a
presenca de minimos locais, isto é, os valores tendem a se concentrar nas vizinhancgas dos
limitantes da fungao objetivo. Logo, se tomarmos um valor distante daqueles presentes
na vizinhanga da funcdo objetivo, o método de otimizac¢ao pode nao convergir [16]. Essa
constatagao pode ser observada no Teorema 2, onde G(+) denota o dominio de vizinhanga

de raio 7 da solugdo z, e Lipy(-)? é dita familia de Lipschitz.

Teorema 2. Suponha f : R" — R uma funcao duas vezes diferenciavel num conjunto
aberto e convero D C R™ e que V*f(x) € Lipa(G(z.,7)). Entdo, existe € > 0, tal que
Va, € G(w.,€), se V2f(x) € positiva definida para todo x € G(x.,€), 0 método de Newton

estd bem definido, a sequéncia gerada pelo método converge para x., e existe ¢ > 0, tal que

lere1 — 2l < el — .

Demonstragio. A demonstracao do teorema encontra-se em [17]. O

Sobre essa restricao, métodos Quasenewtonianos aparecem na tentativa de contornar
ou suavizar a limitacao do método de Newton, procurando manter a boa convergéncia local
do mesmo. Esse método pode ser usado toda vez que a matriz Hessiana, ou o Jacobiano,
do processo - isto é, a matriz positiva definida formada pelo gradiente da funcao objetivo
(V2f(x)) - for invidvel ou muito cara de se computar a cada iteragdo do processo, uma vez
que tal matriz é substituida por avalia¢des aproximadas do gradiente. Dentre os algoritmos

baseados no método de quase-newton, o L-BFGS é um dos mais utilizados.

Sendo uma variante do método BFGS, desenvolvido pelos matematicos Charles
G. Broyden , Roger Fletcher , Donald Goldfarb e David Shanno, em 1970, o algoritmo
L-BFGS busca minimizar a fungao objetivo (H(x)), de onde se deseja estimar as varidveis
de interesse (em nosso caso, os hiperparémtros da fungao Kernel do metamodelo) usando

uma quantidade limitada (fator L) da memoria do computador.

Sobre [16] e tendo como objetivo maximizar a verossimilhanga presente no processo

de ajuste dos parametros do modelo (2.7), o algoritmo se inicia com um valor aleatério

2 Lipy(-) refere-se a familia de funcdes de Lipschitz que assegura critérios para suavidade da

funcdo indexada a esta, sendo mais robusta que as condi¢oes de continuidade uniforma. Para
maiores detalhes, consulte [23]
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acerca dos hiperparametros, 90, prosseguindo iterativamente para refinar essa estimativa
com uma sequéncia de melhores estimativas da variavel. As derivadas da funcao de
verossimilhanga para varidvel na k-ésima iteragao, VL (0|x), sdo usadas como critério do
algoritmo na identificacdo do gradiente descendente, formando assim uma estimativa para

matriz Hessiana, pela segunda derivada de L.

Tradicionalmente, o BFGS tem cada passo definido da seguinte maneira,

Op 1 = O, — i HyV Ly,
Hk—i—l = VkTHka + kaksz, (37)

onde H) = B; ' representa a aproximacdo da inversa da Hessiana, a; é o tamanho do

passo escolhido do algoritmo de acordo com alguma estratégia e

1
y,?sk
S = 9k+1 — 0y, Y = VL, +1-VL,. (38)

, Vi =1 — pryisi »

P =

O L-BFGS estima implicitamente a inversa da matriz hessiana, H, = B, ', através
de m pares de vetores {sy, yx} afim de direcionar a busca da solugao sobre os espago da
variavel. O produto HV Ly é substituido por uma sequéncia de produtos internos e somas
de vetores sobre VL (0|x) e {sk, yx }. Além disso, como qualquer método Quasenewtoniano,

o L-BFGS exige que a funcao objetivo seja ao menos duas vezes diferenciavel.

Apesar da nossa discussdo ser apenas introdutoria, tornando-se o tratamento
matematico do processo superficial, apresentamos o pseudocddigo sobre o funcionamento

do L-BFGS, Algoritmo 2 e Algoritmo 3, tal como segue em [16].

Algorithm 2 Produto H,V L
1. INfcro
2: q < VL
3 para i < k-1 até k-m faca
4 v < pislq
5: q < q— vy
6
7
8
9

fim para
. r+ H)q
para i < k-m até k-1 faga
. B+ pylr
10: r <1+ s;(v; — B)
11: fim para
12: fim
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Algorithm 3 L-BFGS

1. Infcio

2: escolha 0y, m >0

3: k+0

4 para k < 0 até convergéncia faca

5: escolha HY

6: calcule py < —HyV L usando o Algoritmo (2)
7 Th41 < Tg + Pk

8 se k > m entao

9 descarte o vetor {Sk_m, Yk—m}
10: fim se
11: calcule e armazene sy < Ox1 — O, yr < VL1 — VL
12: k+—k+1
13: fim para
14: fim

3.3 APLICACAO DO METAMODELO NO PROCESSO DE OTIMIZACAO ESTRU-
TURAL

Vimos na Sec¢ao 3.2 que metamodelos buscam substituir a funcao de avaliagao
original em um processo de otimizacao via metaheuristicas por uma fungao aproximada,

menos complexa e mais barata de se computar.

Levando em conta o método de Evolugao Diferencial (DE), do tipo DE/rand/1/bin,
visto na Subsecao 3.1.1, e o modelo de regressao via processos Gaussianos, discutido na
Secdo 2.2 e na Subsecao 3.2.1, desejamos incorporar a estrutura do modelo de regressao por
processos Gaussianos como metamodelo na solugao de problemas de otimizagao estrutural

via DE. Assim, temos:
H = [(X) ~ GP(m(X),k(X, X") (3.9)
onde X e X' sdo as bases dados (matrizes) de treinamento e teste, respectivamente.

Seguindo o que foi proposto em [14], no método de DE assistido por metamodelo,
o modelo de regressao por processos Gaussianos serd treinado/ajustado considerando a
populagao inicial avaliada a priori sobre a funcao original. Apds a selecao dos quatro
melhores individuos (chamados de ‘maes’) e sua passagem pelas operacoes basicas de
mutacao e cruzamento, ocorrera a geragao de uma nova amostra de descendentes a partir
desses quatro pais. O metamodelo treinado entra entao como avaliador, predizendo os
novos valores para os individuos alterados. Assim, seleciona-se quatro novos candidatos,
um herdado de cada pai, e se a avaliacdo exata de um deles for melhor que a de seus pais,

o mesmo ¢é substituido pelo seu descendente.

No processo de treinamento bem como nas avalia¢oes, usaremos como medida de
qualidade do metamodelo o coeficiente médio de variacao explicada (CViu4i0) (3.5). Dessa

forma se para uma dada geragdo, apos a etapa de selecao, o metamodelo apresentar um
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CVinedio < CViin., 0 mesmo sera retreinado. Quando essa especificacao for atendida, entao
um numero fixo de geracoes C' serao realizadas sem a atualizacao do modelo. Todo esse

procedimento é ilustrado pelo fluxograma da Figura 6.

Considerando a influéncia da metamodelagem sobre o desempenho da DE, essa
proposta foi feita ndo sé para reduzir o niimero de avaliagoes que usam o simulador/modelo
original, mas também como fator importante, do ponto de vista estatistico, na melhora da

acuracia do processo.
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Figura 6 — Fluxograma do processo de Evolugao Diferencial assistido por metamodelo baseado
em um modelo de regressao por processos Gaussianos.
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4 APLICACOES E RESULTADOS

Neste Capitulo, introduziremos uma rapida ilustragdo de como funciona o processo
Gaussiano como interpolador e quando indexado ao modelo de regressao segundo a
metodologia de aprendizado de maquinas (Segao 4.1) Em seguida, na Secao 4.2 trataremos
do processo de otimizagao estrutural sobre as cinco estruturas propostas em [14], aplicando

toda a metodologia discutida até entao, segundo o objetivo do trabalho.

4.1 TLUSTRACAO DO PROCESSO GAUSSIANO SOBRE MODELOS DE REGRES-
SAO

Vamos ilustrar rapidamente como obtemos realizacoes a partir de um processo
Gaussiano, que resulta na avaliacdo de uma fungao sobre um conjunto de pontos amostrados

sobre uma funcao especifica, determinando o processo Gaussiano a priori.

Consideramos a funcao que se segue:
yi = f(z;) = 27 — acos(2mx;) + 2a + ¢,

ondea>0e¢ ~ N(0,1).

Em seguida, sobre a estrutura da funcao de covariancia, tal qual em (2.18), deter-
minamos arbitrariamente os seguintes hiperparametros o2 = 30 e [ = 10. Isto é, estamos
determinando que nossa funcao de covariancia vai captar tendéncias com altas amplitudes
ou distanciamento da média e com alta suavidade (baixas frequéncias). Consideramos

também que a constante da funcao escolhida seja a = 10.

Tomamos um ponto conhecido (x;,y;), amostrado aleatoriamente sobre a fungao, e
usamos a propriedade da distribuicao condicional da normal multivariada - propriedade
P.5., na Subsecao 2.1.2 - para prever novos pontos condicionados aos elementos anteriores,
tal que

p(a'ly, ) = N(ps + Ewyzgl(y — iy), Yo — Ery2;12§y>v

onde 7z’ é a nova observagao.

Por fim, vamos determinar uma banda representando um desvio padrao da média
entre os valores y = 30 e y = —30, isso nos ajuda a determinar um envelopamento da
funcao condicionada aos pontos dados (em outras palavras, definimos um intervalo de

confianga para fungoes ajustadas sobre o processo Gaussiano).

A Figura 7 ilustra o ponto amostrado sobre a fun¢ao, percebemos que ao inseri-lo

as bandas de confianga se atualizaram em torno do mesmo.
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Figura 7 — Ponto (1.0,11.0) definido arbitrariamente, segundo as defini¢bes impostas para o
processo Gaussiano em questao.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Condicionado a esse ponto gerado e a estrutura de covariancia especificada, restrin-
gimos essencialmente a provavel localizacao de pontos adicionais. Dessa forma, tomando
Z;+1 com um novo valor arbitrario no espaco podemos obter sua previsao segundo a
sua probabilidade condicional. Isso faz com que a banda de confianca seja novamente
atualizada, reconfigurando a estrutura de covariancia dos dados bem como a localizacao

de novos pontos inseridos proximos a x; e z;41 (Figura 8).

Figura 8 — Novo ponto inserido no processo Gaussiano (0.7,59.2) a partir da distribui¢do condi-
cional.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Efetuando esse processo inimeras vezes, através de amostragens, podemos mostrar

como a funcao de covariancia influencia e auxilia o modelo a captar a estrutura da funcgao
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original. Logo, para uma amostra de tamanho n = 10 obtemos o que segue na Figura (9).

Figura 9 — Processo Gaussiano sobre uma amostra de 10 observagoes, todas estimadas segundo
a probabilidade condicional. (a) Forma da funcdo f(z), com a = 10, para uma
amostra de 1000 dados simulados. (b) ajuste do processo Gaussiano via probabilidade

condicional.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Tomamos agora a uma amostra , tal que & ~ N(2.5;0.5). Aplicando a fungao
f sobre ela, com a = 10 e seguindo a abordagem de aprendizado de maquinas, obtemos
o conjunto de treinamento do modelo, de tamanho n = 200, definido por D = (z, f(x)).
Nesse conjunto, utilizando cerca de 75% dos dados de treinamento, ajustamos o modelo
de regressdao por processos Gaussianos utilizando a biblioteca sklearn [21], que contém a
ferramenta de ajuste adequada para grandes amostras e dados de alta dimensionalidade

(caso que serd tratado na Secao 4.2). Apoés a etapa de ajuste, simulamos a fase de
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teste/validagao do modelo sobre os 25% dos dados restantes. Além disso, 20 observagoes
selecionadas aleatoriamente desta amostra foram usadas no ajuste do processo Gaussiano

segundo a abordagem anterior.® O resultados da predicdo podem ser vistos na Figura 10.

Figura 10 — (a) Interpolagao do processo Gaussiano para uma subamostra, de tamanho 20, dos
dados. (b) predigao e ajuste do modelo por processos Gaussianos sobre o conjunto
de teste gerado por 25% da amostra aleatéria dada (ou dados de treinamento) de
tamanho 200. (c) Comportamento geral dos dados sobre a fun¢ao f para uma
mesma amostra de tamanho 1000.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Notamos que pelo grafico (b) da Figura 10 as linhas dos modelos ajustado (em
azul) acompanham bem a do modelo tedrico (pontilhada) captando a tendéncia dos
dados de teste (pontos), com excegdo de seus extremos. O envelope em azul foi ajustado

considerando um intervalo de confianca de 95%, isso nos diz que qualquer outro ajuste

1 A amostra de tamanho reduzido foi realizada uma vez que o algoritmo programado para

abordagem de predicao por probabilidade condicional nao trabalhou bem sobre amostras
superiores a 50 observagoes.
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feito dentro desse intervalo, tera a mesma bondade e caracteristicas do modelo considerado

(linha azul).

Efetuamos o processo de validacao cruzada via k-fold, para k = 5, e calculamos os
coeficientes de variabilidade explicada do modelo em cada rodada. Os resultados podem

ser vistos na Tabela 2.

Tabela 2: Resultado do coeficiente de variacdo explicada (CV) para cada rodada da
validacao cruzada via 5-fold (CVeqi0 = 0.8666 + 0.1419).

k-fold rodada 1l rodada 2 rodada 3 rodada 4 rodada b
CV 0.8341 0.9863 0.9572 0.6342 0.9210

Na quarta rodada da validagao por k-fold, percebemos um valor do coeficiente
de variabilidade bastante diferente dos demais. Esse fato pode ser explicado quando o
conjunto de teste da rodada engloba boa parte dos valores atipicos da amostra. Novamente,
ao olharmos o grafico (b) da Figura 10, percebemos que nos extremos da distribuigao dos
dados os pontos encontram-se mais esparsos, além do desnivelamento presente entre a

funcao ajustada e a fungao tedrica.

4.2 PROBLEMA DE OTIMIZACAO DE ESTRUTURAS METALICAS NA ENGENHA-
RIA

Vamos assumir o problema de otimizagao estrutural tal qual discutido em [14],

formulado por

min. H(x) = Zp:fyAk (i Lj)

k=1 j=1
rest. M —1<0,
Sadm
it _ <0, Am™M <A <A (4.1)
Uadm

paraj=1,2,...,N,i=1,2,... ., Mel=1,2,...,Ny. Chamamos x = {4y, Ay, ..., A, }
o conjunto de variaveis de projeto representando as areas transversais das barras que

constituem as estruturas tratadas. Sobre os dados e varidveis do problema, temos:

e s e u sao as medidas de tensao e deslocamento de eixo das barras que compoem
as fungoes de restricdo, com valores maximos admissiveis representados por Sqgm, €

Uadm, TESPECtivamente.
e 7 é o0 peso especifico do material.

e [; ¢ o comprimento da j-ésima barra da estrutura.
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e N ¢é o numero total de barras da estrutura.

e N ¢é o nimero de membros do k-ésimo grupo que compartilham da mesma &area

transversal.

e N; ¢ o nimero de cargas aplicadas sobre a estrutura.

Vamos considerar as cinco estruturas metdlicas - T10, T25, T60, T72 e T942 -

tratadas em [14], sendo elas compostas por 10, 25, 60, 72 e 942 barras, respectivamente,

como mostra a Figura 11.

Figura 11 — Tlustragdo das estruturas metéalicas consideradas, neste trabalho, para aplicacao do
método de Evolucao Diferencial assistido pelo modelo de regressao por processos
Gaussianos.

(@) T10 (b) T25

360 in 360 in

(e) T942

5 6 | 360in

100

St
&

(d) T72

120 in

-
-

Ns9m
(144 fy

Sction 3

=

Fonte: Extraido de [14].

As estruturas sdo modeladas segundo (4.1) e utilizamos o Método Deb (Subsegao
3.1.2) para o tratamento das restri¢des. Buscamos, segundo o objetivo proposto, aplicar o
processo de otimizacao estrutural via DE assistido pelo modelo de regressao por processos
Gaussianos (2.17), discutido na Segdo 3.3. Para avaliar os resultados, comparamos o
tempo de processamento da abordagem proposta neste trabalho, bem como o valor final
da funcao objetivo (peso da estrutura), com aqueles obtidos segundo o método da DE
com auséncia do modelo substitutivo, visto na Subsecao 3.1.1 e ilustrado pela Figura 3.

Nesse intuito, o metamodelo busca prever os valores de cg,,, acerca da estrutura, segundo
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as p areas transversais das barras, substituindo os calculos da funcao objetivo e suas
restrigoes. Esperamos, sobre a abordagem proposta, que haja ganho na determinacao do
peso estrutural, isto é, ele diminua se comparado ao DE original, e/ou haja uma queda no

tempo de processamento ao compara-lo.

Dessa forma, iniciamos a aplicacdo com uma analise previa das estruturas através
de uma amostra contendo 1000 observagoes em ambiente R e Python. No primeiro
software tratamos da verificacado de normalidade dos dados, como a aplicagao do Teste de
Mardia (Subsecao 2.1.4), sobre um nivel de significincia de 0.05. A segunda linguagem de
programacao, utilizamos no ajuste do modelo e a verificacao da qualidade e comportamento
do mesmo sobre a perspectiva de aprendizagem de maquinas. Como medidas de qualidade
do modelo, levamos em conta o coeficiente de variabilidade explicada e a frequéncia
relativa da ordenagao entre os dados previstos e os dados originais (isto é, verificamos o
quao os valores preditos mantinham a ordenagao dos dados segundo o vetor de saidas de

teste/validagao do processo).

Finalmente, ainda sobre a parte de analise prévia das estruturas, propomos dois

tipos de tratamento dos dados:

e Ponderacao segundo pesos amostrais devido ao excesso de zeros contido nos dados
de saida (Csym) do conjunto/amostra de treinamento. Essa ponderagao é feita sobre

a frequéncia relativa entre as saidas (g, ) nulas e ndo-nulas, tal como em [22].

e Transformacao logaritmica nos dados, afim de obter uma tendéncia homoscedéstica
e potencializar a qualidade do ajuste e o aumento da taxa de ordenacao das saidas

preditas.

O processo de otimizacao foi realizado em linguagem de programacao Python,
integrado a etapa de avaliagao pelo simulador em linguagem C/C++, sobre um ambiente
computacional NP550PC-ADBR1 Samsumg, com processador Intel Core i7-3630QM. SO
Manjaro x86, Kernel 4.14.83-1 com Xfce 4.12.4. 8Gb RAM e placa de video Nvidia GeForce
GT 630M. HD 1Th. Nele, partimos de dados simulados segundo uma distribui¢gao normal
multivariada contendo 50 maes que gerarao 4 filhos cada, compondo uma amostra inicial
com 200 individuos. Seguindo a estrutura do fluxograma da Figura 6, os 200 individuos,
apoOs o treinamento, passam pelas operacoes basicas do processo e sdo avaliados pelo
metamodelo, desses sao selecionados os 50 melhores (um de cada mae) que sao avaliados
pelo simulador original. A etapa seguinte consiste na comparagao dos 50 herdeiros com
suas respectivas genitoras, se o herdeiro for melhor que sua genitora, entao ele a substitui,

caso contrario o mae é mantida.

Para o processo de otimizagao estrutural, tanto sobre o DE assistido pelo modelo

de regressao, quanto pelo DE original, consideramos:
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e Como critério de parada do processo usamos um total de 15 mil avalia¢oes realizadas

pelo simulador.
e As constantes CR = 0.9 e F' = 0.5, como em [14].
e Como medidas de controle assumimos CV,,;, = 0.6 e C' = 5.

e Para a estimagdo dos hiperpardmetros a sub-otimizagdo L-BFGS, visto em (3.2.2),
associada ao método de busca aleatéria (random search), selecionando os hiperpara-
metros com maior frequéncia/taxa da ordenacao dos dados para atualizar/ajustar o

modelo.
Os resultados sao apresentados a seguir.

Andlise de Normalidade dos Dados

Aplicando o teste de Mardia sobre a amostra de andlise, obtivemos resultados
significativos em quase todas estruturas, como pode ser visto na Tabela 3. Apenas na
estrutura T924 rejeitamos a etapa de andlise da curtose, uma vez que seu p-valor ¢ muito

inferior ao nivel de significincia estabelecido.

Tabela 3: Resultados do Teste de Mardia para a analise de multinormalidade das estruturas,
a um nivel de significancia de 0.05.

Mardia T10 T25 T60 T72 T924

Assimetria,_yaor  0.9893  0.4571 0.4641 0.8501 0.999
Curtose,_yaior  0.1622  0.1256 0.1254 0.3260 2.6338e-5

Durante a aplicagao do teste, construimos os qg-plots para cada caso (Figura 12).
Notamos que, apesar do relativo bom comportamento sobre a reta de normalidade, a
extremidade superior de todos os casos apresentou certo desvio. Porém, esse desvio também
ocorreu na extremidade inferior da estrutura T924 (ha uma leve “barriga’formando-se
entre a reta e os pontos). Quando o desvio ocorre sobre ambas as extremidades (inferior
e superior) da reta, em relagdo aos pontos, comumente refere-se ao fato da distribuigao
possuir caudas pesadas. Tal fato, pode explicar a rejeicdo do teste de Mardia sobre a

curtose da estrutura em questao.
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Figura 12 — QQ-Plot sobre multinormalidade dos dados: (a) estrutura T10 (10-barras). (b)

Chi-Square Quantile

Chi-Square Quantile

estrutura T25 (25-barras). (c) estrutura T60 (60-barras). (d) estrutura T72 (72-
barras). (e) estrutura T942 (942-barras)
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Efeito sobre a Transformacao Logaritmica no Ajuste Prévio do Modelo

Ajustamos o modelo de regressao por processos Gaussianos sobre os dados originais
e sobre a transformacao logaritmica dos mesmos. De modo geral notamos uma melhora
nos medidores de qualidade dos modelos (taxa de ordenagio e coeficiente de variabilidade

explicada) apos a transformagao.

Tabela 4: Resultado das andlises prévias para o modelo da estrutura de 10 e 25 barras.

T10 T25
Dados Tx. CV,dio sd Tx. CViedio sd
originais  0.37 0.20 0.31 0.26 0.91 0.02
log. 0.41 0.85 0.17 0.68 0.96 0.02

Enquanto sobre as estruturas T10 e T25 (Tabela 4) a melhora foi observada sobre
todas as medidas de qualidade estipuladas, nas estruturas T60, T72 e T942, por sua vez,
observamos a piora do coeficiente de variabilidade do modelo sobre T942 (Tabela 5). Isso
ja era esperado, uma vez que optamos por ignorar a rejei¢ao no teste de Mardia dessa

estrutura.

Tabela 5: Resultado das andlises prévias para o modelo da estrutura de 60, 72 e 942 barras.

T60 T72 T942
Dados Tx. CVyedio sd Tx. CVioedio sd  Tx. CViedio  Sd
originais  0.44 0.31 0.14 0.37 0.20 0.31 0.05 0.40 0.49
log. 0.44 0.65 0.01 0.41 0.85 0.17 0.55 0.14 0.01

Ainda sobre a transformacao logaritmica, apesar da melhora de qualidade no ajuste
do modelo sobre os dados, a distribui¢ao normal multivariada desejada é perdida, isto é,
nao temos mais a garantia da distribui¢ao probabilistica em questao sobre os dados. Apesar
disso, devido a importancia em se potencializar a pedi¢do do modelo para o processo de

otimizacao, optamos trabalhar com os dados transformados.



51

Otimizagao Estrutural

Considerando o método proposto (Evolucao Diferencial assitida pelo Modelo es-
tatistico, DEM) e a Evolugao Diferencial original (DEO), utilizamos cinco medidas para
compara-los, sendo elas: coeficiente de variabilidade médio (CVyeq.), 0 desvio padrao
relacionado a essa média (sd), o valor predito de cgum., a valor 6timo encontrado para
fungao objetivo (peso) e, por fim, o tempo médio de execugao de cada processo (tempo,, sy ,

em segundos).

Como vimos no processo da DEM, ilustrado pelo fluxograma da Figura 6, temos
duas constantes de controle do processo. Como haviamos definido no inicio dessa subsecao,
o coeficiente de variabilidade explicada minima do processo foi definido como 0.60 (valor
que, pela literatura, é considerado como um bom valor da medida). Ja a constante c,
que refere-se a janela de folga do processo (onde o modelo vai trabalhar iterativamente
sem receber atualizagoes dos dados, até que esta seja cumprida) foi definida de modo
experimental. Variamos o valor de ¢ entre 5, 10 e 15 iteragdes em cada caso, comparando
se houve diferenca entre as medidas de qualidade dos trés casos e se houve queda no tempo

de processamento.

Por fim, comparamos o melhor caso do método DEM, observado sobre a variagao de
¢ (isto é, consideramos a janela que nos desse o menor tempo de processamento sem alterar
significativamente as outras quatro medidas de qualidade do modelo), com o procedimento
original da DE. Para todos esses testes utilizamos o teste estatistico nao-paramétrico
de comparagoes de média de Wilcoxon [11], cuja hipdtese nula (Hp) nos diz que nao héa

diferenca significativa entre as médias comparadas, a um nivel de significincia de 0.05.

Os resultados sao observados nas Tabelas 6 a 10. De modo geral, o valor de ¢ = 15
conseguiu diminuir significativamente o tempo de execucdo do método DEM, sem agregar
perdas significativas as medidas de qualidade do modelo, em todos os casos tratados.
Assim, tomando DEM-15 na comparacao com o procedimento original DEO, observamos
uma relativa piora no valor da fungdo objetivo (peso) e no tempo médio de processamento.
Apenas na estrutura T60 (Tabela 8), observamos uma melhora significativa do valor
da fungao objetivo do método proposto (DEM), custeado pelo aumento do tempo de

processamento.

Por simplificacao, apenas os resultados do teste de Wilcoxon para a comparacao
entre DEM-15 e DEO foram apresentados nas tabelas. Em todos os casos rejeitamos Hy,
ou seja, ha evidéncias que indicam diferencas significativas entre o valor 6timo da funcao

objetivo comparado entre os dois métodos.
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Tabela 6: Resultado do processo de otimizacao para o modelo estrutural de 10 barras.
Teste de Wilcoxon: foi significativo, isto é, rejeitamos Hj, a um nivel de significancia de
0.05, com p-valor = 0.0256, sobre o peso médio obtido pelo método DEM-15 se comparado
ao DEO.

T10
Atributos DEM-5 DEM-10 DEM-15 DEO
CVinea. 1.00 0.99 0.99 *
sd 38le—9 584e—5 3.96e—6 =
Csum. 0.00 0.00 0.00 0.00
peso  5465.27  5476.90 5457.60 5062.16
temponeq.(s) 181.08 123.97 80.41 1.52

Tabela 7: Resultado do processo de otimizacao para o modelo estrutural de 25 barras.
Teste de Wilcoxon: foi significativo, isto é, rejeitamos Hj, a um nivel de significancia de
0.05, com p-valor = 0.0008, sobre o peso médio obtido pelo método DEM-15 se comparado
ao DEO.

T25
Atributos DEM-5 DEM-10 DEM-15 DEO
CViea.  0.99 0.99 0.99 *
sd 29e—7 b532e—6 152e—3 =«
Csum. 0.00 0.00 0.00 0.00
peso  510.82 516.43 517.25 484.05
tempomeq.(s)  209.96 134.23 94.44 1.69

Tabela 8: Resultado do processo de otimizacao para o modelo estrutural de 60 barras.
Teste de Wilcoxon: foi significativo, isto é, rejeitamos Hj, a um nivel de significancia de
0.05, com p-valor = 0.0001, sobre o peso médio obtido pelo método DEM-15 se comparado
ao DEO.

T60
Atributos DEM-5 DEM-10 DEM-15 DEO
CVipea.  1.00 1.00 1.00 *
sd 0.00 0.00 0.00 *
Csum. 0.00 0.00 0.00 0.00

peso  310.87 311.09 310.93 334.03
tempogeq.(s)  59.35 43.55 37.24 4.07
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Tabela 9: Resultado do processo de otimizacao para o modelo estrutural de 72 barras.
Teste de Wilcoxon: foi significativo, isto é, rejeitamos Hj, a um nivel de significancia de
0.05, com p-valor = 0.0001, sobre o peso médio obtido pelo método DEM-15 se comparado

ao DEO.

T72
Atributos DEM-5 DEM-10 DEM-15 DEO
CVinea.  0.99 0.99 0.99 *
sd 2.67e—6 1.70e—5 824e—6 =
Csum. 0.00 0.00 0.00 0.00
peso  488.05 487.93 488.20 380.98
tempomeq. (s) 236.68 134.43 91.30 3.82

Tabela 10: Resultado do processo de otimizacao para o modelo estrutural de 942 barras.
Teste de Wilcoxon: foi significativo, isto é, rejeitamos Hj, a um nivel de significancia de
0.05, com p-valor = 0.0003, sobre o peso médio obtido pelo método DEM-15 se comparado

ao DEO.
T942
Atributos DEM-5 DEM-10 DEM-15 DEO
CVinea.  0.99 0.99 0.99 *
sd 117e—6 T70le—7 4.7e—7 *
Csum. 0.00 0.00 0.00 0.00
peso  487542.50 505009.90 496480.30 399560.46
tempomeq.(s)  249.90 173.54 142.32 26.88
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Incorporamos neste trabalho a abordagem de um modelo estatistico por processos
Gaussianos, baseado em uma das distribui¢oes mais importantes da area, a normal
multivariada, em um método reconhecido na Computagao para solugao de problemas
de otimizagdo, a metaheuristica baseada em Evolucao Diferencial (DE). Dessa forma,
propomos um novo processo para solugdo de problemas de otimizacao estrutural, nos
permitindo medir a qualidade das solugoes durante todo o processamento. No fim, foi

possivel compara-lo com a abordagem original da DE.

Segundo os resultados apresentados pelas andlises, o modelo de regressao por
processos Gaussianos apresentou um bom ajuste sobre os dados, melhorando seu poder
preditivo apods a transformagao logaritmica proposta. Sobre o processo de otimizagao, o
método proposto (Evolugao Diferencia assistida pelo modelo de regressao por processos
Gaussianos) nao correspondeu as nossas expectativas. Com exce¢ao da estrutura T60,
onde obtivemos uma significativa melhora no peso da estrutura, em todos os outros casos
houve uma piora bastante acentuada no tempo médio de processamento, bem como no

valor da fungéo objetivo (peso da estrutura), quando comparado ao DE original.

Durante toda a pesquisa, mais especificamente nos testes realizados sobre o pro-
cesso de otimizagao via DE assistido pelo modelo de regressao por processos Gaussianos,

encontramos alguns problemas que podem explicar os resultados inesperados:

e O processo de sub-otimizagao dos hiperparametros do modelo, o L-BGFS, apresentou
problemas numéricos de convergéncia. Sempre que a nao-convergéncia ocorria, o
algoritmo recomegcava o processo de busca até que esse convergisse de fato para as
estimativas dos hiperparametros. Isso acarretou, sem dividas, no aumento do tempo

de processamento computacional.

e Ainda sobre o L-BGFS, notamos que as estimativas dos hiperparametros, em todos
os testes, convergiam sempre para os limitantes do espaco de busca do codigo. Isto é,
dado um ‘chute inicial’ para os valores dos hiperparametros, o processo de busca do
valor 6timo iria ocorrer sobre um espago limitado ente [1.00 - 1073,1.00 - 10%]. Dessa
forma o hiperparametro o2 da funcao kernel convergia sempre para o limitante inferior
e o hiperparametro [ da mesma fungao convergia para o limitante superior. Isso
pode ter afetado no cédlculo da funcao objetivo pelo método, além de impossibilitar

a interpretacao sobre esses hiperparametros.

e Como o procedimento de otimizagao nao pode ser interrompido, devendo priorizar
o tempo de processamento, nao podemos efetuar uma analise residual do modelo
durante o processo. Isso pode nos acarretar perda de informagao e/ou da identificagao

de estruturas (como heterocedasticidade nos erros, por exemplo) que vao de encontro
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aos pressupostos feitos, que deveriam ser tratadas para uma melhor especificagdo do

modelo.

Visto isso, como trabalhos futuros, propomos um estudo residual indexado ao pro-
cesso de otimizacao estrutural, afim de verificar como os residuos do modelo se comportam
sobre a mudanca do espaco de busca. Isso, além de contribuir para uma especificacao do
modelo de regressao por processos Gaussianos, poderia diminuir significativamente o valor
da funcao objetivo, melhorando os resultados do método proposto. Outra abordagem, seria
propor um novo sub-otimizador no processo de estimagao dos hiperparametros da funcao
kernel, de modo a contornar o problema de convergéncia observado. Por fim, desejamos
ainda analisar o método proposto sobre os dados nao transformados, sendo mantida a

estrutura de multinormalidade sobre os mesmo.

Além disso, seria interesse trabalhar sobre um modelo de regressao em duas etapas.
Ao invés de utilizarmos as areas transversais das barras como covariaveis para resposta
Csum, & Primeira etapa utilizariamos essas covariaveis para prever as violagoes através de um
modelo de regressao multivariado. Na segunda parte, apoés prever os valores de violagoes,
aplicariamos uma regressao linear multipla sobre esses resultados para, finalmente, predizer
o valor de cg. Em casos onde o nimero de restricoes é muito grande, poderiamos
realizar ainda uma andlise fatorial ou testes estatisticos que verifiquem a relevancia de

cada restricao, afim de reduzir o seu niimero para as predigoes realizadas.

De maneira geral, apesar de nao corresponder as nossas expectativas, o trabalho
propde uma nova ferramenta de conhecimento interdisciplinar sobre duas importantes
areas cientificas, contribuindo em novas pesquisas, para ambas as areas, que visem o seu
aprimoramento e novas aplicacdes. E importante ressaltar também sobre o tempo da
pesquisa realizada. Todo esse trabalho é fruto de apenas 6 meses de estudos. No entanto,
nos 2 ultimos meses, devido a inviabilidade da aplicagdo, o modelo que haviamos proposto
(regressao kriging) foi mudado para a regressao via processos Gaussianos, tratado neste
trabalho. Isso mostra que, sobre pouco tempo de modelagem, ainda sim obtivemos resul-
tados consistentes (mesmo que nao satisfatérios), tendo altas chances de se sobressairem

quando os problemas identificados forem trabalhados.
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