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RESUMO

Em diversos casos € preciso lidar com bases de dados com um grande
numero de variaveis, bases essas denominadas Big Data. Em algumas situacdes se
faz necessario reduzir o nimero dessas variaveis, seja para se ter um modelo
apenas com as variaveis significativas ou para sanar problemas como
multicolinearidade. Com isso surgiram varios metodos para solucionar 0s casos
acima. Esse trabalho se propds a estudar os diferentes métodos de selecdo em
modelos de regressao linear multipla, como métodos de selecdo de subconjuntos de
variaveis, métodos de regularizacdo e métodos de reducdo de dimensionalidade.
Procedimentos de validacdo cruzada foram utilizados nos processos de
regularizacdo para selecdo dos modelos. Aplicacbes em dados reais foram

realizadas utilizando o software R Core Team (2018).

Palavras-chave: Selecdo de Variaveis Regressoras. Regressdo Ridge. Regressao
LASSO. Regressédo de Componentes Principais. Minimos Quadrados Parciais.



ABSTRACT

In many cases, it is necessary to deal with databases with a large number of
variables, bases called Big Data. In some situations it is necessary to reduce the
number of these variables, either to have a model with only the significant variables
or to solve problems such as multicollinearity. With this, several methods have
emerged to solve the above cases. This work proposed to study the different
selection methods in multiple linear regression models, such as methods of selecting
subsets of variables, methods of regularization and methods of dimensionality
reduction. Cross-validation procedures were used in the regularization processes for
selecting the models. Real data applications were performed using the R Core Team
software (2018).

Keywords: Selection of Regressor Variables. Ridge Regression. LASSO Regression.
Principal Component Regression. Partial Least Squares.



LISTA DE ILUSTRACOES

Figura 1 - Esquema de Validag8o Cruzada..............couvvvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeee 23
Figura 2 - Projecéo definida pela métrica de Mahalanobis...............ccccoocivieenninnnnn. 26
Figura 3 - Obtencdo do Estimador LASSO ... 28
Figura 4 - Variagéo dos coeficientes Ridge de acordo com aumento de logA. ........ 33
Figura 5 - Grafico da variagdo do log de A de acordo com EQM — Ridge. ............... 33
Figura 6 - Variacéo dos coeficientes LASSO de acordo com aumento de log 4. ..... 34
Figura 7 - Grafico da variacdo do log de 4 de acordo com EQM — LASSO.............. 34
Figura 8 - Grafico da distribui¢cdo dos valores das componentes - PLS.................. 35
Figura 9 - Grafico da distribuigcdo dos valores das componentes. ...........ccccceeeeeeennee 38
Figura 10 - Grafico da variagéo do log de A de acordo com EQM — Ridge. ............. 39
Figura 11 - Gréfico da variagao do log de A de acordo com EQM — LASSO............ 39
Figura 12 - Grafico da distribuicdo dos valores das componentes. ..........cccccceeeeennee 40
Figura 13 - Y observado versus Y predito - Método Ridge. Reta ajustada com
bandas de CONFIANGAL. ........uuuiiiiiiiiiiiiie bbb 41
Figura 14 - Y observado versus Y predito - Método LASSO. Reta ajustada com
bandas de CONFIANGAL. ........uuuiiiiiiiiiiiiii bbb 41

Figura 15 - Y observado versus Y predito - Método PLS. Reta ajustada com bandas
(o Lot 0] 0] = 1T USSP 42



LISTA DE TABELAS

Tabela 1 - Valores de VIF para os dados da bailarina. ............cccceeiiiiiiiiiiiiiiiinnnnnn. 31
Tabela 2 - Estimativas dos parametros (erros-padréo entre parénteses) para o
modelo a partir do método Backward em diferentes Critérios..........ccccccceeeveeeeeeennnnns 31
Tabela 3 - Valores de VIF para Prostate. ..., 32
Tabela 4- EQM's e nimero de variaveis do modelo para os métodos MQ, Ridge,
LASSO € PLS. .. ittt e e e e e e et ea e e e e e e e raaaaaeaenann 35
Tabela 5 - Estimacdo dos parametros e EQM para MMQ, Ridge e LASSO. ........... 36
Tabela 6 - EQM's e niumero de variaveis do modelo para os métodos Ridge, LASSO
Lo I SRR 37
Tabela 7 - Valores da estimacdo dos 6 componentes através do método PLS. ...... 37

Tabela 8 - EQM's e numero de variaveis do modelo para os métodos Ridge, LASSO
Lo I SRR 40



SUMARIO

L INTRODUGAO ...ttt anas 12
2 REGRESSAO LINEAR MULTIPLA ....ootit ettt 14
72 RO 1 V[0 5] = I TR 14
220 METODO DOS MINIMOS QUADRADOS E A ESTIMACAO DOS
PARAMETROS .....oovitiiteeeee ettt ettt ete ettt ens et e sae e ate e ete e ane s 15
2.3 0 METODO DE MAXIMA VEROSSIMILHANGA E A ESTIMAGAO DOS
PARAMETROS ......oovitiiteceee ettt ettt ste et te et et ensatesae e atesaeaeeteeaennanens 17
2.4 SELECAO DE VARIAVEIS ...t 18
2.4.1 FORWARD SELECTION (“PASSO A FRENTE”) ....coveiiiiieeceeeee e, 18
2.4.2 BACKWARD ELIMINATION (“PASSO ATRAS”) .....coveviieeeceeeee e, 19
2.4.3 STEPWISE REGRESSION (“PASSO A PASSO”)......coveviverieieerceenann, 19
2.4.4 CRITERIO DE INFORMACAO DE AKAIKE-AIC ......cocoveieeerieeeereeee, 19
2.4.5 CRITERIO DE INFORMACAO BAYESIANO-BIC.........c.ccooveviieeirceea, 20
24,6 ESTATISTICAF .ottt 20
2.5 MULTICOLINEARIDADE ........coviuiiteeeeeeteeeee ettt st nane s 21
2.5.1 VALIDAGCAO CRUZADA .......cooeeeeeieeeeeeeeee e 22
3 METODOS DE REGULARIZACAO .......ooi e 24
3.1 REGRESSAO RIDGE ......coecviiieiiieeete ettt anas 24
3.1.1 ESTIMADOR RIDGE .......cviuiieiiii oot 24
3.2 LEAST ABSOLUTE SHRINKAGE AND SELECTION OPERATOR - LASSO. 27
3.2.1 ESTIMADOR LASSO ...ttt 27
3.3 METODOS DE REDUCAO DE DIMENSIONALIDADE..........cccoooieeeeieeeenn 28
3.3.1 REGRESSAO DE COMPONENTES PRINCIPAIS- PCR........ccceovevrnnn. 29
3.3.2 MINIMOS QUADRADOS PARCIAIS- PLS ......oovoiiieeeeceeeee e 29
4 APLICACOES ... .ottt 31
4.1 BANCO DE DADOS - BAILARINAS .......oooiiiiieeeeeeeeee e 31
4.2 BANCO DE DADOS - PROSTATA ..ottt 32
4.3 BANCO DE DADOS - GASOLINA ......oiiiieie oottt 36
4.4 BANCO DE DADOS — CELULOSE ......ovetieeeeeee ettt 38
5 CONSIDERACOES FINAIS ...ttt ettt 43

REFERENCIAS ..o ettt 44



12

1 INTRODUCAO

Quando se tem o objetivo de explicar uma variavel em funcdo de outras,
podemos utilizar os modelos de regressao linear (MRL). Tais modelos assumem
gue o relacionamento entre a variavel resposta e as variaveis explicativas é

representado da seguinte forma:

Y:B()+81X1+"'+BPXP+E,

em que Y denota a variavel resposta; Xy, ..., X, denotam as variaveis explicativas ou
regressoras, B = (Bo,B1,...,Bp) € 0 vetor dos coeficientes de regressao relativo as

variaveis explicativas; e € € o erro aleatorio.

Nos ultimos tempos os bancos de dados se tornaram bancos complexos, com
muitas variaveis e\ou observacfes, devido o avanco tecnolégico e a gama de
informacdes disponiveis. Esses bancos de dados de alta dimensdo, denominados
Big Data, precisam de uma abordagem especifica quando se tem o objetivo de fazer
um modelo de regressao linear com suas variaveis.

Um dos problemas que podem surgir € na estimacdo dos coeficientes de
regressdo. Como esses bancos de dados possuem uma grande quantidade de
variaveis, elas podem apresentar multicolinearidade e entdo o método de minimos
guadrados, que é o método usual para estimar os coeficientes, ndo se apresenta
eficiente.

Outro problema que aparece € no momento de fazer selecdo de variaveis.
Considerando p o numero de variaveis explicativas, existem 2P modelos possiveis
para analisar quais variaveis sao importantes para o modelo final, ou no caso de
inferéncia paramétrica, quais variaveis sao significantes para o modelo. Como séo
muitas variaveis, teriamos um alto custo computacional e também dificuldade em
analisar cada um dos modelos.

Visando resolver os problemas acima, determinados métodos foram
propostos. Para selecdo de variaveis, alguns métodos disponiveis sdo: Forward
Selection, Backward Elimination e Stepwise Regression. Aplicagcfes desses
métodos podem ser encontradas em Charnet et al (1999), Gangi et al. (2019), entre

outros.
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Sobre métodos de regularizacdo, dois principais sdo a regressdo Ridge e
LASSO (Least Absolute Shrinkage And Selection Operator ), sendo o primeiro mais
utilizado em situagbes onde existe o problema de multicolinearidade entre as
variaveis explicativas e sem o objetivo de selecionar variaveis. O segundo além de
sanar a multicolinearidade, também atua como método de selecdo de variaveis.
AplicacOes desses métodos podem ser vistas em Reynaldo (1997), Pereira (2017),
Melkumova e Shatskikh (2017). Neste udltimo trabalho foram exploradas
propriedades do vinho tinto com o objetivo de analisar e compreender quais
caracteristicas fisico-quimicas podem afetar a qualidade do vinho utilizando os
meétodos Ridge e LASSO para ajustar modelos visando prever a qualidade do vinho.

Por fim foram estudados dois métodos de reducdo de dimensionalidade: PCR
(Regressdo De Componentes Principais) e PLS (Minimos Quadrados Parciais).
Aplicacdes desses métodos podem ser encontradas em Haaland (1988), Hastie,
Tibshirani e Friedman (2009), Mateos-Aparicio (2011).

Esse trabalho tem como objetivo estudar cada um desses métodos,
entendendo suas particularidades. Apés o estudo de cada método, serdo utilizadas
bases de dados reais para a aplicacdo dos mesmos, em que toda a parte de

aplicacao sera desenvolvida no software R Core Team (2018).
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2 REGRESSAO LINEAR MULTIPLA

O termo regressdo, de acordo com Rodrigues (2012), foi proposto pela
primeira vez por Sir Francis Galton' em 1889, quando o estudioso demonstrou que
a altura dos filhos ndo tende a refletir a altura dos pais, mas tende sim a regredir
para a média da populacdo. Hoje, a regressdo tem por objetivo explicar um
fenbmeno, denominado variavel resposta, através de outras variaveis, chamadas de
variaveis explicativas ou regressoras. Esse modelo apresenta uma parte
deterministica e uma parte aleatoria, de forma que podemos modelar relacdes entre
variaveis e predizer o valor da variavel resposta em funcdo de um conjunto de
variaveis regressoras.

Sob essa perspectiva, neste capitulo vamos introduzir o modelo de regressao
linear mdltipla. Para tanto, serd apresentado o modelo tedrico e 0s seus
pressupostos, bem como a estimacdo dos parametros do modelo pelo método dos
minimos quadrados. Além disso, vamos abordar alguns conceitos, como a escolha
de variaveis regressoras para serem incluidas no modelo, a multicolinearidade e

porque esses conceitos podem se tornar um problema em bases de alta dimenséao.

2.1 O MODELO

De acordo com Charnet et al (1999, p.170-174) e Rodrigues (2012, p.23-25),
a equacdo do modelo de regressao linear multipla com p variaveis regressoras é
dada por:
Y, = Bo+ Pixis + -+ Lpxipte€, 1=1,..,n

Nessa formula, Y; representa a variavel resposta na observacdo i;
X1, Xi2, -, Xip SA0 0S valores da i-ésima observacéo das p variaveis regressoras,
sendo que essas variaveis sao fixas e conhecidas. Ademais, temos que By, £, ..., Bp
sdo os parametros do modelo, sendo esses parametros lineares, constantes e
desconhecidos e ¢; correspondem aos erros aleatorios.
Esse modelo pode ser escrito em notacdo matricial da seguinte forma:
Y =XB +¢€,

! Ver: Galton, F. Natural Inheritance. London, 1889.
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Y; 1 xp = Xip Bo €,
1 - X
onde Y = Y2 x=| fp . B = ﬁ} e €= Ef
Y, 1 Xp1 . Xnp ﬁp €n
Sendo que:

e Y é um vetor nx1, constituido pelas observacdes das variaveis
respostas;

e X é uma matriz de dimensdo nx (p + 1), onde a primeira coluna é
composta por 1's para acompanhar B, e as demais colunas
representam as observacdes de cada variavel regressora,

e B é um vetor coluna (p + 1) x 1 cujos elementos sao os parametros do
modelo, chamados também de coeficientes de regressao;

e € éum vetor de dimensédo n x 1, constituido pelos erros aleatorios.

Os pressupostos usuais para esse modelo séo:
1. Eleg]=0,i=1,..,n.
2. Nao existe correlagcéo entre os erros das observacgoes.

3. Varlg] =c%i=1,..,n.

2.2 O METODO DOS MINIMOS QUADRADOS E A ESTIMACAO DOS
PARAMETROS

Um dos métodos mais utilizados para estimacdo dos coeficientes de
regressdo é o método dos minimos quadrados, conforme abordado por Charnet et
al (1999, p. 175-181) esse método consiste em estimar os parametros do modelo
tentando minimizar a soma dos quadrados das diferencas entre os valores
estimados (¥;) e os dados observados (y;). Essa diferenca é chamada de residuos.

O método dos minimos quadrados prop8e, entdo, encontrar os valores dos

B's para os quais a soma dos quadrados dos residuos (SQR) é minima:

n

SQR(B.Y) = ) e =€'e = (y - XB)' (v — XP)

i=1
=y'y—y'XB—-B"X"y + B"X"XPB
=yTy - 2B"X"y + BTX"XP.
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A partir desse ponto, derivando 8 obtemos:

"’% = —2XTy + 2XTXp.

E igualando a derivada a zero, obtemos g dado por:

—2XTy +2X"XB =0
o (XTX)B=X"y
o B=X"X)"1XTy.

Portanto, o estimador de minimos quadrados de g é B = (X"X)"'X"Y.
Sendo que sé € possivel extrair esse resultado quando a inversa de X'X

exista. Além disso, podemos também estimar variancia de B:

Var[B] = Var[(XTX)1X"Y]
= (X"X) ' X"Var[Y][(X"X)"1X"]"
— O.Z(XTX)—1XT[(XTX)—1XT]T
=c2(XTX)IXTX(X"X)!
=o?2(XTX)".

Também é importante considerar que os estimadores de minimos quadrados
B’'s possuem importantes propriedades, pois eles sdo ndo viciados. Ou seja,
E[B] = B e tem variancia minima entre todos os estimadores n&o viciados que s&o
combinacdes lineares dos Y.

Um estimador n&o viciado de ¢% é dado pela soma de quadrados dos
residuos (SQR), dividida por (n —p — 1), sendo (p + 1) o posto da matriz X:

. _ (Y=XB) (¥ -XB)
o~ = n—p—l .
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2.3 O METODO DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA E A ESTIMACAO DOS
PARAMETROS

Outro método que também pode ser utilizado para a estimagdo dos
parametros do MRLM é o método de maxima verossimilhnanca, de acordo com
Montgomery, Peck e Vining (2012, p. 83-84). Nesse método de estimacao é preciso
supor uma distribuicdo para os erros (€). Para este trabalho foi suposto que os erros
do modelo sdo normais e independentemente distribuidos. Fazendo isso, € possivel
mostrar que o0s estimadores de méaxima verossimilhanca para os parametros do
modelo na regressao linear multipla também sdo estimadores de minimos
guadrados.

O MRLM pode ser reescrito da seguinte forma:
Yi = u + €, i=1,..,n

em que y; = x;" B, sendo x;" = [1 x;y x5 ... X;] @ i-ésima observagéo das variaveis
regressoras.

Entretanto, agora os erros seguem uma distribuicio Normal e sé&o
independentemente distribuidos, com variancia constante 42, ou seja, €; ~N(0,52).

Portanto, tem-se que Y;~N (u;, 0%) e a funcéo de verossimilhanca é dada por:

n n
ey =[[sos0r =] [osnon. o=(L).
i=1 i=1
onde @(:;u;02) é a funcdo densidade de probabilidade da Normal no com média u
e variancia o2,

E entdo a funcéo de log-verossimilhanca é apresentada por:

T 1 1
1(6) =In(L(8,y)) = In (l_[ s P a0 ui>2>

n n 2 1 o T @)2
= —ZIn@m) ~ZIn() — 7 > O~ % B
i=1
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A funcdo de log-verossimilhanca é maximizada quando o termo seguinte é

minimizado:

D G- B = & XB) (v~ XB),

Portanto, o estimador de maxima verossimilhanca de B considerando o0s
erros como normais é equivalente ao estimador de minimos quadrados f =

(XTX)"1XTY e o estimador de ¢? é:

o _ (Y-XB) (v-xB)

n

2.4 SELECAO DE VARIAVEIS

Em determinados casos é possivel ter um grande numero de variaveis
regressoras, que podem ser candidatas para explicar um fenémeno, também
chamada variavel resposta. Entdo surge o problema da escolha de variaveis
regressoras para compor o modelo, isto é, decidir se devem incluir todas as
variaveis regressoras disponiveis ou incluir apenas um subconjunto dessas
variaveis ao modelo.

Outrossim, ndo existe um método exclusivo para a selecdo do melhor
subconjunto de variaveis. De acordo com Charnet et al (1999, p. 264-271), serdo
abordados aqui alguns métodos para essa selecdo. Sao estes: Forward Selection,
Backward Elimination e Stepwise Regression. Dentro de cada método é usado um
critério para a eliminacdo/adicdo ou ndo da variavel, e neste trabalho abordaremos

trés deles: AIC, BIC e Estatistica F.

2.4.1 FORWARD SELECTION (“PASSO A FRENTE”)

Esse procedimento inicia-se com a suposi¢do de que ndo ha regressores no
modelo, a primeira variavel a entrar no modelo é aquela de maior coeficiente de
correlacdo amostral observado com a variavel resposta. Comeca entdo o processo

de adicdo de uma variavel por vez ao modelo de acordo com o critério escolhido. Se
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em uma etapa ndo houver a inclusdo de nenhuma variavel, o processo €

interrompido e as variaveis selecionadas até esta etapa definem o modelo final.

2.4.2 BACKWARD ELIMINATION (“PASSO ATRAS”)

Esse procedimento caracteriza-se por incorporar, inicialmente, todas as
variaveis regressoras ao modelo. Inicia-se entdo o processo de eliminacdo de uma
variavel por vez de acordo com o critério escolhido. Se em uma etapa nenhuma
variavel for eliminada, o processo € interrompido e as variaveis restantes definem o

modelo final.

2.4.3 STEPWISE REGRESSION (“PASSO A PASSO”)

Este procedimento € uma combinacdo das duas categorias acima, podendo
comecar tanto com um modelo sem nenhuma variavel regressora ou com um
modelo com todas as variaveis regressoras. Essa regressao requer dois valores de

corte, um para adicionar variaveis e um para remové-las.

2.4.4 CRITERIO DE INFORMACAO DE AKAIKE-AIC

Akaike (1974) desenvolveu uma estimativa de informagcdo baseada na
Funcdo de Log-Verossimilhanca em seu ponto maximo, acrescida de uma
penalidade associada ao numero de parametro do modelo, conhecida como AIC.
Uma medida que estima a qualidade de cada um dos modelos possiveis, sendo o
melhor modelo aquele que tem o menor AIC. O Critério de Informacéo de Akaike é

definido pela seguinte férmula:
AlC = -21(8) + 2(p + 2),

no qual p é o nimero de variaveis regressores no modelo e 1(8) é a funcéo de log-

verossimilhanca do modelo.



20

2.4.5 CRITERIO DE INFORMACAO BAYESIANO-BIC

O Critério de Informacdo Bayesiano (BIC), proposto por Schwarz (1978) é
também uma medida de qualidade, sendo o melhor modelo aquele que tem o menor
BIC, mas possui uma penalidade maior para o numero de parametros do que o AIC.

O Critério de Informacgéo Bayesiano € definido como:
BIC = -21(8) + (p + 2)In(n),

em que p é o numero de variaveis regressores no modelo, n € o tamanho da

amostra e 1(8) é a fung&o de log-verossimilhanca do modelo.

2.4.6 ESTATISTICA F

A estatistica F, usada por Charnet et al (1999), compara o modelo completo
com o modelo reduzido, testando a contribuicdo de cada variavel no modelo. Essa

estatistica é definida como

SQReg®— SQReg”
82

F =

)

em que SQReg = BTXTy — ny? é a soma de quadrados da regressdo, sendo SQReg®
a soma de quadrados da regressdao do modelo completo e SQReg" a soma de
quadrados da regressdo do modelo reduzido, % o estimador de variancia do
modelo completo.

Esse critério é utilizado conforme o procedimento escolhido. Portanto, para o
método Forward Selection se comeca com o modelo reduzido e acrescenta-se
nesse modelo uma variavel por vez, a cada variavel adicionada tem-se um modelo
completo e € possivel calcular a estatistica F de cada um deles e dentre essas é
usada a maior (F.x) para comparar com o quantil especificado da distribuicdo F
com 1 e (n—m) graus de liberdade (F;,), sendo n o tamanho da amostra e m o
namero de variaveis no modelo reduzido. Se F.x > F;; comeca uma nova etapa
onde o modelo reduzido terd m + 1 variaveis, a nova variavel que entrard no modelo
reduzido serd a que possui 0 Fp.x. Se Fax < Fiy interromper o processo e optar

pelo modelo reduzido desta etapa.
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Também cabe destacar que ao escolher o Backward Elimination inicia o
processo com o modelo completo e retira uma variavel por vez, a cada variavel
retirada tem-se o modelo reduzido e se calcula a estatistica F de cada um deles.
Dentre essas a menor (Fp,;,) € usada para comparar com o quantil especificado da
distribuicdo F com 1 e (n —m — 1) graus de liberdade (F,,:), sendo n o tamanho da
amostra e m o numero de variaveis do modelo completo. Se F,;, < Fout Uma nova
etapa comeca, onde o modelo completo tera m — 1 variaveis, a variavel eliminada
sera a que possui 0 Fpi,. Se Fpin > Four interromper o processo e optar pelo
modelo completo desta etapa.

Igualmente, o Stepwise Regression utiliza tanto o Foward Selection, quanto o
Backward Elimination numa mesma etapa, eliminando e adicionado variaveis, para

chegar ao melhor modelo.

2.5 MULTICOLINEARIDADE

Como exposto por Reynaldo (1997), a multicolinearidade ou mal
condicionamento € um grande problema na andlise de regressao mdltipla, pois ela
se refere a situacdo em que duas ou mais variaveis regressoras de um modelo sé&o
moderadamente ou altamente correlacionadas, acarretando uma inflacdo da
variancia do estimador dos parametros através do método de minimos quadrados e,
possivelmente, dos valores preditos. Além disso, ocorre uma restricdo na
aplicabilidade do modelo estimado.

Quando se tem o mal condicionamento na matriz das variaveis regressoras,
os autovalores da matriz XTX se aproximam de zero e, dessa forma, a variancia do
estimador de B e o Erro Quadratico Médio Total (EQMT) ficam inflacionados, o que
ndo € conveniente estatisticamente, tendo em vista a necessidade de se minimizar
essas quantidades.

Uma forma de detectar multicolinearidade é através da medida conhecida
como fator de inflagdo da variancia (VIF), (Berk, 1977), que mede o grau em que

cada variavel regressora é explicada pelas demais variaveis regressoras, dado por:

VIF, = —
‘T 1-R?

onde R é o coeficiente de determinacdo da variavel regressora X; nas demais.

Quanto maior o valor de R? (a variavel X; é explicada pelas demais variaveis), maior



22

€ o valor de VIF, indicando alta colinearidade. Quando obtemos um VIF de mais de
2,5 comecam a indicar niveis relativamente altos de multicolinearidade.

Outra maneira de se identificar a multicolinearidade é através do indice de
Condicdo Turing (1948), onde séo utilizados os autovalores da matriz X" X. Esses
autovalores sdo importantes para a deteccdo da multicolinearidade, uma vez que
qguando ha colinearidade aproximada entre as regressoras temos autovalores

préximos de zero. O indice de condigdo da matriz X7 X é um conjunto de p valores:

_ Amax

r’l - Al §

onde A; sdo os autovalores de X”X. Dessa forma, obtém-se o nimero de condigcdo

de XX, que é definido por:

_ Amax
n= .

Amin

Se o numero de condicdo € menor que 100, ndo ha indicios de um grande
problema de mal condicionamento. Entre 100 e 1000 pode se dizer que ha um mal
condicionamento moderado e para n maior qgue 1000 um mal condicionamento alto.

Convém observar que em aplicagBes pode se encontrar variaveis regressoras
altamente correlacionadas, gerando autovalores da matriz X” X negativos ou mesmo
nulos, impossibilitando o célculo do indice e do niumero de condicdo e até mesmo
do VIF.

2.5.1 VALIDACAO CRUZADA

Para estimar os parametros de um modelo onde se tem multicolinearidade,
podemos optar por alguns métodos diferentes dos apresentados anteriormente
(Minimos Quadrados e Maxima Verossimilhanca). Esses métodos, chamados de
métodos de regularizacdo, possui um parametro de penalidade (1) desconhecido.
Nesse trabalho, utilizaremos o procedimento de validagéo cruzada para encontrar o
melhor valor para A.

A Validagcdo Cruzada ou Cross-Validation (ver, por exemplo, Hastie,
Tibshirani e Friedman, 2009), consiste em um processo que divide o banco de
dados em k subconjuntos mutualmente exclusivos, onde k — 1 subconjuntos seréo

utilizados como treinamento e 1 subconjunto como validagdo. O procedimento
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consiste em utilizar o subconjunto de treinamento para estimar 0s parametros
desejados enquanto o subconjunto de validacdo € usado para calcular a acuracia
(ou erro) desse modelo. Tal processo € repetido k vezes alternando de forma
circular um subconjunto de validacdo com um dos subconjuntos de treinamento a
cada iteracdo. Ao final selecionamos o parametro A que retorna o menor erro. A

Figura 1 apresenta o esquema de validagao cruzada descrito acima.

Figura 1 - Esquema de Validacédo Cruzada

1 2 3 - 5

Train Train Validation Train Train

Fonte: Hastie, Tibshirani e Friedman (2009, p. 242)

Para se fazer a estimagdo de um bloco qualquer j, tem-se que ind; € o indice
das observagdes bloco j. Ainda, seja X,-*T a matriz calculada complementar no ind;

(para o] software R, por exemplo, X,-*T = X[—ind;,]). Assim,

[}i = (Xj*TXj*)‘lxj*Ty]-* onde y;* € o vetor y analisado no complementar de ind;.
) 2

Portanto, y; = X;B; , onde X; € a matriz X analisada no ind;. Assim, y = /J e sua
Yk

dimensdo é nx 1. Desse modo, o valor de A € obtido minimizando a funcédo de
Validacdo Cruzada (CV), dada por:

1% /9 2
_ =+ Yi— Vi
CV(A) - nZ(l—hii) ’

i=1

em que h;; é o i-ésimo elemento da diagonal de H = X(X7X) 1xT.
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3 METODOS DE REGULARIZACAO

Como exposto anteriormente, quando se detecta multicolinearidade nos
dados, tem-se a possibilidade de eliminar algumas variaveis, isso pode ser feito
através de métodos de selecao de variaveis, introduzidos na Secéo 2.4. No entanto,
pode ocorrer da variavel selecionada para ser excluida ndo ser a variavel com mal
condicionamento e entdo ndo funcionard para corrigir a multicolinearidade. Outro
ponto importante, é que ao se excluir uma variavel, temos perca de informacao e
isso pode levar a uma analise incompleta ou errénea.

Diante de todas essas falhas ao se utilizar métodos de selecdo de variaveis
para sanar problemas de multicolinearidade, foram criados os métodos de
regularizacdo, que serdo apresentados a seguir. Esses meétodos corrigem a

multicolinearidade e apresentam estimadores mais precisos que os métodos usuais.

3.1 REGRESSAO RIDGE

A Regressdao Ridge que foi proposta por Hoerl e Kennard (1970) € um
meétodo de regularizacdo que tem a finalidade de obtencdo de melhores resultados
para o modelo, j& que a multicolinearidade afeta seriamente as estimativas obtidas
pelo método usual de minimos quadrados. Ela fornece estimativas viciadas, porém
de menor variancia do que o método usual de minimos quadrados. A regressao
Ridge reduz os coeficientes de regressdo impondo uma penalidade em seu
tamanho. Essa penalidade é positiva e existem varias formas na literatura para
encontrar seu valor 6timo, contudo, nesse trabalho vamos utilizar a validacdo
cruzada, abordada na Secéo 2.5.1.

O método Ridge, tal qual o modelo de regressédo linear maltipla estimado
pelos métodos apresentados na Secdo 2.2 e 2.3, permite a interpretacdo das

relacdes lineares entre as variaveis regressoras e a variavel resposta.

3.1.1 ESTIMADOR RIDGE

De acordo com Reynaldo (1997, p.36-40) e Pereira (2017, p. 48-53), para
tratarem o problema de mal condicionamento, Hoerl e Kennard (1970) definiram um
estimador denominado Estimador Ridge utilizando uma penalizagdo no método de

guadrados minimos. Esse estimador obtém uma varidncia menor que a dos
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minimos quadrados, adicionando uma pequena quantidade positiva, ou seja,
viciando o estimador. Ao se permitir viés, o0 método fornece estimativas melhores no
sentido de se diminuir o erro quadratico médio total. A ideia é obter g tal que Xp
esteja 0 mais proximo possivel de y. Isso pode ser representado através da
seguinte férmula:

ming|ly — XBI|%,

restrito & elipse imagem da esfera ||B||? = r2.

A Lagrangeana desse problema é

LB = |ly — XBI|* + ABTB — r2)
= (y — XB)"(y — XB) + A(B"B — r2)
=yTy —y™XB — XB)Ty — (XB)TXB + A(BTB — r?)

=yTy —28"X"y + BTX"XB + A(BTB — r?)

e entao,

oL
3B —2yTX + 2XTXB + A(2B) =0

= -y X+ X'X+AD1B=0
Br(r?) = XX + AD~XTy.
No espaco de dados, tem-se que:
Iy = XBII> = |y — XBois|I* + || XB — XBois||* = cte + || XB — XBoss||?,

em que B,s € o estimador de minimos quadrados.

O que se quer entédo é a minimizacao

ming|| X — XB|2 = ming(B — B) X"X(B — B),
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sujeito a restricdo BTB = r?, isto €, para os vetores B sobre a esfera, obter aquele na

elipse centrada em B, de menor tamanho pela métrica de Mahalanobis, como na

Figura 2.

Figura 2 - Projecédo definida pela métrica de Mahalanobis

B.ooaBy p

Fonte: Pereira (2017, p. 53)

Como é possivel obter a forma analitica do estimador ridge, podemos obter o
seu Erro Quadréatico Médio (EQM):
—~ —~ T~
EQM(Br.B) = E{(Bz — B) (Bx - B)}
~ T~ ~ T —~

= E{Br Br— Bz B—B"Br + BTB}

= o?tr(ATA) + pTXTATAXB — BTXTATB — BTAXB + BB
= o%tr(ATA) + BT[XTATAX — XTAT - AX + 1|8,

onde A = (X"X+ AL,)"*XT e E(Br)= AXB.

Conforme pode ser notado na Figura 2, dificilmente o método Ridge zera um
coeficiente de regressdo. Portanto, se o objetivo do pesquisador é eliminar o
problema de multicolinearidade e ao mesmo tempo manter todas as variaveis no

modelo, esse método € uma boa solucgéo.
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3.2 LEAST ABSOLUTE SHRINKAGE AND SELECTION OPERATOR - LASSO

Ainda abordado por Pereira (2017), além de se fazer necesséario um robusto
método de estimacdo dos parametros, pode surgir também o interesse em
selecionar algumas variaveis do modelo. Se ao utilizar o estimador de minimos
guadrados o0 mesmo apresentar alta variabilidade, devido a alta correlacéo entre as
variaveis regressoras (multicolinearidade), essa estimacdo ndo seré tao precisa, ou
seja, se um novo vetor de respostas Y é observado, ha grandes chances de
variaveis regressoras diferentes serem selecionadas.

Foi entdo proposto por Tibshirani (1996) outro método de regularizacéo,
denominado LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator), esse
método tem por objetivo estimar os coeficientes de regressao (B's), através de uma
penalizacdo, que além de gerar um modelo de regressao linear que apresenta
pouca variabilidade, gere também estimativas de B em que varias de suas
componentes sejam nulas, e, portanto, o método € também um método automatico
de selecdo de variaveis. E valido ressaltar que esse método seleciona no maximo o
namero de variaveis igual ao nimero de observacdes.

O método LASSO, tal qual o modelo de regressao linear multipla estimado
pelos métodos apresentados na Secédo 2.2 e 2.3 e 0 método Ridge, permite a
interpretacdo das relacdes lineares entre as variaveis regressoras e a variavel

resposta.

3.2.1 ESTIMADOR LASSO

O estimador LASSO penaliza o0 método de minimos quadrados, tornando o

estimador viciado. O estimador pode ser interpretado como:
. 2
argmin||y — XBI|",
sujeito a restricéo Y°_, | Bj| < t.
Essa ultima forma fica representada na forma Lagrangeana por:

’ﬁlasso — argminBeRp (lly — XBH2 + )\“Blll
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Figura 3 — Obtencao do Estimador LASSO

'32’.."'3]3‘\

Fonte: Pereira (2017, p. 56)

A Figura 3 representa a obtencdo do estimador LASSO. O desenvolvimento
analitico desse estimador é bastante complexo, entdo se faz necessario utilizar
métodos computacionais. Para isso, o software R Core Team (2018) apresenta
pacotes que programam o calculo de estimativas dos coeficientes de regresséo
utilizando o método LASSO. O pacote utilizado nesse trabalho sera o “glmnet”,

desenvolvido por Friedman, Hastie e Tibshirani (2010).

3.3 METODOS DE REDUCAO DE DIMENSIONALIDADE

Conforme Hastie, Tibshirani e Friedman (2009, p. 79-82), esses métodos
projetam os p preditores a um subespaco M-dimensional, M < p. Os métodos tém
por objetivo calcular M diferentes combinacdes lineares, ou projecdes, desses
preditores. Entdo essas M projecdes sdo usadas como novos preditores da variavel
resposta. Neste trabalho serdo abordados dois métodos de reducdo de dimensao,
PCR e PLS, os mesmos diferem em como as combinacdes lineares séao
construidas.

Convém notar que nos métodos de reducdo de dimensionalidade as variaveis
sdo transformadas. O objetivo desses métodos é fazer predicdo, ndo havendo
interesse na interpretacdo das relacdes lineares entre as variaveis explicativas e a

variavel resposta.
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3.3.1 REGRESSAO DE COMPONENTES PRINCIPAIS- PCR

E um método que tem por finalidade basica a analise dos dados usados
visando sua reducdo, eliminacdo de sobreposicdes e a escolha das formas mais
representativas de dados a partir de combinacdes lineares das variaveis originais. O
método PCR é bastante utilizado quando os vetores de caracteristicas tém muitas
dimensdes. Considere Z4,Z, ...,Zy as M < p combinagdes lineares das p variaveis
regressoras originais, isto é:

Zn= ) OmX
j=1
para algumas constantes @i, @2, ..., Opm, m =1,..,M. Para a escolha de M e a
estimacao dos @;; ver, por exemplo, Johnson e Wichern (2007). Portanto, o novo

modelo de regressao linear € dado por:
Yi =60+lei1+.”+9MZiM+€i' i = 1,...,71.

Logo,
orr(M) = (Z72)7'Z7,
sendo Z =[12,2, ... Zy].

3.3.2 MINIMOS QUADRADOS PARCIAIS- PLS

Essa técnica também constr6i um conjunto de combinacdes lineares das
entradas para a regressdo, mas ao contrario da PCR, usa Y (além de X) para essa
construcdo. Como a regressdo de componentes principais o PLS também nao é
invariante de escala, portanto, assumimos que cada X; & padronizado, produzindo

©) © - X%
X5, tal que, X5 A

O PLS comega pela computagédo @;;, onde @;; € o coeficiente de inclinagéo
da regressdo linear simples de ¥ em X©®; para cada j, j =1,...,p. A partir disso,
construimos a entrada derivada Z; = Z}”zl D1 X(")i gue € a primeira direcao parcial

dos minimos quadrados. Ortogonalizamos X, ..., X, em relagdo a Z,, obtendo
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XD, =XO, — [<Z,, X >/<Zy,Zy >]Zy, j=1,..,p (por exemplo, <x,y> € 0
produto interno de x e y). Tem-se que Z, = X, @, X™";, onde @, € o coeficiente
de inclinagdo da regresséo linear simples de ¥ em X(;.

Continuamos esse processo até que M < p dire¢cdes tenham sido obtidas,

para o algoritmo iterativo completo, ver Hastie, Tibshirani e Friedman (2009, p. 81).

Portanto, o novo modelo de regressao linear é dado por:
Yi :90+61Zi1+“'+9MZl'M+Ei' = 1,...,n.

Logo,
or's(M) = (Z72)"1Z"y,
sendoZ=1[12,2, .. Z,].
O PLS busca dire¢cdes que tem alta variancia e tem alta correlacdo com a
resposta, em contraste com PCR, que s6 ocorre em alta variancia.

Apesar de esse trabalho apresentar os dois métodos, na parte de aplicacdo
seré trabalhado o método de minimos quadrados parciais.
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4 APLICACOES

Neste capitulo seréo realizadas aplicacdes em dados reais para os métodos
apresentados nas secdes anteriores. Todo o processo sera feito no software R
Team (2018), utilizando pacotes ja disponiveis em sua biblioteca e também

algoritmos desenvolvidos durante esse trabalho.

4.1 BANCO DE DADOS - BAILARINAS

Para ilustrar o método de selecdo de variaveis sera utilizado um banco de
dados disponivel no software R - CharnetApD.1. Esse banco contém 163
observacbes de medidas de angulos de rotacdo dos pés de meninas bailarinas
como variavel resposta, e, idade, peso e altura como variaveis regressoras.

Serd utilizada a func¢éo vif do pacote car (John FoxSanford e Weisberg, 2011)
para verificar se existe multicolinearidade entre as varidveis regressoras. Em
seguida, sera feito selecédo de variaveis através do método Backward Elimination e
0s trés critérios apresentados anteriormente serdo aplicados. Para os critérios AIC e
BIC utilizou-se a funcgéo stepwise do pacote RcmdrMisc (Fox, 2018). Para calcular a

Estatistica F foi desenvolvido um algoritmo durante esse trabalho.

Tabela 1 - Valores de VIF para os dados da bailarina.

VIF

I[dade Peso Altura
5,241 6,362 9,565

Tabela 2 - Estimativas dos parametros (erros-padréo entre parénteses) para o
modelo a partir do método Backward em diferentes critérios.

Critérios Intercepto Altura Peso Idade
AIC -0,513(13,021) 0,289(0,139) -0,249(0,159) 2,195(0,519)

BIC 25,840(2,464) - - 2,748(0,228)
Estatistica F  25,840(2,464) - - 2,748(0,228)

A Tabela 1 apresenta todos os valores de VIF maiores que 2,5 e pela Secéo

2.5, conclui-se entdo, que os dados apresentam multicolinearidade. Diante disso,
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pode se considerar a eliminacdo de algumas variaveis do modelo. Para isso foi
utilizado o método Backward Elimination e os resultados foram apresentados na
Tabela 2. Os critérios BIC e Estatistica F sdo mais rigorosos e eliminaram duas
variaveis: altura e peso, enquanto o AIC ndo eliminou nenhuma variavel.
Considerando um modelo com a variavel idade e o intercepto, 0 mesmo teria
apenas uma variavel regressora e, consequentemente, a multicolinearidade seria
eliminada. Entretanto, informacg6es de duas variaveis seriam perdidas.

Portanto, o modelo final selecionado é y = 25,840 + 2,748Idade, onde y é a
medida do angulo de rotacdo dos pés de meninas bailarinas. Assim, a cada ano a

mais aumenta-se em média 2,75 graus o angulo de rotacéo dos pés.

4.2 BANCO DE DADOS - PROSTATA

A segunda aplicacdo consiste em um estudo que examinou a correlacéo
entre o nivel de antigeno especifico da préstata e uma série de medidas clinicas em
homens que estavam prestes a receber uma prostatectomia radical. E uma base de
dados do R denominada Prostate, com 97 linhas e 8 varidveis regressoras.
Algumas variaveis desse banco apresentam alta correlacdo, entdo os métodos de
regularizacdo se mostram eficientes. Para ilustrar esses métodos serdo utilizadas as
funcdes cv.glmnet (uma funcdo do pacote gimnet), que encontra o parametro de
penalidade A através de validacdo cruzada para os métodos Ridge e LASSO, e plsr
gue faz parte do pacote pls (Mevik, Wehrens e Liland, 2016) para o método PLS. Os

dados serao divididos em duas partes: treino (67%) e validacdo (33%).

Tabela 3 - Valores de VIF para Prostate.

VIF

Lweight Age Lbph Svi Lcp Gleason Pgg45 Lpsa
1,471 1,306 1,392 2,167 2,558 2,433 2,919 1,922

Analisando a Tabela 3, as variaveis regressoras Lcp e Pgg45 apresentam
multicolinearidade. Agora que ja foi verificado a multicolinearidade, os resultados
dos métodos seréao apresentados.

E possivel obter uma gama de valores para A, como apresentado nas Figuras

4 e 6, e de acordo com que essa penalidade varia, os valores dos coeficientes
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mudam. Utilizando a fungcdo cv.glmnet podemos obter A's “6timos” para Ridge e
LASSO. As Figuras 5 e 7 apresentam a variacdo do Erro Quadratico Médio (EQM)
em funcdo do logaritmo de 1. No Ridge, sempre vamos manter com oito variaveis e
no Lasso algumas variaveis serédo excluidas.

Pela Figura 4, de acordo que log(1) aumenta os coeficientes vao ficando mais
proximos de 0, em contrapartida tem-se pela Figura 5 que de acordo com que log(1)
aumenta, o EQM também aumenta. Por esse motivo calcula-se o A que produz
menor EQM (1 minimo) e calcula 2 mais o desvio padrao (esse A € calculado, pois
no LASSO ele consegue eliminar mais variavel no modelo e continua com um EQM
proximo do EQM minimo), obtendo assim um intervalo de A “6timos”, como

mencionado acima e apresentado nas linhas pontilhadas dos graficos abaixo.

Figura 4 - Variagéo dos coeficientes Ridge de acordo com aumento de log A.
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Figura 5 - Grafico da variacédo do log de 1 de acordo com EQM — Ridge.
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Na Figura 5 tem-se que os melhores valores para log(1) estdo entre -2 e 0
(A entre 0,14 e 1) e o0 modelo mantém as oito varidveis, uma vez que o método
Ridge ndo atua como selecionador de variavel.

Da mesma forma, pela Figura 6 tem-se que com o aumento de log A os
coeficientes tendem a 0, entretanto no método LASSO os coeficientes zeram e,

consequentemente, 0 mesmo atua como um método de selecéo de variaveis.

Figura 6 - Variacéo dos coeficientes LASSO de acordo com aumento de log A.
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Figura 7 - Grafico da variacéo do log de 4 de acordo com EQM — LASSO.
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Na Figura 7 tem-se que os melhores valores para log(A) estdo entre -4 e -1,8
(A entre 0,02 e 0,17) e dependendo do A escolhido, o modelo pode ser reduzido a 6,
5, 3 ou 2 variaveis.

Na Figura 8 sdo apresentados os valores das componentes para 0 método
PLS, se o numero de componentes escolhido for oito, tem se o modelo estimado
pelo método de minimos quadrados e ndo se tem nenhuma reducdo de
dimensionalidade. Aqui serdo escolhidas trés componentes, pois € perceptivel uma

estabilidade a partir desse numero.

Figura 8 - Grafico da distribuicdo dos valores das componentes - PLS.
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A Tabela 4 apresenta o niumero de variaveis e valor do EQM do modelo final
para cada método. O pior desempenho fica com o método PLS, pois sabe se que
esse método se adapta muito bem onde todas as variaveis do modelo tem alta
correlacdo, como em dados de NIR. O que ndo € o caso desse banco de dados,
pois aqui nem todas as variaveis sdo mal condicionadas. Os métodos de Minimos

Quadrados, Ridge e LASSO apresentam EQM'’s muito proximos.

Tabela 4- EQM's e numero de variaveis do modelo para os métodos MQ, Ridge,
LASSO e PLS.

MMQ Ridge LASSO PLS
EQM 0,492 0,484 0,485 0,514
Num. Variavel 8 8 6 3
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A Tabela 5 apresenta as estimativas dos parametros do modelo. Para a
estimacdo de Ridge e LASSO foi utilizado o 4 minimo. O método PLS nédo é

apresentado aqui, pois 0 método perde a interpretacdo das variaveis originais.

Tabela 5 - Estimacdo dos parametros e EQM para MMQ, Ridge e LASSO.

Métodos Variaveis

Lweight Age Lbph Svi Lcp Gleason Pgg45 Lpsa

MMQ -0,182 0,011 -0,004 -0,109 0,402 0,260 -0,010 0,561
Ridge -0,111 0,008 0,002 0,049 0,334 0,203 -0,006 0,483
LASSO -0,097 0,006 - - 0,358 0,181 -0,006 0,519

Como esperado, os valores da estimacdo dos parametros diminuiram em
modulo na regressdo Ridge em relacdo ao método de MQ e no LASSO além de
diminuir os valores dos parametros em modulo, duas variaveis foram eliminadas.

Focando no objetivo de selecionar o modelo mais parcimonioso, podemos
escolher o método LASSO, pois elimina duas variaveis do modelo e apresenta um
bom EQM.

4.3 BANCO DE DADOS - GASOLINA

Nesta secdo sera apresentado o banco de dados Gasoline, também
disponivel na biblioteca do R. Esse banco consiste em um conjunto de dados com
espectros NIR e numeros de octanas de 60 amostras de gasolina. Os espectros NIR
foram medidos usando refletancia difusa de 900 nm a 1700 nm em intervalos de 2
nm, totalizando em 401 comprimentos de onda. Quando se tem como variaveis
explicativas espectros de NIR, o método de minimos quadrados parciais (PLS) se
mostra muito eficiente, por se tratar de uma mesma varidvel sendo aplicada em
diferentes intensidades. Neste caso € facil notar que as variaveis regressoras
apresentam multicolinearidade, mas uma medida apropriada para se calcular esse
mal condicionamento € o numero de condi¢do, apresentado na sec¢éo 2.5, uma vez
gue o VIF retornaria 401 valores para serem analisados. Entretanto, para encontrar

essa medida precisamos dos autovalores da matriz XTX e como os dados tem uma
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alta correlacédo, acarreta em uma matriz singular, ou seja, ndo inversivel, trazendo
autovalores negativos e muito proximos de zero, impossibilitando o calculo do
namero de condicao.

Dessa forma, vamos partir do pressuposto que existe multicolinearidade nos
dados e aplicar os métodos de regularizacao através dos pacotes ja citados acima.
Nos meétodos Ridge e LASSO foi utilizado o A minimo para a obtencdo dos
coeficientes. No método PLS, para a escolha do nimero de componentes ideal,
analisou-se a distribuicdo dos valores e verificou onde a mesma se estabilizou. Os
dados também serdo divididos em duas partes: treino (67%) e validagéo (33%).

Pela Figura 9, percebe-se que de acordo com que 0 numero de
componentes vai aumentando o valor da estimacdo dos componentes vai ficando

préximo de zero. Assim, optou-se por utilizar 6 componentes.

Tabela 6 - EQM's e nimero de variaveis do modelo para os métodos Ridge, LASSO
e PLS.

Ridge LASSO PLS
EQM 0,365 0,058 0,059
Num. Variavel 401 12 6

Através da Tabela 6, percebe se que os métodos LASSO e PLS séo bons
métodos para se utilizar quando se tem dados de NIR. Os EQM’s ficam bem
préximos e como o interesse € na predicdo, pode se optar pelo método PLS, cujo
modelo final contém apenas 6 componentes e que se ajusta bem aos dados. Na

Tabela 7 apresentamos os valores das componentes.

Tabela 7 - Valores da estimac¢do dos 6 componentes através do método PLS.

Componentes

Compl Comp2 Comp3 Comp4d Comp5 Comp6
66,918 10,487 10,675 7,328 1,076 0,514
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Figura 9 - Grafico da distribuicdo dos valores das componentes.
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4.4 BANCO DE DADOS - CELULOSE

Por fim, serdo aplicados os métodos Ridge, LASSO e PLS em uma base de
dados de uma empresa de producdo de celulose. A base possui 700 variaveis
regressoras, cada uma dessas variaveis representa uma intensidade de feixe de luz
gue sdo aplicados na madeira da arvore para obter a absorbancia da mesma,
semelhante aos dados de NIR expostos na aplicacdo anterior. Foram analisadas
118 arvores e tem se como variavel resposta o rendimento da madeira. Nesta
aplicacdo os dados também serdo divididos em duas partes: treino (67%) e
validagao (33%) e as fungdes cv.gimnet e plsr serdo utilizadas.

Pelos mesmos motivos do banco de dados anterior, ndo € possivel calcular
as medidas para detectar o mal condicionamento, mas € nitido que as variaveis
regressoras possuem mal condicionamento, uma vez que é a mesma variavel sendo

medida em diferentes niveis.
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Figura 10 - Gréfico da variagao do log de A de acordo com EQM — Ridge.
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Para o método Ridge, a Figura 10 mostra que apesar da variacao log(1), o
EQM né&o varia muito. E como esperado o modelo mantém as 700 variaveis, pois 0
método Ridge ndo seleciona variaveis.

Para o método LASSO, a Figura 11 mostra que os melhores valores para
log(A) estéo entre -4,5 e -3,5 (1 entre 0,01 e 0,03) e dependendo do valor de A
escolhido nesse intervalo, pode se ter um modelo de 15 a 26 variaveis, uma vez que

0 método LASSO também funciona como um método de selecéo de variaveis.

Figura 11 - Grafico da variagao do log de A de acordo com EQM — LASSO.
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Para o método PLS, analisando a Figura 12, a estabilizac&o ocorre a partir de

4 componentes.

Figura 12 - Grafico da distribuicdo dos valores das componentes.
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Na estimacdo dos parametros, foi utilizado o 4 minimo para os métodos
Ridge e LASSO e utilizaram-se quatro componentes para o método PLS. A Tabela
8 apresenta os EQM'’s para os trés métodos e o numero de variaveis selecionadas

para compor o modelo.

Tabela 8 - EQM's e niumero de variaveis do modelo para os métodos Ridge, LASSO
e PLS.

Ridge LASSO PLS
EQM 1.615 0.963 0.914
Num. Variavel 700 26 4

Através dos EQM’s da Tabela 8, temos como pior modelo o estimado pelo
método Ridge. Os modelos LASSO e PLS apresentam EQM'’s préximos, ainda sim o
PLS tem o melhor ajuste aos dados.

A intencdo nesse banco de dados ndo € a interpretacdo das variaveis
regressoras, o interesse € apenas na predicdo, entdo o método PLS sera a melhor
opcao aqui. O modelo através desse método se ajusta bem aos dados, e ainda

reduz de 700 variaveis regressoras para 4 componentes.
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Figura 13 - Y observado versus Y predito - Método Ridge. Reta ajustada com
bandas de confianga.
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Em linha com o EQM, o gréfico do valor de y observado versus o y predito
para o método Ridge na Figura 13, mostrou que o modelo ndo se ajustou bem aos

dados.

Figura 14 - Y observado versus Y predito - Método LASSO. Reta ajustada com
bandas de confianga.
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Figura 15 - Y observado versus Y predito - Método PLS. Reta ajustada com bandas
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Para os graficos das Figuras 14 e 15, nos métodos LASSO e PLS é notavel

uma variabilidade menor, os modelos se ajustam melhor aos dados. Como néo se

tem o objetivo apenas de predicdo, podemos optar pelo método PLS, com menor

numero de parametros para o modelo final e baixo custo computacional.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

No estudo de selecdo de modelos de regressao linear multipla € comum se
deparar com varios métodos, cada um com suas particularidades. Ao estudar e
analisar varios deles, como apresentado acima, percebe-se que nao existe um
método que seja melhor que o outro em todos os aspectos. E necessario analisar o
banco de dados em que se vai trabalhar e saber quais os objetivos finais. Se o
objetivo for apenas diminuir o namero de variaveis regressoras, talvez seja
interessante utilizar os métodos de selecdo de variaveis: Backward, Forward ou
Stepwise. Caso seja apenas a regularizacdo do banco de dados, corrigindo a
multicolinearidade, poderia se pensar em utilizar a Regressdo Ridge. E também
temos o LASSO e PLS que além corrigir a multicolinearidade, funcionam como
selecionador de variaveis regressoras. As aplicacfes foram de extrema importancia

para compreender melhor cada um dos métodos.
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