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“Afinal, educar ndo é condicionar o aluno ao nosso esquema,
mas € estimula-lo a pensar e a questionar, e nada mais

apropriado para isto do que a matematica” (D’AMBROSIO,
1975).



RESUMO

Essa producéo cientifica € uma pesquisa qualitativa, de carater bibliografico e
explicativo para a obtencdo do grau de Mestre no Programa de Pos-Graduacdo em
Educacdo Matematica da UFJF. Foi proposto com esse trabalho apresentar as
consideracdes dessa pesquisa de Mestrado, que objetiva investigar os processos de
visualizacao, representacdes semiodticas e a producéo de significados, no contexto da
formacdo de professores de matematica, sobretudo com foco no conceito de
continuidade. Para isso, propomos como ponto de partida a analise de diferentes
concepcOes do conceito de continuidade, como ela foi aplicada e estudada ao longo
do tempo por diferentes autores e como cada uma delas indicam a importancia do uso
da intuicdo. Adotamos como base teodrica a Semidtica de Peirce e a
complementaridade de Otte e buscamos possiveis relacdes entre a Educacdo
Matematica, os aspectos tedricos da mediacdo Semidtica Peirciana e a aplicacdo de
Experimentos Mentais para a compreensdo da ideia de continuidade por uma
abordagem pela complementaridade entre intuicdo e conceito; intuicdo e lbgica,
utilizando os pensamentos de Poncelet e Cauchy. Um dos objetos desta pesquisa foi
a produgéo de um conjunto de tarefas que auxiliassem no desenvolvimento do
conceito de continuidade. E como finalidade, confeccionamos um produto educacional
gue consiste em uma sequéncia de atividades para que auxiliem na formacao de
professores de matematica e que também podem ser adaptadas para aplicacdo a

alunos de célculo.

Palavras-chave:  Educacdo Mateméatica.  Semidtica.  Complementaridade.
Continuidade.



ABSTRACT

This scientific production is a qualitative, bibliographic and explanatory research
to obtain a Master's degree at the Postgraduate Program in Mathematics Education at
the Federal University of Juiz de Fora — UFJF. With this work we propose to present
the considerations of our Master's research, which aims to investigate the processes
of visualization, semiotic representations, and production of meanings in the context of
the training of math teachers, especially focused on the concept of continuity. For this
intent, we propose as a starting point the analysis of different notions of the concept of
continuity, how it has been applied and studied over time by different authors, and how
each of them indicates the importance of using intuition. We adopted Peirce's
Semiotics and Otte's complementarity as a theoretical basis and sought possible
relationships between Mathematics Education, the theoretical aspects of Peircean
Semiotics mediation, and the application of thought experiments to understand the
idea of continuity by means of an approach through the complementarity between
intuition and concept; intuition and logic, using the thoughts of Poncelet and Cauchy.
One of the objects of this research was the production of a set of tasks that would help
in the development of the concept of continuity. And as a goal, we made an educational
product which consists of a sequence of activities elaborated to help in the training of
mathematics teachers and that can also be adapted for application to calculus
students.

Keywords: Mathematical Education. Semiotics. Complementarity. Continuity.
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A partir de vivéncias no ensino de calculo, seja como aluno e também como
professor em sala de aula ou em monitorias e tutorias dando suporte tedrico, pratico
e acompanhamento de alunos que apresentaram dificuldades relacionadas a
aprendizagem dos conceitos abordados nessa disciplina, percebemos a grande
dificuldade que a maioria dos alunos enfrentava no desenvolvimento de alguns
assuntos e temas abordados naquele momento, ndo conseguindo acompanhar a nova
rotina, ritmo e abstragdo que eram exigidas nessa “nova matematica” apresentada a
eles. Isso de certa forma incomodava. Seriam as aulas muito abstratas? Existiriam
outras maneiras de se aprender o calculo que se tornasse um estudo mais prazeroso
e interessante? Qual é a importancia do calculo para o aluno e futuro professor de
matematica? Respondendo a essa Ultima questao, Rezende escreve que:

Se a geometria e a aritmética representam a base, isto €, os pés, do
corpo  do conhecimento  matematico, poderiamos  dizer,
metaforicamente, que o Calculo representa a sua “espinha dorsal”. [...]
O Célculo, historicamente, tomou emprestado da geometria e da
aritmética, e também da fisica, alguns conceitos e problemas
fundamentais, e desenvolveu novos instrumentos para soluciona-los,
retornando sempre aos “conceitos envolvidos”, em um nivel superior
de significacdo. O conjunto dos nimeros reais e o conceito de func¢ao,
junto com a geometria analitica, foram, sem duavida, algumas das
maiores reinvencgdes do Célculo (REZENDE, 2003, p. 69-70).

A possibilidade de investigar mais profundo sobre o ensino de célculo surgiu

juntamente com a proposta de um olhar para a mateméatica a partir dos aspectos
semidticos. Surgindo, assim, algumas indaga¢bes como, por exemplo, quais
contetdos poderiam ser objetos de pesquisa para serem trabalhados nos cursos de
calculo para futuros professores de mateméatica, e, quais desses conteudos
permitiiam uma nova proposta de ensino por meio do uso da complementaridade.
Diante dessa problematica a opc¢éao foi por direcionarmos o foco para o conceito de
continuidade. Conceito que vem sendo investigado a décadas, intrigando muitos
pesquisadores. Por ser um conceito que necessita de outros conceitos
consideravelmente complexos e abstratos, como o0s conceitos de infinito,
aproximacao, vizinhancga e limite, a compreensao da continuidade apela para o uso
da intuicAo ao mesmo tempo em que é um “objeto matematico que exige 0 uso
constante de regras formais” (ALVES, 2011, p. 28). Assim, buscaremos identificar os
aspectos intuitivos presentes nas abordagens de Poncelet e Cauchy a continuidade,
gue nos pareceu apontar uma complementaridade entre o sintético e o analitico, ou
geometria e aritmética. A identificagdo de tais aspectos, podem nos permitir investigar

uma proposta de ensino do tema continuidade na disciplina Calculo Diferencial e
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Integral, com base na nocéo de complementaridade, para uso do professor do Curso
de Licenciatura em Matematica.

Como sera esclarecido mais adiante, a ideia de complementaridade, como
afirma Otte (1990) estd associada a existéncia de outros pontos de vista, que se
complementam representando dois aspectos de um mesmo objeto. E, a partir disso,
procuraremos responder algumas questdes, para as quais lancaremos nossos olhares
e objetivos:

I. Quais analogias e diferencas existem nos estudos do principio da

continuidade nas perspectivas de Poncelet e de Cauchy?

Il. Quais contribuicbes a semidtica nos fornece no ambito da investigacao

envolvendo o caminho percorrido de Poncelet a Cauchy?

I1l. Quais concepcdes e/ou propostas podemos estabelecer para o ensino
de calculo com base nestas analogias e diferencas de maneira que as
perspectivas de Poncelet e Cauchy, em relacdo ao principio da

continuidade, possam ser complementares uma a outra?

Para responder essas questbes, tracamos como objetivos analisar e
compreender o conceito de continuidade nas perspectivas de Poncelet e Cauchy e
como esse conceito esta refletido no ensino deste topico nas aulas de calculo.
Buscamos a compreensdo da ideia de continuidade por uma abordagem pela
complementaridade entre intuicAo e conceito; intuicdo e logica, utilizando os
pensamentos desses dois importantes matematicos. Além de investigar como se
desenvolve esse conceito na visdo geométrica de Poncelet e nas concepcoes
funcionais de Cauchy; identificar os aspectos semioticos envolvidos na apresentacéo
desses conceitos; identificar complementaridade entre Experimentos Mentais e
sistemas formais como meio para abordar a continuidade; e, constituir uma proposta
de ensino desse tépico que possa evidenciar esse aspecto complementar, dando ao
professor formador e/ou licenciando em matematica, uma oportunidade de pensar a
continuidade num aspecto mais geral.

Em nossa investigagéo pretendemos priorizar o ensino e a aprendizagem do
conceito de continuidade sob os aspectos da semidtica na perspectiva de Peirce e por
meio do uso dos Experimentos Mentais nas concepg¢des de Cruz (2018) que estdo

fundamentadas na Semiédtica de Peirce e nas complementaridades entre intuicdo e
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conceito, intuicdo e lbégica, para, assim, propor complementaridade entre
Experimentos Mentais e provas formais.

As principais questdes da pesquisa basearam-se em como uma abordagem
semibtica para a matematica pode contribuir para a intersecao entre as habilidades e
estratégias na compreensao de um texto matematico (o principio da continuidade), e
gual a importancia dos Experimentos Mentais em complementaridade com aspectos
formais dos conceitos podem ser Uteis na construcdo de ideias matematicas. Nesse
sentido, no capitulo 2 falaremos sobre a continuidade de func¢des e de curvas e as
principais concepc¢des segundo o ponto de vista de Poncelet e Cauchy, além da
relacdo que esse conceito tem com a intuicao.

No capitulo 3, trataremos da fundamentacgéo tedérica que nos serviu de suporte
e base para a elaboracéo de nosso trabalho. Nesse capitulo, aprofundaremos alguns
conceitos semioticos pelo viés das categorias de Peirce, sendo eles a primeiridade,
segundidade e terceiridade, dando sequéncia a um detalhamento das diferencas entre
0S signos peircianos (icones, indices e simbolos) para entdo relacionarmos conceitos
e intuicao a experimento mental e prova formal, fazendo o uso da complementaridade
de Otte.

O capitulo 4 apresentaremos a metodologia utilizada para realizacdo do
trabalho e no capitulo 5, desenvolveremos um exemplo conforme o que pesquisamos
e produzimos no produto educacional. E, por fim, no capitulo 6, uma pequena reflexdo

a respeito da complementaridade de funcdes a partir de Otte (1990).



2 O PRINCIPIO DA CONTINUIDADE
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Neste capitulo faremos uma reviséo de literaturas que abordam assuntos como
0 ensino de calculo e sua problematica atualmente e como isso nos motivou a
pesquisar sobre o conceito de continuidade de funcdes e de curvas. Dessa forma,
aprofundaremos alguns pontos de vista sobre diversas definigdes do conceito de
continuidade e detalharemos sobre as duas principais concepcdes para nosso
trabalho: a definicdo de continuidade do ponto de vista de Poncelet e de Cauchy.

N&o é de hoje que se fala do fracasso no ensino de célculo. Elevados indices
de evasao, reprovacao e baixo rendimento nos mostram o quao preocupante é essa
situacdo. Esses dados podem ser encontrados em varios trabalhos, dos quais
destacamos Barufi (1999), Rafael (2016) e Rezende (2003) por apresentarem um
panorama sobre a situagédo do ensino de célculo.

Barufi (1999) em sua tese de Doutorado intitulada “A constru¢cao/negociagcao
de significados no curso universitario inicial de Célculo Diferencial e Integral”, ja
apontava dados alarmantes sobre o indice de ndo aprovac¢do em cursos de Calculo
Diferencial e Integral oferecidos, por exemplo, aos alunos da Escola Politécnica da
USP, no periodo de 1990 a 1995.

Rafael (2016) em seu trabalho “Reducdo da ndo aprovacdo em calculo:
intervencdes realizadas por universidades publicas e privadas” faz um levantamento
de dados em trés instituicdes da regido sudeste do Brasil. Das quais sdo duas privadas
e uma é publica. Apesar da diferenca entre as instituicdes é possivel notar o problema
da reprovacéo e evasao de alunos de célculo nos cursos de Matematica, Computacao
e Engenharia de Producéo.

Rezende (2003) em seu trabalho de nome “O ensino de célculo: dificuldades
de natureza epistemolégica”, detalha essa situacdo na Universidade Federal
Fluminense, relativos ao periodo de 1996 a 2000. O autor afirma, que esta situacéo
nao é local ou cultural, mas, um problema geral. Fato que, ao longo do tempo surgiram
diversas perguntas e respostas apresentadas por pesquisadores da area; indagando
sobre a razao, a origem e onde residem as dificuldades.

Alguns desses pesquisadores acreditam que o problema é de natureza
psicoldgica, enquanto outros, consideram que sao decorrentes do processo didatico,
uma natureza mais simples. NG@s, assim como Rezende (2003), acreditamos que as
dificuldades tém natureza epistemoldgica e a falta de construcéo de significados pelos

alunos gera uma enorme dificuldade no aprendizado.
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Rezende (2003) faz um mapeamento sobre as dificuldades de aprendizagem
de natureza epistemologica do ensino de calculo, estabelecendo e reunindo essas
dificuldades em cinco macro-espacos, identificados pelas cinco dualidades
fundamentais do Calculo e do seu ensino: discreto/continuo;
variabilidade/permanéncia; finito/infinito; local/global; sistematiza¢do/construcdo. Dos
quais destacaremos o continuo/discreto em que o0 autor destaca a ignorancia das
ideias do campo semantico dessa dualidade, caracterizado pelo hiato entre os campos
da aritmética e da geometria; para ele,

0 dominio numérico da totalidade de nossos alunos se restringe aos
racionais. Ja com respeito aos numeros reais (irracionais), podemos
dizer, com certas restricbes, que apenas a "técnica operatoria” €
dominada por eles. Nao sabem responder o que um numero real é,
efetivamente. Isto ocorre, como diria Caraca (1989), porque nao
conhecem o reagente basico (o conceito de continuidade) que motiva
0 processo de extensdo do conjunto dos ndmeros racionais para o
conjunto dos numeros reais (REZENDE, 2003, p. 339).

Rezende (2003) fala do olhar para a aritmética em grande parte e o ndo olhar

para a geometria. Nesse caso, podemos afirmar que, ha uma necessidade por uma
complementaridade entre essas areas. O autor ainda faz referéncia a incompreensao
dos numeros reais, afirmando que o dominio numérico dos alunos se restringe aos
racionais e chama atencao para que a base para essa compreensao esta focada no
estudo e conhecimento do conceito de continuidade, que para nés, ndo é um conceito
tdo basico, como ele afirma.

Monteiro (2015), chama a atencdo para a dicotomia entre o continuo e o
discreto, segundo essa autora,

desde a época dos gregos antigos, ha uma dicotomia que permeia o
pensamento e o conhecimento humano, que é a compreensédo e a
descri¢do do continuo e do discreto. Essa dicotomia se anuncia desde
as discussdes sobre o paradoxo de Zenao, por isso compreendemos
gue s6 podemos visualiza-la pela ética da complementaridade entre
0s conceitos e objetos (MONTEIRO, 2015, p. 39).

Além disso, Courant e Robbins (2000) afirmam que o continuo numérico tem

sido base para a matematica, em particular na geometria analitica e no célculo, desde
o século XVII, “seja ele aceito como uma verdade ou ap0s um exame critico”
(COURANT; ROBBINS, 2000, p. 87). A partir dessa inquietacdo levantamos, entdo, a
hipotese de que, parte deste problema comeca na construgdo dos nameros reais e,
portanto, acontece motivada pela ndo compreensdo de certos conceitos
fundamentais, como, por exemplo, a ideia de infinitamente grande e infinitamente

pequeno, limite, aproximacéo, vizinhanca, ménadas (...) e por fim, a continuidade. Em



16

vista disso, nosso objeto matematico de estudo sera o principio da continuidade, que
mediante os Experimentos Mentais nos permitira entender e desenvolver essa

complementaridade entre a aritmética a geometria.

2.1 CONTINUIDADE NA MATEMATICA

Durante séculos, a busca por uma teoria quantitativa da continuidade, segundo
Monteiro (2015), parecia paradoxal, enquanto a grandeza geométrica proporciona um
continuo intuitivo, 0s niameros, por esséncia, parecem ser descontinuos. Dessa forma,
ao longo da historia, o conceito de continuidade levantou grandes debates de carater
cientifico e filosofico entre os estudiosos.

A continuidade da reta é uma ideia que tem fascinado e intrigado a
humanidade por muitos séculos. Em esséncia, deseja-se dizer que a
reta ndo tem “furos” ou interrupgdes. Euclides, em seu Elementos,
considerou esta ideia como intuitiva, ndo a explicitando como axioma
ou postulado. Isso somente acabou ocorrendo mais de dois mil anos
depois, ap6s os trabalhos de Dedekind e George Cantor (RIPOLL
apud MONTEIRO, 2015, p. 34).

Segundo Caraca (1989) e Monteiro (2015), o principio da continuidade é um

dos mais importantes da Ciéncia e da Matematica. O encontramos em trabalhos como
os de Poncelet (1788-1867), com foco na Geometria e, nos trabalhos de Descartes
(1596-1650), Cauchy (1789-1857), Euler (1707-1783), Bolzano (1781-1848) e
Weierstrass (1815-1897), nos trabalhos de anélise.

A falta de conhecimento desse conceito implicou no surgimento de varios
problemas e que, durante séculos, foram considerados insoluveis. Um deles é o
fenbmeno da incomensurabilidade da reta. Uma “critica desenvolvida no séc. V a. C.
pela Escola de Elea contra as proposi¢des fundamentais da Escola Pitagorica. A ruina
desta Escola representou a primeira grande crise da Historia da Matematica”
(CARACA, 1989, p. 213).

a recta ndo pode ser pensada como uma simples justaposicdo de
pontos, ménadas ou ndo; ha nela qualquer coisa que ultrapassa uma
simples coleccédo de pontos; essa qualquer coisa — a sua continuidade
- necessita dum estudo aprofundado, ligado com o aspecto numérico,
quantitativo, da medida (CARACA, 1989, p. 80).

Caraca (1989) fala de continuidade pelos aspectos de propriedades a todos 0s
pontos de uma dada curva, no caso a reta. Segundo ele, “a imagem ideal da
continuidade é a linha reta” (CARACA, 1989, p. 58). E para ele, um conjunto sera

continuo sempre que ele tiver a mesma estrutura da reta. E para perceber a



17

continuidade em um conjunto qualquer, € necessario um critério que seja distintivo e,
ao mesmo tempo simples, sempre que possivel, no qual ele chama de reagente.

O que vamos procurar é uma espécie de reagente que nos mostre se,
num dado conjunto, existe ou ndo essa propriedade, assim como o
guimico determina se, num dado soluto, existe ou ndo certo elemento.
O reagente pode néo dar uma explicacdo do elemento procurado,
mas, nem por isso ele sera menos util ao quimico no estudo do soluto
que tiver entre maos (CARACA, 1989, p. 58).

Com a ideia de buscar compreender se a reta tem a mesma estrutura de um
conjunto qualquer, surgiu a necessidade de novos conceitos, dos quais um deles € o
que, para Caraca (1989), € o bom reagente da continuidade. Proposto por Dedekind
(1831-1916), seculos depois da teoria das mbénadas, em 1872, surgiu uma teoria
satisfatoria, um tratamento rigoroso do conceito de continuidade com base na
definicdo de um “corte na reta”, trabalhando com ideias mais abstratas e gerais, € nao
com sequéncias de intervalos encaixados, como descrito resumidamente por Caraca.

[...] nés atribuimos a reta a qualidade de ser completa, sem lacunas,
ou seja, continua. Mas esta continuidade, em que consiste? A
resposta a esta pergunta deve compreender em si tudo, e somente ela
permitira desenvolver em bases cientificas o estudo de todos os
campos continuos. Naturalmente, ndo se consegue nada quando,
para explicar a continuidade, se fala, dum modo vago, de uma conexao
ininterrupta nas suas partes menores. O que se procura é formular
uma propriedade caracteristica e precisa da continuidade que possa
servir de base a deducdes verdadeiras e proprias. [...] verificou-se que
todo ponto da reta determina uma decomposi¢cdo da mesma em duas
partes, de tal natureza que todo o ponto de uma delas esta a esquerda
de todo o ponto da outra. Ora, eu vejo a esséncia da continuidade na
inversao desta propriedade e, portanto, no principio seguinte: se uma
reparticdo de todos os pontos da reta em duas classes é de tal
natureza que todo o ponto de uma das classes esta a esquerda de
todo o ponto da outra, entdo existe um e um sé ponto pelo qual é
produzida esta reparticdo de todos os pontos em duas classes, ou esta
decomposi¢do da reta em duas partes (DEDEKIND, 1872, apud
CARACA, 1989, p. 60).

Aqui entramos no campo da intuicdo. Ninguém conseguiu oferecer uma

demonstracdo a esse principio, apesar de parecer evidente. E uma verdade intuitiva,

tomada como um axioma e designada por postulado da continuidade de Dedekind.
2.2 O PRINCIPIO DA CONTINUIDADE EM FUNCOES E CURVAS
Ainda hoje, como afirma Campos (2014), raramente ha um consenso entre 0s

professores ao discutir como abordar esse conceito. Além disso, em uma analise feita

pela autora, os livros didaticos apresentam esse conteudo de varias formas distintas,
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gue segundo os autores dos livros, “sao “mais intuitivas” ou “menos intuitivas”, séo
“mais rigorosas” ou “menos rigorosas”” (CAMPOS, 2014, p. 19). E é essa possibilidade
de trabalhar com o intuitivo e o ndo intuitivo que buscamos. Pretendemos estudar a
continuidade sob o aspecto construtivo que ela nos permite.

No desenvolvimento das ciéncias matematicas encontramos a cada
passo, conjugados, estes dois motivos de progredir, dois gumes da
mesma arma — actividade racional e actividade experimental; teoria e
experiéncia; pensamento e acdo (CARACA, 1989, p. 53).

Para futuros professores de matematica, os conceitos de limite e continuidade

sdo essenciais para a Analise Matematica. Esta disciplina esta presente no curriculo
como obrigatoria, segundo o Parecer CNE/CES n.° 1.302/2001, aprovado em 6 de
novembro de 2001 — Diretrizes Curriculares Nacionais para os Cursos de
Matematica, Bacharelado e Licenciatura (BRASIL, 2001). Porém, sédo conceitos que
para nés, sao “dificeis, ardilosos para professores ensinarem e alunos aprenderem”
(CAMPOS, 2014, p. 20), se ndo forem concebidos na complementaridade dos
pensamentos indutivos, l6gicos e intuitivos, que sdo a natureza da matemética e sao
base para o pensamento cientifico atual, em diversas areas do conhecimento.

Dentre os fatores que desencadeiam as dificuldades no ensino e aprendizado
do conceito de continuidade, Alves, citando Artigue e Tall, destaca em sua Tese dois
aspectos relacionados a este conceito, que dificultam o seu ensino/aprendizagem:

O primeiro refere-se a sua “natureza  epistemoldgica
reconhecidamente complexa.”. O segundo, diz respeito aos
“processos mentais requeridos na compreensdo desta ideia”
(ARTIGUE, 2003; TALL, 2002 apud ALVES, 2011, p. 28).

Campos (2014) descreve que Nufiez! estabelece dois tipos de continuidade, a

continuidade natural e a definicdo por € e 8. O Autor afirma que continuidade natural
€ a chamada “intuitiva”, caracterizada por aqueles que criaram o calculo como um
processo continuo, sem mudancas bruscas, sem interrupcdes ou buracos. A
continuidade natural surgiu no século XVII, e supriu todos os objetos matematicos até
0 século XIX. A definicdo por ¢ e §, € a continuidade de Cauhy — Weierstrass que
surgiu no Século XIX, e “que €& considerada como a definicdo rigorosa do que
realmente € continuidade”’(NUNEZ, 2003 apud BARTO, 2004, p. 53). Também
considerada como a definicao formal, a continuidade de Cauhy-Weierstrass utiliza o

conceito de limite de fun¢Bes para caracterizar uma funcéo continua. Nesse ponto, €

1 NUNEZ, R. E. Cognigéo humana e continuidade na matematica moderna. Tradug&o de Janete Bolite
Frant. VETOR NETECLEM, v. 1, n. 1, p. 9-26, 2003.
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importante salientar que trazer o Rafael NUfiez aqui, ndo caracteriza filiacao as ideias
dele, no que tange a sua abordagem tedrica, a cognicao corporificada.

A continuidade natural, considerada a “ndo-rigorosa” trabalha no quadro
geométrico. Ela foi usada por varios matematicos, dentre os quais, destacamos
Newton, Leibniz, Euler e Fourier, que a tinham por uma perspectiva dinamica,
descrevendo a continuidade de uma curva como “deixar a mao mover-se livremente”
(BARTO, 2004, p. 53). Para trabalharmos no quadro geométrico, falamos em uma
continuidade numa perspectiva de movimentos ficticios sobre a curva, visto que a
mesma se mantém estéatica. Ja a continuidade formal, para Nufiez (apud BARTO,
2004), trabalha no quadro algébrico demandando outros mecanismos cognitivos,
como as ideias de preservacao de proximidade e auséncia de movimento, isto €, uma
continuidade local definida no ponto. A continuidade formal generaliza o conceito de
continuidade natural e muitas vezes é vista como a esséncia da ideia de continuidade.

Conforme as classificacdes de Nufiez, nés consideramos que a continuidade
em que Poncelet dedicou os seus estudos pode ser classificada como uma
continuidade natural. Segundo CHAVES e GRIMBERG (2014), Poncelet a define
como manter uma propriedade invariante, partindo de um continuo de ideias.

Em todas essas conceituacdes ha o uso expressivo da intuicdo e cada uma das
continuidades tem suas particularidades. Nufiez (apud BARTO, 2004) diz que nado se
trata de eleger uma das abordagens como a mais apropriada, precisamos discutir com
os alunos de modo que percebam que sdo processos cognitivos diferentes. O
argumento de Nufiez é importante para essa analise cognitivista, e fortalece a
argumentacao epistemoldgica e a complementaridade entre intuicdo e légica, mas néo
aprofundaremos aqui neste assunto. Por exemplo, Euler definia fungdes por algumas
de suas propriedades (existéncia simbdlica). No entanto, ele acreditava que as
funcdes continuas sao exatamente aquelas que se deixam representar por uma unica
expressdo analitica. Dessa forma, a funcdo modular, por exemplo, para esse autor
nao é continua. Pois, “uma simples mudanga de notacdo sera suficiente para
transformar uma funcdo continua em uma funcdo descontinua, e reciprocamente,
como Cauchy tinha observado” (SANTANA, 2015, p. 166). Isto €, Cauchy observou
essa inconsisténcia no conceito de continuidade de Euler dando como exemplo a

fungdo com a expressao analitica
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—X, se x <0,
h(x) = { )
X, sex=>0

que, ao ser definida por mais de uma expressao, entdo ela é descontinua, mas, se
representada por uma Unica expresséo, a saber: h(x)=|x|=+vx’, para —o <X <+

entdo ela € ao mesmo tempo, continua.

Cauchy (e outros) em sua tentativa de definir a no¢do de uma funcéao continua
trouxe para a matematica o Axioma da Extensionalidade?. Esta nogéo foi um ponto de
discordancia das nocdes de Poncelet e Cauchy a respeito do principio de
continuidade. Otte (2011) afirma que

“O principio da continuidade, o guia supremo no enquadramento de
hipoteses filosoficas” (CP 6.101), € a “doutrina do falibilismo
objetivado” (CP 1.172). Isso implica que ndo podemos dar regras
definidas de como aplicar o principio da continuidade (OTTE, 2011, p.
292-293).

Esse principio, de acordo com Otte (2011), tem sido interpretado na matematica

de duas maneiras distintas. Levando a duas tendéncias diferentes no debate
fundamental da matemética durante o século XIX, para 0os quais as concepcdes
contrastantes do principio da continuidade de Cauchy e Poncelet, marcaram uma
significativa expressao.

Enquanto Galileu foi o principal responsavel pelo desmantelamento
platbnico — a Ptolomaica cosmologia, a criacdo da visdo de mundo
mecanicista-corpuscular  foi realizagdo de um ndmero de
investigadores, devido sua culminacdo final para Newton. Neste
sentido, Moscovici (Moscovici, S. (1968). Essai sur I'histoire humaine
de la nature. Paris, Flammarion) esta certo ao afirmar que a revolugéo
cientifica consistiu essencialmente no aumento da mecanica ao nivel
da filosofia. A Abordagem de Newton para calculo repousa firmemente
sobre a concepcdo de continuo como sendo gerado pelo movimento.
E o movimento é matematicamente modelado em termos do conceito
da funcdo matemética. Para entender uma funcdo matematica
significa compreender a complementaridade da férmula e da relacéo,
de algoritmo e lei natural.

Na matemédtica dos séculos 17th/18th, fun¢cbes descontinuas nao
podem ser representadas, porque a funcao era uma lei analitica. Uma
curva geomeétrica, por outro lado, foi chamada continua se poderia ser
representado por um grupo (n) fungéo (analitico) (Euler 1748, vol. II).
Mas esta caracterizag&o provou ser incoerente. Cauchy, depois de ter
demonstrado a inconsisténcia destes esforcos (Grattan-Guinness,
1970), e revisto toda a abordagem com base no principio da
continuidade, transformou a matematica em teoria extensional. Uma
funcdo no sentido de Cauchy ou Dirichlet pode ser visto como uma
classe de equivaléncia de expressdes ou formulas analiticas, onde a

2 Este axioma é de Frege e diz que se dois conjuntos tiverem a mesma quantidade de elementos,
entdo sao iguais e isto é independente da natureza dos elementos de cada conjunto.
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relacdo de equivaléncia é baseada no axioma da extensionalidade.
Este interruptor de uma viséo intensional para uma visédo extensional
tornou possivel desde Cauchy destacar conjuntos de fungdes por
certas propriedades, e em geral para raciocinar sobre elas, sem
representé-las explicitamente. Por exemplo, em vez de conferir uma
funcdo linear directamente por f (x) = ax, Cauchy prova que uma
funcao continua que tem a propriedade f (x +y) = f (x) + f (y) pode ser
representada como acima (Cauchy 1821, 99/100 apud PAULA, 2014,
p. 96).

Para Cauchy (SANTANA, 2015), certas propriedades fundamentais, como a da
continuidade, s6 poderiam ser conseguidas numa conceituagédo de correspondéncia
funcional, de modo que uma funcdo matematica tinha de surgir das classes de
equivaléncia de representacfes simbdlicas, isto é, de expressdes analiticas e
férmulas. Com este problema, Cauchy se ocupou dando a nés o conceito de funcéo
continua vigente ainda hoje, com um caréater aritmético.

“A primeira grande expressao do reducionismo a aritmética se tornava
visivel diante dos caminhos tomados por Bolzano-Cauchy ao lidar com
0 problema de continuidade e continuo. Uma das primeiras
observacdes da definicdo de continuidade na forma Bolzano-Cauchy
diz respeito ao seu carater local, que contrastava com o conceito
tradicional de continuidade uniforme; a definicdo fala sobre a
continuidade em um determinado ponto e, em seguida, pode
generalizar por quantificar conjunto de pontos” (MONTEIRO, 2015, p.
36).

A ideia de Cauchy para continuidade esta associada ao conceito de funcao, ela
existe apenas no ambito das funcbes. Dessa forma, ele introduz o conceito de
continuidade associado ao conceito de funcdo por meio do conceito formal de

continuidade local:

dizemos que a fungéo f(x) é, na vizinhanga de um valor particular dado
a variavel x, uma funcdo continua dessa variavel, sempre que ela é
continua entre dois limites de x, mesmo quando muito proximos um do
outro, que contenham esse valor particular (Cauchy 1992 apud
VIANNA, 2009, p. 81).

A concepcédo de Cauchy sinaliza o interesse em uma nova relagdo entre o
conceitual e o construtivo. Otte (1990) diz que

Essa tendéncia no desenvolvimento da matematica de substituir
parcialmente "ver" por "compreender”, ou seja, substituir, por exemplo,
provas computacionais explicitas por argumentos conceituais, foi
fortalecida em nosso século. Esses argumentos conceituais Ss&o
geralmente ndo construtivos. "Para ver que algo é verdadeiro e
entender por que é verdadeiro ndo precisa ser a mesma coisa. O
construtivista esta disposto a abrir m&o da clareza de compreenséo
em prol de uma espécie de clareza absoluta de visdo" (Goodman,
1983, 63) (OTTE, 1990, p. 39, traducdo nossa).
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Poncelet na busca de generalidades, segundo Monteiro (2015), apropriou-se

do conhecimento de Leibniz (1646—1716), utilizando o principio da continuidade no

desenvolvimento da geometria projetiva, entre elas os invariantes nas transformacoes

geométricas, como, por exemplo, as intersecbes que se encontram no infinito.

Definindo assim o principio da continuidade a partir das propriedades que uma curva

apresenta:

Adotarei, em principio, nesta memoria de geometria, que se uma figura
goza de uma dessas propriedades que denominamos de posicao,
quando as partes que a compdem tém uma disposi¢ao particular, esta
figura goza ainda da mesma propriedade, qualquer que seja a maneira
geral com a qual se tenha invertido a ordem ou a disposi¢do das
figuras (CHAVES; GRIMBERG, 2014, p. 94).2

Para Chaves e Grimberg (2014), Poncelet em suas publica¢fes utiliza de uma

maneira engenhosa para solucionar problemas. Inspirado em Charles — Julien

Brianchon, Poncelet conduz sua intuicdo sobre o principio da continuidade e

desenvolve o método da Projecao Central.

O principio da projec¢éo central esta intimamente ligado ao principio de
continuidade. Embora o principio de continuidade n&o distorca a
figura, fazendo apenas modifica-la de posicdo, esta variacdo de
posicao permite estudar quais propriedades séo conservadas. A ideia
de variacao continua da figura permite separar as propriedades néo
métricas da figura. E nos é claro que a variacdo em um plano, na
verdade, sdo os estados diferentes de uma figura plana que varia sob
a projecdo de pontos no espaco que estdo variando (CHAVES;
GRIMBERG, 2014, p. 95).

A ideia de continuidade para Poncelet, segundo Chaves e Grimberg (2014),

estd relacionada com as propriedades geométricas invariantes que as curvas

apresentam, isto é,

as propriedades geométricas que se aplicam a uma configuracdo
particular vdo (salvo as mudancas de sinais que correspondem as
mudancgas de posi¢cdo) continuar a se aplicar as figuras correlativas
que diz “todos os estados reais e absolutos de um mesmo sistema que
se transforma por graus insensiveis” (PONCELET, 1818) E suficiente
entdo demonstrar a propriedade por um raciocinio explicito
considerando uma figura onde todos os objetos e as relagbes séo
reais. E ainda fazendo uso do principio de continuidade, é possivel
estender esta propriedade a todas as figuras correlativas, sendo
entendido que este principio permite afirmar “sobre a permanéncia das
relagbes, mas ndo diz sobre a natureza e existéncia absoluta dos
objetos e das grandezas que estas relacbes sdo concernentes”
(PONCELET, 1818) (CHAVES; GRIMBERG, 2014, p. 100).

3 Tradugdo de PONCELET, J.V. Application d’analyse et de géométrie. 12ed. tomo 1. Paris: Gauthier-

Villars, 1862. p. 374.
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Chaves e Grimberg (2014) argumenta que essas relacdes sao coerentes em
uma aplicacdo real no sistema. “E bem claro que, na visdo de Poncelet, ndo é uma
questéo de aplicar o principio de continuidade de qualquer propriedade. Ele define o
objeto da geometria como o estudo “das propriedades dos corpos em relagéo as suas
areas ou de suas configuragdes™ (PONCELET, 1818 apud CHAVES; GRIMBERG,
2014, p.100).

As propriedades métricas descobertas para uma figura primitiva
permanecem aplicaveis, sem modifica¢cdes além de mudanca de sinal,
a todas as figuras correlatas que podem ser consideradas como
provindo da primeira (BOYER, 1974, p. 390).

Ainda que possamos pensar na continuidade de forma mais ou menos intuitiva,

atualmente, ela esta relacionada a concepcao matematicamente abstrata do conceito
de funcéo, tendo por base o conceito de limite, que, segundo Courant e Robbins
(2000) “é fruto de mais de uma centena de anos de tentativas e erros, e incorpora em
poucas palavras o resultado de esforcos persistentes para colocar este conceito sobre
sélidas bases matematicas” (COURANT; ROBBINS, 2000, p. 371). Ligando este
conceito ao principio da continuidade de Cauchy. No qual, introduz certas hip6teses
descritivas na relacéo funcional.

O papel do principio da continuidade na formacdo do conceito de
funcéo revela-se, sobretudo, no fato de que somente uma concepgéo
geral e suficientemente abstrata das fungdes matematicas possibilitou
a acao reciproca dos aspectos complementares da fungdo como
operacdo ou regra, e da funcdo como uma conexdo regular
preexistente (OTTE, 1993, p. 230).

Buscando uma complementaridade entre as ideias de Cauchy e de Poncelet

sobre a continuidade, esta pesquisa se apresenta como uma possibilidade de
compreensao de certos aspectos que envolvem esse conceito, oferecendo desta
forma, uma nova perspectiva para o ensino desta tematica.

A chamada "Crise Fundamental" nos fundamentos da matematica
deste século foi na verdade uma polémica sobre essa
complementaridade. Intuicionismo e formalismo estavam ambos no
mesmo barco, na medida em que ambos acreditavam que os objetos
da matemética sdo constru¢des. A briga deles nada mais era do que
uma discussédo dentro de uma mesma familia, como E. Study (1862-
1930) certa vez observou. O intuicionismo e o platonismo, por outro
lado, pertenciam a campos essencialmente diferentes por causa de
suas ideias diferentes sobre o status dos objetos matematicos (OTTE,
1990, p. 39, traducéo nossa).

Para Courant e Robbins (2000) Cauchy, por exemplo, pensou na continuidade
em termos de aproximacao e limite, trabalhava no particular, fixando parédmetros de

aproximagado. Uma definicdo estatica: “ela nédo pressupde a ideia intuitiva de
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movimento” (COURANT; ROBBINS, 2000, p. 372). Ja Poncelet, concebia esse
principio em termos de estrutura e variacao ou invariancia. Resolvendo os problemas
fundamentais da matematica, estendendo e generalizando suas estruturas relacionais
e suas regras de inferéncia.

O debate da matematica durante o século XIX girava em torno das
concepgdes contrastantes do principio da continuidade de Cauchy e
Poncelet. Cauchy ndo concebia a continuidade em termos de estrutura
e variagao ou invariancia, mas em termos de aproximacao e de limite.
Por outro lado, o movimento axiomatico, previsto no trabalho de
Poncelet ou Grassmann, tentou resolver os problemas fundamentais
da matemética, através da ampliacdo e generalizacdo de suas
estruturas relacionais e suas regras de inferéncia. O lancamento da
comutatividade geral de um produto e sua definicdo do produto em
vetor anticomutativo de Grassmann é um exemplo pertinente
(MONTEIRO, 2015, p. 36).

Logo concordamos com a ideia de Otte (2011) ao afirmar que Cauchy, ao

contrario de compreender o principio da continuidade em termos de estrutura e
variacdo, adotava uma estratégia indutiva ou de baixo para cima pensando na
continuidade como aproximacdo de limite. J& o movimento axiomético, como Otte
coloca, presente na obra de Poncelet, resolve problemas fundamentais da matemética
estendendo e generalizando suas estruturas relacionais e suas regras de inferéncia,
adotando assim, uma estratégia de cima para baixo. Isto é, Cauchy vai do Particular
para o geral e Poncelet do geral ao particular.

Enquanto aritmética e geometria, quantidades discretas e continuas
formaram o objeto de estudo da matematica até o século 19, a funcédo
dessa dualidade, ap0s a evolucao da matemética "pura”, ou seja, apos
a teorizacdo generalizada da matematica no século 19, foi mais do que
um modo de geracdo de matéria matematica. A Aritmética e a
Geometria, ao servirem uma a outra como campos de interpretacdo
ou como aplicacdes pretendidas, estabeleceram um modo de geragéo
de verdades matematicas que tornou a matematica pura concebivel.
Mesmo o papel desempenhado posteriormente pelos conceitos
tedricos dos conjuntos pode ser compreendido no sentido de usar
alguma imagem geométrica generalizada (OTTE, 1990, p. 39,
traducdo nossa).

Dessa forma, é possivel, do ponto de vista analitico, fazer uma ponte entre

ambos, uma complementaridade entre geometria e aritmética, e juizos sintéticos e
analiticos. Talvez mais notoriamente, essa complementaridade seja expressa nos
principios fundamentais da identidade, que dizem o que deveria ser o objeto do
conhecimento matematico.

Um grupo concebeu teorias matematicas em continuidade a
experiéncia cotidiana, considerando o0 mundo como essencialmente
constituido de coisas individuais ou conjuntos de tais coisas, enquanto
0 outro considerou as teorias como realidades em sua propria espécie,



25

como signos, que mantém no maximo uma relacdo metaférica com o
universo de coisas definidas (OTTE, 2011, p. 292-293).
Otte (2011) afirma ainda que o problema essencial de ver um “A como um B”

sempre permanece e que nesse problema sempre existem duas operacgdes evolvidas:

perceber semelhancas e fazer distincoes.

Dentro de um mundo continuo, com tudo sendo semelhante a todas
as outras coisas, a metéfora ndo leva a lugar nenhum, ao passo que
0 pensamento relacional se torna impossivel em um universo de
coisas distintas completamente isoladas. O principio da continuidade
s6 faz sentido, portanto, se tentarmos relacionar o particular e o
pragmatico ao geral e objetivo, e requer os dois tipos de operacdes
mencionados. Portanto, Marietti (2006) poderia dizer que o diagrama
geométrico “nunca € autocontido. A figura ndo pode funcionar por si
sO: estd sempre acompanhada por um texto” (OTTE, 2011, p. 292—-
293).

Percebemos que a dicotomia entre continuo e discreto tem sido alvo de

discussBes por séculos e o conceito de continuidade tem-se revelado muito
importante, podendo ser explorado a partir de aspectos aritméticos e geométricos.
Motivo pelo qual, compreendemos, assim como Monteiro (2015), que a partir da 6tica
da complementaridade € possivel compreender mais profundamente esse conceito
tdo fascinante. Dessa forma, no capitulo seguinte, traremos 0s principais conceitos e

ideia que fundamentam nossa pesquisa.
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3 QUADRO TEORICO
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Neste capitulo apresentaremos o referencial tedrico que orientou nossas
reflexdes ao longo da investigacdo. Baseados na semidtica Peirciana, buscamos
trazer de forma sucinta conceitos que fundamentam nosso trabalho. Uma breve
introducdo sobre a semittica e como ela se desenvolveu ao longo do tempo. Além
disso, traremos uma reflexdo sobre os Experimentos Mentais e a complementaridade
gue aplicamos em nosso produto educacional.

Cruz (2019a) disserta que o pensamento efetiva-se por intermédio de sinais, o
que justifica uma abordagem semioética para os processos de ensino e aprendizagem
da matematica nos diversos niveis (ensinos fundamental, médio e superior).
Trataremos aqui de pensamento na conceituacado cultural escrita por Radford que
escreve: “pensamento, € uma reflexdo cognitiva do mundo na forma das atividades
culturalmente moldadas do individuo” (RADFORD, 2011, p.197).

No entanto, esse ponto de vista ndo é comum entre professores de matematica,
pois acreditam na objetividade da matematica. A crenca na objetividade do
conhecimento se tornou mais evidente apds Bolzano, em que a “matematica
comecava a tentar mostrar a ordem objetiva dos conhecimentos, como fora o objetivo
de Euclides e Aristoteles” (CLIMACO, 2007, p. 62).

A busca pela compreensédo de como se processa o0 conhecimento motivou e
envolveu diversos filésofos e de diferentes épocas. Segundo Climaco (2007), Kant
questionou toda forma de conhecimento, afirmando que ele é fruto da relacdo da
estrutura entre sujeito e objeto, isto é, da intuigdo e conceito. Para ele, “a metafisica
nao pode ter hipoteses” e a “Logica geral (considerada como fornecedora de
conhecimento sobre o conteudo de alguma ciéncia), € sempre uma légica da ilusao”
(CLIMACO, 2007, p. 61).

Bolzano, questionou a busca da evidéncia e da certeza, mas o fez com o
objetivo de demonstrar a objetividade da ciéncia. Ao contrario de Kant, para ele, o
conhecimento deveria ser obtido mediante conceitos, mas rejeitava a busca fazendo
0 uso da intuicdo, por acreditar que, segundo Climaco (2007), a Légica € tdo segura
guanto a intuicdo, mas tem a vantagem de fornecer os fundamentos objetivos dos
conhecimentos e nao pelo fato de que buscar conhecimento somente por meio da
intuicdo possa conduzir ao erro.

Ja para Peirce, segundo Salatiel (2012), qualquer conhecimento, incluindo o

matematico, advém da observacdo de tudo aquilo que esta presente a mente, seja
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real ou ndo. Ele preocupou-se em associar seus estudos em logica com a validade
das crencas e métodos da ciéncia.

Kant, Bolzano e Peirce interpretaram o raciocinio analitico de diferentes formas
enfatizando dualismo entre analitico e sintético. Destacaremos, resumidamente a

seguir cada um deles.

3.1 JUIZOS ANALITICOS E SINTETICOS

Em seu livro Critica da Razéo Pura, Kant (1997) distingue os conhecimentos
gue ele classifica como a priori, adquiridos independentemente de qualquer
experiéncia, dos conhecimentos a posteriori, que adquirimos por experiéncia. Além da
distincdo entre os conhecimentos a posteriori e a priori, Kant considera ainda juizos
denominados por ele analiticos e sintéticos. Podemos entender juizos como dizer algo
de algo. Uma relacéo de conexado de dois conceitos. Em que um cumpre a funcéo de
sujeito, do qual se fala algo, o predicado.

Podemos dizer que os juizos analiticos sdo juizos explicativos e que
0s juizos sintéticos sdo juizos extensivos, pelo fato destes nada
acrescentarem ao conceito do sujeito. Apenas pela andlise, eles se
decompdem em conceitos parciais, compreendidos e concebidos
ainda que tacitamente nos mesmos (CRUZ, 2015, p. 159).

Isto €, para Kant (1997), os juizos analiticos sdo agueles em que a conexao se

concebe por identidade, os atributos fazem parte do termo sobre o qual se afirma algo.
Ele apenas analisa o conceito, aqueles em que “o predicado B pertence ao sujeito A
como algo contido (ocultamente) nesse conceito A”. Isto €, sdo juizos de ampliagao,
mas nada acrescentam ao sujeito.

J& o0s juizos sintéticos sdo 0s que associam 0s conceitos, de forma que o0s
termos se complementam e geram um novo saber, ampliando o conhecimento. Nele,
o predicado acrescenta algo ao conceito de sujeito. O predicado B esta totalmente
fora do conceito A. S&o juizos de elucidacdo. Kant também denomina esses dois
juizos como juizos explicativos e juizos extensivos, respectivamente.

A partir dessa diferenciagéo entre os juizos, Kant argumenta que 0s juizos da
experiéncia, posteriori, sdo todos sintéticos. E classifica-os entdo em analiticos,
sintéticos a priori e sintéticos a posteriori. Assim, para Kant, as proposicoes
matematicas sao todas juizos sintéticos a priori, pois sdo simultaneamente, universais

e necessarias e fazem o conhecimento evoluir.
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Kant, dessa forma, assume uma dualidade entre os juizos, se baseando numa
distincdo, segundo Climaco (2007), entre os componentes que constituem as ideias
gue o sujeito tem do objeto e as propriedades desse objeto (o objeto em si). Ele, com
Isso, afirmara a diferenca entre teoria e experiencia.

Ja Bolzano, discorda de Kant e vé essa distingdo como exagerada, e com isso,
pretendeu construir uma filosofia da ciéncia que superasse e respondesse a formulada
por Kant na Critica da Razao Pura, porém, ndo quis conciliar o empirismo com sua
doutrina, ndo compreendendo o importante papel da experiéncia para a comunicacao.
Ele afirma que:

se existir uma Unica idéia numa proposicdo que podemos variar
arbitrariamente sem mudar sua validade ou falsidade, ou seja, se
todas as proposic¢des produzidas substituindo esta idéia por qualquer
outra idéia que quisermos sdo, ora todas verdadeiras, ora todas falsas,
pressupondo apenas que tenham denotacdo; entdo... me permito
chamar tais proposicdes - pegando emprestado de Kant a expressao
— analiticas (Bolzano apud CLIMACO, 2007, p. 77).

Para Bolzano (apud CLIMACO, 2007) existem dois tipos de proposicdes

analiticas: as logicamente analiticas aquelas em que “nada é necessario para julgar”
sua natureza analitica “a ndo ser seu conhecimento légico, porque os conceitos que
fazem a parte invariante dessas proposi¢cdes sao todas logicas” e as analiticas no
sentido estrito em que “conceitos nao légicos entram” e que, portanto, requerem “um
tipo bem diferente de conhecimento” (CLIMACO, 2007, p. 77).

Ja as proposicdes sintéticas, para ele, sdo as demais em que “ndo ha uma
Unica ideia que possa ser arbitrariamente variada sem afetar sua veracidade ou
falsidade” (Bolzano apud CLIMACO, 2007, p. 77). Ele defendeu que, no sentido em
gue Kant considerava, ndo existiam intuices puras, que 0s juizos sintéticos nao
surgem de intuicdes, mas que decorrem parcialmente dos conceitos e que a “distingéo
entre julgamentos analiticos e sintéticos € meramente subjetiva” (Bolzano apud
CLIMACO, 2007, p. 78).

Enquanto a preocupacgédo de Kant era a de saber como o sujeito alcanca o
conhecimento, o foco de Bolzano esta mais na explicacdo do que na descoberta.

Peirce, produziu diversos trabalhos sobre l6gica e matematica, que segundo
Salatiel (2012), “ora parecem abandonar completamente o dualismo
analitico/sintético, ora parecem sustenta-lo” (SALATIEL, 2012, p. 393). Ele afirma que
a unica falha na definicdo Kantiana é que ela seria ambigua, em virtude da sua

ignoréncia logica dos relativos. Kant trabalhou com uma légica de classes ou
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propriedades, afirmando se algo pertence ou ndo a classe e o “conceito de
‘contencao” dos juizos analiticos de Kant restringe-se a esse tipo de proposicéo
categorica, que se mostrou, com o tempo, limitada” (SALATIEL, 2012, p. 396).

Entretanto, segundo Salatiel (2012), Peirce ndo extinguiu os conflitos e
ambiguidades presentes nesse assunto. Peirce reconstrdi o conceito de analiticidade
de Kant, incluindo o método do pragmatismo, o falibilismo, a semiodtica e a
fenomenologia. Ele aponta duas classes de raciocinios, os explicativos (analiticos ou
dedutivos) e os ampliativos (sintéticos ou indutivos).

Na concepcao de Peirce, o raciocinio analitico € aquele o qual a conclusao é
uma consequéncia daquilo que estava dito nas premissas e deve ser interpretado em
termos logicos e inferenciais, indicando as diferentes formas de raciocinio. Ele é
oposto ao raciocinio sintético, sdo conclusbes dedutivas e que somente ele ou a
inducdo pode de aumentar o conhecimento.

Segundo Salatiel (2012), os estudos em ldgica de Peirce o levaram a buscar
maior rigor e preciséo na divisdo Kantiana. De maneira que ele primeiro considerou
inadequada a andlise em juizos aplicando somente aos dois tipos de inferéncia e
demonstrou que todo raciocinio dedutivo requer uma pratica perceptiva, observacional
e experimental. A matematica e a logica formal estdo no centro da filosofia de Peirce,
ele descobriu que a matematica (tanto a aritmética quando a geometria) e o raciocinio
dedutivo sdo matérias de experiéncia e de percepc¢do, como qualquer outra ciéncia
(SALATIEL, 2012, p. 407).

Peirce se dedicou em diversas areas da ciéncia. Sua obra & extensa e
complexa. Segundo Santaella (2002), Peirce se dedicou a légica da ciéncia. Ele
buscava o conhecimento dos métodos e dos fundamentos l6gicos contidos neles. A
semibtica de Peirce foi pensada como uma légica em um sentido muito amplo e esta
fundamentada na fenomenologia, que é “uma quase-ciéncia que investiga 0s modos

como aprendemos qualquer coisa que aparece a nossa mente” (SANTAELLA, 2002,
p. 2).

3.2 A SEMIOTICA

No desenvolvimento da histéria, destacamos que a semidtica sempre esteve
presente como formas de questionar, representar e significar. Segundo Santaella

(2002) é possivel notar uma preocupagdo com os problemas de linguagem desde o
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mundo grego que nos leva a considerar uma semiotica implicita com investigacdes
sobre a natureza dos signos e uma semiética explicita, a ciéncia propriamente dita.

A semiodtica tem origens proximas a matematica, sempre juntas de modo que
ambas as ciéncias se ajudaram e continuam se ajudando, servindo de suporte uma a
outra, mesmo que ainda fosse desconhecida. Entretanto, a semiética, como pode
observar no livro Primeiros elementos de Semiética (PINILLA; IORI; D’AMORE, 2015),
foi reconhecida como ciéncia apenas no século XIX e somente a partir da década de
1990 ela despontou na didatica matemética a partir dos problemas de ensino
aprendizagem.

Podemos destacar alguns pioneiros da semigtica como Platédo, no qual em seu
dialogo Crétilo retrata a origem da linguagem, e Aristételes que aponta para a
interpretacdo. Entre os autores atuais, destacamos Santaella (2002) que € a maior
pesquisadora brasileira, reconhecida internacionalmente como pesquisadora da
Semiodtica de Peirce, Luis Radford (1998), Willian Cruz (2015, 2018) e Michael Otte
(1993, 2011), que investigam Didatica e Epistemologia da Matematica, baseados na
Semiotica de Peirce.

Pinilla; lori e D’amore (2015) afirmam que a raiz etimolégica da palavra
semidtica vem de semeion, traduzido como signo, contudo, conceitualmente a
semidtica se aproxima do termo latino signum que era usado para indicar uma nocao

geral, incluindo fendmenos culturais e naturais.

3.3 SEMIOTICA DE PEIRCE

Charles Sanders Peirce (1839 — 1914) especialmente ao estudar “A Critica da
Razao Pura” de Kant, iniciou a publicacido de suas pesquisas sobre semidtica em
1867, a partir da experiéncia que teve do mundo e da observacdo detalhada dos
préprios fenémenos.

A fenomenologia, segundo Santaella (2002), fornece as fundacgbes para as
ciéncias normativas, das quais a logica faz parte. A logica, € a “ciéncia das leis
necessarias para o pensamento e das condicdes para se atingir a verdade”
(SANTAELLA, 2002, p. 3), € o estudo do raciocinio correto. Peirce, descobriu que o
pensamento carece de signos para o seu desenvolvimento. Vem dessa descoberta a

concepcao peirciana da légica para a semiotica.
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A funcdo da fenomenologia € a de apresentar as categorias formais e
universais da forma em que os fendmenos séo aprendidos pela mente. Para Peirce,
séo exatamente trés os elementos formais e universais que se apresentam a mente.
Esses elementos sdo a primeiridade, secundidade e terceiridade. Santaella, explica
esses trés elementos em seu livro, afirmando que

A primeiridade aparece em tudo que estiver relacionado com acaso,
possibilidade, qualidade, sentimento, originalidade, liberdade,
moénada. A secundidade esta ligada as ideias de dependéncia,
determinacdo, dualidade, acdo e reacdo, aqui e agora, conflito,
surpresa, duvida. A terceiridade diz respeito a generalidade,
continuidade, crescimento, inteligéncia (SANTAELLA, 2002, p. 7).
Santaella (2002) afirma ainda que, para Peirce, 0 aspecto mais simples da

terceiridade manifesta-se nos signos. Pois, 0 signo € um primeiro, que representa algo
para alguém e que liga um segundo, sendo aquilo que o signo indica ou representa, a
um terceiro, o efeito produzido em um possivel intérprete.

Peirce disserta que signo (representamen) é uma coisa que representa algo
para alguém que quando dirigido a alguém, cria um signo equivalente na mente
(interpretante). A representacdo € a caracteristica de algo, que produz um efeito
mental.

um signo ou representamen, é aquilo que, sob certo aspecto ou modo,
representa algo para alguém. Dirige-se a alguém, isto é, cria, na mente
dessa pessoa, um signo equivalente, ou talvez um signo mais
desenvolvido. Ao signo assim criado denomino interpretante do
primeiro signo. O signo representa algo, o seu objeto. Representa
esse objeto ndo em todos os seus aspectos, mas com referéncia a um
tipo de ideia que eu, por vezes, denominei fundamento do
representamen (PEIRCE, 2005, p. 46).

Por exemplo, um professor desenha uma curva que representa uma parabola

no plano cartesiano na lousa durante uma aula. A curva € um signo de uma funcao
gue o professor deseja explicar, o objeto do signo. O efeito que esse desenho produz
nos alunos é o interpretante dessa curva. Assim, esse desenho é um mediador entre

a ideia que o professor deseja explicar aos alunos e o efeito que ele produzira neles.
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Figura 1 — A Triade de Peirce

Interpretante
mediador da relagdo entre objeto e representante

Signo

Representamen Objeto

imagem do objeto fisico ideia associada ao representamen

Fonte: https://amusearte.hypotheses.org/1075, acesso em 11/2019.

Para Cruz (2018) signo é tanto uma representacéo de algo como um processo
que estabelece uma relacéo entre o objeto e interpretante. E um fluxo de significac&o.
“O representamen esta ligado a trés aspectos: o fundamento, o objeto e o
interpretante. O fundamento é a ideia gerada pelo simbolo na mente de quem o
percebe e o interpretante é o que gera significado” (CRUZ, 2019b).

Figura 2 — O processo semioético

INTERPRETANTE

REPRESENTAMEN

e

Fonte: Cruz (2015).

Santaella, argumenta que estando essa ldgica triadica clara, entao é possivel
compreender melhor o motivo da definigdo peirciana incluir trés categorias acerca da
natureza do signo: significacdo, objetivacdo e interpretacdo. A significacdo esta
relacionada as propriedades internas do signo; é a relacado do signo com ele mesmo
e que o da a capacidade de funcionar como tal. Essa relacédo pode ser sua qualidade,
sua existéncia, ou ainda seu carater na lei. A objetivacéo refere aquilo a que o signo
indica, ela provém da relacdo do fundamento com o objeto, é o que determina o signo

e é simultaneamente, 0 que 0 signo representa. Por fim, a interpretacdo esta
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relacionada ao efeito ou interpretacdo que o signo tem potencial de despertar. E a
relacdo do fundamento com o interpretante.

Como a semiodtica esta fundamentada na fenomenologia, existem signos tanto
de terceiridade, quanto de primeiridade e de secundidade, esses Uultimos chamados
de quase-signos. Assim, o signo pode ser qualquer elemento que representa algum
significado para alguém, ele representa algo — o objeto do signo — e produz um efeito
interpretativo em uma mente real ou potencial, chamado interpretante do signo. Assim
como o signo, o objeto também pode ser qualquer elemento, de qualquer espécie.
Dessa forma, como Santaella afirma, o que define signo, objeto e interpretante é a
posicédo logica que cada um desses elementos ird ocupar no processo representativo.
E por isso, que qualquer coisa pode ser analisada semioticamente, desde uma musica
a um teorema. Santaella, afirma que essa potencialidade é resultado dessa ligacao
da semidtica com a fenomenologia.

E desta que advém a possibilidade de considerar os signos e
interpretacdes de primeira categoria (meros sentimentos e emogoes),
de segunda categoria (percepcdes, acoes e reacdes) e de terceira
categoria (discursos e pensamentos abstratos), que tornam muito
préximos o sentir, 0 reagir, 0 experimentar e 0 pensar. Sao essas
misturas que estdo muito justamente fundamentadas nas diferentes
classes de signos estudadas por Peirce (SANTAELLA, 2002, p. 11).
Para Peirce (apud SANTAELLA, 2002), existem trés propriedades

(fundamentos) que ddo competéncias as coisas para atuar como signo: qualidade
(qualisigno), sua existéncia (sinsigno) e o carater na lei (legisigno). De forma que pela
gualidade tudo pode ser signo e pela lei tudo deve ser signo. Santaella (2002), explica
essas propriedades utilizando alguns exemplos, dentre 0s quais citaremos trés a
seqguir.

Uma simples qualidade faz algo ser signo quando essa qualidade € um signo,
como, por exemplo, a cor azul-claro que produz uma cadeia associativa e que nos faz
lembrar do céu. A mera cor ndo € o céu, mas lembra ou sugere isso. Quando a
gualidade funciona como tal, € chamada quali-signo.

O fato de uma pessoa simplesmente existir faz com que ela emita “sinais” como
0 modo de vestir ou de falar e sdo esses que fazem que o existente funcione como
signo e nesse caso, serd chamado sin-signo.

Por ultimo, a propriedade da lei e que ao ter essa propriedade é chamado legi-
signo. A lei tem a funcao de fazer com que algo singular se conforme e se amolda a

generalidade, como, por exemplo, as palavras que sao leis, pois pertencem a um
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sistema e faz com que cada vez que ocorrem, sejam entendidas com significado para
um grupo de pessoas.

E importante observarmos que essas propriedades ndo sdo excludentes, na
maioria das vezes elas ocorrem simultaneamente, mas com a dominancia de uma ou
outra.

Como sao trés fundamentos, existem trés categorias de signos que envolvem
0 raciocinio, definido por uma triade: o icone, o indice e o simbolo. Quando o
fundamento é considerado uma qualidade na relagdo com o objeto, o signo € um
icone. Se o signo for um existente, serd um indice. Assim, para Peirce, indice é a
relacdo de um signo com um objeto. Se o signo for uma lei, sera um simbolo.

O icone é um signo [...] que é a imagem ou representacéo do objeto.
Ja o indice é um signo que se refere ao objeto em virtude de ser
realmente afetado por esse objeto. O indice envolve uma espécie de
icone, um icone do tipo especial e ndo uma mera semelhangca com o
seu objeto. Tem alguma qualidade em comum com o objeto, € um
nome ou uma indicagéo (CRUZ, 2015, p. 33,34).

Figura 3 — Diagrama do Signo
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Fonte: Elaborado pela autora.
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O icone tem como fundamento um quali-signo, nele o que da poder para
funcionar como signo é apenas a sua qualidade (como, por exemplo a cor), assim ele
sugere seu objeto por similaridade, isso é, icone s6 pode sugerir ou evocar o objeto
porque a qualidade que exibe se assemelha a outra qualidade. Por exemplo: um
desenho de uma curva no plano cartesiano: ndo ha nada nela que possa representar
algo, é simplesmente uma linha curva num papel que apresenta a si mesma, porém
pela semelhanca ela pode despertar cadeias associativas que se assemelha a uma

infinidade de outras curvas.

O indice é fundamentado pela sua existéncia concreta. E necessaria uma
conexao entre o indice e o objeto. Por exemplo, a equacao de uma hipérbole. Ela ndo
tem nenhuma semelhanca com a hipérbole, mas aponta para outro existente porque
seria uma curva que faz parte de um conjunto de curvas semelhantes chamadas,
hipérbole. Assim, essa equacédo funciona como indice, pois é o resultado de uma

conexdo de fato entre a equacédo e a curva hipérbole.

Simbolos sdo os mais importantes dos sinais e também os mais complexos. O
fundamento do simbolo é o legi-signo e ele opera no modo condicional, pois
preenchidas determinadas condicfes a lei agird. Por exemplo, a equacao geral das
hipérboles € a lei que determina todas as curvas que correspondem a uma mesma

propriedade.

Cada signo possui um objeto e o objeto imediato do icone € o modo como a
qualidade pode sugerir ou evocar outras qualidades. Ja o do indice é o modo pelo
gual esse signo indica seu objeto. O do simbolo € o modo como ele representa o
objeto, dessa forma, ele € um conceito. No icone as associacdes sdo por semelhanca,

no indice por conexdo de fato e no simbolo através da lei.

Na matematica, os simbolos resultam da consideracdo dela como uma
linguagem e dessa forma, sdo indispensaveis. O matematico representa tudo por meio
dos simbolos.

Para Bense (2010), o simbolo

€ um signo que se refere ao seu objeto denotando uma virtude ou uma
lei, normalmente, associando ideias gerais que operam no sentido de
fazer com que o simbolo seja interpretado como se referindo ao seu
objeto, ou seja, € uma convengdo (BENSE, 2010, p. 20).

Segundo Otte (2011), a ontologia matematica, na concepcdo de Peirce,

consiste em um continuo de universais que fazem a mediacdo entre a realidade
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objetiva e os signos interpretativos. E com Peirce que a relacéo entre a generalidade
e continuidade ganha destaque. O termo “geral” € usado por Peirce para designar uma
regularidade ou uma lei aberta a um ndamero indefinido de possibilidades, significando
algo além de toda cardinalidade definida e esse algo, portanto, representa um
continuum.

De acordo com Cruz (2015), Peirce afirma que o raciocinio matematico procede
da construcao de todas as formas e tipos de diagramas e da experimentacéo deles
(Experimentos Mentais). Esses diagramas s&o considerados signos usados
referencialmente (icones) e atributivamente (indices).

Otte (2011) afirma que a matematica, considerada do ponto de vista genérico,
€ essencialmente um raciocinio diagramatico. A matematica como raciocinio
diagramatico ou como “légica modal” representa uma perspectiva que visa a
generalizacdo, enquanto a matematica como aritmética ou teoria dos conjuntos
preocupa-se principalmente com a fundacéo e a separacao.

Explorando continuamente os limites de uma determinada constelacéo
diagramatica logo antes de sua quebra, pode-se exibir que a
permanéncia das relacdes dentro dessas limitacdes, ao invés da
existéncia empirica e isolada ou inexisténcia do relata, valida o
argumento. O geral tem o carater de uma relagdo ou conexdo, como
uma ideia que se espalha entre as mentes. Os diagramas, portanto,
sdo especialmente Uteis para 0 matematico e o epistemdélogo quando
a continuidade esta envolvida, porque entdo esse processo de
raciocinio abdutivo pode ser estudado mais facilmente. Normalmente
"a logica nao é pertinente" a matematica e pode ser inttil para ela, diz
Peirce (CP 2.197), mas em questdes de continuidade e abducéo "uma
ciéncia da logica é necessaria" (CP 7.525), e “‘uma logica evolutiva
satisfatéria da matematica continua sendo um desejo” (CP
3.526)(OTTE, 2011, p. 276, traducdo nossa).

Quando se trata de legi-signos, o interpretante que este signo estara apto a
produzir é chamado argumento, sendo que as regras interpretativas para a producao
do interpretante ja estdo inclusas no préprio signo, assim a ordem l6gica das relacdes
das premissas € que da o sustento ao interpretante. A esséncia da Loégica reside na
classificacéo e na critica dos argumentos, que se dividem em trés: abducéo (hipotese),
deducéo (necessidade), inducéo (probabilidade). “Nenhum argumento pode existir
sem que “se estabelega uma referéncia entre ele e alguma classe especial de

argumento™ (BACHA, 1997, p. 37). Dessa forma, para Peirce, os trés estagios da
investigacdo s&o: abducado, deducéo e inducdo. E esta distingdo que fundamenta a
Teoria da Investigacdo, formalizando um ciclo; abducéo, deducéo, inducéo, nova

abducéo, e assim, sucessivamente.
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Mais especificamente, a abducédo é o “primeiro degrau do raciocinio cientifico”
(CP 7.218 apud BACHA, 1997, p. 117) e se refere ao processo a partir do qual é
gerada uma hipotese provisoria e plausivel a respeito de um fato ainda sem
explicacdo. E o processo de formag&o de uma hipotese explanatoria.

Para Peirce, a cogni¢cdo sO pode existir num processo continuo. A
continuidade é expressada nas formas das inferéncias validas que s&o
trés: deducdo (é o raciocinio necessario), inducdo (o raciocinio
procede como se todos os objetos dotados de certos caracteres
fossem conhecidos) e hipotese ( ou abducgéo, que é a inferéncia que
procede como se todos o0s caracteres necessarios para a
determinacdo de um certo objeto ou classe fossem conhecidos)
(BACHA, 1997, p. 87-88).

A abducao tem a ver com a geracao e recomendacédo de hipéteses explicativas,
diferentemente de apenas uma percepcao e pode ser parte de uma ideia ja presente
na mente. No que diz respeito ao método cientifico, a abdugdo & “meramente
preparatéria”. “E a Unica operagédo légica que apresenta uma ideia nova” (PEIRCE,
CP 5.171 apud BACHA, 1997, p. 117). Ao adotarmos uma hipétese, adotamos um

processo abdutivo e esse processo esta ligado ao contexto e ao objeto em questéo.

Ainda, segundo Otte (2011), na matematica pura, os indices se referem a
objetos que pertencem a um modelo e ndo a um mundo real, eles indicam objetos em
universos semanticos construidos. A compreensao de que a matematica nao realiza
afirmacdes existenciais, mas apenas esboca possibilidades e que, ao mesmo tempo,
faz o uso de indices para representar afirmacdes € essencial para a compreenséao da
matematica como Raciocinio diagramatico, na concepc¢ao de Peirce. O uso de indices,
apontando para um contexto, torna a abordagem semiética inevitavel, pois demonstra
gue o raciocinio matemético €, como os demais, contextual e que a matematica néo
pode ser afirmada apenas em termos descritivos.

Peirce viu, Seboek continua, “como ninguém antes dele viu, que a
indicagé@o (apontar, ostenséo, déixis) € um modo de significagéo tao
indispensavel quanto irredutivel” (OTTE, 2011, p. 280 traducédo
nossa).

Kant (apud OTTE, 2011) sustenta que o mundo sensivel é dependente da
mente e para Otte, “essa dependéncia da mente ou perceptividade do conhecimento
significa ndo haver matematizacdo completamente objetiva e absoluta da realidade

fenomenolégica” (OTTE, 2011, p. 281 traducao nossa).

A pragmatica de Peirce (CP 5.3 apud OTTE, 2011) indica haver um problema

de generalizag&o, um problema entre a relacdo do geral e do particular. Ele afirma que
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a “a unica tendéncia primaria e fundamental da acdo mental € a tendéncia a
generalizar” (CP 6.21; CP 1.82 apud OTTE, 2011, p. 281, traducdo nossa) portanto,
deve-se observar como 0s matematicos generalizam. E nesse contexto que Peirce
apresenta a geometria de Poncelet como um exemplo. Para ele, nessa geometria, as
relacbes e as estruturas relacionais sao generalizadas com base no principio da

continuidade e a objetividade € alcancada em funcao das aplicacdes procuradas.

3. 4. EXPERIMENTOS MENTAIS

Para Otte (2011), a escolha dos indices basicos (variaveis) deve ser feita
conforme a tarefa matematica e ndo, segundo uma interpretacdo concreta da situacéo
a ser matematizada. “A esséncia de algo deve ser observada na légica de seu
desenvolvimento posterior e nas possibilidades assim abertas, portanto, ndo é mais
que a esséncia de uma representacado desse algo” (OTTE, 2011, p. 282, traducéo
nossa). Isso €, para Otte, o desenvolvimento da matemética precisa ser encarado
como o processo de matematizar o indeterminado e o continuo.

No Livro “Os Elementos de Euclides™ surge uma pratica matematica fixada em
diagramas que sao representacfes semioticas. Nele o termo semeion aparece para
designar o ponto (PINILLA; IORI; D’AMORE, 2015). “Essas construgbes sé&o
consideradas Experimentos Mentais” (CRUZ, 2019a, p.5), dos quais falaremos a
sequir.

Para Otte (2011), os diagramas de Euclides podem ser interpretados de duas
maneiras distintas, porém complementares. Em uma, a proposicao a ser provada, é
referente a uma totalidade ja definida e diz algo sobre cada um deles. Enquanto na
outra interpretacao, a frase tem um carater mais condicional, pois essa totalidade ndo
€ suposta. Assim, ele afirma que o raciocinio diagramatico euclidiano poderia ser
descrito em termos da no¢ao de “experimento do pensamento”, pois ele envolve um
pensamento fisico idealizado, mas que pode ser representado por diagramas.

"Uma funcdo para experimentos de pensamento” de Thomas Kuhn
(1977) mostra que a produtividade do experimento de pensamento é
devido a sua funcao de reajustar a relacao entre um aparato conceitual

7

ou uma teoria e a realidade a qual ele é aplicado. Portanto, os

4 Esta obra de matematica é composta por 13 livros em que, além de definicdes, postulados e nogdes
comuns/axiomas, demonstram-se 465 proposicdes, em forte sequéncia ldgica, referentes a geometria
euclidiana, a da régua e compasso, e a aritmética, isto €, a teoria dos numeros. Esta € a primeira
traducao completa para o portugués feito a partir do texto grego (BICUDO, 2009).
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experimentos mentais podem nos ensinar algo novo sobre o mundo,
mesmo que ndo tenhamos novos dados, ajudando-nos a
reconceitualizar o mundo de uma maneira melhor (OTTE, 2011, p.
282-283, traducado nossa).

A aplicagdo dos Experimentos Mentais esta associada ao desenvolvimento do

raciocinio diagramatico, buscando a generalidade. Ambos tém o papel de desenvolver
métodos para facilitar a abdugao, que segundo Peirce é “o processo de formacéo de
uma hipdtese explanatoria. A unica operacéo légica que apresenta uma ideia nova”
(PEIRCE, 2005, p. 220).

A invencdo geométrica e a prova de teoremas geométricos usam
diagramas e desenhos, experimentando-os, por exemplo, para
encontrar retas auxiliares adequadas. Na medida em que tornamos
explicitos os fatos representados pelos desenhos de forma axiomatica,
esses experimentos parecem ser “experimentos mentais” (OTTE,
1990, p. 47, traducéo nossa).

Assim, intensificam a crenca na existéncia de objetos na matematica. Em uma

perspectiva semidtica, utilizam variaveis objetuais, fazendo o uso de icones. Os
objetos sédo determinados pela intuicdo direta, independentemente de qualquer teoria
e as provas nao se referem a um contexto logico definido, fixo e explicito.

Segundo Cruz (2018), Peirce define raciocinio diagramatico como processo em
trés etapas: construcdo de uma representacao, experimentacao dessa construcao e
observacédo dos resultados, o que torna esse método muito interessante para 0 n0Sso
processo de pesquisa. Para Wielewski (2008), a experiéncia mental € um dos modelos
e atividades e que

Com o uso desse modelo de atividade desenvolve-se e aprimora-se a
sensibilidade para os aspectos mais globais do processo de
modelagem, ficando cada vez mais claro e evidente o estabelecimento
da concepcao geral, da avaliacdo, da andlise critica e possivel
validade/viabilidade dos modelos utilizados ou em disponibilidade.
(WIELEWSKI, 2008, p. 204).

Segundo Cruz (2018), toda prova matematica tem um elemento de
generalizacdo, sugerindo que pode haver uma conexdo entre os Experimentos
Mentais e os meétodos formais de provas. De forma que a aplicagdo dos Experimentos
Mentais no ensino e na aprendizagem perpassa pela compreensao da matematica
por intermédio de um processo semiotico. Assim, o pragmatismo de Peirce trata do
problema da complementaridade entre a estrutura e o contetdo particular em termos
de processos semibticos e légica relacional. Wielewski (2008) fala da importancia da
complementaridade entre o pensamento relacional e o instrumental.

0 estudo global de uma situacao, percorrendo todo o ciclo do processo
de modelag¢do ou modelagem matematica, € fundamental para que os
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alunos se apercebam da interligacdo entre os varios dominios da
Matematica e do poder e limitacSes de cada um deles, seja ao utilizar-
se de abordagens geométricas, algébricas, algoritmicas, numéricas,
I6gicas etc. Essa concepcdo de modelagem como uma estratégia de
acao ou de ensino, tem como funcéo a de estabelecer um forte elo de
ligacdo ou complementaridade entre a teoria ou fundamentos teoricos
— pensamento relacional — em relacdo aos procedimentos, regras,
técnicas e algoritmos —pensamento instrumental. (WIELEWSKI,
2008, p. 202-203).

Cruz (2019a) sugere que pode haver alguma relacédo entre a semiotica e as

habilidades matematicas por meio dos Experimentos Mentais. Segundo Oliveira, em
seu livro “Francis Bacon e a Fundamentacé&o da ciéncia como tecnologia”,

Experimentos mentais visam encontrar respostas para determinadas
davidas colocadas pela teoria. [...]. Referem-se a situacfes
idealizadas, que ndo sdo encontraveis, mas abstratamente
representaveis, como a experiéncia da aceleragdo de um corpo em um
plano inclinado sem atrito [...]. Os experimentos mentais ndo sao
propriamente uma invencdo da modernidade, pois a antiguidade ja
havia se valido deles. [...] No caso dos experimentos mentais
situagdes hipotéticas ainda que irrealizaveis, como a de um
movimento sem atrito, fornecem um meio privilegiado de testar os
desdobramentos de certas premissas e leis. [...] Os experimentos
mentais concebem como revelador aquilo que esta fora da percepgéo
ordinéria e produzem fenémenos e objetos que desejam observar
(OLIVEIRA, 2010, p. 153-157).

Na perspectiva formalista, segundo Cruz (2018), a intuicdo nédo € considerada

relevante tanto para o conteddo matematico, quanto para a ampliacéo de raciocinios.
Essa irrelevancia da intuicdo no estudo da estrutura faz-se necesséario o uso do
método axiomatico. Para os formalistas, apenas as demonstracfes formais validam
um teorema, e, somente assim, adquirimos conhecimento matematico.

Para Garbi (2010) a prova Matematica formal é um “processo pelo qual,
partindo exclusivamente de definicdes, conceitos primitivos e postulados, evidencia-
se a veracidade da afirmacao por meio de uma sequéncia de conclusdes (inferéncias)
l6gicas validas” (GARBI, 2010 apud CRUZ, 2018, p. 61).

Entretanto, entendemos que a construcdo de conceitos fundamenta a
matematica, por isso, em nossa pesquisa, faremos uma aproximacdo dos
experimentos metais e das provas matematicas formais. Isto é, buscaremos
elementos que fazem assemelhar ou diferenciar os Experimentos Mentais das provas
matematicas formais. “Com efeito, a intuicdo revela elementos que o processo de
formalizagao desconsidera ou encobre” (ALVES, 2011, p. 25). Para Otte (1990),

Para chegar a algum conhecimento novo, a atividade matematica nao
pode ser reduzida a deducdes formais. Se o conteddo matematico
fosse identificado com as definicdes, o assunto e a atividade seriam
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completamente separados na matematica. O "movimento axiomatico",
portanto, possivelmente alegaria que uma descricdo completa e
rigorosa do assunto matematico € uma mera ficcdo. As teorias
axiomaticas devem ser entendidas como dispositivos exploratérios em
vez de espelhos da realidade. Os axiomas nédo sdo afirmagdes sobre
nenhuma realidade exterior, mas sao instrumentos que permitem
passar do particular ao geral. Uma descricdo axiomatica ndo reflete
nenhum fato verdadeiro, mas orienta nossa atividade mental em seus
esforgos exploratorios (OTTE, 1990, p. 48, traducéo nossa).

Os Experimentos Mentais sdo poderosos instrumentos para o aprimoramento

e compreensédo da matemética, principalmente no que tange o seu ensino. Otte (2011)
afirma que Peirce observou que relacdes, tendéncias, leis, ideias e significados gerais
sd80 mais reais do que coisas existentes particulares porque séo diretamente eficazes
em nossas mentes e comportamento.

Nés, humanos, vivemos mais em um mundo de signos e
possibilidades do que em um universo de coisas determinadas. Isso
poderia parecer uma espécie de hegelianismo (CP 5.90) se nao fosse
pela secundidade, o grau de resisténcia, que a matematica como
raciocinio diagramatico traz para a fenomenologia (CP 5.40). Peirce
enfatizou repetidamente que os diagramas séo essencialmente
icones, porque os icones séo o Unico tipo de signo que possivelmente
traz novos insights e verdades (CP 2.279) (OTTE, 2011, p. 283
traducdo nossa).

Para Peirce a intuicao espacial € “o Unico método de pensamento valioso” (CP
1.383 apud OTTE, 2011, p. 284 traducdo nossa) e podem ser de dois tipos diferentes:
as que surgem como problemas a serem solucionados fazendo o uso da producao

abdutiva de novas hip6teses e as que vem de julgamentos perceptivos.

No primeiro tipo, as novas hip6teses substituem um complicado e embaragoso
conjunto de predicados ligados a um sujeito. Essa intui¢édo, ou sintese abdutiva, afirma
Otte (2011), é “um meio ou parte da atividade e experimentagao semiética, ao invés
de ser uma base de conhecimento passivamente recebida e ndo mediada” (OTTE,

2011, p. 284 traducao nossa).

Enquanto, no segundo tipo, € que nos diz algo sobre o que é percebido e é
possivel raciocinar dedutivamente sobre os significados dados ou pela construcéo de
um diagrama, produzido pela abducéo.

A deducdo representa a terceiridade, mediando entre a abducao
(primeiridade) e a verificacdo (secundidade). A no¢ao de continuum é
essencial para a légica, porque o proprio espaco tem uma natureza
triadica. Na medida em que € um continuum, € uma “mera lei - uma
mera terceiridade” (CP 7.488). Por outro lado, o espago mostra
“indicios de secundidade” - do contrario poderiamos prescrever suas
propriedades, sua dimensionalidade ou a validade do axioma dos
paralelos, por exemplo - e, como tal, “é mais do que uma mera lei.”
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Essas propriedades, entretanto, ndo sdo absolutamente certas ou
fixas e, portanto, o espaco também é um Primeiro (CP 1.244, NEM 4:
82). [...] Nessa natureza triadica do espaco reside todo o problema da
interacdo entre o0s aspectos objetual (extensional) e lbgico
(intensional) do significado matematico e do raciocinio diagramatico.
O espaco como terceiridade é paradoxal: € tanto o processo histérico
como o seu contexto estrutural (OTTE, 2011, p. 284 traducao nossa).
Para Cruz (2018), os Experimentos Mentais sdo a forma de representar 0s

pensamentos visando o objetivo de entender a coeréncia do proprio conceito e a
possibilidade de aplicacdo do mesmo. Ou seja, € a forma, desempenhada pelo sujeito
cognoscente, de expor seu préprio pensamento, utilizando como objeto de
consideracdo um contexto bem definido, por intermédio de uma representacao.
Permitindo o uso da intuicdo, combinando experiéncias e conhecimentos.

De um lado, temos as provas formais que se constituem de proposicoes
conectadas ou encadeadas logicamente, tentando eliminar o uso da intuicdo em seu
desenvolvimento. Podendo assim, ser desenvolvida somente por quem ja acumulou
conhecimento e experiéncia suficiente para realizar a prova.

Por outro, os Experimentos Mentais, baseados num sistema de atividades
supostas (sintese abdutiva), permitem o uso da intuicdo, combinando experiéncias e
conhecimentos e seguindo uma légica de consideracBes heuristicas. Além de
deducdes logicas e calculos formais, e também calculos ndo estritamente formais. A
matematica por essa consideracéo € compreendida como uma atividade, ou seja, uma
construgao.

Por essa perspectiva, a matematica é compreendida como uma atividade, uma
construcdo a base de possibilidades. No experimento mental, surge entdo a
possibilidade de uma investigacdo em Matematica. Nao sendo apenas uma intuicao,
mas uma experiéncia baseada num contexto teorico, envolvendo questbes
pragmaticas. Possibilitando uma reflexdo a base de dados conhecidos, e muitas
vezes, ajudando a resolver confusdes no nosso modo de pensar, permitindo novos

olhares sobre aquilo que ja fora dito.

3.5 A COMPLEMENTARIDADE

Nessa secao aprofundaremos a ideia de complementaridade definida por Otte
em seu artigo Arithmetic and geometry: Some Remarks on the Concept of

Complementarity (1990) a qual é parte essencial em nossa pesquisa.
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A nocao de complementaridade tem sido usada em diversos campos da ciéncia
tendo em vista 0s aspectos essenciais do desenvolvimento cognitivo e epistemolégico
dos conceitos cientificos. Esse conceito foi introduzido na Fisica quéntica por Niels
Bohr para caracterizar a interacao entre os aparelhos de medicdo e os objetos que
constituem uma parte essencial do fenébmeno fisico, embora estivesse bastante ciente
de sua importancia epistemologica e cognitiva.

A ideia desse conceito, segundo Otte (apud WIELEWSKI, 2008) pode ser
compreendida com a experiéncia de entender um objeto novo e ainda desconhecido.
De maneira que surge a necessidade de relacionar cada informacdo nova e o objeto
novo com conhecimentos ja estabelecidos.

Nessa linha de raciocinio, tentar aprender um novo conceito, é explica-
lo ou introduzi-lo no conhecimento por meio de uma definicdo. Por um
lado, isso significa encontrar uma definicdo para o conceito que o
defina por si proprio e ndo por outros conceitos (WIELEWSKI, 2008,
p. 177).

Aqui precisamos retomar a Kant (1997), para melhor fundamentarmos o

conceito de complementaridade. Para ele, o conhecimento se da por intermédio de
duas fontes basicas da mente — a que recebe as concepc¢des e a capacidade de
reconhecer um objeto a partir dessas concepgdes — relacionado assim, intuicao e
conceitos. “Intuicdo e conceitos sdo assim os elementos de todo o nosso
conhecimento, de modo que nem conceitos sem as correspondentes intuicdes, nem
intuicbes sem conceitos podem produzir conhecimento” (KANT, 1997, p. 88). Esse
mesmo autor disserta:

A nossa natureza imp8e que a intuicdo jamais seja algo diferente do
sensorial, isto €, ela contém apenas a maneira como SOmMOS
impregnados pelos objetos. A capacidade de pensar o objeto da
intuicdo sensorial, ao contrario, € a razdo. Nenhuma dessas
propriedades é mais importante que a outra. Sem o sensorial, nenhum
objeto se daria para nés e, sem a razdo, nenhum poderia ser pensado.
Ideias sem conteudo séo vazias, intuicdes sem conceitos sédo cegas.
(KANT, 1997, p. 88).

Wielewski (2008) afirma que para Kant, os termos ‘conteudo’ (objeto) e

‘conceito’ teriam de ser considerados mais proximos um do outro. Foi de Kant as
primeiras reflexdes acerca do significado da diferenciacdo teorico-tipolégica basica
entre conceito e objeto do conceito que caracteriza o pensamento moderno.

Kant (1997), faz uma diferenciagdo entre as ciéncias discursivas e as ciéncias
intuitivas utilizando o processo complementar do pensamento para isso, considerando

a matematica uma ciéncia intuitiva.
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Nas ciéncias discursivas, ele inclui a filosofia e a l6gica e se baseia no
conhecimento do conceito; a Mateméatica seria para ele uma ciéncia
intuitiva e se baseia na intuicdo do objeto conceitual. Em razé&o disso,
"0 conhecimento matematico considera o geral no particular, e o
filosofico, ao contrério, o particular no geral”, de acordo com Kant
(1997; p. 90) (WIELEWSKI, 2008, p. 178).

Podemos notar esta diferenciacdo de Kant nos dois ramos da matemaética: a

aritmética ou algebra e a geometria, pois, segundo Otte (1993),

a Aritmética expressa o particular (relacdo entre grandezas isoladas)
no geral, e a geometria o geral (o conceito de uma figura) no particular.
Torna-se claro, dessa forma, que na matematica desaparecem todas
as oposicdes concebidas com base na antitese entre o geral e o
particular [...] SCHELLING (1802; p. 206) apud OTTE (1993; p. 221)
(WIELEWSKI, 2008, p. 179).

Na matematica, sobretudo na Educacdo Matematica, nao é diferente. Segundo

Otte (2003), citado por Monteiro (2015),

A prética matematica, que tem progressivamente se libertado de
esquemas metafisicos e ontolégicos desde Cantor e Hilbert, requer
uma abordagem complementarista — talvez mais do que qualquer
campo de conhecimento a fim de que seja adequadamente
compreendida (OTTE, 2003, p.204 apud MONTEIRO, 2015, p. 99).

Para Otte (2003 apud MONTEIRO, 2015), a necessidade de uma atitude
complementarista parte da impossibilidade de definir a realidade matematica se a
considerarmos como sendo independente da atividade do conhecimento em si. Para
ele, todo o conhecimento surge a partir de um sujeito e um objeto e a relacéo entre
ambos. O sujeito ndo é a unica fonte dinAmica de conhecimento, o objeto do
conhecimento € parte importante nesse processo. O que caracteriza, como Otte
(1990) afirma, uma estrutura distintamente bipartida do conhecimento. Otte, defende
gue esse dimorfismo esta presente tanto no plano psicolégico, quanto em todas as

reflexdes epistemoldgicas e nomeia-os como “complementaridade”.

O ponto de vista complementarista se expressa de multiplas maneiras:
todos os modelos, teorias, termos tedricos etc. mostram uma
complementaridade de objeto e método, de aspectos descritivos e
construtivos, de propriedades representacionais e instrumentais. O
conhecimento é sempre ambiente e esquema de acdo. Toda
explicacdo cientifica contém simultaneamente uma
metacomunicagdo, ou seja, representa, de forma exemplar, uma
resposta a pergunta o que significa explicar um objeto ou um fato em
um determinado momento histérico (OTTE, 1990, p. 38, traducédo
nossa).

A relacdo entre aritmética e geometria permite uma visualizacdo dessa
complementaridade na matematica visto que expressam diferentes formas de nosso

ser no mundo utilizando diferentes codigos, meios e sistemas de simbolos e néo
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somente a partir de conceitos ou teoremas. Ao passo que a polaridade entre aritmética
e geometria apontam para uma complementaridade na matematica, na medida que
elas se relacionam com o intuicionismo e platonismo, respectivamente, e servem uma

a outra como campo de interpretacao.
A verdadeira dualidade de aritmética e geometria ndo deixa de ter
relacdo com a oposicao entre intuicionismo e platonismo. O verdadeiro

conceito de nimero aparece na aritmética. E de origem intuitiva, mas
entdo a ideia da totalidade dos nimeros é sobreposta. Por outro lado,

7

na geometria a ideia platbnica de espaco é primordial, e é neste
contexto que os procedimentos intuicionistas de construgdo de figuras
tomam seu lugar. Isso basta para mostrar que as duas tendéncias,
intuicionista e platbnica, sdo ambas necessarias; eles se
complementam, e seria violéncia a si mesmo renunciar a um ou
outro(BERNAYS, 1985 apud OTTE, 1990, p. 39, traducao nossa).

Para nds, apoiados em Otte (1990), os diagramas algébricos oferecem
oportunidades para uma reflexdo profunda construtiva e para a generalizacdo. I1sso se
da em vista de seu carater visual das “provas gerais”, de forma que o raciocinio
indutivo dessas provas utilizando diagramas visuais, representam dois aspectos
complementares. Dado que “as formulas e os diagramas algébricos tém dois
aspectos, um loégico-linear e um visual-ideografico” (OTTE, 1990, p. 43, traducéo

nossa).

Para Cruz (2018), a ideia de complementaridade estéd relacionada a dois
conceitos que se corrigem reciprocamente e se integram na descricdo de um
fendmeno, isto é, ndo separamos os conceitos em “isto ou aquilo”, mas consideramos
ambos como “isto mais aquilo”, que Otte resume como sendo “a existéncia de outros

pontos de vista”.

A complementaridade coloca o objeto e 0 meio em conexdo, mas 0s
mantém em oposicdo também. Segundo Otte, a dinamica do processo
de pesquisa traz a perspectiva que em certo sentido é relevante a
relacdo entre a teoria Matematica e suas linguagens, uma vez que
essa relacdo é extremamente fechada, rigida e impenetravel (CRUZ,
2018, p. 43).

A nocdo de complementaridade em termos semiéticos, para Cruz (2018), é

concebida segundo os aspectos intensionais e extensionais dos sistemas de signos e
da linguagem. Epistemologicamente, esses conceitos ndo devem ser vistos como uma
dualidade ou oposicédo, mas, complementares. Ela conecta objeto e meio (atividade),
mas, a0 mesmo tempo, 0S mantém e oposic¢ao.

Meios (conceitos) e objetos devem ser completamente diferenciados
em cada momento da atividade cognitiva individual, mas eles
desempenham no desenvolvimento global do conhecimento um papel
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totalmente simétrico. Essas simetrias (diferenca e conexao) entre
objeto e meio fundamentam o nascimento e a dindmica da Matematica
Pura no século XIX e elas implicam que, tanto o conceito quanto o
objeto, possuem um carater complementar (WIELEWSKI, 2008, p.
179-180).

Em linhas gerais, a nogéo de intenséo de termos matematicos, esta relacionada

ao conceito, que “reune varios caracteres conexos a um todo pensado” (CRUZ, 2019b,
p. 45), explicitando as relacdes entre 0s objetos matematicos e também suas relacbes
estruturais. Sao os meios (atividades), 0s processos, as operacoes, as regras, € o0 que
denominamos sentido do signo e que produzem uma intermediacdo entre o sujeito e
0 objeto do conhecimento. Ao passo que iSso nos permite uma verdadeira
complementaridade, segundo Otte (1993) — e ndo somente uma dualidade — entre
meio e objeto, pois ambos ndo podem ser determinados um sem o outro, apesar de
desempenharem papéis assimétricos em diferentes momentos.

E, igualmente vis&o do proprio Otte (1993), preciso, colocar a atividade
(grifo meu) como eixo e como a esséncia da relagédo sujeito- objeto,
procurar descrever a dindmica dessa atividade como uma entidade
independente, que se diferencia tanto da consciéncia quanto da
realidade objetiva. Essa dindmica fundamenta-se exatamente na
complementaridade entre 0s meios e 0s objetos do conhecimento
(WIELEWSKI, 2008, p. 183).

A nocdo de extensdo esta intimamente ligada a interpretacdo dos objetos

matematicos. A extensdo € o conteudo, o objeto, a referéncia, sdo as aplicacdes; ela
€ constituida pelos objetos pensados através do conceito. Nas palavras de Cruz
(2018),

Estudando esses dois valores semanticos de signos em geral,
entendemos extensdo como 0 objeto (caso exista) ao qual o signo
refere-se e intensdo como o contetdo ou sentido do signo que, as
vezes, é considerado como significado dos signos (CRUZ, 2018, p.
46).

A relacéo entre objeto e meio pode ser representada na atividade matemaética,

segundo Otte (1993), pois nela, eles estdo conectados. “Objeto e meio ndo apenas se
conectam, mas mantém-se em oposi¢cdo. Os objetos sdo, como a propria palavra
indica, resisténcias ao conhecimento, e os problemas ndo produzem por si S0S 0s
meios de sua solu¢ado”(WIELEWSKI, 2008, p. 183).

a objetivacdo do conhecimento matematico, o seu status como
conhecimento objetivo e verdadeiro, sé é assegurado quando baseado
no universo de ‘todos’ os meios pensaveis e todas as possiveis
representacdes. O conceito ndo € idéntico a sua definicdo. O conceito
representa uma complementaridade entre objeto e meio, ou entre
conhecimento e método. Essa €, com certeza, uma posicdo defendida
pelo terceiro componente da ‘trialidade’, ou seja, a Educagao
Matematica. (WIELEWSKI, 2008, p. 186).
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Assim, enfatizamos a importancia da complementaridade entre diferentes
interpretacbes de um problema, sobretudo na combinacdo da aritmética e da
geometria, e na utilizacdo de ambas como instrumentos e campos de interpretacéo
nessa combinacado, que “juntas representam um modo de geragdo do pensamento
matematico desde a antiguidade até agora” (OTTE, 1990, p. 43—44, traducéo nossa),
tendo como finalidade a elaboracdo de uma compreensao construtiva dos objetos da

matematica.

Em nossa descricdo da relagdo entre aritmética e geometria,
assumimos que a relagéo entre os elementos conceituais-reflexivos e
I6gico-algoritmicos da atividade mental sé é concebivel como uma
interacdo de dois polos de uma relacdo cuja base € a atividade. A
atividade representa a esséncia da relacdo sujeito-objeto e ndo a
consciéncia ou o conhecimento. Especialmente quando se refere a
l6gica, o0 pensamento conceitual totalmente desenvolvido é
caracterizado por fornecer permanentemente a possibilidade e a pré-
condigcdo para a aplicagdo de uma argumentacgédo estritamente logica.
Desta forma, o elemento construtivo desenvolve simultaneamente a
precisdo do significado conceitual. A discussdo acima sobre o
pensamento axiomatico deve ser entendida neste sentido (OTTE,
1990, p. 53, traducéo nossa).

Em nossa pesquisa buscamos uma interagao entre conceitos e intuigdes, uma

analogia entre os aspectos formais e os Experimentos Mentais por meio da
complementaridade do conceito de continuidade de Poncelet e Cauchy, como passar
de um para o outro e o que esta envolvido nisto. “Complementaridade isto mais aquilo

se corrigindo, se opondo e se conectando!” (CRUZ, 2020, p. 22).
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Os aspectos metodoldgicos que aportam nosso objeto de estudo direcionam-
se por uma pesquisa qualitativa de carater bibliografico e explicativo, pertencente a
linha de pesquisa Ensino e Aprendizagem do Programa de Pés-Graduacdo em
Educacdo Matemética — PPGEM da Universidade Federal de Juiz de Fora. Segundo

Severino,

a pesquisa bibliografica realiza-se a partir dos registros disponiveis,
decorrentes de pesquisas anteriores em documentos impressos como
livros, artigos, teses etc., e a pesquisa explicativa € aquela que, além
de registrar e analisar o fenbmeno estudado busca identificar suas
causas, seja através da aplicacao do método
experimental/matematico, seja através da interpretacao possibilitada
pelos métodos qualitativos (SEVERINO, 2007, p. 122-123).
Estudamos a relacdo entre a Matematica e a linguagem buscando uma

compreensao do conceito de continuidade por meio dos aspectos semioticos,
histéricos e epistemolégicos da Matematica, associados aos processos de
experimentacdo mental, numa dinamica complementar por meio das categorias de
semidtica de Peirce, a saber, Primeiridade, Segundidade e Terceiridade, que podem
ser descritas pelos diferentes signos: icones, indices e simbolos. Os processos de
experimentacdo mental foram desenvolvidos com o apoio do GeoGebra. De maneira
que, optamos pelo desenvolvimento do raciocinio diagramatico de Peirce e o Principio
da Complementaridade de Otte na distincdo entre o pensamento sintético e o
pensamento analitico.

Como qualquer simbolo deve ser caracterizado pela
complementaridade de sentido e referéncia, e toda a lingua pela
complementaridade de sintaxe e semantica, ndés escolhemos esta
complementaridade como nossa ferramenta principal de investigagédo
na comparacao de provas formais e experimentos mentais (CRUZ,
2015, p. 25).

Mediante a nossa problematica, sobretudo com enfoque no conceito de

continuidade no Ensino Superior, buscamos compreender a relacédo existente entre a
construcdo de um pensamento formal em interface com o0s aspectos intuitivos

baseando-se nas concepcdes de Cauchy e Poncelet.

Propomos um produto educacional que permite passar de Poncelet para
Cauchy e de Cauchy para Poncelet desenvolvendo a complementaridade dos
conceitos de continuidade de ambos. A opcdo é construir uma analogia entre as
concepcdes de matematica no aspecto formal e os Experimentos Mentais,
evidenciando esta complementaridade. Por fim, construir uma ligacdo entre essas

duas formas de conceber o conceito de continuidade.
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Assim mostraremos essa oposicao entre Cauchy e Poncelet, mas, ao mesmo
tempo, sua conexao e, para isso, propomos um produto educacional que consiste em
uma sequéncia de atividades que permitem ao professor aplicar em sua sala de aula.
Essas atividades foram, inicialmente, elaboradas para a aplicacdo na formacéo de
professores de matematica, porém, ela é perfeitamente adaptavel para aplicacdo aos
estudantes de nivel médio durante a aprendizagem de funcoes.

Para esse proposito, adotaremos o0s seis aspectos do processo de
experimentacdo mental conceituados por Cruz (2021) que os qualificam como uma
metodologia para o ensino de Matematica, sendo elas forma, estrutura, compreensao,
dependéncia, revelacdo e comparacao.

A forma, indica que os Experimentos Mentais sdo baseados num sistema de
atividades supostas. De maneira que as atividades partem de hipbteses
desenvolvidas em uma representacdo particular de um objeto geral. A busca da
generalizacdo no processo de experimentacdo mental nos direciona para o ponto de
vista semiotico, tornando a forma essencial no desenvolvimento do experimento.

J& a estrutura consiste em considerar os Experimentos Mentais sem uma
estrutura rigida, assumindo implicitamente diversas coisas. Aplicando assim, uma
sintese abdutiva.

A compreensdo combina experiéncias e conhecimentos que seguem uma
l6gica de consideracfes heuristicas, procurando novas interpretacfes utilizando
deducdes logicas e calculos formais. Sendo caracterizada pelo processo dedutivo.

A dependéncia significa que o processo de experimentacdo mental depende de
conhecimentos e informacBes ja disponiveis, do conhecimento comum e de
argumentos que a comunidade aceita, podendo ou n&o, serem argumentos
estritamente |6gicos, levando a uma nova compreensao da natureza dos objetos ou a
um novo conhecimento.

A revelagdo aponta contradicbes no sistema do nosso conhecimento,
permitindo a descoberta de novas leis e permitindo o uso do pensamento intuitivo.

A comparagcdo consiste em comparar 0 conhecimento com outras
possibilidades de solugdo em uma atividade, prova ou problema.

Essas caracteristicas dos Experimentos Mentais evidenciam o raciocinio
diagramatico e ajudam a compreender e desenvolver provas e atividades matematicas

utilizando representacdes associadas a um contexto bem definido. Exercendo dois
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papeis fundamentais, mostrando a coeréncia do conceito e identificando a

possibilidade de aplicacdo desse conceito.
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5 O PRODUTO EDUCACIONAL: MOSTRANDO
A COMPLEMENTARIDADE DE CAUCHY E
PONCELET
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Neste capitulo traremos um exemplo de uma sequéncia de atividades da qual
nosso produto educacional se refere. Esperamos que esse produto seja de grande
valia e que o leitor faca uso desse material e seja mais um caminho para a ampliacao
dos conhecimentos na formacéo de futuros professores de matematica possibilitando

um novo olhar para a continuidade e sua aplicabilidade no ensino de funcgdes.

5.1 UM EXEMPLO DE EXPERIMENTO MENTAL — O PRODUTO EDUCACIONAL

Em nosso produto, sugerimos a constru¢cdo de duas curvas, adotando a
dindmica dos Experimentos Mentais que por meio de um conjunto de informacdes
buscam uma melhor representagédo para construir o objeto em questdo, uma curva
muito manipulada no ensino de calculo.

Como exemplo traremos aqui uma dessas curvas, o leitor pode conferir em
detalhes o processo de construcao dessa e também de outros exemplos sugeridos
em nosso produto.

Para a construcdo, utilizamos um software que permite trabalhar geometria
plana, em particular o GeoGebra, porém o leitor pode escolher o software de sua
preferéncia ou, ainda, régua e compasso. Nos proximos paragrafos, apresentaremos
alguns passos da construcdo dessa curva e alguns comentarios a respeito.

Primeiramente, construa uma reta a qual nomearemos por d (indice) e por ela,
uma reta perpendicular que nomearemos f (indice). Marque o ponto de intersecéo
entre d e f que indicaremos por D (indice). Do ponto de vista semiético, d e f sdo
indices, que indicam suas respectivas retas; D é o indice do ponto e, a imagem abaixo
(Erro! Fonte de referéncia ndo encontrada.) € um icone. Assim como os demais
pontos e retas que seguem nosso exemplo. Sobre f, coloque um ponto qualquer e
nomeie-o de F e encontre o ponto médio do segmento FD, ele serd o ponto V. Ainda,
sobre f, coloque um ponto qualquer, nomeando-o de (P,). E, por (P,) trace uma reta

perpendicular a f areta g.
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Figura 4 — Pontos P, F,V eareta g

f
_____________________ ..___________________________________-
g P,
[ ]
F
L ]
V
L
d D

Fonte: Autoria propria

Construa uma circunferéncia — temos posto aqui, outros indices — com centro
em F e raio P.D, a circunferéncia c e identifique os pontos de intercessdo de c e g
(P e P;). Habilitando o rastro de P e P;,a0 movermos o ponto P, sobre a reta f,

observamos a constru¢do de uma curva que representa nosso objeto:

Figura 5 — Circunferéncia c e curva

c f f

Fonte: Autoria propria
Podemos observar uma propriedade dessa curva prépria construcdo: por P,
trace uma reta auxiliar perpendicular a d (i). Marque um ponto C na intercessao de d
el.

Figura 6 — Propriedade da curva

P P P
A P " 5. FT—— S
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d D

Fonte: Autoria propria
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Observe que a distancia de P a reta d (PC) é igual a distancia de P a F (PF),
independentemente da localizag&o do ponto P.

Essa observacédo das distancias PC = PF constitui um lugar geométrico: “uma
sucessdo de pontos ou de linhas que gozam de uma propriedade comum”
(CARVALHO, 2005, p. 21). Isto é, esta curva é o lugar geométrico dos pontos P que
atendem a seguinte conclusao: qualquer que seja F e d nas condi¢cdes dadas, a
distancia de P a F € igual a distancia de P a d, isto é, possuem a mesma medida.

Em especial essa curva é uma conica: “o lugar geométrico dos pontos do plano,
tais que a razdo entre as distancias a um ponto fixo (foco), e a uma reta fixa (diretriz)
do plano é uma quantidade constante, denominada excentricidade” (CARVALHO,
2005, p. 225).

Definicdo: A parabola é o lugar geométrico dos pontos de um plano que equidistam
de um ponto (foco) e de uma reta (diretriz) (CARVALHO, 2005, p. 228).

A propriedade de que se P = P, = P, =V, os segmentos PF e PC serdo iguais
(congruentes), indica que todos os pontos da curva formada tém esta propriedade. Ou
seja, sédo equidistantes do foco (F) e da reta diretriz (d), constituindo assim o lugar
geométrico da nossa curva.

Logo, a curva que chamamos parabola € continua, numa interpretacdo do
conceito de continuidade de Poncelet abordado no capitulo 2, pois mantém uma
mesma propriedade para quaisquer de seus pontos. Por isto, construimos um lugar
geométrico de pontos que apresentam esta mesma propriedade para todos
(invariante). Em uma perspectiva semidtica, temos nesse ponto, um avango, trazendo
uma situacdo mais geral e abrangente. Todo o0 processo de construcao da parabola
até concluirmos gque a mesma € continua é caracterizado por um processo abdutivo,
gue também é uma pista semiaotica.

Ha outra propriedade que envolve a ideia de areas, dessa forma construiremos,
também, esta propriedade. Por V trace uma reta b paralela a d e com ajuda do
compasso, marque o ponto E de forma que o segmento EV tenha medida igual & 2DF.

(Observe que a circunferéncia em vermelho possui centro A e raio DF).
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Figura 7 — Propriedade de areas
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Fonte: Autoria propria
Por E, construa uma reta s perpendicular a de margue o ponto G na intercessao

de g e s e construa o retangulo EGPV. Em seguida, construa um quadrado de lado PP,
sobre areta f.

Figura 8 — Propriedade de &reas
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Fonte: Autoria propria
Calculando a area de ambos percebemos que, a area do retangulo e a area do
quadrado sdo iguais, para todos os pontos pertencentes a parabola.

Figura 9 — Areas

Area do retangulo = 16.6
e Area do quadrado = 16.6

Fonte: Autoria propria
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Por essa propriedade também podemos concluir que a parabola € uma curva
continua, pois essa propriedade se mantém por todos 0s pontos pertencentes a ela
(invariante). Agora, vamos aos calculos. Area do retangulo é dada por:

A, = 2DF - VP,

Jé a area do quadrado é:

Ay = PP,

Como sabemos serem iguais, entao,

PP, =2DF-VP

Para pensarmos na continuidade desta curva em termos analiticos, temos que
algebrizar a curva, isto €, escrever uma funcéo que representa partes desta curva num
dado intervalo. Para isso, sobre nossa curva, colocaremos eixos orientados — o plano
cartesiano — de forma que V coincida com a origem 0. Sobrepondo em f, o eixo das

abscissas (x) e em b, 0 eixo das ordenadas (y).

Figura 10 — Eixos Orientados

f i

Fonte: Autoria propria
Considere que F esteja a uma distancia ¢ de V e que P tenha coordenadas
(x,y) quaisquer. Entdo, as coordenadas dos pontos da curva sdo: P(x,y), C(—c,y),
D(—c,0), V(0,0), F(c,0) e P,(x,0).
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Figura 11 — Coordenadas dos pontos

|

Y

Fonte: Autoria propria
Agora, cada icone desse, chamado ponto, tem uma localizagcdo em outro
sistema — o sistema cartesiano. Uma observacgdo a ser feita é que na geometria
sintética, ponto ndo possui localizacédo, ndo € necessario localiza-lo num eixo, porém
analiticamente cada ponto tem seu lugar especifico.

R —_— —_— —_2 —_—
Dessa maneira, temos PP, =x, VP =y e DF = 2c. Como PP, = 2DF -VP,

. 1 A
concluimos que x? =2:2c:y =2x2=4cy > y= 4—Cx2. Tomando o parametro p =

2c,
x?=2pyouy= lx2
2p

Esta Ultima expresséo é a equacdo algébrica da curva que é o novo objeto a
ser considerado, que a partir desse momento transformou nosso objeto passando por
algumas transformacfes em sua representacédo, isto é, temos um novo objeto. Os
icones passam a ter caracteristicas diferentes, representados por pares ordenados.

Essa, € uma das curvas que podem ser obtidas por seccdes conicas. O nome
parabola fora aplicado a ela, segundo Boyer & Merzbach (2012), pela primeira vez por
Apolbnio, que introduziu os nomes elipse, hipérbole e parabola para as sec¢des
coOnicas.

A palavra paradbola (uma colocacdo ao lado ou comparacdo) nao
indicava nem excesso nem deficiéncia. Apoldnio aplicou estas
palavras num contexto novo, como nomes para as sec¢des planas. A
equacao familiar moderna para a parabola com vértice na origem e
y? = Ix (onde 1 é o latus rectum ou parametro, agora frequentemente
representado por 2p, ou ocasionalmente por 4p). Isso €, a parabola
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tem a propriedade gue nao importando qual ponto sobre a curva se
escolha, o quadrado sobre a ordenada é precisamente igual ao
retAngulo sobre a abscissa x e o parametro 1 (BOYER; MERZBACH,
2012, p. 114).

Ja na concepcdo de Cauchy, a curva chamada parabola tem a seguinte

representacdo funcional: x e R tal que f(x) = ax®>+ bx +c,a,b,c ERa = 0. Aqui 0
objeto foi reificado! Na continuidade, devemos discutir a possibilidade de todos os
pontos no intervalo do dominio constituir uma imagem e estas representarem 0s

limites da funcdo em cada um desses pontos. Isto é:

Definicdo: seja f uma funcéo real definida num subconjunto D contido em R e seja a

um ponto pertencente a D. A funcéo f é continua em a se lim f(x) = f(a).
xX—a

Assim, considerando a funcdo f:R - R, tal que f(x) = ax? + bx + c, entdo f é

continua.
Demonstracéo: De fato, seja x, € R, entdo x, € D(f). Temos:

lim f(x) = lim [a(x)? + bxg + c] =
X-Xg X=X,
= lim a(xg)? + lim b(xy) + lim ¢ =
X—Xg X—Xg X—Xg
a(xg)? + bxg + ¢ = f(x).

Portanto, f € continua em x,. Logo, continua em R.

|
Esta é a definicdo formal para Cauchy. A continuidade neste caso nao esta

baseada na curva, mas na funcdo. Essa definicdo esta sob um jogo de argumentos,
discute um conjunto de relacdes que aplicados a equacgao gera um resultado.

Para Courant e Robbins, “de uma forma geral dizemos que uma curva é
continua, se seu grafico for uma curva ininterrupta” (COURANT; ROBBINS, 2000, p.
344). Na perspectiva de Cauchy, ndo € necessario trabalhar sobre o gréafico para
construir a ideia de continuidade. Por meio dessa definicdo, ndo é possivel discutir se
o grafico € ou ndo uma curva ininterrupta.

Para Poncelet, a continuidade nesse caso ir4 acontecer, pois, todos 0s pontos
dessa curva possuem a mesma propriedade. Assim, a continuidade saiu de um campo
intensional, para um campo extensional. Esse campo extensional ganha um impulso
da intuicdo, pois ndo é preciso limitar somente a isso, podemos estendé-lo a qualquer

outra curva.
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No campo formal ndo é possivel perceber a continuidade, pois ela nédo é sobre
a curva ininterrupta, mas sobre uma férmula. E uma relagéo l6gica, mecéanica. O
teorema de Poncelet baseia-se em que, se uma curva € ininterrupta em qualquer
ponto, ela pode ser linearizada. Isto é, Poncelet permite visualizar a curva definindo a
continuidade com tangente, recorrendo a intuicdo agregada a conceitos, ja Cauchy
abre mao da representacdo e da intuicdo para ganhar certo controle sobre a curva.
Esta & a complementaridade: um busca a continuidade na figura e o outro na estrutura

funcional.

Figura 12 — Parabola na construcao geométrica e como funcao
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Fonte: Autoria propria
Como passar de uma para outra? Se a propriedade é valida para todos o0s
pontos, h4 um continuo posto ai como acreditava Poncelet, mas para Cauchy € outra

coisa.
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5.2 O PROBLEMA DA TANGENTE

Ha outra propriedade que podemos construir nesta curva, que envolve o
teorema de Poncelet sobre as tangentes. Para analisarmos, tracemos a bissetriz t de
FPcC.

Figura 13 — Bissetriz de FPC

A

Y

N

A
Fonte: Autoria propria

Ao observarmos a reta t, podemos perceber qgue a mesma € a reta tangente a
curva, passando por P. Essa conclusdo € conhecida como Teorema de Poncelet sobre
as tangentes. Vejamos ele a sequir.

Teorema de Poncelet: Dado uma pardbola y de focoF e um ponto
P pertencente a mesma, as bissetrizes dos angulos formados pelo raio vetor
(segmento de reta que une um ponto da parabola a um de seus focos) e pela reta
perpendicular a diretriz d que passa por P sdo as retas tangente e normal a parabola
em P.

Seja o ponto C, a projecao ortogonal do ponto P em d, como podemos observar
por meio da construcdo da parabola. Assim, CP é ortogonal & d em C e o triangulo
AFPC é isosceles de base CF, pois P pertence a parabola, de forma que as medidas

de FP e CP s&o congruentes pela definicdo de lugar geométrico da parabola discutida

anteriormente.
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Figura 14 — Teorema de Poncelet

f i

Fonte: Autoria propria

Considere a bissetriz t do angulo CPF e M, o ponto de intersecdo de t e o
segmento CF. Consequentemente, t é a mediatriz de CF, os triangulos AFPM e ACPM

s&o congruentes (4.L.A.) e o ponto M, é o ponto médio de CF.

Figura 15 — Teorema de Poncelet

f i

Fonte: Autoria propria

Considere umponto T # P emt e seja T' a projecao ortogonal de T em d. Como

t é mediatriz de CF, as medidas de CT' e FT' sdo congruentes; além disso, FT = CT >

TT', pois ACTT' é retAngulo em T’ com CT sendo a hipotenusa e TT’ uns dos catetos.
Assim sendo, a distanciade T a F é maior que a distanciade T aT'. Isto é, T’ é exterior

a parabola.
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Figura 16 — Teorema de Poncelet
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Fonte: Autoria propria

Portanto, todo ponto T € t, P # T € exterior a parabola. Por conseguinte, a reta
t € uma tangente. Para a reta normal, basta observarmos que esta, sera a bissetriz
do angulo suplementar de CPF.

No que tange a continuidade de uma funcdo num ponto de seu dominio, ela
esta relacionada a ideia de derivabilidade, a partir de uma propriedade importante, a
existéncia de reta tangente ao grafico nesse mesmo ponto.

Teorema: Se f é derivavel num ponto x, de seu dominio, entdo f & continua em x,.
F(0)—f (xo)

X—Xq

Demonstracdo: Observe que f(x) — f(xy) = (x — xp). Aplicando-se

o limite quando x — x, temos:

lim (x — xg).

lim f(x) — f(xy) = lim
X—Xq X=X X—Xq

F@) = fxo)
X — X

Se f é derivavel, entdo existe o limite lim Z2=&0)

X—Xq X—Xo

3}1_{?0]((95) — f(xo) = f'(x0) - 0= 0.

, 0qual é f'(xy). Assim,

Portanto, xli—gclof(x) = f(x,) 0 que define a continuidade de f nesse ponto.
|
Se uma funcéo dada € derivavel a cada ponto compreendido no seu dominio,
isto quer dizer que podemos tracar uma reta tangente a cada ponto ao longo da curva
e logo ela é continua. Foi justamente isto que Poncelet fez. Tragou uma reta tangente
a cada ponto da curva.
E claro que podemos ter fungdes continuas néo derivaveis, talvez este seja o

ponto de corte sobre as ideias Poncelet. Foi isto que causou estranheza a Cauchy.
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Este aspecto intuitivo pode néo ser aplicavel a todas as curvas e/ou fun¢des, ou pode
ser extremamente trabalhoso. Temos aqui entdo que reciproca desse teorema
anterior é falsa. Existem fun¢des continuas em x,, porém nao derivaveis em x,, COmo
no caso da fungdo modular. Dessa forma, a existéncia de reta tangente ao grafico de
uma funcdo num ponto de seu dominio acarreta necessariamente na continuidade da
funcdo nesse ponto.

O objeto ndo € mais a curva e sim a funcdo. Esta passagem que os alunos de
calculo | ndo tem a oportunidade de entender. As extensdes exigem outras formas de

pensar! Outros meios.
5.3 UMA NOCAO TOPOLOGICA

Analisamos o conceito de continuidade de Poncelet, muito ligado a geometria
sintética. Fazendo a passagem para Cauchy, mostrando a complementaridade.
Segundo D’Ambrésio (1975), entre as caracteristicas da noc¢ao de limite, uma das
mais importantes é que ele descreve o comportamento da funcdo ao redor de um
ponto, pertencente ou ndo ao dominio dessa fungéo. Isto €, nas proximidades desse
ponto, na sua vizinhanca. Quando falamos desse estar proximo, estamos tratando da
estrutura chamada Topologia. Nesse sentindo, trabalharemos o conceito de
continuidade, em relacéo a funcées, também num conceito topoldgico.

Observamos que nao precisamos representar graficamente uma funcéo para
saber se é ou ndo continua (Cauchy). Entretanto, podemos apresentar a continuidade
de funcéo da seguinte forma:

Definigdo: seja f uma fungéo real definida num subconjunto D contido em R e seja a
um ponto pertencente a D. Diz-se que a funcéo f € continua em a se e so se,
qualquer que seja 0 numero positivo § existir um nimero &, também positivo, tal que,
sempre gque X seja um ponto pertencente a D e verificar a condigéo |x — a| < €, se
tenha |f(x) — f(a)]| < 6.

Neste caso, no processo de ensino, o diagrama é fundamental para tomada de
acOes e analise. A semantica aqui exige uma representacao.

Por exemplo, analisaremos a continuidade da funcdo f:R — R definida por

xX; x <2
f(x)z{x+31o_x>zemx=2.

)

Por uma definicdo ndo encontramos a necessidade de construir o diagrama e
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desenvolver estudos sobre ele. J& na outra, a definicdo topoldgica, esta construcao
se torna necessaria. Note que estamos buscando intervalos abertos em torno da

imagem f(2) = 2, imagem de algum intervalo aberto em torno de x = 2.

Figura 17 — Diagrama

I

-2

Fonte: Autoria propria

No diagrama, é facil perceber que indo de um lado para outro de 2 o
comportamento da fungcdo muda, sua imagem apresenta um “buraco”. Nao ha uma
continuidade na funcéo, pois h& intervalos em torno de f(2) = 2, isto &, na sua
vizinhanca, que ndo é imagem de algum intervalo em torno de x = 2.

De uma forma geral, uma funcdo f:R — R é continua” se a pré-imagem de
gualquer intervalo aberto for uma unido de intervalos abertos (ou o conjunto vazio).
Esta é uma definicdo topoldgica.

Expressando em termos topoldgicos o conceito de limite, o conceito de
continuidade fica apresentado automaticamente também em termos topoldgicos, pois
a continuidade depende da nocéo de limite. O que estamos querendo com isto é dizer
gue o pensamento matematico ndo se encerra, ou seja, a base deste pensamento
esta na continuacéo da atividade.

Matematica ndo € ldgica, pois temos sempre que construir conceitos. A
evolugdo do conceito de continuidade, por exemplo, passou de propriedades da

geometria, para um conceito algébrico e agora topolégico. A matematica sé foi
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traduzida para légica, no intuito de ensina-la em grande escala na sociedade.

Em nosso produto o leitor poderd encontrar outro exemplo de
complementariedade como foco o estudo da Elipse e suas propriedades geométricas,
detalhado, assim como na parabola, que abordamos acima e como ele pode ser
aplicado no ensino da continuidade. Nele, propomos o roteiro de construcéo da curva
e sugestdes de questdes que podem ser trabalhadas com os alunos para podermos,

juntos, desenvolver esse experimento mental, expondo a complementaridade.
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6 COMPLEMENTARIDADE NO CONCEITO DE
FUNCAO: MEU EXEMPLO EM VISTA O TEXTO
DE OTTE
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Nessa dinamica, destacamos entdo, a complementaridade entre a geometria e
a aritmética aplicada ao conceito de continuidade de funcéo.

Considerado historicamente, o conceito de fun¢do tem uma dupla raiz,
primeiro ele se desenvolve ao lado do conceito de lei, particularmente
junto ao conceito de lei natural, ele surge do conceito da operacéo
aritmética, do conceito do algoritmo e das concepgdes gerais de
magquina. [...] O outro aspecto ¢ a lei natural, por exemplo, grandezas
como velocidade, forca etc, todas sdo representadas por meio de
equacgoes. [...] Otte (1993) comenta ainda que esses dois aspectos
pertencem ao conceito de funcéo e demorou quase duzentos anos, do
século XVII ao XIX, para os matematicos entenderem mais ou menos
bem essa complementaridade do conceito de fungdo (WIELEWSKI,
2008, p. 189-190).

Otte (1990) afirma que o conhecimento ndo é absoluto, com uma estrutura fixa,
de maneira que o concreto e 0 abstrato mudam continuamente de lugar. Definir um
conceito é antes de qualquer coisa o desenvolver. Cada conceito tem, no contexto de
seu desenvolvimento, diversas interpretacbes em diferentes contextos.
Particularmente, em nosso caso, o conceito de continuidade muda dentro das duas
perspectivas que estamos mostrando. N&o € algo rigido, mas sim complementar.

A funcgéo continua como um modelo de movimento, na verdade, reflete
muito claramente o duplo carater deste conceito: Por um lado, ela
contém aspectos discretos, pois me permite calcular valores Unicos
guando é escrita como uma férmula. Por outro lado, enfatiza aspectos
continuos, por exemplo, na ilustracdo do grafico funcional que me
permite uma ideia geral qualitativa da fung&o (= movimento). A funcéo
é simultaneamente qualitativa e quantitativa; conceitual e construtiva.
E conhecimento (ideia geral) e ferramenta (férmula de célculo) em um
(OTTE, 1990, p. 55-56, traducdo nossa).

Precisamos adotar um ponto de vista relacional para a interpretacdo do
problema proposto “que confere aos objetos e as relagdes entre os objetos um status
ontolégico igual” (OTTE, 1990, p. 56-57, traducao nossa). Isso se faz necessario por
conta do carater duplo da funcdo como um modelo de movimento, pois 0 aspecto
continuo do movimento ndo contradiz a perspectiva discreta. Como exemplo, Otte
(1990) interpreta fisicamente esse aspecto com o problema do paradoxo de Aquiles e
a tartaruga, que para ele é a representacdo usando o conceito de funcdo que nos
permite reproduzir o paradoxo em um novo nivel devido ao seu duplo carater.

Em nosso exemplo, dois pontos de vista diferentes sdo possiveis agora. A
abordagem construtiva, parte do pressuposto que todos o0s objetos (pontos
geometricos) sao diferentes e, a partir desse pressuposto, construimos todos os
conceitos (continuidade) e todo o conhecimento. Ela visa identificar as propriedades

invariantes em cada ponto, de forma que nenhum movimento é possivel. A abordagem
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conceitual, ao contrario, estabelece a diferenca de objetos por intermédio de
conceitos. Assim como no exemplo de Otte (1990), em nossa abordagem, a
perspectiva construtiva, parte da diferenca e da discricdo, enquanto a abordagem
conceitual mostra a existéncia de um ponto fixo individual. No entanto, ndo consegue
identifica-lo sem a ajuda de -calculos construtivos. Isso nos leva a uma
complementaridade no conceito de continuidade de funcdes.

Na complementaridade tem-se que ter alguma ligacdo, uma interagéo,
uma influéncia mutua um sobre o outro, entre aspectos que se
enfrentam. Na dualidade ndo necessariamente. Otte (2003) indica que
ndo se pode simplesmente integrar esse terceiro aspecto, ou seja,
tendo uma dualidade, tém-se ja dois aspectos, que podem ser
antagonicos, e como numa somatéria, agregar mais um componente,
no caso a complementaridade que corre o risco de se tornar
contraditério (WIELEWSKI, 2008, p. 191).

A ponte estabelecida, entre os conceitos de Poncelet e Cauchy mostra a

necessidade de ter o conceito de relacdo funcional, o conceito de funcdo como uma
ideia, como um modelo conceitual que Atiyah escreve: “O que era novo sobre o
conceito matematico de funcéo era considera-lo como um Unico objeto matematico”
(Otte, 1974 apud OTTE, 1990, p. 57, traducdo nossa). A complementaridade entre
esses dois conceitos nos mostra, particularmente, que uma solucéo para um problema
ndo deve ser tomada como Unica ou superior a outra, mas que precisamos escolher
a solucao conforme o tipo especifico do problema.

um conhecimento para ter efeito educacional precisa ser sobretudo
significativo, e isso implica que nado se trata apenas do conhecimento
em si, mas também da maneira de relacionar-se com o conhecimento
e conseguir responder e compreender ‘os porqués’. Estabelecer dessa
forma, a complementaridade entre ‘os qués’ e os ‘porqués’ € que se
pode caracterizar como pensamento relacional (WIELEWSKI, 2008, p.
194).

Como ja afirmamos nao se trata de identificar qual das concepcdes € a melhor,

mas, como Otte afirma em outro exemplo, que cabe aqui em nosso contexto, “as
diferencas psicoldgicas das duas solucdes diferentes sdo de menor importancia. Sao
apenas questbes de gosto e estilo e, na verdade, exigem 0s mesmos tipos de
capacidades cognitivas” (OTTE, 1990, p. 59, traducdo nossa). Assim, nossa
abordagem complementarista visa enfatizar os aspectos simétricos entre 0s conceitos
de continuidade de Cauchy e Poncelet. “Complementaridade significa apenas
diferenca e relacdo simultaneamente” (OTTE, 1990, p. 60, traduc&o nossa).
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Para Poncelet, a continuidade em uma curva acontece quando todos os pontos
dessa curva possuem a mesma propriedade. Assim, a continuidade sai de um campo
intensional, para um campo extensional. Esse campo extensional ganha um impulso
da intuicdo, pois ndo é preciso limitar somente a isso, podemos estendé-lo a qualquer
outra curva.

No campo formal ndo é possivel perceber a continuidade, pois ela ndo € sobre
a curva ininterrupta, mas sobre uma férmula. E uma relacéo légica, mecanica. O
teorema de Poncelet baseia-se em que, se uma curva € ininterrupta em qualquer
ponto, ela pode ser linearizada. Isto €, Poncelet permite visualizar a curva definindo a
continuidade por meio da tangente, usando a intuicdo agregada a conceitos, ja
Cauchy abre mao da representacao e da intuicdo para ganhar um certo controle sobre
a curva. Esta é a complementaridade: Poncelet busca a continuidade na figura,
enquanto Cauchy na estrutura funcional.

Antes estdvamos no campo da geometria sintética, a medida que
abdutivamente acrescentamos um elemento, o eixo, automaticamente transformamos
0 objeto. Construindo outro objeto ideal. Chamamos esse processo de evolutivo ou de
generalizacdo. Esse processo evidencia a complementaridade entre as duas

concepcoes.

Figura 18 — Parabola na constru¢do geométrica e como funcao

D(0, —¢)

Fonte: Autoria propria
Como passar de uma para outra? Claro que ainda ndo é uma discusséo sobre
a continuidade, mas um indicio. Pois, se a propriedade é valida para todos os pontos,
ha um continuo posto ai como acreditava Poncelet, mas para Cauchy é outra coisa.
A nossa intencdo, como foi mostrada no exemplo € mostrar a
complementaridade de Poncelet e Cauchy, em termos do estudo da continuidade. O
gue pretendemos neste trabalho foi evidenciar esta complementaridade, identificando
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analogias que possam servir de base a uma nova proposta de ensino deste conteudo.
Evidenciar as pistas semidticas envolvidas nessas concepc¢oes e implementar o uso
de Experimentos Mentais como suporte para o desenvolvimento complementar deste
conceito nas aulas de calculo. Ofertar um instrumento que possa ser reflexivo nesse
processo, 0 nosso produto educacional.

Nesse produto, o publico-alvo das atividades pode ser perfeitamente adaptado
para ser aplicado desde alunos do ensino médio e fundamental da educacgéo basica
a alunos de calculo e, principalmente, servir como um étimo aliado para formacéo de
professores. Destacamos que, para cada etapa de ensino ao qual o professor deseja
aplicar, serda necessario adaptar os niveis de aplicacdo, explorando os diferentes
niveis conceituais. Por exemplo, nos anos finais do ensino fundamental o professor
podera explorar os diagramas e a dinamica dos graficos para trabalhar com os alunos
a introducdo as funcbes e também a construcdo e identificacdo de lugares
geométricos. Outra possibilidade, no ensino médio, € a adaptacdo no estudo de
funcdes, curvas e das conicas. O professor pode explorar a construgédo da curva como
funcdo e como lugar geométrico, pode aplicar a complementaridade entre as
diferentes representacdes e fazer a passagem da curva para um objeto algébrico, a
funcdo. Omitindo alguns conceitos mais complexos que serdao melhor compreendidos
em cursos de calculo ou na formacédo de professores.

Acreditamos que, € no processo complementar entre Experimentos Mentais e
as definicdes formais na constru¢do do pensamento sobre o conceito de continuidade,
gue o conhecimento matematico avanca. Esta complementaridade se torna mais
dindmica por meio da observacao possibilitada pela utilizacdo de tecnologias digitais,
como os softwares de geometria dindmica, a destacar o GeoGebra. Esses softwares
permitem termos uma visdo e percepcao da transformacdo do diagrama,
oportunizando alcancar o conhecimento que surge a partir do sujeito, do objeto e da
relacdo entre eles. O diagrama associado as tecnologias digitais mudam a nossa
relacdo com a semiotica e a relacdo entre meio e objeto, permitindo uma nova
complementaridade de objeto e método nos aspectos construtivos.

A partir de nossos estudos, contribuimos com um olhar, sob o aspecto
construtivo, que a continuidade nos permite. Possibilitando professores e alunos
construirem significados para a continuidade a partir de lentes diferentes, mas de

forma que ambas se complementem.
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