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RESUMO

Um ideal primo P de um anel comutativo unitario R é um ideal proprio de R com
a seguinte propriedade: para todo par a,b € R tal que ab € P, tem-se a € P ou b € P.
Neste sentido, pode-se dizer que os ideais primos “absorvem elementos”. O objetivo neste
trabalho é estudar uma generalizacao desta propriedade de “absorcao de elementos” e

explorar algumas outras propriedades que dela derivam.

Palavras-chave: Ideais 2-Absorventes. Anéis Comutativos Unitarios.



ABSTRACT

A prime ideal P of a unitary associative ring R is a proper ideal of R with the
following property: for all a,b € R such that ab € P, we have a € P or b € P. In this
sense, it can be said that prime ideals “absorb elements”. The objective in this work is to
study a generalization of this property of “element absorption" and explore some other

properties that derive from it.

Keywords: 2-Absorbing Ideals. Unitary Commutative Rings.
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1 INTRODUCAO

O nosso foco neste trabalho serd o de apresentar o conceito de ideais 2-absorventes
em anéis comutativos unitarios. No que segue, R serd um anel comutativo unitario.
Neste cenario, A. Badawi [1, p.417] (2007) introduziu o conceito, e também apresentou
exemplos de ideais 2-absorventes. De acordo com [1, p.417], um ideal préprio I de R é dito
2-absorvente quando, dados a, b, c € R arbitrarios tais que abc € I, temos necessariamente
uma das trés possibilidades: ab € I, ac € I ou be € I. De acordo com a definicao, é
claro que todo ideal primo P de R é 2-absorvente. Entretanto em [1], o autor fornece
ferramentas necessarias para que possamos concluir que nem todo ideal 2-absorvente de
R é necessariamente um ideal primo - fato este que sera devidamente ilustrado ao longo
do trabalho (veja o Exemplo 3.1.1). Deste modo, vemos que A. Badawi encontrou uma
nova classe de ideais préprios de R e, ao que tudo indica, tal classe contém propriamente
a classe dos ideais primos, que em um certo sentido, preservam a propriedade de absorcao

de elementos.

Além de introduzir este novo conceito, A. Badawi também provou em [1] algumas
propriedades bem gerais a respeito dos ideais 2-absorventes de um anel comutativo R. Ao

longo deste trabalho, nés apresentaremos os seguintes resultados de [1]:

(i) Se I é um ideal 2-absorvente de R, entao I possui, no maximo, dois ideais primos
minimais (Teorema 3.2.2). Nestas condigdes, o radical VT de I s6 pode ter dois
formatos: ou /I = P, onde P ¢ o tnico ideal primo minimal sobre 7, ou VI="p NPy,
onde P; e P, sdo os tnicos ideais primos minimais sobre I, distintos entre si (Teorema
3.2.1).

(ii) Se I é um ideal préprio de R tal que I # VI, entdo I é 2-absorvente se somente
se para todo = € VI \ I, o ideal quociente de I pelo ideal principal xR é primo
(Teoremas 3.3.3 e 3.3.4).

(iii) Se P é um ideal primo dividido de R e I é um ideal préprio de R tal que VI =P,

entdo I é 2-absorvente se e somente se I é P-primério e P> C I (Teorema 3.4.2).

(iv) Se R é um dominio de valoriza¢do, entdo um ideal préprio e nao nulo I de R é
2-absorvente se e somente se I é P-primério, com P? C I, onde P é um ideal primo
de R. Equivalentemente, I <I R é 2-absorvente se e somente se ] = P ou I = P?
(Teorema 3.5.1).

O nosso trabalho estd organizado da seguinte maneira:

 No capitulo preliminar (Capitulo 2), nés estabeleceremos notagoes e convengoes que

serdo utilizadas ao longo deste trabalho. Além disso, nés revisaremos os seguintes
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conceitos - juntamente com alguns resultados classicos relacionados: Divisibilidade,
divisores de zero e unidades; Ideais quocientes, Ideias primos e primarios, Condigoes

de cadeia, Dimensao de Krull, Localizacoes e Dominios de valorizacao.

No Capitulo 3, nés focaremos no estudo dos ideais 2-absorventes em anéis comutativos.
Mais precisamente, estudaremos tais ideais descrevendo seus ideais primos minimais
e os caracterizaremos em termos de ideais quocientes. Além disso, caracterizaremos
tais ideais quando os mesmos forem primarios, ou quando estiverem contidos em um

dominio de valorizacao.
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2 PRELIMINARES

Comegaremos esta se¢do com algumas definigbes basicas.

Definicao 2.0.1. Um anel é um conjunto A munido de duas operacoes, uma soma
(+) : Ax A — A, e um produto () : Ax A — A, onde (A,+,04)=(A,+,0) é um
grupo aditivo e, além disso, para todo x,y,z € A, temos (x+y) -z =x-24+y-z e
r-(y+z2)=x-y+x-2 Denotaremos A= (A,+,-). Além disso, dizemos que A é um
anel associativo quando (x-y)-z=x-(y-z) para todo x,y,z € A. Dizemos que A é
uma anel comutativo quando x -y =y - x para todo x,y € A. Por fim, dizemos que A é
um anel unitdario quando existe 1 =14€ A, 1 #0, tal que x -1 =2 =1z para todo

e A.

Definigao 2.0.2. Sejam A = (A, +,-,0) um anel e S um subconjunto de A. Dizemos que
S € subanel de A quando S = (S,+,-,0) é um anel. No caso que A= (A, +,0,-,14) € um

anel unitdrio, dizemos que S € um subanel unitario quando S = (S, +,-,0,14).

Defini¢ao 2.0.3. Sejam A = (A, +,-) um anel e I um subanel de A. Dizemos que I é
um ideal a esquerda de A quando xw € T para todo x € A e w € Z. Analogamente,
dizemos que I ¢ um tdeal a direita de A quando wxr € T para todo v € A e w € .
Dizemos que I é um ideal de A quando I é um ideal a esquerda e também um ideal a
direita de A, e neste caso escrevemos [ I A. Quando I # A dizemos que I € um ideal

proprio de A - notagao I < A.

Ao longo deste trabalho, a letra R = (R, +, -, 0gr, 1g) representard um anel (asso-
ciativo) comutativo e unitario. Além disso, salvo mengao contraria, todo subanel S de
R serd da forma S = (S, +,-,0,1g), ou seja, nossos subanéis serdo sempre unitarios. Em

alguns casos, denotaremos o ideal nulo de um subanel S de R por Og.

Definicao 2.0.4. Sejam R um anel comutativo e I um ideal de R. Em R definimos a

sequinte relagdo de equivaléncia:
x~yi=(x—y) €l

Para cada x € R, a classe de equivaléncia que contém o elemento x serd denotada por
T =x+1. O conjunto formado todas estas classes serd denotado por R/I ={Z :z € R}. A
aplica¢io m: R — R/I com x — T é dita a aplicagdo canénica (ou aplica¢ao quociente).

Em R/I nés podemos definir as segquintes operagoes:

T+Y:=x+Y e Ty 1= 7Y,

onde T,7 sao elementos arbitrdarios do conjunto R/I. Com as operagdes acima definidas,

R/I = (R/I,+,-,0,1) torna-se um anel comutativo unitdrio chamado de anel quociente.
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Definicao 2.0.5. Sejam S um subanel de R, x € S, e X um subconjunto nao vazio de S.

Definimos os sequintes conjuntos (veja [2, p.251]):

(i) SX := {Zslmz |sieSene N} := 0 ideal a esquerda gerado por X em S.

i=1

i=1

(i) XS = {lesz |sieSence N} := o ideal a direita gerado por X em S.

(iii) (X)s =SXS := {225;9[:25Z | si,si€eSene N} := 0 ideal bilateral gerado por
i=1

X em S.

Como R é comutativo, temos XS = SX = SXS. Se S = R, entio (X)s = (X). Quando
X =A{z1,...,x,} € finito, escrevemos (X)s = (x1,...,Tm)s. Além disso, se X = {x},

entao
(X)s = (x)g := {sx =uzs|s € S}
¢ o tdeal principal gerado por x em S.

Definigao 2.0.6. Sejam S um subanel de R e X um subconjunto nao vazio de S. Definimos

0 sequinte conjunto:

Z|X] = {Z%%l%k 2 €L, ki €N, x;p, € X enGN}.
i=1

Quando S = Z[X], dizemos que X é um conjunto gerador de S - neste caso dizemos que
o subanel S é gerado por X . Se, adicionalmente, X € finito, ou seja, se X = {x1,...,Tn},

dizemos que x1,...,T, sao os geradores de S e que S € finitamente gerado.

Observacao 2.0.1. Sejam R um anel, S um subanel de R e X C S um conjunto ndo

vazio. Entao:

(i) 0 € Z[X] e Z[X] € fechado em relagio as operagoes de soma e produto de S. Se,
adicionalmente, 1g = 1 € Z[X], entao Z|X]| é um subanel de S.

(i) Se X € um conjunto gerador de S, entio (X)g C S = Z[X], pois (X)g € o ideal
gerado por X em S. Em outras palavras, (X)g<S. A inclusdo contrdria é verdadeira,
ou seja, (X)g ndao é um ideal proprio de S quando X € fechado com rela¢io ao
produto por elementos de S, isto é, sx,xs € X para todo x € X, e s € S - em
particular x1xo € X para todo x1,x5 € X, pois X C S. De fato, como S é unitario
vemos que z = z -1 € S para todo z € Z. Portanto, z(xy---x,) € X sempre que
x1,...,%, € X. Dai, obtemos Z|X] C (X).
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Definicao 2.0.7. Sejam A, B, Ay, ..., A, ideais de R. Definimos os sequintes ideais de

R:

(iii)

A+ 4+ A, ={a++a, a;€A,1=1,...,n}.
k

Ay A, = Zam---an,j cai; €A,i=1,...,n, k€ Ny. Neste caso, temos
j=1

A+ A, C ﬂAi. Se A; = A para todo i = 1,...,n, entdo o conjunto Ay --- A,

1=
serd denotado por A".
Ainda sao validas as seguintes regras para expoentes:

A™A™ = AT (produtos de poténcias): De fato, um elemento de A™A™ é uma soma
de produtos (palavras) da forma (a; ---a,,)(bi---by,), onde a;,b; € A, para todo
i=1,...,mej=1,...,n. Porsuavez (a;---ay)(b---b,) é um produto (palavra)
de m + n elementos (letras) de A e, portanto, pertence a A™*". Isto mostra que
A™A™ C A™" . Reciprocamente, qualquer elemento de A™"" é soma de produtos
(palavras) da forma a; - - ay4qn, onde ap € A, para todo k = 1,...,m + n. Por
associatividade, a; - - - a,, 1, pode ser reescrito como a justaposicao de uma subpalavra
de tamanho m e outra de tamanho n, mostrando que qualquer elemento de A™*"

pertence a A™A".

(A™)™ = A™ (poténcia de poténcia): Fixemos m € N. Notemos que (A™)! = A™ =
A™1 Além disso, pela regra do produto de poténcias, (A™)* = A™A™ = A™2,
Agora, seja n > 3 e suponhamos, por hipdtese de indugao, que a regra da poténcia
de poténcia seja verdadeira para todo 1 < k£ < n. Entao, novamente pela regra do

produto de poténcias, temos:

(Am)n-i-l — AT LA™ — AT AT A — AT AT — gTmtm Am(n-ﬁ-l)'

(n+1)-vezes (n)-vezes

Logo, por indugao sobre n, mostramos que (A™)" = A™ para todo n € N.

Se os elementos de A e B comutam entre si, entdo (AB)" = A"B" (a poténcia do
produto é o produto das poténcias). De fato, o caso n = 1 é claro. Para n = 2,

usamos o fato que ab = ba para todo a € A e b € B. Portanto,
(AB)*? = (AB)(AB) = A(BA)B = A(AB)B = A*B.
Agora, suponhamos que o resultado vale para n, ou seja, (AB)" = A"B". Assim,

(AB)"™' = (AB)"(AB) = (A"B")(AB).
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Utilizando novamente a hipétese de que os elementos de A e B comutam entre si,

obtemos
(AB)"*' = (A"B")(AB) = A"(B"A)B = A"(AB™)B = A"*' B!,

Logo, (AB)" = A"B" para todo n € N, sempre que os elementos de A e B comutam

entre si.

Definigao 2.0.8. Sejam K C N um subconjunto ndo vazio e {(Rg,+,+,0r,, 1r,) : k € K}

uma familia (nao necessariamente finita) de anéis. O conjunto

Il Rx={a=(a1,...,a,...) = (ax)rex : ax € Ry, para todo k € K}
keK

munido com as operacoes de soma e multiplicagcdo coordenada a coordenada, isto €,

a+b = (ar)rex + (br)rex = (ar + bi)rex
a-b = (ar)rex - (br)rex = (arbr)x
¢ um anel que serda chamado de produto direto externo, ou simplesmente, produto

direto da familia Ry. Neste caso, as identidades aditiva e multiplicativa sdo, respectiva-

mente,

0 - (ORk)kEK - (ORU o 70Rk7 .. )
1= (1Rk>k€K = (1R17---71Rk7--->-

No caso que (R, +,-,0g,,1r,) = (R, +,-,0r, 1g) para todo k € K, entdo o produto
direto da familia {(Ry,+,-,0r,, 1g,) : k € K} serd denotado por R™ (resp. R™, se |K| =

n). Se, para todo a = (a1,...,ak,...) = (ax)kex € [[ R, temos aj, # 0 somente para um
kek
numero finito de indices k € K, entdo H Ry, munido com as operagoes acima, € chamado
kek

soma direta externa, ou simplesmente soma direta, da familia { Ry, +,-,0g,, g, : k €

K}. Denotamos tal soma direta externa por @ Ry,. Além disso, quando K = {ki,... k,}
keK
¢ finito, com Ry, # Ry, para algum par de elementos k;, k; € K (distintos), temos

H Ry = @ Ry,
kek j=1

Definicao 2.0.9. Seja I um ideal proprio de R. Dizemos que I é um ideal maximal
de R quando I nao esta contido propriamente em nenhum outro ideal proprio de R. Em

outras palavras:
(i) Se I <4J <R, entio J = R.

Dizemos que R é um anel local quando possui apenas um unico ideal maximal M. Quando

necessdrio, denotaremos um anel local com seu dnico ideal mazximal M pelo par (R, M).



16

Definicao 2.0.10. Seja R um anel comutativo. Dizemos que dois ideais proprios I e J
de R sio comaximais quando R =1+ J. De uma maneira geral, dizemos que 0s ideais
proprios Iy, I, I3, ..., I, de R (dois a dois distintos) sio dois a dois comazximais se I}

e Iy sao comazimais, isto €, R = I + I, para todo k,¢ € {1,...,n} com k # (.

Lema 2.0.1. Seja R um anel comutativo. Entdo valem as sequintes afirmacoes:

(i) Sejam I,J dois ideais proprios de R. Entao I e J de R sao comaximais se e somente

se eristemx € I ey € J tais que 1 = x +y.

(i) Sejam M um ideal mazximal de R, e I um ideal préprio de R tais que I ¢ M.
Entao M e I sao ideais comaximais. Em particular, qualquer familia finita de ideais
mazimais {M;}1<i<n (dois a dois distintos) com n > 2, é um conjunto formado por

ideais que sdo dois a dois comaximais.
(iii) Sejam My e My dois ideais mazimais de R distintos entre si. Entao MyNMy = My Ms.

(iv) Se My e My sdo dois ideais mazimais (distintos) de R, entdo M; e Mj sdo comazi-

mais.

(v) Se {1} 1<k<n € uma familia de ideais de R que sdo dois a dois comazximais, entao
n
NIL=1-1I,.
k=1
Demonstracgao. Faremos as demonstragoes separadamente.

(i) Esta afirmagao segue diretamente da Defini¢ao 2.0.10.
(ii) Notemos que M C M + I. Dai, pela maximalidade de M, segue que M + I = R.

(iii) Primeiramente, destacamos que a inclusao M; My C My N My é sempre verdadeira.
Suponhamos que M; e M, sdo comaximais, isto é, que M; + My, = R. Seja
x € M; N Ms. Analogamente, como M; + M, = R, podemos escrever 1 = a + b,
onde a € M; e b € My. Consequentemente r = x - 1 = x(a + b) = za + xb. Como
xr € My, e a € My, vemos que o produto za pertence a MyM; = M;M,. Portanto,
ra € M1 Ms. Analogamente, xb pertence a M;Ms. Portanto, x = xza + xb € MM,
para todo x € My N Ms.

(iv) Por hipétese, podemos escrever 1 =z +y, com x € My e y € M,. Assim,

1=1°= (z+y)° = 2%z + 3%y + 32> + vy .

2 2
eM? eM3

O resultado agora segue diretamente do item (i).
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n

(v) Primeiramente destacamos que a inclusio I --- I, C () I é sempre verdadeira pois
k=1

cada I, ¢ um ideal de R. A inclusao inversa sera verificada por indugao. O caso

n = 2 segue diretamente dos argumentos apresentados no item (ii7).

Agora, suponhamos por hipdtese de inducao que a inclusao seja verdadeira para um
certo n > 2 (fixado). Seja Iy,. .., I,+1 uma familia de ideais dois a dois comaximais.

Consideremos o seguinte ideal
J=5L --1,= ﬂ 1.
k=1

Mostraremos que J e I,,.1 sdo comaximais. De fato, sabemos que I+ I,,,1 = R para
cada k € {1,...,n}. Assim, para cada k € {1,...,n}, existem zy € Iy, e yx € L,11
tais que = + v = 1. Entao xy, = 1 — y,. Portanto,

(T=y) (M=) (L—wn) =212k € J.

Consequentemente,
(=) A=) =1+2z,

onde z € I, 1. Dai, obtemos
1:x1.xkl'n+<_z>

Pelo item (i), concluimos que J e I, sdo comaximais. Dessa forma, temos
n+1 n

ﬂ Ik: (ﬂ Ik) m]n+1 :Jﬂ_[n+1:<]_[n+1 :(Illn)]n+1

k=1 k=1

E isto completa a demonstragao.

[]

Lema 2.0.2. Sejam R um anel comutativo, e {My}1<r<n uma familia finita de ideais

mazimais (dois a dois distintos com n > 3). Entdo para cada i =1,...,n, vale a igualdade
R = M; + M;,
onde ]\Zfz representa o produto My --- M; M,y --- M,.

Demonstragao. Fixemos i € {1,...,n}. Por simplicidade escrevemos J = M;. E su-
ficiente mostrar que M; + J # M;, pois M; < M; + J. Suponhamos, por hipdtese de
absurdo, que J C M;. Isto significa M{Ms--- M; {M;yy--- M, C M,;. Pela Obser-
vagao 2.3.2, M; é um ideal primo de R. Dali, pelo Lema 2.3.1, temos M; C M; ou
My C MogMs -+ M; M ---M,. Repetindo este argumento um ntmero finito de vezes,

vemos que podemos garantir que existe algum j € {1,...,n} \ {i} tal que M; C M,.
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Pela maximalidade de M, concluimos que M; = M;, uma contradicao. Logo, J nao esta
contido em M;. Dessa forma, M; + J = R, pois J é um ideal que nao esta contido em M,;.

E isto completa a demonstracao.

]

Definicao 2.0.11. Uma aplicagao f : Ry — Ry é dita um homomorfismo de anéis quando
[ € simultaneamente aditiva e multiplicativa. Além disso, assumimos que f(1gr,) = 1g,.

Neste contexto, definimos os sequinte conjuntos:

(i) ker(f) ={r1 € Ry : f(r1) =0} <Ry - o nicleo de f. Além disso, f € injetiva se e
somente se ker(f) = {0}.

(it) Im(f) = f(Ry) ={f(r1) : m1 € R} - a imagem de f. Notemos que Im(f) é um

subanel de Rs.

Sob a hipotese adicional de que f € sobrejetora temos o sequinte:
(iii) Se I € um ideal de Ry, entao f(I) é um ideal de Ry.

O contetdo bésico a respeito da Teoria de Anéis e Ideais que aqui sera utili-

zado, mas nao explicitamente definido, pode ser encontrado em [2, 3, 4, 5, 6, 7].

2.1 Divisores, divisores de zero e unidades

Definicao 2.1.1. ([8, p.97, 98]). Seja R um anel comutativo. Dizemos que um elemento
a € R é um divisor do elemento b € R se existe v € R tal que b = axr = xa. Neste caso,

escrevemos alb para dizer que a é um divisor de b.

Definicao 2.1.2. (/3, Defini¢ao 1.3 p.116]). Seja R um anel comutativo. Dizemos que

a € R € um divisor de zero se existe b€ R, com b # 0, tal que ab = ba = 0.

Definigao 2.1.3. (/6, p.3]). Seja R um anel comutativo. Dizemos que R é um dominio

de integridade se R nao possui divisores de zero.

Além disso, quando R é um dominio de integridade, onde todo ideal I de R ¢ da
forma I = (x), dizemos que R é um dominio de ideais principais (ou, alternativamente,

um dominio principal).

Observagao 2.1.1. Seja R um anel comutativo. A propriedade do cancelamento
diz o sequinte: se a, b e ¢ sdo elementos arbitrarios de R tais que ab = ac (resp. ba = ca)
entao a =0 ou b= c. Afirmamos que se R é um dominio de integridade, entao R satisfaz
tal propriedade. De fato, sejam a,b,c € R arbitrdarios tais que ab = ac (resp. ba = ca).

Entdo, ab— ac =0 (resp. ba —ca =0), o que implica a(b—c) =0 (resp. (b—c)a=0).
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Como R nao possui divisores de zero, entao seque que a =0 ou b = c. Verificaremos agora
que vale a reciproca. De fato, suponhamos por contradicao que R possui um divisor de
zero, e seja a # 0 tal elemento. Assim, existe b € R, b # 0, tal que ab =0 (respc. ba =0).
Como a0 = 0 (resp. 0a = 0), entdo ab = a0 (resp. ba = 0a). Como a # 0 e R satisfaz
a propriedade do cancelamento, entao obtemos b = 0, uma contradicao. Logo R é um

dominio de integridade.

Proposicao 2.1.1. (/9, Teorema 27.15, p.248]). Sejam R um anel comutativo e I um
ideal proprio de R. Entao R/I é um dominio de integridade se, e somente se, I é um

ideal primo de R.

Defini¢ao 2.1.4. (/3, Defini¢io 1.3 p.116]). Um elemento nao nulo p € R é dito ser
invertivel, ou uma unidade de R, se existe um elemento ndo nulo v € R tal que
v = pv = 1. O elemento v é chamado tnverso de p. Dizemos que R é um corpo se

todo elemento nao nulo de R € invertivel.

Observagao 2.1.2. Se u é uma unidade de R, entao existe um unico elemento invertivel
pw e R tal que p ' =1 = pp~t. De fato, suponhamos que p é uma unidade de R e
sejam v,w € R, com v,w # 0, tais que vy =1 = wp = pw. Dai, como R € associativo e
unitdrio, obtemos

v=ovl=v(pw) = (vp)w = 1lw = w.

L ¢ um elemento invertivel de R com a

Assim, tomamos /fl = U =w e vemos que [
propriedade desejada. Tal elemento ="' serd chamado de inverso multiplicativo de p.

Denotaremos por U(R) o grupo multiplicativo formado por todas as unidades de R (veja
[2]).

Exemplo 2.1.1. Se R é um corpo, entio R é um dominio de integridade. De fato, sejam
a,b € R arbitrdrios tais que ab = 0. Suponhamos que b # 0. Como R € um corpo, entdo b

¢ uma unidade de R. Dai, existe b~ € R satisfazendo
a=al=a(bb™")=(ab)b™' =0b"" =0.
Analogamente, mostramos que b =0, se a # 0.

Observacao 2.1.3. Sejam Ry e Ry anéis comutativos e f : Ry — Ry um homomorfismo
ndo identicamente nulo. Se Ry é um dominio de integridade, entio f(Ugr,) C Ugr,. De
fato,

f(r) = f(g, - 1r) = f(1g,)%

Como R é um dominio de integridade, vemos, pela Observagio 2.1.1, que f(1gr,) = Og,

ou f(1g,) = 1g,. Se f(1r,) = Og,, entao f(y) = f(1g,)f(y) = Ogr, para todo y € Ry,
contradizendo o fato que f nao é identicamente nulo. Desse modo, vemos que f(1g,) = 1g,.

Logo f(Ugr,) C Ug,, pois 1, = f(1g,) = f(x)f(x_l) para todo x € Ug, .
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2.2 Ideais quocientes

Definicao 2.2.1. ([10, p.8]). Sejam R um anel comutativo, e I e J ideais arbitrdrios de

R. O ideal quociente de I por J é definido da sequinte maneira:
(I:J)={U:gpJ)={yeR:yJ I}

Notemos que (I : J) é um ideal de R contendo I. Além disso, para todo ideal K de R,
temos
KICI< KC(I:J).

Definigao 2.2.2. Sejam R um anel comutativo, e I < R. Para cada x € R\ I, definimos
o sequinte conjunto:
I,=(:2R):={ye R : yx e l}.

Similarmente, para um subconjunto ndio vazio S C R\ I, definimos o sequinte conjunto de
itdeais de R contendo I:

QI,S):={I, : z€S}.

Lema 2.2.1. Sejam R um anel comutativo, [ I R, ex,y € R\ 1. Se (v +1y) € I, entao
L =1,

Demonstragao. Sejam z,y € R\ [ tais que (z+y) € I. Dado z € I, vemos que zz € [.
Assim,

zy=(zy+zx)—zx=z(x+y) —zzxel.

Logo, obtemos z € I, e, portanto, I, C I,. Por simetria, I, C I,. E isto completa a

demonstragao. [J

2.3 Ideais primos e ideais primarios

Definicao 2.3.1. ([6, Proposi¢ao 10.2, item (3), p.155]). Sejam R um anel comutativo e
P um ideal préoprio de R. Dizemos que P ¢ um tdeal primo quando P satisfaz a sequinte

condicao:

(1) Para cada a,b € R, se ab € P, entdoa € P oub € P.

Lema 2.3.1. Seja P um ideal préoprio de R. Entdo, P é um ideal primo de R se, e
somente se, dados A e B ideais proprios arbitrarios de R tais que AB C P, temos A C P
ou B C P.

Demonstracao. Suponhamos que P é um ideal primo. Sejam A e B ideais proprios e
arbitrarios de R tais que AB C P. Suponhamos que A € P. Tomamos um elemento

a € A\ P. Notemos que, para qualquer b € B, temos ab € AB C P, uma vez que A e B
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sao ideais de R. Como P satisfaz a condigao (i) da Defini¢do 2.3.1 por ser um ideal primo,

entao obtemos b € P para todo b € B. Dal, concluimos que B C P.

Agora, suponhamos que se AB C P, entao necessariamente temos A C P ou
B C P (A, B ideais de R). Sejam a e b elementos arbitrarios de R tais que ab € P. Como
R é comutativo e P é um ideal de R, entdo temos (ar)(bs) = (ab)(rs) € P, para todo
r,s € R. Dai, vemos que
(aR)(bR) C P.

Dai, por hipotese, obtemos aR C P ou bR C P. Logo, como R é unitario, obtemos a € P
ou b € P. Portanto, P é um ideal primo de R.! [J

Proposigao 2.3.1. (/10, Proposicio 1.11, item (i) p.8]). Sejam R um anel comutativo,
Py, ..., P, ideais primos de R e I um ideal contido em U P;. Entao, I C Py, para algum

i=1
1<k <n.
Proposicao 2.3.2. Sejam R um anel comutativo e Py, Py, Py..., P,, n > 3, ideais primos

de R, todos distintos entre si. Entdo, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) P, Py, Ps,..., P, sio dois a dois incompardveis, isto €, P,  P; para todo i,j €
{1,...,n} com i # j.

(1) Pi, Py, Ps,..., P, sio dois a dois incompardveis. Além disso,

(P,NP;)Z |J P para todo i,j € {1,2,3,...,n} com i # j.
k=1
ki

Em particular,

P, ¢ |J Py para todoi € {1,....,n} eje{l,...,n}\ {i}.
k=1
kii,j
Demonstragao. A implicagao (ii) em (i) é direta. Suponhamos a validade de (7). Entao
P, e P; sdo incomparaveis para todo ¢, € {1,2,3,...,n} com i # j. Agora, resta mostrar

que
(PNP) L Pi,j)=(PU---UP UPU---UP 1 UPj U~ UR,),

para todo i,j € {1,2,3,...,n} com i # j. Suponhamos por hipdtese de absurdo que
(P, N P;) C P(i,7). Entao, pela Proposicao 2.3.1 (aplicada sobre o ideal (P, N P;)), existe
um nimero k € {1,....n}\ {7, 7} tal que P, C P, ou P; C P, uma contradi¢ao. [

1

Existem outras caracterizacOes para ideais primos em termos de absorcao por ideais principais,
a esquerda e a direita (veja [6, Proposigao 10.2, p.155]).
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Definicao 2.3.2. Seja R um dominio de integridade. Dizemos que p € R é um elemento

primo quando satisfaz as sequintes condigoes:

(i) 0# p;
(i) p ¢ U(R).
(7i1) Para cada a,b € R, se plab, entdo pla ou plb.

Exemplo 2.3.1. Consideremos o anel dos inteiros Z.. O conjunto formado pelos elementos
primos de Z. coincide com o conjunto formado pelos nimeros primos do conjunto Z. De
fato, seja p € Z um elemento primo. Se d é um divisor de p em Z, entdo p = dz para
algum z € Z. Como p é um elemento primo de R, entdo p|d ou p|z. Se p|z, entao z = pw

para algum w € Z Assim, obtemos p = d(pw) = p(dw). Com isto, obtemos
p(l — dw) = 0.

Como 7Z nao possui divisores de zero (pois Z é um dominio de integridade) e p # 0, entdo
obtemos dw = 1, e isto implica em |d| = |w| = 1. Se p|d, entdo existe v € Z tal que d = pv.
Dai, obtemos p = (pv)z = p(vz). Pelos mesmos argumentos, nds podemos inferir que
lv| = |z| =1, e, consequentemente d = p. Logo, p é um niumero primo. Reciprocamente,
seja p € Z um nimero primo. Entio, p #0 ep ¢ U(Z) = {—1,1}. Sejam a,b € Z tais
que plab. Como p é um niimero primo, entio o Teorema Fundamental da Aritmética® nos

garante que pla ou p|b. Logo, p é um elemento primo de R.

O resultado a seguir apresenta uma caracterizacdo dos elementos primos em

dominios de integridade.

Proposi¢ao 2.3.3. Seja R um dominio de integridade e p € R, com p # 0. Entdo, p é

um elemento primo, se e somente se, o ideal (p) = pR = Rp € primo.

Demonstracao. Seja p € R, com p # 0. Suponhamos inicialmente que p é um elemento
primo de R. Portanto, p ¢ U(R). Dai, vemos que pR = Rp é um ideal préprio de R. Agora,
sejam a,b € R tais que ab € pR = Rp. Entao, existe ¢ € R tal que ab = pc = c¢p,. Isso
nos diz que plab, e como p é primo, concluimos que pla ou p|b. Assim, a € pR = Rp ou
b € pR = Rp. Logo, pR = Rp ¢ um ideal primo de R.

Reciprocamente, suponhamos que pR = Rp é um ideal primo de R. Como todo
ideal primo é préprio, vemos que p ¢ U(R). Sejam a,b € R tais que p|ab. Entao, existe
f € Rtalque ab = pf = fp. Isso implica em ab € pR = Rp. Como, por hipétese, pR = Rp
¢ um ideal primo de R, inferimos que a € pR = Rp ou b € pR = Rp. Suponhamos, sem
perda de generalidade, que a € pR = Rp. Dessa forma, existe r € R tal que a = pr = rp.

Dai, vemos que pla. O

2 Consulte este resultado em [11, Teorema 4, p.15]
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Sob a 6tica da Proposicao 2.3.3, concluimos que a Definicao 2.3.2 é equivalente a

seguinte defini¢ao:

Definicao 2.3.3. Seja R um dominio de integridade. Dizemos p € R é um elemento

primo quando satisfaz as sequintes condigoes (compare com a Defini¢io 2.3.2):

(i) 0 #p.
(1) p ¢ U(R).
(7i1) O ideal (p) = RpR = pR = Rp é primo.

Definicao 2.3.4. Sejam R um anel comutativo e a € R. Denotaremos por ass(a) o
conjunto formado pelos elementos de R que sio associados ao elemento a. Mais precisa-

mente,

ass(a) :={ua : p € U(R)}.

Observacao 2.3.1. Sejam R um dominio de integridade, e p € R um elemento primo.
Entao todo elemento de ass(p) € primo. De fato, sejam p € U(R), e a,b € R tais que
uplab. Portanto, existem x,y € R tais que y(up) = ab = (up)x. Assim, p tab = px
e abu~' = yp. Consequentemente, u ‘abpy™" = p(zp™") e p tabp™" = (u~'y)p. Logo,
pl(pta)(bu™"). Sem perda de generalidade, p|(1~ta). Portanto, upla.

Definicao 2.3.5. Seja R um anel comutativo. Dizemos que um elemento nao nulo a € R

¢ irredutivel quando satisfaz as sequintes condigoes:

(i) a ¢ U(R).
(i7) Se a = be, entao ou b € U(R) ou c € U(R).

Proposicao 2.3.4. Sejam R um dominio de integridade e p um elemento de R. Se p é

um elemento primo, entao p € irredutivel.

Demonstracao. Sejam a,b € R tais que p = ab. Claramente a,b # 0, pois p # 0.
Aplicando a Observagao 2.1.1, e sabendo que b # 0, chegamos na igualdade ab = ba, pois

(ba)b = bab = bp = pb = (ab)b,

e R é um dominio de integridade. Por outro lado, como p é um elemento primo, entao p|a
ou plb. Se pla, entdo existe z € R tal que a = pxr = zp. Assim, obtemos a = px = abx
e a=xp = xba. Como a # 0 e R é um dominio de integridade, entdo, novamente pela

Observagao 2.1.1, obtemos bx = 1 = xb, ou seja, b € U(R). Portanto, p é irredutivel. [J

Definicao 2.3.6. Sejam R um anel comutativo e I um ideal proprio de R. Dizemos que

um tdeal primo P de R é minimal sobre I quando satisfaz as sequintes condicoes:
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(i) I C P.
(ii) Se P' é outro ideal primo de R satisfazendo I C P' C P, entio P' = P.

Denotaremos por Ming(I) = Min(I) o conjunto formado por todos os ideais primos
de R que sao minimazis sobre I. Um ideal primo minimal sobre O sera chamado de ideal

primo minimal de R.

Observagao 2.3.2. O Lema de Zorn (veja [7, Proposi¢io 2.12, p.42]) nos garante que
que todo ideal proprio I de R estd contido em algum ideal maximal M de R. Afirmamos
que tal ideal mazimal M € primo. De fato, sejam A, B ideais proprios arbitrarios de R
tais que AB C M. Suponhamos que A € M. Entio, M I A+ M < R. Pela mazximalidade
de M, temos A+ M = R. Dai, obtemos B= RB = (A+ M)B C AB+ MB C M. Logo
B C M. Portanto M é um ideal primo.

Observacao 2.3.3. Sejam [ um ideal proprio de R e M um ideal mazimal de R que
contém 1. O resultado [7, Lema 2.15, p. 43] nos garante a existéncia de um ideal primo Py
de R tal que I C Py C M, onde Py € minimal sobre I. Vale a pena destacar que o resultado
[7, Lema 2.15, p. 43] também vale para anéis nao comutativos. Abairo, descrevemos como

reproduzir tal demonstracdo:

Se M ¢é um ideal minimal sobre I, entdo basta tomar Py = M. Caso contrdrio,

consideremos o conjunto
M:={P : 1 CPCM, onde P éum ideal primo de R}.

Notemos que M é nao vazio, pois como M nao é minimal sobre I, entdo existe um
ideal primo P’ de R tal que I C P’ C M. Consideremos o conjunto parcialmente
ordenado (M, <) - se P, Py € M, entao P, < P, se e somente se Py C P;. Agora, seja
C={P\ : A € A} uma cadeia arbitraria em (M, <). Afirmamos que C tem uma cota

superior, a saber,

Q= P

AEA
Com efeito, claramente () é um ideal de R. Além disso, como I C Py C M temos

I CQC M. Sejam A e B ideais proprios de R tais que AB C Q). Entdo AB C Py para
todo A\. Portanto, para cada A € A, temos A C Py, ou B C P\,. Se A C P\ para todo
A € A, entdo A C Q. Suponhamos que existam o < 3 tais que A C P, e B C P3. Dai,
B C P C P,. Logo, A, B C P,. Assim, se vy < «, entio A, B C P, C P,. Por outro lado,
suponhamos que p > v > « sao tais que A C P,, BZ P,, BC P,, e AZ P,. Entao como
p > concluimos que A C P, C P,, uma contradi¢io. Dessa forma, A, B C P, para todo
v > a. A partir da nossa discussao, vemos que A, B C Q. Em particular, QQ € de fato um
ideal primo de R. Portanto, () é um ideal primo de R tal que I C Q) C M, isto é, QQ € M.
Pelo Lema de Zorn, existe um elemento mazximal Py € M. Por construgdo Py é um ideal

primo minimal sobre I tal que I C Py C M.
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Lema 2.3.2. Sejam R um anel comutativo, I um ideal proprio de R, e n > 2. Sejam

Py, ..., P, ideais primos minimais sobre I. Entao para todo i € {1,...,n}, existe x; €
n

P\ ( U Pk)-
k=1
leti

Demonstragao. Se n = 2, entdao pela minimalidade de P; e P, sobre I, existem z; €
P\ Py exy € P\ P. Agora verificaremos que o resultado vale para n = 3. Pelo
caso anterior, existe y; € P, \ P,. Se y; € Ps3, entdo tomamos x; := yi, € vemos que
x1 € P\ (P, U Ps). Caso contrario, se y; € P3, entdao tomamos y; € (P N Py) \ Ps, onde
a existéncia de tal elemento é garantida pela Proposi¢ao 2.3.2, e definimos z1 := y; + y.
Afirmamos que z; € P, \ (P, U P3). De fato, se 1 ¢ P, \ (P, U P3), entdo x; € P, ou
1 € P5. Se yy +y; = 11 € Py, entdo y; = x; — y; € P>, uma contradi¢ao. Analogamente,

se x1 € P3, terfamos que y; = x1 — y; € P3, 0 que ndo é possivel.

Para n = 4, sabemos que existe z; € P, \ P». Se z; € P; U Py, entao tomamos
x1 := 2z e vemos que x; € P; \ (P, U P;U Py). Caso contrério, isto é, se z; € Py U Py,
entdo tomamos 27 € (PN P) \ (P3 U P;) (usando Proposicao 2.3.2), e x1 := 21 + 2}.
Dai, afirmamos que z; € P, \ (P, U P3 U Py). De fato, se 1 ¢ P, \ (P, U P3U Py), entao
xr1 € P,UP3UPy. Se 21+ 21 = 21 € P, entdo z; = x1 — 2] € P, uma contradigao.
Analogamente, se x1 € P3 (resp. 1 € Py), terfamos que 27 = 21 — 21 € P3 (resp. z; € Py)
(se z; € P3), uma contradicao.

Suponhamos agora a validade do resultado para todo 4 < k < n. Sejam Py, ..., P,, P11
ideais primos minimais sobre I. Pela hip6tese de indugao existe wy € P\ (P,U---UP,). Se
wy € (P3UPU- - -UP,UP, 1), tomamos 1 := w; e vemos que 1 € P\ (PU---UP,UP,,1).
Caso contrério, se wy € (PsUPyU---U P, U P, 1), tomamos w} € (PN P)\ (UPU
-+ U P, U P,y1) (usando a Proposigao 2.3.2), e consideramos o elemento 1 := wy + wy.
Sex; € PL\ (P,U---UP,), entdo x; € Pooux; € (P3UP;U...P,UP,,1). Dali,
wy =1z —wy € Bhbouw, =2z —w € (BRUPU...P,UP,.1)), 0 que ndo é possivel. E

isto completa a demonstracao.

]

Definig¢ao 2.3.7. Sejam R um anel comutativo e I um ideal proprio de R. O radical de

1, denotado por VI, éo conjunto formado pelos elementos da forma
VI:={zeR: 2" el para algum n € N}.
No caso em que I =0, escrevemos V0 = nil(R) - o nilradical de R.

Lema 2.3.3. Sejam R um anel comutativo e I um ideal préoprio de R. Entdo VI é um
tdeal proprio de R. Em particular, I < V.

Demonstragdo. Sejam a,b € VI arbitrarios. Entdo, existem inteiros positivos n e m

tais que a” € I e b™ € I. E suficiente provar os seguintes fatos:
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(i) VT é fechado para a soma. De fato, pela férmula binomial, temos

n+m
(& + b)ner _ Z (TL —;m> &kb(ner)*k.
k=0

Se k > n, entdo a® = a"a"™ € I, pois I é um ideal. Se n < k, entdo (n+m)—k >m

e b=k ¢ T Em qualquer caso, cada termo da soma acima pertence a I. Como [

é um ideal vemos que (a + b)"™™ também pertence a I. Logo, (a +b) € V1.

(ii) VT é fechado sob multiplicacao por elementos de R. De fato, dado r € R, temos a

igualdade (ra)" = r"a". Como a" € I, e I é um ideal, temos r"a" € I. Dessa forma,

raE\/j

(iii) VT é um ideal proprio de R. Com efeito, como I é um ideal proprio de R vemos que
1 & I. Suponhamos, por hipotese de absurdo, que VI = R. Entdo 1 € VI. Assim,

existe n € N tal que 1 = 1" € I, o que nao é possivel.

A inclusao I < VT é imediata. E isto completa a demonstracao. [

Definicao 2.3.8. Sejam R um anel comutativo, e x € R. Dizemos que x é um elemento

nilpotente se x € nil(R), ou seja, se " =0 para algum n € N.

Definicao 2.3.9. Sejam R um anel comutativo e I um ideal proprio de R.

(i) Dizemos que I é um ideal nil quando todo elemento de I é nilpotente. Neste caso,

1 <90 = nil(R).
(it) Dizemos que I é um ideal nilpotente quando I" = 0 para algum n € N.

(iii) Dizemos que I é um ideal radical quando I = \/I. Denotaremos por Rd(R) o

conjunto formado por todos os ideais radicais de R.

Proposicao 2.3.5. (/7, Proposi¢io 2.16 p. 44]). Sejam R um anel comutativo e I um
itdeal proprio de R. O radical VI pode ser visto como a interse¢ao de todos os ideais primos

de R que sao minimais sobre I. Em outras palavras,

Vi= () P

Pemin(I)
Em particular, nil(R) é a interse¢ao de todos os ideais primos minimais de R (isto é,

ideais que nao contém propriamente nenhum outro ideal primo).

Corolario 2.3.1. Se R ¢ um anel comutativo, entdo todo ideal primo de R é um ideal

radical.

Proposicao 2.3.6. Sejam R um anel comutativo, e m,n € N. Se I, J I ,..., I, sao

ideais de R, entdo as sequintes identidades (ou inclusoes) sao satisfeitas:
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(i) Se I C J, entao VIV,
(ii) VNI =T - Idempoténcia do radical.

(iit) /I, Ty = /LN -0 Ly = /L -0 T
(iv) VI = VI.

(v) VP = P para todo ideal primo P de R.

Demonstragao. As demonstragoes das afirmagoes (i), (iii) e (iv) seguem diretamente do
resultado [3, Teorema 2.7, p.380]. A demonstracao da afirmagao (i) segue diretamente do
uso da Defini¢do 2.3.7. A demonstragao da afirmagdo (v) segue diretamente da afirmagao
(iv) e do Corolario 2.3.1. O

Definicao 2.3.10. Sejam R um anel comutativo e I um ideal proprio de R. Dizemos que

I € um ideal primdrio de R quando satisfaz a sequinte condicao:

(i) Para cada a,b € R, seab€ I ea ¢ I, entio b € V1. Equivalentemente, para cada
a,be R, seabe l ea ¢ I, entao b" € I para algum n € N.

Exemplo 2.3.2. Sejam R um anel comutativo e I um ideal proprio de R. Se I é primo,

entao I € primdrio.

Observacao 2.3.4. Sejam R um anel comutativo e I um ideal primdrio de R. Entdo
existe um ideal primo P de R tal que VIi=P (veja [5, Observagio 4.3 p. 141]).

Motivados pela observacao anterior, apresentamos a seguinte definicao:

Definigao 2.3.11. Sejam R um anel comutativo, e P um ideal primo de R. Dizemos que

um ideal proprio I de R é P-primdrio quando satisfaz as sequintes condigoes:

(i) I é um ideal primdrio de R.
(ii) VI =P

Lema 2.3.4. Sejam R um anel comutativo, I um ideal proprio de R, e P = V1. Entio

valem as sequintes afirmacoes:

(1) O ideal I é um ideal P-primdrio de R se e somente se todo divisor de zero de R/I # 0

¢ nilpotente.

(17) Se P é um ideal mazimal de R, entdo I é P-primdrio. Em particular, P = VI éo

unico ideal mazimal que contém I. Além disso, R/I é um anel local.
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Demonstragao. Comegaremos provando (7). Suponhamos que I é um ideal P-primario
de R. Tomemos (z + I) um divisor de zero de R/I. Entao, existe y € R, onde y ¢ I, tal
que xy+ 1 = (x+1)(y+1)=1. Assim, xy € I. Como I é P-primario e y ¢ I, vemos que
™ € I para algum n € N. Logo, (z+1)" = 2"+ 1 = I. Dessa forma, x + I é nilpotente em
R/I. Reciprocamente, suponhamos que todo divisor de zero de R/I é nilpotente. Sejam
r,y€ Rtaisquexy € [ eax ¢ I. Sey & I, entdo (x4 I) e (y + I) sdo divisores de zero
em R/I. Assim, (y + I) é nilpotente em R/I. Portanto, uma poténcia de y pertence a I.
Consequentemente, y € VI=P Logo I é é P-primario.

Prova de (i7). Suponhamos que P é um ideal maximal de R. Seja I < M, onde M é
um ideal maximal de R. A Observacao 2.3.3 nos garante a existéncia de um ideal primo Py
de R tal que I C Py C M, onde Py é minimal sobre /. Dai, VI=P<Py<IM (Proposicao
2.3.5). Portanto, P = M. Logo, R/I possui um unico ideal maximal, a saber, P/I - isto
significa que R/I é um anel local. Agora, fixemos (z + 1) € R/I. Se (x + I) € P/I, entao
x" € I para algum n € N. Assim, (z + I)" = 2" 4+ [ = I. Portanto (x + I) é nilpotente.
Agora, se (x4 1) ¢ P/I, entao (z + I) é uma unidade, pois neste caso o ideal (z + I) nao
pode estar contido no unico ideal maximal de R/I. Em particular, todo divisor de zero de

R/I é nilpotente. Logo, I é um ideal P-primério de R.
O

2.4 Condicoes de Cadeia

Definicao 2.4.1. Seja R um anel comutativo. Dizemos que R € um anel noetheriano,
ou que R satisfaz a condi¢do de cadeia ascendente sobre ideais quando toda cadeia
ascendente de ideais proprios de R € estaciondria. Em outras palavras, para toda cadeia
de ideais proprios da forma

[1C[2CI3C"'
existe um inteiro positivo m tal que Iy = I,, para todo k > m.

Analogamente, dizemos que R ¢ um anel artiniano, ou que R satisfaz a condig¢do
de cadeia descendente sobre ideais quando toda cadeia descendente de ideais proprios

de R ¢ estacionaria. Em outras palavras, para toda cadeia de ideais proprios da forma
LoLD>IyD---
existe um inteiro positivo m tal que I, = I,, para todo k > m.

Lema 2.4.1. Seja R um anel comutativo. Entdo valem as sequintes afirmacoes:

(1) R é um anel noetheriano se e somente se todo ideal proprio de R é finitamente

gerado ([2, Teorema 2 p. 650]).
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(19) R € artiniano se e somente se R é isomorfo ao produto direto de um nimero finito
de anéis artinianos locais - isto significa que cada anel é simultaneamente um anel

artiniano e um anel local - ([2, Teorema 3 p. 752]).

2.5 Dimensao de Krull

Definicao 2.5.1. Sejam R um anel comutativo e P uma cadeia ascendente de r+ 1 ideais
primos em R - em particular uma cadeia de ideais proprios. O comprimento de P-
denotado por length(P) - € definido como sendo o nimero mdximo de inclusoes estritas

em P. Em outras palavras, se
P:hCchPC---CP
P € uma cadeia como acima, entio |Ap| = length(P), onde Ap = {i: P, C P11}

Observagao 2.5.1. Sejam P e Ap como na Definicio 2.5.1.

(i) Se P ndo possui inclusdes estritas, isto €, se Ap =), entio lenght(P) = 0. Neste

caso, P é uma cadeia trivial, consistindo apenas de um unico ideal primo F.

(ii) P. € o elemento maximal (mdximo) do conjunto {Py, Py, ..., P.}. Por outro lado,
pela Observagao 2.3.2, sabemos que existe um ideal mazimal M de R tal que P. <M.

Logo, a cadeia P estd contida na cadeia P’, onde
P:PCPC---CP CM.

Dessa forma, se P, nao é um ideal maximal de R, entao a cadeia P sempre pode
ser estendida ndo trivialmente a uma cadeia ascendente P’ cujo iltimo termo € um
ideal mazimal de R. Além disso, length(P') = length(P)+1 > 0.

Definigcao 2.5.2. Seja R um anel comutativo. A dimensao de Krull de R, denotada

por dimR, é definida da sequinte maneira:
dimR = sup{length(P) : P € uma cadeia ascendente finita de ideais primos de R}.

Observagao 2.5.2. Em virtude do item (ii) da Observagio 2.5.1, assumimos, sem perda
de generalidade, que dimR é tomado sobre as cadeias P de ideats primos de R cujo o
ultimo termo P, € um ideal mazimal de R. Em particular, se (R, M) é um anel local, entdo
dimR € o supremo do comprimento de todas as cadeias ascendentes P de ideais primos

de R cujo o ultimo termo é exatamente P, = M.

Proposigao 2.5.1. Se R € um corpo entao dimR = 0. A reciproca € verdadeira mediante

a hipotese adicional de que R é um dominio de integridade.
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Demonstracao. Suponhamos que R é um corpo. Como 0 ¢é o tnico ideal préprio de
R - em particular o tinico ideal maximal de R - vemos que dim R = 0. Reciprocamente,
suponhamos que R ¢ um dominio de integridade e que dim R = 0. Fixemos = € R, onde
x # 0. Suponhamos que o ideal (x) = xR é préprio. Pela Observacao 2.3.2, existe um ideal
maximal M de R tal que 0 C (z) C M. Em particular M é um ideal primo. Além disso,
como R nao admite divisores de zero, vemos que 0 é um ideal primo de R. Assim, obtemos
a cadeia de ideais primos P : 0 = Py C P, = M. Entretanto, 1 = length(P) < dim R = 0,

um absurdo. Logo (z) = R. Em particular, z é invertivel. E isto conclui a demonstragao.

]

Proposicao 2.5.2. ([7, Teorema 7.4, p.157]). Seja R um anel comutativo. Entio R é

artiniano se e somente se R ¢ noetheriano, e dimR = 0.

2.6 Localizacoes

Definicao 2.6.1. Sejam R um anel comutativo e S um subconjunto de R. Dizemos que S

¢ um sistema multiplicativo de R quando satisfaz as sequintes condicoes:

(i) 1 €R.

(ii) Se x,y € S, entdo xy € S. Neste caso, dizemos que S é fechado com rela¢ao a

operacao de multiplicacao.

Sejam R um anel comutativo, e S um sistema multiplicativo de R. No que segue,
apresentamos o processo de obtencao da famosa localizagao do anel R com respeito ao
sistema multiplicativo S. Inicialmente, definamos a seguinte relacao de equivaléncia sobre

o conjunto R x S :
(x,8) ~ (2/,¢") & v(sz' — s'z) = 0 para algum v € S. (2.1)

x
Seguindo a notagao cldssica, denotamos por — a classe de equivaléncia do par (x, s) e por
S
SR o conjunto formado por tais classes de equivaléncia. No conjunto das classes S™'R

¢é possivel definir as seguintes operagoes de soma e produto:

z tr + s

s t st s t st
Como de praxe, verifiquemos que as operacoes acimas estao bem definidas. De fato, sejam
x, 2 y,y € Res, s t,t €8S tais que (z,s) ~ (2',s") e (y,t) ~ (y,t'). Entao, existem

v,w € S tais que v(s'x — sz’') =0 e w(t'y — ty') = 0.

(i) Por defini¢ao, temos

| 8
<
=

S
_l’_
V)
NP
8
<
—~
S
a\
_l’_
%\
QQ\
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Agora, observemos o seguinte:

(st)(t's" + 8'y") — (') (tw + sy) = [(tt)(s2") + (s5')(ty")] = [('t) (') + (5's)(t'y)]
= (tt'")(sx' — s'x) + (s8') (ty' — t'y).

Assim, ao tomarmos z := vw € S, chegamos na seguinte igualdade:

<A(st) (a1 ) — () (1 + s)] = (o)1) (52 — '2) + (s57) 13/ — 1)
= w(tt)[v(sz’ — s'z)] + v(ss)[w(ty’ —t'y)] = 0.

Logo, a soma esta bem definida.

(ii) Utilizando a defini¢do do produto, temos:

/ / 1,0

ry r vy ry
= — e . fr .
st st s't!

T
S

o+ =

Notemos
(st)(z"y") — (st)(zy) = (s2")(ty') — (s'2)(t'y).

Definindo, 6 := vw € S chegamos em:

O[(st)(2'y") — (') (zy)] = vw[(sz')(ty") — (s'x)(t'y)]
= [v(sz’ — s'z)Jw + [w(ty' — t'y)]v = 0.

Logo, o produto esta bem definido.

: L L .
Uma inspecao direta nos revela que Og-15 = 1 elg-1p= 7 sao, respectivamente,

a identidade aditiva e a identidade multiplicativa de S™'R. Desta forma,

{Z T ER,sE S} =S 'R=(ST'R,+,-,05-1x, 1g-1p)

é um anel comutativo unitario.

Definicao 2.6.2. Sejam R um anel comutativo, e S um sistema multiplicativo de R. O

anel ST'R é chamado de localizacdo de R em S.

A seguir, apresentamos alguns exemplos de localizagoes.

Exemplo 2.6.1. (Complemento de um ideal primo P). Sejam R um anel comutativo e P
um ideal primo de R. E imediato a verificacao que o conjunto S = R\ P é um sistema
multiplicativo de R. Neste caso, denotamos a localizacdo de R em S por Rp, e dizemos

que Rp € a localizacdo de R em P. Neste contexto, ainda valem:
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(i) U(Rp) = {‘: oy R\P}.
De fato, para cada % € U(Rp) fizado temos as sequintes equivaléncias:

/ /
1
Te U(Rp) & Euziste T e Rp tal que wo_C
s s’ ss' 1
& Erxiste t € R\ P tal que t(ss' — z2') =0
& Existe t € R\ P tal que txa’ = tss'.

Notemos que t,s,s' € R\ P. Consequentemente tss' € R\ P. Logo, a partir das

equivaléncias acima, podemos concluir que x ¢ P.

(11) PRp := L.zePese R\ P} é o dnico ideal maximal de Rp - Rp é um anel
local. De fato, é facil verificar que PRp € um ideal de Rp. Agora, seja M um ideal
mazimal de PRp tal que PRp <M. Se M # PR, entao existem x,s € R\ P tais
que T € M. Pelo item (i) temos que e U(Rp). Logo, M = Rp. Por outro lado,
se Nsé um ideal mazimal de Rp, ent&”so NNU(Rp) = 0. Assim, N C PRp. Pela

mazimalidade de PRp, concluimos que N = PRp.

(7ii) Se (R, M) é um dominio de integridade local, entio R ~ Ry;. De fato, consideremos

o homomorfismo natural f : R — Ry dado por f(r) = % para todo r € R. Notemos

0
7"6ker(f)@f(r)z%zORM:I:>W:Opam algum v € R\ P.

Como v # 0 e R ndo possui divisores de zero (pois R é um dominio de integridade),
vemos que r € ker(f) implica em r =0, ou seja, f € injetivo. Por outro lado, como
M ¢é o unico ideal maximal de R entdo R\ M = U(R). Agora, fixemos a € R,
e s € R\ M. Notemos que R = (s). Dai, existe b € R tal que a = sb. Portanto,

1-(a-1—=0b-s)=0. Consequentemente, para todo 4 € Ry, existe b € R tal que
s

b
f(b) = 1= g. Logo, [ ¢ sobrejetor.

Exemplo 2.6.2. (Corpo de fragoes). Seja R um dominio de integridade. O conjunto
S = R\ {0} é um sistema multiplicativo de R. Neste caso, a localiza¢io de R sobre S é

chamada de corpo de fragées de R, e denotada por Frac(R). Na verdade, Frac(R) €

1
um corpo tendo em vista que (r) _ para todo r,s € R\ {0}. De fato, como 1€ S e
s r

1-(rs—rs)=1-0=0 temos

s TS 1

- - _7:18*1]{-

r S
s r sr rs 1

Um caso particular desta construgao é quando temos Frac(Z) = Q.
Exemplo 2.6.3. (Anel de fragoes total). Sejam R um anel comutativo, e S o conjunto
de todos os elementos de R que nao sao divisores de zero. O anel de fracoes total de

R, denotado por T(R), € a localizagio de R em S. Um ponto a destacar é que se R é um
dominio de integridade, entio T(R) = Frac(R).
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2.7 Dominios de valorizacao

Definicao 2.7.1. ([12, p.80]). Seja R um anel comutativo. Dizemos que um ideal primo
P de R é um ideal primo dividido quando P C (x) para cada x € R\ P. No caso que
R € um dominio de integridade, dizemos que R é um dominio dividido quando todo

tdeal primo de R é um ideal primo dividido.

Observacao 2.7.1. Seja P um ideal primo de R. Entao P € um ideal primo dividido de R
se e somente se P é compardvel a todo ideal de R, isto é, P C I ou I C P para todo ideal
I de R. De fato, suponhamos que P é um ideal primo dividido de R. Seja [ < R arbitrdrio,
e suponhamos que I  P. Entao, existe v € (I \ P) C (R\ P). Segue diretamente da
hipétese que P C (x) C I. Reciprocamente, suponhamos que P é compardvel a todo ideal

de R. Assim, dado x € R\ P, vemos que P C (x), pois (x) € P, uma vez que x € (x).

Uma classe especial de dominios divididos é a classe dos dominios de valorizacao.

Definicao 2.7.2. ([7, Proposi¢ao 5.2, p.99]). Seja R um dominio de integridade. Dizemos
que R ¢ um dominio de walorizacao quando quaisquer dois de seus ideais princi-
pais sao compardveis. Mais precisamente, (x) C (y) ou (y) C (x) para todo x,y € R.

Equivalentemente,

(i) Dados x,y € R, entao x|y ou y|z.

Observagao 2.7.2. As sequintes afirmacoes a respeito de um dominio de valorizacdo R

sao verdadeiras:

(i) R é um dominio dividido. Com efeito: Sejam P um ideal primo de R, e x € R\ P.
Dai, vemos que x|y para todo y € P, pois x ¢ P. Consequentemente P C (z) .

(7i) O resultado [7, Proposicao 5.4 p. 100] nos diz que o conjunto das nao unidades de
R, ou seja, R\ U(R), é um ideal de R.

(iii) Se dimR = 0, entdo pela Proposicao 2.5.1, concluimos que R € um corpo.

Exemplo 2.7.1. Se R é um corpo, entao R é um dominio de valorizacao. Em particular,

R\U(R) = (0) € o dnico ideal mazximal de R. Além disso, R é noetheriano.

A seguir, apresentamos uma caracterizacao de dominios de valorizagao noetherianos

(compare o resultado abaixo com o Exemplo 2.7.1).

Proposigao 2.7.1. ([7, Teorema 5.9 p.103]). Seja R um dominio de integridade noetheri-

ano. Se R ndao é um corpo, entdo as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) R € um dominio de valorizagdo.
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(b) R\U(R) € ideal principal e nao nulo.

Observacao 2.7.3. Seja R um dominio de valorizacao noetheriano. Se R ndao é um corpo,
entdo R = (R, M) é um anel local, onde M = R\ U(R) = pR, e p é o dnico elemento
irredutivel e primo de R (a menos dos elementos associados a p). Com efeito: Seja M um
ideal maximal de R. Notemos que M C R\ U(R). Pela Proposi¢io 2.7.1, R\U(R) = pR
para algum p € R. Dai, pela mazimalidade de M seque que M = R\ U(R) = pR. Por
outro lado como pR = M ¢é um ideal primo, temos pela Proposicao 2.3.3 que p é um
elemento primo. A irredutibilidade de p seque diretamente da Proposi¢io 2.3.4. Finalmente,
seja z um elemento primo e irredutivel de R. Dai, z ¢ U(R). Portanto, (z) C M. Logo,

z = pa para algum a € R. Como z € irredutivel, concluimos que a € U(R). Portanto,
z € ass(p) ={up : p€U(R)}.

Definigao 2.7.3. ([2, Teorema 7, p.757]). Seja R um anel comutativo. Dizemos que R

é um dominio de valorizacdo discreto quando R satisfaz as sequintes condigoes:

(i) R= (R, M) é um dominio de integridade local, onde M = pR = (p) # {0} é um

ideal principal.
(it) R é noetheriano.

Observagao 2.7.4. Seja (R, M) = (R,pR) um dominio de valorizag¢io discreto. Entdo,

as sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

(i) R ndo é um corpo.

(ii) Seguindo os mesmos passos como na Observagdo 2.7.3, concluimos que o elemento
p € primo e irredutivel. Em particular, pR = M = R\ U(R). Além disso, todo
elemento primo z pertence ao conjunto ass(p) = {up : p € U(R)}.

(iii) O resultado [2, Coroldrio 6, p.757] nos garante que todo ideal 0 # 1 < (R, M) € da
forma I = p" R para algum n € N. Consequentemente, R € um dominio de ideais
principais. Além disso, I = M"™ = p"R. De fato, como M = pR e R é comutativo,
temos

k
M"™ = (pR)" = { Z(pruyl)---(pru,nﬂru,j €ER, j=1,...,n, ke N} =p"R.

u=1

(iv) Se (R, M) é um dominio de valorizagdo discreto, entdo pelas observagoes anteriores,
vemos que 0 e M sdo os unicos ideais primos de R. De fato, seja I = p" M um ideal
primo de R (n > 2). Entio como I é um ideal primo, e p™ = pp"~* € I, vemos que
pel oup™tel Sepel, entiol =M. Suponhamos que p"~* € I. Repetindo o
mesmo argumento um numero finito de vezes vemos que p € I. Logo I = M. Neste

caso, temos dimR = 1.
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Proposicao 2.7.2. Seja R um dominio de integridade. As sequintes afirmagoes sdao

equivalentes:

(i) R é um dominio de valorizagio discreto.

(i) (R, M) é um dominio de ideais principais local. Neste caso, todos os ideais proprios
nao nulos de R sdo da forma M™ = p"R para algum n € N, onde p é o unico

elemento irredutivel (primo) de R, isto é, se z € R € primo, entio z € ass(p) =
{up : peU(R)}.

Demonstracao. A implicacao de (i) em (i7) segue diretamente da Observagao 2.7.4.

Reciprocamente, se a condigdo (ii) é valida, entdo pelo Lema 2.4.1, R é noetheriano.
Logo, pela validade da condigao (ii), concluimos que R é um dominio de integridade
noetheriano local, cujo tnico ideal maximal é nao nulo e principal. Assim, R é um dominio

de valorizagao discreto (veja Defini¢ao 2.7.3). O

Exemplo 2.7.2. Seja (R, M) um dominio principal local.

(i) Pelo Lema 2.4.1 temos que R € noetheriano. Dai, se R ndo é um corpo, entdio é
imediato que R atende as condigcoes da Definicao 2.7.3, ou seja, R € um dominio de

valorizagao discreto.

(it) A localizagio (Ryr, M Ryy), onde M Ry = {x cxe€Mesce R\M}, ¢ um dominio
s

de valorizagao discreto, pois R ~ Ry de acordo com o item (iii) do Exemplo 2.6.1.

(iii) Consideremos R' = 7, e p € 7 wm nimero primo. Seja M = (p). Neste caso, a
localizagio (Ry;, MRY;) = (Zae, MZng) = (Ziy, () L) € wum dominio de valorizagio
discreto, pois é um dominio de ideais principais local (veja item (ii) do Ezemplo
2.6.1).
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3 IDEAIS 2-ABSORVENTES DE ANEIS COMUTATIVOS

3.1 Primeiras defini¢oes e propriedades

Definicao 3.1.1. Sejam R um anel comutativo, e I um ideal proprio de R. Dizemos que

I € um ideal 2-absorvente quando satisfaz a sequinte condicao:

(i) Se xyxozs € I, entdo existem u,v € {1,2,3}, distintos, tais que x,x, € I.

Observacao 3.1.1. Seja R um anel comutativo.

(i) Todo ideal primo de R é 2-absorvente. Consequentemente, a classe formada pelos
ideais 2-absorventes de R contém a classe formada pelos ideais primos de R. Além
disso, pela Observagdio 2.3.2, inferimos que a classe formada pelos ideais 2-absorventes

é nao vazia.

O exemplo a seguir mostra que existem anéis comutativos, onde nem todo ideal

2-absorvente de R é de fato primo.

Exemplo 3.1.1. Consideremos R = Z. O ideal proprio I = (15) = (3) N (5) de Z ¢
2-absorvente, mas ndao € um ideal primo. De fato, sejam x1, s, x3 € Z tais que r1xow3 € I.
Assim, 3|z1z973, € b|lrixexs. Como 3 e 5 sdo ndmeros primos, concluimos que existem
u,v € {1,2,3} tais que 3|z, e 5|x,. Dai, vemos que 3 - 5|x,x,. Portanto x,x, € I. Logo, I
¢ um tdeal 2-absorvente. Por outro lado, I nao é um ideal primo, pois 3-5 =15 € I, mas
3l eb¢gl.

O teorema a seguir apresenta uma caracterizacao de ideais 2-absorventes em termos

de absor¢ao por ideais.

Teorema 3.1.1. ([1, Teorema 2.13, p. 423]). Sejam R um anel comutativo e I um ideal

proprio de R. Entdo, as sequintes afirmagoes sio equivalentes:

(i) I é um ideal 2-absorvente de R.

(i) Sejam Iy, I5, I3 ideais de R. Se 111,13 C I, entdo existem u,v € {1,2,3}, distintos,
tais que 1,1, C I.

Os resultados que apresentaremos a seguir serdao utilizados como ferramentas para

produzir exemplos de ideais 2-absorventes.

Proposicao 3.1.1. Sejam R um anel comutativo, e P e Q) ideais primos de R. Entao,
PNQ éum ideal 2-absorvente de R. Em particular, se P e () sdo comaximais, entio P(Q)

¢ um 1deal 2-absorvente de R.
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Demonstracao. Sejam x1,x9, 23 € R tais que x1x903 € PN Q. Entdo, z1x0103 € P e
r1wow3 € Q. Como P e @ sdo ideais primos de R, entdo existem u,v € {1,2,3} tais que
r, € P,ex, € Q. Se u # v, entdo z,x, € PQ C PN como queriamos. Se u = v,
tomamos k € {1,2,3}\ {u}. Assim, z,2, € PN Q, pois z, € PNQ.

A afirmagdo particular segue diretamente do item (v) do Lema 2.0.1, onde temos
PQ=PNQ. O

Exemplo 3.1.2. Seja R = Zg. Notemos que Oz, nao é um ideal primo de Zg, uma vez
que 2 -3 =6 € 0z, mas 2,3 ¢ 0z,. Por outro lado, (2) e (3) sdo ideais primos de Zg. De
fato, sejam T,y € Zg tais que T -7 € (2). Entao Ty =T -7 € (2) e, consequentemente,
xy — 2 € (6)z = 6Z. Isso implica na existéncia de um elemento z € 7 tal que xy = 2 + 6z,
ou seja, xy = 2(1 4 3z). Isso nos diz que 2|xy em Z. Como 2 é um nimero primo, entio
2|z ou 2|y. Dai, obtemos x = 2u para algum u € Z ou y = 2v, para algum v € Z. Assim,
T=2u=2¢€(2) ouy=2v=2¢€ (2). Logo, (2) é um ideal primo de Zs. Analogamente,
mostra-se que (3) também é um ideal primo de Zg. Dai, pela Proposi¢io 3.1.1, concluimos
que Oz, = <Q> N <3> ¢ um ideal 2-absorvente de Zg.

O préximo resultado nos garante que certos ideais 2-absorventes de um anel

comutativo R sao preservados por homomorfismo sobrejetores.

Teorema 3.1.2. Sejam R, e T dois anéis comutativos. Sejam f : R — T um homo-
morfismo sobrejetor, e I um ideal proprio de R que contém ker(f). Entao as sequintes

afirmagoes sio equivalentes:

(i) I é um ideal 2-absorvente de R.

(i) f(I) é um ideal 2-absorvente de T.

Demonstragao. Seja I um ideal préprio de R contendo ker(f). Como f é sobrejetora,
temos que f(I) é um ideal de T. Agora, suponhamos que f([) é um ideal 2-absorvente de
T. Sejam x1, o, x3 € R tais que x1x9x3 € I. Entao f(x1)f(xe)f(x3) = f(x1moz3) € f(I).
Como f([I) é um ideal 2-absorvente de T, podemos encontrar u, v € {1,2,3} (distintos) tais
que f(z,x,) = f(xy)f(z,) € f(I). Portanto, existe ¢ € I tal que f(x,z,) = f(i). Portanto,

Tty — 1 € ker(f) C I. Logo, x,x, € I. Assim, vemos que I é um ideal 2-absorvente de R.

Reciprocamente, suponhamos que I é um ideal 2-absorvente de R. Sejam v, 2, y3 €
T tais que y1y2ys € f(I). Tomemos i € [ tal que y1y2y3 = f(i). Por outro lado, como f
é sobrejetor, encontramos x1, xs, r3 € R tais que y, = f(x,) para cada v = 1,2, 3. Dali,
fzrzoxs) = fxy) f(xa) f(x3) = 1hyays = f(i). Consequentemente, xixox3 — i € ker(f) C
1. Portanto, z1z9x3 € I. Como [ é um ideal 2-absorvente de R, entao existem indices
distintos w,v € {1,2,3} tais que x,x, € I. Logo, y,y» = f(x.)f(xy) = f(zuz,) € f(I).
Assim, f(I) é um ideal 2-absorvente de 7.
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]

O resultado a seguir é demonstrado de maneira inteiramente andloga a prova do
Teorema 3.1.2. Para isso, consideramos ideais primos em lugar de ideais 2-absorventes, e

produtos de dois elementos em lugar de produtos de trés elementos.

Corolario 3.1.1. Sejam R, e T dois anéis comutativos. Sejam f: R — T um homo-
morfismo sobrejetor, e I um ideal préoprio de R que contém ker(f). Entdo as sequintes

afirmagoes sdo equivalentes:

(i) I é um ideal primo de R.
(it) f(I) € um ideal primo de T.

Definicao 3.1.2. Sejam R um anel comutativo, S um subanel de R, e I um ideal de R.
O ideal J =1NS de S € chamado de contragdo de I a S.

A seguir, destacamos o fato de que os ideais 2-absorventes de um anel R sao

preservados por contragoes.

Proposicao 3.1.2. Sejam R um anel comutativo, e S um subanel de R. Se I é um ideal

2-absorvente de R, entdo a contracao de I a S é um ideal 2-absorvente de S.

Demonstracao. Sejam x1, 29,23 € S tais que zi1z023 € J = I NS. Entao zi1x013 € 1.
Como I é um ideal 2-absorvente de R, existem indices distintos u,v € {1,2,3} tais que
TyZy € I. Como S é um subanel de R, e z,,x, € S, temos que z,z, € I NS = J. Logo,

J é um ideal 2-absorvente de S.

]

Proposicao 3.1.3. Sejam R um dominio de integridade, e p um elemento primo de R.

Entdo p*R = (p*) é um ideal 2-absorvente de R.

Demonstracdo. Sejam a,b,¢c € R tais que abc € p?R. Assumamos, sem perda de
generalidade, que abc # 0 - se abc = 0, entdao pelo menos um dos elementos do terno
abc tem de ser nulo, pois R nao possui divisores de zero e, dessa forma, um produto do

elemento nulo com qualquer outro elemento deste trio resultard em 0 € p*R.

Pela Proposicao 2.3.3, sabemos que pR é um ideal primo de R. Utilizando o fato

que abc € p*R C pR, assumimos que a € pR. Assim, existe y € R satisfazendo a igualdade

a = py. (3.1)
Por outro lado, como abc € p*R, existe w € R, onde

abc = p*w. (3.2)
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Substituindo (3.1) em (3.2), obtemos

(py)be=p*w. (3.3)

Como R é um dominio de integridade e p # 0, vemos que a igualdade (3.3) nos fornece a

seguinte relagao (veja Observagao 2.1.1):
ybc=pw € pR. (3.4)

Portanto, y € pR ou bc € pR, pois pR é um ideal primo de R. Se y € pR, entao
a = py € p*R. Portanto, ab, ac € p>R. Se bc € pR, entdo, pela primalidade de pR, b € pR
ou ¢ € pR. Assim, ab € p?R ou ac € p*R. Logo, p*R é um ideal 2-absorvente de R. [J

Exemplo 3.1.3. Em R = 7, todo ideal da forma I = (p*) = p°Z, onde p é um nimero

primo, € um ideal 2-absorvente de 7.

Proposicao 3.1.4. ([1, Lema 3.13, p. 427]). Seja R um anel comutativo. Sejam I um

ideal 2-absorvente de R, e S um sistema multiplicativo de R. Se o ideal
1 r
ISTR=X-:rel, sef
s

¢ ndo nulo, entdo IS™'R é um ideal 2-absorvente de S™'R.

Exemplo 3.1.4. Sejam R um anel comutativo e S o conjunto de todos os elementos de
R que nao sao divisores de zero. Vimos, no Exemplo 2.6.3, que o anel de fragoes total
T(R) € a localizagio de R em S, ou seja, T(R) = S'R. Se I é um ideal préprio de
R, entio IST'R = IT(R) = Or(g) se, e somente se, I = Og. De fato, se a igualdade
IST'R = IT(R) = Op(r) € satisfeita, entdo % = 2 para todo x € I, e s € S. Dai, para
todo x € I, existe v(z,s) =v € S tal que v(1-0—1-2) =0 - tomando s =1, 2' =0 ¢
s'=1em (2.1). Assim, obtemos vx = 0. Como v # 0 ndo é um divisor de zero, pois

v € S, concluimos que x = 0. Logo, I = 0g. Reciprocamente, se I = Og, entdo

S S

0
IT(R):IS_lR:{w cxel, SGS}:{ :SGS}.
0 0 .
Como — = 1 para todo s € S, pois 1(s-0—1-0) =0 para todo s € S - tomando v =1,
s
¥'=0=xzes =1em (2.1)-vemos que IT(R) = ISR =0g-15.

Finalmente, se R nao é um corpo, entio R possui um ideal mazximal (em particular,
R possui um ideal primo) ndo nulo I # Og. Neste caso, a classe formada pelos ideais
2-absorventes de R contém ideais nao-nulos. Assim, pela Proposicao 3.1.4, e pelo pardgrafo

acima, se I é um ideal 2-absorvente de R ndio nulo, entdo IT(R) é um ideal 2-absorvente
de T(R).
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3.2 Ideais primos minimais sobre ideais 2-absorventes de anéis comutativos

O resultado abaixo nos mostra que o ideal radical de um ideal 2-absorvente também

é um ideal 2-absorvente.

Teorema 3.2.1. ([1, Teorema 2.1, p.419]). Sejam R um anel comutativo, e I um ideal
2-absorvente de R. Entdo VI é um ideal 2-absorvente de R. Além disso, x* € I para todo

[EG\/T.

Demonstragao. Comecemos provando a segunda parte do resultado. Seja z € V.
Entao, existe n € N tal que 2" € I. Suponhamos, sem perda de generalidade, que n > 2
equex ¢ I. Sen =3, entdo 2> € I, e como I é um ideal 2-absorvente de R, vemos que
x? € I. Suponhamos por hipotese de inducao que, para um certo n > 3, é valida a seguinte
implicacao:

SexeVIea"el, entio2? € 1.

Mostremos que a seguinte implicacao é verdadeira:
Sez € VIexz"" €I, entdo 22 € I.

Agora, suponhamos que "™ € I. Assim, (z)(x)(z"') € I. Como I é um ideal 2-
1

2—grelouzz™ ! =a" el Sez" € I, entdo aplicamos a

absorvente, concluimos que x
hipétese de inducao e concluimos que 2* € I. Isto completa a demonstracio da segunda

parte.

Agora, mostremos que VI é um ideal 2-absorvente de R. Sejam z,y, z € R tais
que zyz € VI. Pelo pardgrafo anterior, (zyz)? = x?y?2% € I. Como I é 2-absorvente,

assumimos, sem perda de generalidade, que (2y)* = 2*y* € I. Logo, 2y € V.
m

O Teorema 3.2.2 a seguir nos garante que qualquer ideal 2-absorvente de um anel
comutativo R possui, no méaximo, 2 (dois) ideais primos minimais. Entretanto, para

apresentarmos tal demonstracao, precisamos do seguinte lema.

Lema 3.2.1. ([13], Teorema 2.1, p.2). Seja R um anel comutativo. Sejam I, P <R, onde

I C P, com P primo. Entdo, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) P é minimal sobre I.

(it) Para cada x € P, existem y € R\ P, e um inteiro positivo n tais que yxz™ € I.

Demonstracao. Comecemos pela prova da implicacao de (i) em (ii). Neste caso, P €

Min(/). Suponhamos que a condicao (i) nao é valida. Dessa forma, existe z € P tal que



41

para todoy € R\ P en € N, temos yx" & I. Agora, definimos o seguinte conjunto nao

vazio:

S:={yz" :ye R\ P, ne N}U(R\ P).

O conjunto S possui as seguintes propriedades:

(i) S é um sistema multiplicativo de R. De fato, 1 € S, pois 1 € R\ P. Agora, sejam
n,ny,ny € Neyp,ys € R\ P. Notemos que y1y2 € R\ P, pois P é primo. Assim,

7(ylwn)92 = (ylyg)x" €S,

ni+nz

y1y2 € S. Além disso, (y12™)(y22™?) = (Y192

(ii) INS =(. Com efeito: Se I NS # (), entdao yz™ € I para algum y € R\ Pen €N,

0 que nao é possivel.

Utilizando o fato que S é um sistema multiplicativo disjunto do ideal I, concluimos,

pelo resultado [3, Teorema 2.2, p.378], que o conjunto
J={J<QR:JDI, JNS=0

¢ nao vazio, e possui um elemento maximal @), onde ) é um ideal primo de R contendo
I. Como QNS =0, entdo yz" & @Q para todon € N e y € R\ P. Consequentemente,
lz™ = 2" ¢ @ para todo n € N. Portanto, x ¢ @, pois () é primo. Além disso, como
QN (R\ P) =10, vemos que I C Q C P. Por outro lado, por hipdtese, P € Min([), e
assim concluimos que () = P. A ultima igualdade nos leva a uma contradicao, pois = € P.
Logo, concluimos que () implica em (i7).

Reciprocamente, suponhamos véalida a condi¢ao (ii). Seja @) um ideal primo de
R tal que I C @ C P. Por hipétese, dado = € P, existem y € R\ P e n € N tais que
yr" € I C Q. Como @ é um ideal primo e y € R\ P, entdo temos = € (). Portanto,

@ = P. Logo P é um ideal primo minimal sobre /. [J

Teorema 3.2.2. ([1, Teorema 2.3, p.419]). Sejam R um anel comutativo, e I um ideal
2-absorvente de R. Entdo, existem no mdxrimo dois ideais primos de R que sao minimais

sobre I. Em outras palavras |Min(I)| < 2.

Demonstragao. Suponhamos, por hipétese de absurdo, que |Min(7)| > 3. Sejam P;, P, €
Min(I), onde P; # P,. Pela minimalidade de P; e P, sobre I, encontramos z; € Py \ P e
xo € P\ Pi. Agora, mostremos que x1x9 € I. De fato, pelo Lema 3.2.1, existem ¢ € R\ P,
1 € R\ P, n,m € N tais que cox] € I, e cyzy’ € 1. Claramente x1, o ¢ Py N P. Dai,
pela Proposicao 2.3.5, temos que 1, 75 ¢ V1. Como (cy)(z1)(27 ™) € I, entdo cozy € I ou
cox}™t € I, pois o ¢ I, e o ideal I é 2-absorvente. Repetindo o argumento um nimero
finito de vezes, concluimos que cyxq1,c120 € I C Py N P,. Dai, como P; e P, sao ideais
primos de R, obtemos ¢; € Py, e ¢; € P;. Consequentemente, co € Py \ Pp, e ¢; € Py \ Ps.
Portanto, ¢y, co € Py N Py. A partir dai, vemos que ¢; + ¢ € Py, ¢ + ¢o € Ps. E isso nos
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diz que (c1 +¢co)x1 € Py e (¢1 + co)xy & Py Em particular, (¢ + c2)xy, (¢4 +¢2)xg & 1. Por
ultimo, como coxy, c1x9 € I, entdo (¢ + co)xr1xe = 19wy + 21172 € I. Logo, como [ é

um ideal 2-absorvente de R, concluimos que zixs € I.

Finalmente, seja P3 € Min(I)\{ P, P»}. Pelo Lema 2.3.2, existem y; € P, \ (P,UPs)
eyy € Po\ (PLUP;). Por um argumento anilogo ao anterior, podemos concluir que
y1yo € I. Como I C PN PN P3 ey € 1, entao y; € P3 ou 1y € P53, uma contradicao.
Logo Min(/)| < 2. O

Os Teoremas 3.2.1 e 3.2.2 combinados nos fornecerdo uma descri¢ao completa do
radical v/T em termos dos ideais primos minimais sobre I, quando I é um ideal 2-absorvente

de R (compare o resultado abaixo com o Teorema 3.4.1).

Teorema 3.2.3. ([1, Teorema 2.4, p.419]). Sejam R um anel comutativo, e I um ideal

2-absorvente de R. Entdo, uma, e somente uma, das sequintes condigoes € satisfeita:

(i) Min(I) = {P}. Além disso, VI = P é um ideal primo de R tal que P? C I.
(i1) Min(I) = {P,, P,}. Além disso, VI = PO\ Py, PP, CT eI C1I.

Demonstragio. Pelo Teorema 3.2.2, ou Min(/) = {P} ou Min(I) = { P}, P»}. Dai, pela
Proposicao 2.3.5, podemos inferir que, ou VI = P éum ideal primo, ou VI =P NP.
Suponhamos, inicialmente, que VI = P. Sejam z,y € P. Assim, pelo Teorema 3.2.1,
temos z°,9* € I. Por outro lado, temos x(x + y)y = 2%y + 2y* € I. Sendo I um ideal
2-absorvente de R, temos x(z +y) =2 +ay €I, ou (x +y)y=ay+y* € Touay € I.

Em qualquer um dos cendrios, concluimos que zy € I. Portanto, P? C I.

Agora, suponhamos que VI = PiNP,. Pelo mesmo argumento utilizado no paragrafo

2
acima, temos VT C I. Resta-nos mostrar Py P, C I. Notemos o seguinte:

(i) Paratodo w € P,NP, = VT temos, pelo Teorema 3.2.1, w? € I. Portanto (w;+w,)? =
w3 + 2w wy +ws € I para todo wy, wy € V. Logo wywy € I para todo wy, wy € V1.

(ii) Sejam x; € P, \ Py e x5 € P» \ P;. Baseando-se na prova do Teorema 3.2.2, vemos

que 129 € 1.

(iii) Sejam z3 € Py N Py = VI, e z € P \ P. Tomemos y; € P, \ P,. Novamente
pela prova do Teorema 3.2.2, temos 3122 € I. Como z; +y; € Py \ P, temos, outra
vez pela prova do Teorema 3.2.2, 2125 + y122 = (21 + y1)22 € I. Logo, z129 € 1.
Mostramos, por argumento andlogo, que se z; € PL N Py, = VT e 29 € Py \ Py, entéo

2129 € 1.

Pelo exposto acima, concluimos que PP, C . [J
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3.3 Ideais quocientes e ideais 2-absorventes de anéis comutativos

Os dois proximos resultados desta se¢ao nos garantem que, quando I é um ideal
2-absorvente de R, o ideal quociente (I : zR) =1, ={y € R : yx € I} é de fato um ideal
primo de R contendo VT (onde VI # I), para todo 2 € I\ I. Além disso, eles também

nos garantem que o conjunto de ideais
ILVIND ={L, : 2 € VI\ I}

¢ totalmente ordenado. Mais precisamente, I, C I, ou I, C I, para todo z,y € \/7\ 1.

Lembre-se que o Teorema 3.2.3 nos garante que ou Min(/) = { P, P}, ou Min(/) =
{P}. No primeiro caso, VI = PN P,, enquanto no segundo v'I = P - um ponto a destacar
é que a condicao I # VI é equivalente a dizer que I ndo é um ideal radical (veja Defini¢ao
2.3.8).

Teorema 3.3.1. ([1, Teorema 2.5, p.420]). Sejam R um anel comutativo, e I um ideal
2-absorvente de R tal que NI = P, onde Min(I) = {P}. Suponhamos que I # P = /1.
Entdo, temos o sequinte (lembre-se que QU,NI\I)={I, : z € VI\I}):

(i) Para cada x € NI\ I, o ideal I, é primo, e contém P = /I. Além disso, I, C I,
ou I, C I, para todo x,y € \/7\]

Demonstragao. Fixemos x € P\ I, onde P = V1. Pelo Teorema 3.2.3, temos P? C I.
Consequentemente, P(z) C P* C I. Portanto, P C I,. Se I, = P, entdo I, é um ideal
primo de R, como queriamos. Suponhamos que I, # P. Sejam y, z € R tais que yz € I,.
Mostremos que y € I, ou z € I,. De fato, como P C [, assumimos, sem perda de
generalidade, que y, z ¢ P. Em particular yz & I, pois P = vii 2 1. Por outro lado, como
yz € I, temos yzx € I. Sendo I um ideal 2-absorvente de R, e sabendo que yz & I,

inferimos que yx € I ou zx € I. Por conseguinte, y € I, ou z € I,. Logo, I, é um ideal

primo de R contendo P = /1.
Agora, sejam z,y € P\ I, onde P = \/.7, e suponhamos que I,  I,,. Mostremos

que I, C I,. Com efeito: Tomemos z € I, \ I,, e w € I,. Pela primeira parte, sabemos
que P C I,. Portanto, z € I, \ P. Similarmente, assumimos, sem perda de generalidade,
que w € I, \ P, pois P C [,. Como z,w ¢ P temos zw ¢ I, uma vez que P é um ideal

primo contendo . Além disso, zy & I, pois z € I, \ I,. Observamos ainda o seguinte:
2(x 4+ y)w = wzx + 2wy € I,
pois zx € I, wy € I e I < R. Por outro lado,
2x+y)=zx+z2y &1,

tendo em vista que zx € I, e zy ¢ I. Combinando as duas igualdade acima com o fato

que zw ¢ I, inferimos que (x4 y)w € I, pois I é um ideal 2-absorvente de R. Desse modo,
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obtemos wz € I, uma vez que wx + wy = (z + y)w € I e wy € I. Portanto, w € I, para

todo w € I,,. Logo, I, C I,. E isto completa a demonstracao. [

Teorema 3.3.2. ([1, Teorema 2.6, p.420]). Sejam R um anel comutativo, e I um ideal
2-absorvente de R tal que VI = PN\ Py, onde Min(I) = { Py, P,}. Suponhamos que I # /1.
Entdo, temos o sequinte (lembre-se que QUI,VI\I)={I, : x € VI\ I}):

(i) Para cada x € \/T\ I, o ideal I, € primo, e contém os ideais P, e Py. Além disso,
I, C I, ou I, C I, para todo x,y € VI

Demonstracao. Fixemos x € VI \ I, onde VI = P, N P,. Pelo Teorema 3.2.3, temos
P P, C I. Consequentemente, P,(x) C I para cada u € {1,2}. Portanto, P, P, C I,.
Sejam y,z € R tais que yz € I,. Mostremos que y € I, ou z € I,. De fato, como
Py, Py C I, podemos assumir, sem perda de generalidade, que y,z ¢ P, para u = 1,2.
Em particular yz ¢ I, pois P, N P, = il 2 I. Por outro lado, como yz € I, temos
yzx € I. Sendo I um ideal 2-absorvente de R, e sabendo que yz ¢ I, inferimos que yz € [

ou zx € I. Por conseguinte, y € I, ou z € I,. Logo, I, é um ideal primo de R contendo
Pl N P2 - \/7

A segunda parte segue por um argumento analogo ao apresentado no Teorema
3.3.1. [

Agora nés apresentaremos uma condicao necesséria e suficiente para que um ideal
I de R, onde I nao é um ideal radical, isto é, I # vai , seja um ideal 2-absorvente. A
presente caracterizagao se darda em termos dos ideais pertencentes ao conjunto Q(I,.S)
(Teoremas 3.3.3 e 3.3.4).

Teorema 3.3.3. ([1, Teorema 2.8, p.421]). Sejam R um anel comutativo, e I um ideal
proprio de R. Suponhamos que [ # \/j, onde VI é um ideal primo de R. Entdo as
sequintes afirmagdes sio equivalentes (lembre-se que QUI,VI\I) ={I, : x € VI\ I}):

(i) I é um ideal 2-absorvente de R.

(ii) Todo ideal em Q(I,/I\ I) é um ideal primo de R.

Demonstracgao. Seja I um ideal préprio de R tal que I # VI = P, onde P ¢ um ideal
primo de R.

Se I é um ideal 2-absorvente de R, entao pelos Teoremas 3.2.3, 3.3.1, 3.3.2 temos
que todo ideal em Q(7, VI \ I) é primo. Reciprocamente, suponhamos que todo ideal em
Q(Z, VI \ I) é primo. Sejam x,y, z € R tais que xyz € I. Como VT é um ideal primo de
RelC \/7, supomos, sem perda de generalidade, que x € VI. Sex e I, entao xy € 1.
Agora, suponhamos que z € VI \ . Como yz € I, e, por hipétese, I, é um ideal primo
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de R, concluimos que y € I, ou z € I,. Logo, yx € I ou zx € I. Isso mostra que I é um
ideal 2-absorvente de R. []

Abaixo, nos aplicaremos o Teorema 3.3.3 para obter um exemplo de um ideal

proprio que nao é 2-absorvente.

Exemplo 3.3.1. Consideremos o anel
R=7Z+ (62)Z[z] ={z+ 6z -r(x) : z € Z, r(x) € Z[z]},

que € um dominio de integridade, jd que é um subanel de Z[z|, e o ideal P = (6x)Z|x].
Pela Proposi¢io 2.1.1, vemos que P é um ideal primo de R, pois R/P ~ 7 é um dominio
de integridade. De fato, consideremos o homomorfismo sobrejetor f : Z + (6x)Z[x] — 7Z
definido por

f(z+ (6x)r(z)) = 2.
Notemos que ker(f) = (6z)Z[x] = P. Logo, pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo,

vemos que R/P ~ 7, que é um dominio de integridade.

Agora, como P? = (362%)Z[z], tomemos 62° € P\ P?. Notemos que
Is.2 = {p(z) € R|62*p(x) € P*} = 6Z + (67)Z[z].
De fato, se p(x) € Igy2, entdo 62°p(x) € P* = (362*)Z[x]. Isso implica que
62°p(x) = (362%)r(z),
com r(x) = 29+ 217 + - -+ + 22" € Z[z]. Dai, obtemos
62°%(p(z) — 6r(z)) = 0.

Como 62> # 0 e R = Z + (62)Z[x] ndo possui divisores de zero (pois é um dominio de

integridade), entdo obtemos

p(z) = 6r(r) = 620+6212+- - +62,2" = 629+ 62(21 + 207+ - - -—I—zkxk_l) € 6Z+ (6x)Z|x].

Logo, Ig,2 C 6Z + (6x)Z[z]. Reciprocamente, se p(x) € 6Z + (6z)Z[x], entdo p(x) =
6z + (6z)s(x), onde z € Z e s(x) € Z[z]. Dai, obtemos

62°p(x) = 62%(62 + (67)s(z)) = 3627 (2 + ws(x)) € (362°)Z[z] = P>

Isso implica que p(x) € Ig,2 e, consequentemente, 67 + (6z)7Z[x] C lg,2. Como temos as
duas inclusoes, seque que Iz = 6Z + (62)Z[x]. Notemos também que Ig,2 ndo é um ideal
primo de R, pois 2-3 =6 € g2, mas 2 &€ Ig,2 € 3 & Ig,2. Por consequinte, pelo Teorema

3.3.8, vemos que P* ndo é um ideal 2-absorvente de R.
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Teorema 3.3.4. ([1, Teorema 2.8, p.421]). Sejam R um anel comutativo, e I um ideal
proprio de R. Suponhamos que existam Py, Py € Min(I), distintos, tais que I # VI =

PN P,. Entdo, as sequintes afirmagcoes sao equivalentes:

(i) I é um ideal 2-absorvente de R. Em particular, Min(I) = { Py, P»}.

(i) PPy C I. Além disso, todo ideal em QI,VI\I)={I, : = € VI\ I} ¢ um ideal
primo de R.

(iti) Todo ideal em Q(I,(PLUP,)\I)={l,: 2 € (P UP,)\ I} é um ideal primo de R.

Demonstracgao. Seja I como no enunciado.
A implicacao de (i) em (ii) segue diretamente dos Teoremas 3.2.3 e 3.3.2.

Suponhamos vélida a afirmagao (ii). Em outras palavras, Py P, C I, e todo ideal

e1m

QI VINI) ={I, : z e VI\ I}

¢ um ideal primo de R. Agora, seja € P, \ P,. Verifiquemos que yz € [ se, e somente
se, y € P,. De fato, se yr € I, entao yx € P, pois I C VI = PNFP,. Como P, é
um ideal primo de R e x € P, \ Py, temos y € P5. Reciprocamente, se y € P, entao
yr = xy € PLPy, C I. E isto completa a demonstracao da afirmacdo. Esta tultima
equivaléncia nos diz que I, = P, e, portanto, I, ¢ um ideal primo de R. Por ultimo, como

I; é um ideal primo de R para todo d € (P, N P,) \ I, temos a condigao (iii).

Finalmente, suponhamos que todo ideal em

¢ um ideal primo de R. Sejam z,y, 2z € R tais que zyz € [ C VI = P, N P,. Assumamos,
sem perda de generalidade, que z € P, U P, pois P;, P, sao primos e xyz € P, N P;. Se
x € I, entdo xy € I. Assim, assumimos que z € (P U P,)\ I. Agora, como yz € I, e I, é
um ideal primo de R, vemos que y € I, ou z € I,. Portanto, xy = yxr € [ ou xz = zx € I.

Logo, I é um ideal 2-absorvente de R, como queriamos demonstrar. []

Com o auxilio do Teorema 3.3.4, nés obteremos exemplos de ideais 2-absorventes

no anel Z[x, y|.

Exemplo 3.3.2. Seja
k
R=1Zz,yl = > za“y’ : 5 €Z, a;,3; €Ny, i =0,....k, k€N
i=0

o0 anel de polinémios nas indeterminadas x ey com coeficientes inteiros. Sejam Py, = (2, x),
Py, =(2,y) e = PP, = (4,2x, 2y, xy). Observemos que
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(i) Py e Py sao ideais primos de R. De fato, notemos que R = Z[x,y] = (1, x,y), pois
o conjunto X = {1,x,y} é um conjunto gerador de R = Z[x,y] (veja a Definigao
2.0.6). Assim, consideremos os homomorfismos sobrejetores f : Zlx,y| — Za[y],

definido por

k m n n
¥ ( Z zil,aiyﬁi) = f (Z Zijwaij y,Bij + Z zisyﬁi5> = Zzyﬁz}s,
i=0 3=0 s=1 s=1

e g:Zx,y] — Zslx], definido por

k m n n
Q(Z Ziiﬂaiyﬁi) =f ( > Zijmaijyﬁij +> szﬂa) =) Fat,
i=0 j=0 s=1 s=1

Como ker(f) = (2,z) = P, e ker(g) = (2,y) = P> entdo, pelo Primeiro Teorema
do Isomorfismo, vemos que R/Py ~ Zs[y] € R/ Py ~ Zs[x], que sao dominios de

integridade. Dai, pela Proposicdo 2.1.1, vemos que Py e Py sdo ideais primos de R;
(i) I ndo é um ideal primo de R, pois 2> =4 €I, mas2 & I;

(iii) NI = PLN Py = (2,2y). De fato, pela Proposicio 2.3.6, sabemos que NI = \/ﬁ =
\/Eﬁ \/1;2 = P NP, Agora, como 2,z € (2,x) = P, e 2,y € (2,y) = P,
entio 2,xy € Py N Py e, consequentemente, (2,zy) C PN Py, = VI, pois P, e
Py sdo ideais de R. Reciprocamente, se p(x,y) € PN Py = \/7, entao exitem
r(z,y),s(z,y),t(z,y),w(z,y) € R tais que

2r(w,y) +xs(x,y) = p(z,y) = 2t(z,y) + yw(z,y).

Suponhamos, por contradicio, que p(x,y) € (2,zy). Como 2r(x,y),2t(x,y) € (2,zy),

entao

vs(z,y) = plx,y) — 2r(z,y) & (2,2y) eyw(r,y) = plr,y) —2t(z,y) € (2,2y) .

Isso implica que s(z,y) € (2,y) = Py, e t(x,y) & (2,z) = Pi. Mas, como
2T(l’,y), 2t<l’,y) € <2,[Ey> - <2,ZL‘> n <2ay> = Pl N P2; entao

vs(z,y) = p(x,y)—2r(r,y) € (2,y) = P yt(z,y) = p(z,y)—2w(z,y) € (2,7) = P\.

Como Py e Py sdo ideais primos de R, y & Py e v € P», entao obtemos s(x,y) € Py
et(x,y) € P, o que nos leva a duas contradigoes. Logo, p(x,y) € (2,zy) e, portanto,
\/jzplmpg = <2,3}’y>

(iv) Iy = (2,z,y). Além disso, Iy é maximal (primo). De fato, recordemo-nos que

I = {p(l‘,y) €R= Z[:L’,y] : 2p($,y) €el= <47 2x,2y,xy>}
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Seja p(z,y) € Ir. Entao, 2p(x,y) € I = (4,2z,2y,xy). Isso implica que existem
r(z,y), s(z,y), tz,y), w(z,y) € R tais que
2p(z,y) = 4r(z,y) + 2xs(x,y) + 2yt(x,y) + zyw(z, y).

Dai, obtemos

zyw(z,y) = 2(p(x,y) — 2r(x,y) — vs(z,y) — yt(z,y)) € 2R = 2Z[z, y]

Notemos que 2R = 2Z[x,y] é um ideal primo de R. De fato, consideremos o

homomorfismo sobrejetor h : Z[x,y| — Zs|z,y| definido por

k k
' ( 2 Zimaiy&) =Y zay’.
i=0 =0

Como ker(h) = 2Z[x,y] = 2R entao, aplicando o Primeiro Teorema do Isomorfismo,
obtemos R/2R = Z[x,y|/2Z]x,y] ~ Zs|x,y], que é um dominio de integridade.
Consequentemente, pela Proposi¢io 2.1.1, vemos que que 2R = 27[x,y| é um ideal
primo de R. Como zy & 2R = 2Z[x,y]|, entao vemos que w(x,y) € 2R = 2Z[z,y|.

Assim, existe w'(z,y) € R tal que w(x,y) = 2w’ (x,y). Consequentemente, obtemos

2p(w,y) = 2(2r(z,y) + xs(zx,y) + yt(x,y) + zyw'(z,y)).

Como R = Zlx,y| é um dominio de integridade e como 2 # 0, entdo pela Observagdo

2.1.1, vemos que

p(x,y) = 2r(x,y) + 2s(x,y) +yt(z, y) + zyw' (2, y) € (2,2,¥).

Como p(x,y) foi tomado arbitrariamente, concluimos que Iy C (2,x,y).

Reciprocamente,
p(x,y) € 2,2,y) = p(z,y) = 2r(z,y) + vs(z,y) + yt(z,y) =

= 2p(x,y) = 4r(z,y) + 2xs(x,y) + 2yt(x,y) € (4,22, 2y,xy) =1,

onde r(z,y),s(x,y),t(x,y) € R. Logo, (2,x,y) C I,. Como I, C (2,x,y), con-
cluimos que Iy = (2,x,y). Além disso, consideremos o homomorfismo sobrejetor

w: Zlx,y] — Zo definido por

k k
w ( Z ziataiyﬁi) = ZZ
i=0 =0

Notemos que ker(w) = (2, z,y). Por conseguinte, o Primeiro Teorema do Isomor-
fismo nos garante que R/Iy = (Z[x,y|/ (2,2,y)) ~ Zs, que € um corpo. Dai, pelo
resultado [9, Teorema 27.9, p.247], vemos que Iy é um ideal mazimal (primo) de R.
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(v) Iy = Iy, para todo p(x,y) € \/f\ I. De fato, dado p(x,y) € \/f\ I, vemos que
p(x,y) € (PINP)\Pi P2 = (2,2y)\ (4, 2x, 2y, xy). Assim, existem r(z,y),s(z,y) € R
tais que p(x,y) = 2r(z,y)+zys(x,y). Como 2p(z,y), zp(x,y), yp(x,y) € (4,2, 2y, xy) =
I, entio 2,2,y € Iy, Dai, vemos que (2,2,y) C Ipu,). Como Iy é maximal (pelo
item (1)) € Ipay) # R (pois 1 € Ipsy), concluimos que I,y = I. Portanto,
Loz € mazimal (primo), para todo p(x,y) € VI\ I

Dai, vemos que todo ideal em Q(I, \/7\ I) € primo. Portanto, pelo Teorema 3.5.4,

concluimos que I € um ideal 2-absorvente de R.

3.4 Ideais primérios e ideais 2-absorventes de anéis comutativos

Comecemos esta se¢do com o seguinte resultado (compare com o Teorema 3.2.3):

Teorema 3.4.1. ([1, Teorema 3.1, p.423]). Sejam R um anel comutativo, e I um ideal P-
primario de R (\/7 = P, onde P é um ideal primo de R). Entao I é um ideal 2-absorvente
se, e somente se, P? = (\/7)2 C I. Em particular, se M é um ideal mazximal de R, entdo

M? é um ideal 2-absorvente de R.

Demonstracao. Seja I um ideal P-primario de R. Se I é um ideal 2-absorvente de R,
entdo, pelo item (i) do Teorema 3.2.3 temos P? C I. Reciprocamente, assumimos que
P? C I. Sejam z,7,z € R tais que zyz = (zy)z = (z2)y = x(yz) € I. Se xy,zz & I,
entdo z € P ey € P, pois (zy)z = (x2)y € I C P e I é um ideal P-primério de R. Dali,

yz = zy € P> C I. Logo I é um ideal 2-absorvente como querfamos.

Por 1ltimo, seja J um ideal de R. Sabemos que VIr=+vJ para todo n € N. Se
M ¢é maximal, entao VM2 =vVM =M , pois M ¢é um ideal primo, e todo ideal primo é
um ideal radical (Corolario 2.3.1). Assim, pelo Lema 2.3.4 (item (4i)), vemos que M? é
M-primario

]

Sejam R um anel comutativo, e I um ideal proprio de R. Suponhamos que P é
um ideal primo de R tal que VI = P. Nessas condicoes, surge uma pergunta natural:
Existe alguma condicao suficiente sobre P para garantir que o ideal [ seja P-primario? O
proximo resultado nos apresenta uma condi¢ao para a obtencao de uma resposta positiva

para tal pergunta.

Teorema 3.4.2. ([1, Teorema 3.6, p.426]) Sejam R um anel comutativo, P um ideal
primo dividido de R, e I um ideal proprio de R tal que VI = P. Entio, as sequintes

afirmagoes sdo equivalentes:

(i) I é um ideal 2-absorvente.
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(ii) I ¢ wm ideal P-primdrio, e P> = (VT)? C 1.

Demonstracao. Suponhamos que I é um ideal 2-absorvente de R. Como VI=Pé
um ideal primo de R, temos, pelo Teorema 3.2.3, P> C I. Agora, sejam z,y € R tais
que zy € I. Suponhamos que y € P = VI. Como I C P =+1I,e P éum ideal primo,
podemos concluir que x € P. Por outro lado, sendo P um ideal primo dividido, temos
P C (y). Assim, = yz para algum z € R. Desse modo, temos zy = y*z € I. Como
y* & I (pois y € P), e I é um ideal 2-absorvente, entdo = yz € I. Logo, I é um ideal

P-priméario. A reciproca segue diretamente do Teorema 3.4.1. [

Seja I um ideal préprio de R tal que VI = P, onde P é um ideal primo de R.
O exemplo a seguir nos mostra um caso onde P nao é um ideal primo dividido e I é
2-absorvente, mas I nao é P-primario. Isto mostra que, em geral, a condi¢ao de I ser

P-primario nao é necessaria para que I seja 2-absorvente.

Exemplo 3.4.1. Consideremos o anel
R =7+ (3x)Z[z] := {2z + Bx)r(x) : z € Z, r(x) € Z[z]},

que é um dominio de integridade, pois é um subanel de Zlx|. Consideremos também o
ideal P = (3z)Z[x]. Entao:

(i) Pela Proposi¢io 2.1.1, P é um ideal primo de R, pois R/P ~ 7 ¢é um dominio de
integridade (obtemos o isomorfismo R/P ~ 7 de maneira inteiramente andloga ao
que fizemos no Exemplo 3.3.1). Por outro lado, P ndo é um ideal primo dividido
de R = 7Z + (3x)Z, pois 2 € R\ P e 2 nao divide 3xt € P em R. De fato,
2€Z CZ+ 3x)Zx]) =R, mas 2 ¢ P = (3z)Z[x], pois o grau de todo polinémio em
P é maior ou igual a 1. Além disso, se tivéssemos que 2|(3x) (em R = Z+ (3x)Z][x]),
entdo teriamos 3x = 2(z + (3z)r(z)), com z € Z e r(x) € Zlz]. Tal igualdade é
equivalente a

3z =2z + (bx)r(z).

Ora, mas se esta ultima igualdade fosse verdadeira, deveriamos ter z =0 e r(x) =
r € Z, jd que, neste caso, os graus dos polindomios 3x e 2z + (bx)r(z) devem ser

tguais. Dai, obteriamos uma nova igualdade:
3z = (bx)r = (5r)x,
ou ainda,
z(5r — 3) = 0.

Como x #0 e R=7Z+ (3x)Z é um dominio de integridade, entio obteriamos desta
altima igualdade que 3 = 5r - isto €, 5|z 3, o que é um absurdo. Logo, 2 nao divide
3r € P em R.
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(ii) P? = (92°)Z[z] ndo é P-primdrio, pois (3x%) -3 = 92> € P?, mas 32° ¢ P> e 3 ¢ P.
(iii) Dado p(x) € P\ P?, existem k €N, zg €Z e z1,...,2, € Z\ 3Z tais que
p(x) = (32)(20 + 217 + - - - + z2").

Afirmamos que ou Py, = (3x)Z[x] = P, ou By, = 3Z+ (3z)Z[z] = 3Z + P. De
fato, dado q(x) € R =7+ (3z)Z|x], existem { € N e wo,wy, ..., w, € Z tais que

q(z) = wy + (32)(wo + wyx - - - + wez?).
Assim, podemos expressar o produto q(x)p(z) como
q(2)p(z) = 3z (wozo + wozrx + - - - + wozra™) + (92%)7(z)

onde r(z) € Z[x]. Isso implica que q(x)p(z) € P* se, e somente se,

3x(wozo + wonx + - - + wezpa®) € (927)Z[x] = P?
Mas, como zy,. ..,z € Z\ 3Z, entdo

3e(wonx + - - + wozpa®) € (92°)Z[z] = P?

se, e somente se, wy € 3Z. Isso implica que

3x(wozo + won + - - + wezpa®) € (922)Z[x] = P?

se, e somente se, zo =0 e wy € 3Z. Dai, vemos que q(x)p(x) € P? se, e somente se,
p(z) = 32127 4+ - -+ 322", com 21, ...,z € Z\37Z, e q(x) € 3Z+ (3v)Z[z] = 3Z+ P.
Portanto, ou Pp2($) = (3z)Z[x] = P (se wy =0), ou Pﬁ(m) =37+ (3z)Z[x] =32+ P
(se wy # 0). Como P € um ideal primo de R e 3Z + P também é primo de R (pois
37 ¢é um ideal primo de Z), entdo vemos que todo ideal em Q(P*, P\ P?) é um ideal
primo de R. Logo, pelo Teorema 3.3.3, concluimos que P* ¢é um ideal 2-absorvente

de R.

Teorema 3.4.3. ([1, Teorema 3.7, p.426]). Sejam R um anel comutativo, e P um ideal
proprio de R tal que P # nil(R). Se nil(R) e P sdo ideais primos divididos de R, entdo

P? é um ideal 2-absorvente de R.

Demonstragdo. Comecemos afirmando que nil(R) € P?. De fato, como nil(R) é um
ideal primo dividido de R, entdo nil(R) é comparavel a todo ideal de R (veja Observagao
2.7.1). Em particular, nil(R) é compardvel a P?. Por hipétese P # nil(R). Assim,
nil(R) C P, pois sabemos, pela Proposi¢ao 2.3.5, que nil(R) é a interse¢ao de todos os
ideais primos minimais sobre 0, ou seja, nil(R) é a interse¢ao de todos os ideais primos

de R. Pela tltima inclusdo, vemos que existe x € P\ nil(R). Se P? C nil(R), entdo
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2? € nil(R). Como nil(R) é um ideal primo, temos x € nil(R), uma contradicio.
Portanto, nil(R) C P? como afirmamos. Pelo Teorema 3.4.2 é suficiente mostrarmos que
P? ¢ P-primario, isto é, P? é primério e VP2=P. Agora, notemos que como P é um ideal
primo de R, temos VP2=+yP=P Dai, s6 precisamos provar que P? é um ideal primério.
Para tal fim, sejam z,y € R tais que 2y = p1q1 + - - + pngn € P?, onde os p;, q; € P para
cada i € {1,...,n}. Suponhamos que y € P = VP2, Portanto, P> C P C (y), onde a
ultima inclusao é devida ao fato de P ser um ideal primo divido de R. Assim, para cada
i €{1,...,n}, existe ¢; € R tal que p; = ¢;y. Como p; = ¢;y € P, e P é um ideal primo de

R, vemos que ¢; € P para cada i € {1,...,n}, pois y ¢ P. Consequentemente,

Ty = sz'q@' = Z/(Z CiQi)-
i=1 i=1
Equivalentemente,

y(z — zn:ciqi) =0 € nil(R).

i=1
Por outro lado, y € nil(R), pois y ¢ P, e nil(R) C P. Dessa forma, como nil(R) é um

ideal primo de R, concluimos o seguinte:

(x =) i) €nil(R) € P2

i=1

n

Logo, x € P? uma vez que Zciql- € P?. Portanto, P? é um ideal P-primério. E isto
i=1

conclui a demonstragao. []

Corolario 3.4.1. Sejam R um dominio de integridade, e P um ideal primo ndo nulo e
dividido de R. Entdo, P? é um ideal 2-absorvente de R.

Demonstragao. Se R é um dominio de integridade, entdo nil(R) = 0 é um ideal primo
dividido de R. Logo, se P ¢ um ideal primo nao nulo e dividido de R, segue, diretamente
do Teorema 3.4.3, que P? é um ideal 2-absorvente de R, pois P # nil(R) = 0. [J

3.5 Ideais 2-absorventes de dominios de valorizacao

A seguir, apresentamos uma caracterizacao dos ideais 2-absorventes e nao nulos

em dominios de valorizagao.

Teorema 3.5.1. Sejam R um dominio de valorizacao, e I um ideal proprio e nao nulo de

R. Entao, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) I é um ideal 2-absorvente de R.
(ii) I é um ideal P-primdrio de R tal que P* C I.

(iii) I =P ou I = P2 onde P =T é um ideal primo de R.
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Demonstragao. Verificaremos que a condi¢ao (¢) implica em (ii). Suponhamos que [
¢ um ideal 2-absorvente de R. Pelo Teorema 3.2.3, ou Min(/) = {P} e VI = P, ou
Min(I) = {P, P} e VI =P NP, Se, VI # P, entdo teriamos VI =P NP Como
P, # P,, encontramos x; € P, \ Py e 9 € P\ P;. Dai, como R é um dominio de
valorizacdo, terfamos = € (z3) C P5 ou x5 € (z1) C P, contradizendo as escolhas de x; e
xo. Logo, VI = P, onde P é um ideal primo de R tal que P? C I - outra aplicacdo do
Teorema 3.2.3. Por tultimo, sendo R um dominio dividido, segue, pelo Teorema 3.4.2, que

I é um ideal P-primario tal que P? C I. E isto fornece (7).

Seja I um ideal P-primério de R tal que P? C I, isto é, I é um ideal satisfazendo
(). Suponhamos que I C P = +/I. Entdo, existe € P\ I. Tomemos y € I \ {0}. Como
R é um dominio de valorizacao, e y € I C P, temos (y) C (x). Dai, y = xz para algum
z € R\ {0}. Utilizando o fato que I é P-primério, e & & I, vemos que z € P = /T.
Consequentemente, y = zz € P? para todo y € I. Logo I C P?. Por outro lado, lembre-se

que P? C I (por hipétese). Assim, I = P?, e isto nos fornece (4ii).

Finalmente seja I # {0} um ideal de R, onde v/ = P é um ideal primo de R.
Se I = P, entao I é primo, e em particular, um ideal 2-absorvente. Agora suponhamos
que I = P%. Como R é um dominio de valorizacao segue que R é um dominio dividido
(Observagao 2.7.2). Portanto, P é um ideal primo dividido. Uma aplicagao do Corolario

3.4.1 nos diz que I = P? é um ideal 2-absorvente de R.
m

Exemplo 3.5.1. (i) A localizagio Zy,, onde p é um nimero primo, é um dominio
de valorizagio discreto. De fato, Zy,) satisfaz a as condigoes da Definicao 2.7.1,
pois Ly € um anel local, cujo tunico ideal mazimal é (p)Zyy, e, além disso, Ly €
noetheriano e também um dominio de integridade, pois Z também é noetheriano (pois
¢ um dominio principal) e um dominio de integridade (pois nao admite divisores
de 0). O Ezemplo 2.5.1 e a Proposi¢io 2.5.3 nos garantem que todo ideal primo de
Z é da forma (p), onde p é um nimero primo. Por consequinte, o Teorema 3.5.1

nos garante que todo ideal 2-absorvente e nao nulo de Zy, ¢ da forma (p)Zyy ou

<p2>Z(p> .

(7i) O Anel de Séries de Poténcias Formais F[[x]], onde F é um corpo, é um dominio
de waloriza¢io discreto, cujo tunico ideal maximal é (x)p[ay (veja a se¢io 4.1 no
Apéndice). Além disso, pela Observagao 2.7.4 (item (iv)), (x)pa) € o unico ideal

primo e nao nulo de F[[z]] (a menos de elementos associados a x).

Assim, o Teorema 3.5.1 nos garante que os unicos ideais 2-absorventes e nao nulo

de F([z]] sdo (x)pa) € (%) pip.
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4  Apéndice

4.1 Anel de Séries de Poténcias Formais F[[x]]

Seja F um corpo. O Anel de Séries de Poténcias Formais' sobre F ¢ o

conjunto:

F[lz]] = {(ai)ien, : a; # 0p, para no maximo um ntmero finito de indices i}

munido com as seguintes operacgoes de soma e multiplicagao:
i
(ai)ieNo + (bi>i€No = (ai + bi)ieNO e (ai)ieNo : (bi)ieNo = (Cz‘)ieNo, onde ¢; := Zajbifja
=0

OF[[x]] = (OF, OF, OF, .. ) (§ lF[[:c]] = (1F7 OF, OF, .. )
Definamos:
. ZEO = (1F70F;0F7 ‘e ) = 1F[[x]]7
* I — LEl = (OF, 1F70F7 .. )

o Mais geralmente, para cada n,m € Ny:

"= (OF,...,OF, 1F ,OF,...).

coordenada (n+1)

e az" = (0p,...,0p Of,...), para todo a € F.

) a ’
coordenada (n+1)

Com isto, todo elemento (a;);en, € F[[z]] pode ser expresso como uma soma formal do

tipo
n .
7
(ai)ieNO = Zaix )
i=0
onde n € Ny e a; € F, para todo i =0,...,n. Assim, passamos a chamar os elementos de

F[[z]] de “polinémios”.
O resultado [3, Teorema 5.2, item (iii), p.149] nos garante que todo polinémio nao

nulo f =ayg+ a1z + - - - + a,z" € F|[z]] é unicamente determinado pelos seus coeficientes

no seguinte sentido: se f = by + bz + - -+ + by,x™, entdao m > n, com b; = a;, para todo

! Veja a definigdo em [3, Proposi¢ao 5.8, p.154]. Tal construgio pode ser feita sobre qualquer

anel comutativo e unitario R.
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1=0,...,neb; =0 para todo n < ¢ < m. Também podem ser expressos como uma

série de poténcias formais em z. Com isto:
m .
Fllz]] =< > ax’ : a; € F, para todo i € Ny ¢.
i=0

O resultado [3, Proposigao 5.8, item (iii), p.154] nos garante que F'[[z]] é um dominio de
integridade®. J4 o resultado [3, Corolario 5.10, p.155] nos garante que (z) F[[z]) € O Unico
ideal maximal de F[[X]], isto é, F[[z]] = (F[[z]], (*)p|a)) ¢ um dominio de integridade
local. Além disso, [3, Corolario 5.10, p.155] nos garante que (x)py = F[[z]] \ U(F[[=]])’.
Neste ponto, vale destacar que o polindémio f = z é irredutivel em F[[z]]. De fato, notemos
que como Opy) # (@) p[e) ¢ um ideal primo (pois é maximal), entdo = é um elemento
primo de F[[z]]. Como F[[z]] é um dominio de integridade, entdo pela Proposigao 2.3.4,

segue que f = x ¢ irredutivel em F[[z]].

Agora, seja Opy) # I < R. Como (x) gy, € o tnico ideal maximal de F[[z]], entao
temos I C (z)pa)) (veja a Observagao 2.3.2). Seja n o menor inteiro positivo para o qual

I possui um polinémio p da seguinte forma
P = apx" + ap 2" 4+ -+, onde a, # Op.

Podemos fatorar p como:

p=2a"(a, + apprz+---).

Seja f := ap+ay,1x+---. Como a, # O é uma unidade de F' (j4 que F' é um corpo), entao
o resultado [3, Proposi¢ao 5.9, item(i), p. 155] nos garante que f é uma unidade de F[[z]],
isto é, f € U(F[[z]])*. Dai, podemos escrever p = 2" f, com f € U(F|[[z]]). Mas, como
a"=pftel, poispel, [t e Flz]] e I < F[[z]], entdo (z") gy € I. Por outro lado,
seja ¢ = bpa® 4+ bpy12¥t + -+ um elemento qualquer de I, com by, # 0. Pela minimalidade
de n, devemos ter k > n. Por um argumento analogo ao que fizemos para o polindmio
p, podemos fatorar ¢ como ¢ = z"g, onde g € U(F[[x]]). Alternativamente, podemos

2*7"g), j& que k > n. Como 2" g € F[[z]], isto nos mostra que

fatorar ¢ como ¢ = z"(
q € (") pa)). Como ¢ foi tomado arbitrariamente, entdo mostramos que I C (") pra-
Como jé haviamos mostrado que (") iz C I, entdo segue que I = (x") py). Isto mostra

que todo ideal proprio de F'[[z]] é finitamente gerado.

2 Mais geralmente, [3, Proposigdo 5.8, item (iii), p.154] nos garante que se R ¢ um dominio de

integridade, entao R[[x]] também o é.

O resultado [3, Corolario 5.10, p.155] afirma, de forma mais geral, que se R é um anel de
divisdo, entdo as unidades de R[[z]] sdo precisamente os polindmios com termo constante
nio nulo. Além disso, o ideal (z)pg(;) ¢ exatamente o conjunto das ndo unidades de R e,
simultaneamente, o tnico ideal maximal de R][x]].

O resultado [3, Proposicao 5.9, item(i), p. 155] afirma, de forma mais geral, que se R é um
anel comutativo unitario, entdo f € R[[z]] é uma unidade de R][[z]] se, e somente se, o termo
constante de f é uma unidade de R.
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Finalmente, agora que sabemos que todo ideal préprio de F[[z]] é finitamente

gerado, entdo pelo Lema 2.4.1 (item (i)), segue que F[[x]] é noetheriano. Portanto,

sabendo que F|[z]] = (F[[z]], (*)p[n)) ¢ um dominio de integridade local noetheriano,

segue da Definigao 2.7.3 que F[[z]] é um dominio de valorizacao discreto.



