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RESUMO

Esta tese investiga os efeitos da nao-comutatividade em modelos cosmolégicos do
tipo Bianchi I, com énfase em suas implicagoes na dinamica de expansao e isotropizacao
do universo. O estudo insere-se no contexto de extensoes da Relatividade Geral, com o
objetivo de explorar fendmenos associados ao universo primordial e atual. A abordagem
emprega a formula¢ao hamiltoniana ADM (Arnowitt-Deser-Misner) para o setor geométrico
e o formalismo de Schutz para o setor de matéria, introduzindo a nao-comutatividade pela
deformacao da algebra dos parénteses de Poisson ou por meio do formalismo simplético de
Faddeev-Jackiw generalizado. Foram analisados dois modelos principais do tipo Bianchi I: o
modelo com fluido perfeito de radiagao, relevante para o universo primordial, e o modelo com
gés relativistico reduzido, representando uma fase intermedidria entre radiacao e poeira. A
partir das solugoes numeéricas, foram comparadas as versoes comutativas e ndo-comutativas,
e realizadas estimativas de parametros nao-comutativos baseadas em dados observacionais.
Os resultados indicam que a nao-comutatividade pode influenciar a dindmica do universo
primordial, afetando a velocidade de expansao e tempo de isotropizagao, e deixar resquicios

em parametros cosmologicos do universo atual.

Palavras-chave: Cosmologia. Bianchi I. Nao-Comutatividade. Formalismo Simplético.
Relatividade Geral.



ABSTRACT

This dissertation investigates the effects of noncommutativity in Bianchi I-type
cosmological models, with an emphasis on their implications for the dynamics of expansion
and isotropization of the universe. The study is set within the context of extensions to
General Relativity, aiming to explore phenomena associated with both the primordial
and present-day universe. The approach employs the ADM (Arnowitt-Deser-Misner)
Hamiltonian formulation for the geometric sector and the Schutz formalism for the matter
sector, introducing noncommutativity either through a deformation of the Poisson bracket
algebra or via the generalized Faddeev—Jackiw symplectic formalism. Two main Bianchi
[-type models were analyzed: the model with a radiation fluid, relevant to the primordial
universe, and the model with a reduced relativistic gas, representing an intermediate phase
between radiation and dust. Numerical solutions were used to compare commutative
and noncommutative versions, and estimates of noncommutative parameters were derived
based on observational data. The results indicate that noncommutativity can influence
the dynamics of the primordial universe, affecting the expansion rate and isotropization

time, and leaving imprints on cosmological parameters of the present-day universe.

Keywords: Cosmology. Bianchi I. Noncommutativity. Symplectic Formalism. General

Relativity.
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Convencgoes e Notagoes

Nesta tese, adotam-se as seguintes convencoes:

A métrica do espago-tempo tem assinatura (—+++), conforme usual em Cosmologia.

Indices espaco-temporais sio representados por letras gregas (p,v,a, B, . ..), variando

de 0 a 3.

Indices puramente espaciais sdo representados por letras latinas (i,7,k,...), variando
de 1 a 3.

Adota-se a convencao de soma de Einstein para indices repetidos, salvo indicacao

em contrario.

O simbolo := sera utilizado para indicar defini¢des, ou seja, notagoes introduzidas

por convengao.

A métrica do espago-tempo ¢ denotada por g,,, enquanto a métrica espacial induzida

sobre as hipersuperficies ¢ representada por h;;.

As derivadas parciais de um campo A sao representadas por 9, A ou, de forma

abreviada, por uma virgula subscrita na forma A ,.

As derivadas covariantes sao indicadas por V,A, ou, alternativamente, por um

ponto-e-virgula subscrito na forma A.,.
Os simbolos de Christoffel sao denotados por Ff;y.

O tempo coordenado é denotado por t e o tempo proprio por 7, relacionados pela
fungao lapso N(t) = dr/dt.

Adota-se o sistema de unidades naturais, com ¢ = h = 1, salvo indica¢ao em contrario.

Em se¢oes com analise cosmoldgica, toma-se 87G = 1 para simplificar as equacoes

de campo de Einstein.
Sera adotada a abreviagao Eq. para Fquacdo e Eqs. para Equagoes.

Sera adotada a abreviagao cf. para conferir.



Produgao Cientifica Vinculada a Tese

Esta tese incorpora, discute e expande resultados previamente apresentados nos

seguintes artigos cientificos e apresentacoes em eventos cientificos:
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OLIVEIRA-NETO, G.; ABREU, T. M. A noncommutative Bianchi I model with
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2024.

Os resultados deste artigo sao discutidos e aprofundados no Capitulo 7.

. ABREU, T. M.; OLIVEIRA-NETO, G.;: MENDES, A. C. R.; REIS, S. C. Noncom-

mutative effects in Bianchi I cosmology with reduced relativistic gas. arXiv:2505.07066
[gr-qc], 2025.
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Lavras. Apresentagao de poster. (Apresentagao feita pelo autor da tese.)
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OLIVEIRA-NETO, G.; ABREU, T. M. A Bianchi-I Model with Non-Commutativity.
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(Apresentagao feita pelo autor da tese.)
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sentacao de poster. (Apresentacao feita pelo autor da tese.)
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1 Introducao

A presente tese investiga os efeitos da inclusao da nao-comutatividade em modelos
cosmologicos do tipo Bianchi I, examinando suas possiveis implicacoes na dindmica de
expansao e isotropizagao do universo. O trabalho insere-se no contexto da pesquisa por
extensoes da Relatividade Geral (RG), que buscam esclarecer tanto fendmenos em escalas
proximas as da gravidade quantica no universo primordial quanto compreender a atual fase
de expansao acelerada, por meio de formulagoes alternativas ao modelo padrao ACDM.
A escolha pelo modelo Bianchi I justifica-se pela capacidade de explorar o fenémeno de

isotropizacao em um universo com geometria plana.

A incorporacao da nao-comutatividade, entendida como deformacoes no espaco de
fase da teoria usual, constitui uma maneira matematica robusta para descrever fendomenos
de natureza essencialmente quantica. Nao obstante, conduzimos todo o estudo dentro do
escopo classico da RG, visto que ndo-comutatividades dessa natureza podem, teoricamente,

persistir com a expansao do universo e deixar resquicios em parametros cosmologicos.

Para o estudo em grande escala do universo, adotamos a abordagem da formulacao
hamiltoniana ADM (Arnowitt-Deser-Misner) para o setor geométrico e, quando conveniente,
a suplementamos com sua correspondente versao para matéria, dada pelo formalismo
de Schutz. A introduc¢ao das nao-comutatividades se deu ora através da deformagao da
algebra dos parénteses de Poisson ora por meio de um formalismo simplético de Faddeev-
Jackiw generalizado. Desse modo, apos a inclusao de deformacdes no espago de fase da
teoria, investigou-se as equacoes de evolucao e os possiveis impactos dindmicos decorrentes.
Em todas as situagoes, foram obtidas solu¢des numéricas, que foram comparadas com
suas correspondentes versoes comutativas, e realizadas estimativas de parametros nao-

comutativos a partir de dados de cosmologia observacional.

O trabalho aborda dois cenarios principais com maior profundidade: o modelo com
fluido perfeito de radiacdo e o modelo com gés relativistico reduzido. O primeiro é 1til
para o estudo da dindmica primordial do universo, fase em que a radiacao era a forma
dominante de matéria. O segundo consiste em uma solucao intermediaria entre os fluidos
de radiagao e poeira, sendo adequado tanto para modelar regimes de transicao entre essas
fases quanto para descrever matéria escura morna no universo tardio. Em cada estudo,

empregamos abordagens distintas para tratar as nao-comutatividades.

A estrutura da tese é organizada da seguinte forma: inicialmente, o Capitulo 2
apresenta uma revisao dos conceitos fundamentais da Relatividade Geral e sua aplicacao
a cosmologia. O Capitulo 3 expoe o formalismo ADM, essencial para a formulagao
hamiltoniana da Relatividade Geral. O Capitulo 4 introduz o formalismo de Schutz e
seu papel no acoplamento da matéria. O Capitulo 5 aborda os fundamentos da nao-

comutatividade em fisica e sua formulacao matematica. O Capitulo 6 discute os modelos
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cosmoldgicos homogéneos e anisotrépicos, com énfase nos modelos de Bianchi. O Capitulo
7 desenvolve e analisa 0 modelo Bianchi I nao-comutativo com fluido perfeito, enquanto o
Capitulo 8 investiga o modelo Bianchi I nao-comutativo com gas relativistico reduzido.
Por fim, o Capitulo 9 apresenta as conclusoes gerais e perspectivas futuras, discutindo as

implicacoes dos resultados obtidos e possiveis desdobramentos para pesquisas futuras.
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2 Elementos de Relatividade Geral e modelos de universo

A estrutura moldada em curvas,
abre caminhos para as coisas,

que movem-se nos arcos da trama,
deformando as antigas formas,
em todo o lugar e para sempre

tudo se espalha com impeto.

A Relatividade Geral é a teoria padrao atualmente aceita pela comunidade cientifica
para descrever a gravitagdo, assim como a estrutura do espago e do tempo. Introduzida por
Albert Einstein em uma série de palestras em 1915 e detalhada em um artigo de 1916 [1],
a teoria foi extensivamente estudada, tendo suas previsoes confirmadas por inimeros
experimentos e observacoes astrofisicas. Entre os exemplos notaveis estao: a explicacao
da precessdao andémala do periélio de Merctrio [2]; a confirmacao da deflexdo da luz ao
passar por corpos massivos, observada pela primeira vez no eclipse solar de 1919 [3]; o
desvio para o vermelho gravitacional da luz, confirmado inicialmente no experimento de
Pound-Rebka em 1959 [4,5]; a descoberta de buracos negros, com destaque para o Cygnus
X-1 detectado em 1965 [6,7]; o fendmeno das lentes gravitacionais, verificado pela primeira
vez em 1979 [8,9]; a precisao dos sistemas de navegagao por satélite, como o GPS, que
incorporam corregoes dessa teoria [10]; a confirmacao dos efeitos de precessao geodésica
(efeito de Sitter) e arraste de referenciais inerciais (efeito Lense-Thirring) pela sonda GP-B
em 2011 [11]; a detecgao de ondas gravitacionais pelo observatério LIGO em 2015 [12] e
em conjunto com o Virgo em 2017 [13]; e a obtenc¢ao da primeira imagem do horizonte de

eventos de um buraco negro em 2019 pela colaboracao EHT [14].

A teoria da Relatividade Restrita introduziu uma mudanca de paradigma na ciéncia,
ao integrar espacgo e tempo em uma tUnica estrutura conhecida como espago-tempo, por
meio das transformagoes de Lorentz [15]. A Relatividade Geral, por sua vez, foi além e
redefiniu a gravidade como uma manifestacao da curvatura dessa nova estrutura. Apesar
dessa inovagao, a Relatividade Geral converge para teorias anteriores em seus limites de
validade, em conformidade com o principio da correspondéncia, que exige que novas teorias
reproduzam os resultados das antigas dentro de seus dominios de aplicabilidade [16]. Assim,
em condicoes de auséncia de gravitacao, ela resulta na Relatividade Especial, enquanto em
campos gravitacionais fracos e baixas velocidades comparadas a luz, ela equivale a teoria

gravitacional newtoniana.

A seguir, serd realizada uma apresentagdo dos conceitos fundamentais da Relativi-
dade Geral, seu uso na construcao do modelo homogéneo e isotropico do universo, bem

como uma breve introdu¢ao ao modelo ACDM, atualmente aceito como a melhor descri¢ao
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do universo na Cosmologia.

2.1 Conceitos fundamentais da Relatividade Geral

A teoria da Relatividade Geral faz uso de alguns conceitos ja introduzidos pela
Relatividade Restrita, entre eles a nocao de espaco-tempo. O espaco-tempo é descrito
matematicamente como um continuum quadridimensional composto por eventos. Cada
evento ¢ caracterizado por quatro coordenadas, sendo trés espaciais e uma temporal, isto
é, um evento é dado por um ponto z® = (2%, 2!, 22, %) no espago-tempo. Dessa forma,
o0 espago-tempo é descrito como uma variedade (em inglés, manifold) quadridimensional
pseudoriemanniana, ou seja, um espaco topologico de quatro dimensoes que localmente se
assemelha a um espaco pseudoeuclidiano, mas que pode apresentar uma estrutura mais
complexa globalmente. O termo pseudo indica que essa estrutura difere do comportamento
euclidiano ou riemanniano tradicional, permitindo diferentes sinais nas componentes
espaciais e temporal, o que possibilita a descri¢do de fenémenos fisicos em que a causalidade

e a geometria do espago-tempo estao intrinsecamente relacionadas.

As coordenadas do evento em si nao tém significado fisico intrinseco, visto que
dependem do sistema de referéncia utilizado para medir os eventos e das propriedades
do proéprio espago-tempo. O mesmo também é verdade, em geral, para os intervalos de
espaco e de tempo entre dois eventos. Nao obstante, para dois eventos z® e z® + dx®
infinitesimalmente proximos, é possivel construir uma quantidade absoluta (invariante),
que independe do observador. Essa quantidade é chamada de intervalo de espago-tempo, e
consiste em um elemento de linha de um espaco quadridimensional. Sua expressao é dada
por:

ds® = g, datda”, (2.1)

onde g,, = g (z®) é chamado de métrica. A métrica é um tensor de segunda ordem,
simétrico em seus indices e, em geral, dependente das coordenadas. E ela que possibilita
medir a estrutura intrinseca do espaco-tempo. Em alguns casos, de forma imprecisa,
a propria expressao de ds? é chamada por alguns autores de métrica, embora, a rigor,
métrica seja o campo tensorial associado com a férmula para o intervalo de espago-tempo

entre dois eventos infinitesimalmente préximos.

A métrica, além de definir como sao medidas as distancias e os intervalos de
tempo no espaco-tempo, é também a entidade que descreve o comportamento do campo
gravitacional. Na Relatividade Especial, onde o campo gravitacional é negligenciado, o
espaco-tempo é plano. Isto significa que ele é descrito por uma métrica que mantém a
mesma forma em todos os lugares e diregoes, ou seja, nao possui curvatura intrinseca.

Assim, o intervalo de espaco-tempo se escreve como:

ds® = n,,dtdz”, (2.2)
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em que 1), ¢ um tensor constante conhecido como métrica de Minkowski. Este tensor é
simétrico e, em coordenadas cartesianas, pode ser representado por uma matriz diagonal
com elementos (—1,4+1,+1,+1), ou de forma alternativa, (+1,—1,—1,—1). A escolha
dos sinais, conhecida como assinatura, ¢ uma convencao que varia conforme o sistema
de notacdo. Neste trabalho, adotaremos a primeira opg¢ao, amplamente utilizada em

Cosmologia.

Na Relatividade Geral, a métrica do espago-tempo pode desviar-se da forma
plana, e esse desvio é responsavel pelos efeitos gravitacionais. Essas variagoes na métrica
correspondem a curvatura do espago-tempo, que descreve como as distancias e os intervalos
de tempo sao alterados em diferentes regioes do universo. Assim, nessa teoria, a gravidade
nao ¢ mais entendida como uma forca que atua a distancia, mas sim como uma manifestacao
da curvatura do espago-tempo. Neste caso, as trajetérias de particulas livres — sujeitas
apenas a gravidade — sao dadas por geodésicas, isto é, curvas que extremizam o intervalo
de espago-tempo, analogas as linhas retas no espago euclidiano. A equacao de trajetoria
para uma particula livre é conhecida como equac¢ao da geodésica, e pode ser vista como

uma descricao do movimento inercial no espaco-tempo curvo:
u'v,ur =0, (2.3)

onde U* = dx*/dr é o vetor tangente a trajetéria, e V,U* = 9,UH + T'¥,U* representa a

derivada covariante. Explicitamente, essa equacao equivale a:

d?zH dz® da”
+Ths———— =0, (2.4)

dr? dr dr
onde 7 é o tempo préprio da particula, e os Fﬁﬁ sao quantidades dependentes da métrica,

chamadas de simbolos de Christoffel, e definidas como:
1
Pop = §9M (959ax + 0agrs — Orgagp) - (2.5)

A curvatura intrinseca do espaco-tempo é quantificada por meio do tensor de
Riemann, que mede a variacao de vetores transportados paralelamente ao longo de curvas
fechadas. Ele é definido como:

R%,, =05, — 0,15, + I I's, — 0T, (2.6)

A reflexao sobre o principio de equivaléncia, que afirma que todos os corpos sao
igualmente influenciados pela gravidade e seguem o mesmo movimento de queda livre,
permitiu a Einstein atribuir o fenémeno gravitacional a prépria estrutura do espago-tempo.
Ele observou que os efeitos locais da gravidade sdo indistinguiveis dos efeitos de uma
aceleracao uniforme. A partir dessa observagao, propos que a gravidade nao é uma forga
atrativa entre objetos, mas sim uma manifestacao da geometria do espaco-tempo. Objetos

em queda livre seguem geodésicas, que sao as trajetérias naturais em uma geometria curva,
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fazendo com que sua dinamica seja um efeito puramente inercial dentro dessa geometria.
Dessa forma, Einstein formalizou a equivaléncia entre a massa inercial (resisténcia a
aceleracdo) e a massa gravitacional (fonte de gravidade), uma equivaléncia empiricamente

notada por Newton, mas nao explicada até entao.

A presenca de corpos no universo deforma a geometria do espago-tempo, que, em
sua forma nao deformada, seria plana. Essa deformagao é responsiavel pela dinamica
observada nos movimentos de corpos materiais e raios de luz. Corpos mais massivos
causam uma curvatura maior na geometria do espaco-tempo em comparagao com corpos
menos massivos. Dessa forma, a presenca de matéria e energia altera a geometria do
espaco-tempo, e essa geometria alterada, por sua vez, influencia a movimentacao da
matéria e da energia. Nas palavras de J. A. Wheeler, “O espaco-tempo diz a matéria como
se mover; a matéria diz ao espago-tempo como se curvar.” [17]. E dele também o uso do
termo geometrodinamica para descrever a abordagem tedrica de tratamento da gravidade

como uma manifestagdo da curvatura dindmica do espago-tempo [18].

A interacao entre a geometria do espago-tempo e a presenca de matéria é for-
malmente descrita pelas equacgoes de campo de Finstein. Estas equacoes relacionam a

curvatura do espaco-tempo, quantificada pelo tensor de Einstein G, com o contetdo

ns

fisico, representado pelo tensor energia-momentum 7, que incorpora a densidade de

na
energia, os fluxos de energia e momentum, além das pressoes e tensoes associadas a matéria,

radiagdo ou outros campos. As equagoes sdo expressas como:

G

G = T, (2.7)

onde G ¢ a constante gravitacional de Newton e ¢ é a velocidade da luz no vacuo!. Em
razao da simetria da métrica g,,, as equagoes de Einstein se reduzem a um sistema de dez
equagoes diferenciais parciais nao lineares, de segunda ordem, para os componentes da
métrica.

O tensor de Einstein, G, ¢ um tensor simétrico que descreve a curvatura do

(67

espago-tempo. Ele é definido a partir de contragoes do tensor de Riemann R% , como:
1
G,uu = R,uz/ - §guuR7 (28)

I >\ . A ’ . . o ’
onde R, == R v =9 “Rapnw € o tensor de Ricci e R := g"" Ry, € o escalar de curvatura.

Por outro lado, o tensor energia-momentum T, ¢ um tensor simétrico que descreve
a distribui¢ao e o movimento de matéria e energia no espago-tempo. Suas componentes
incluem: Ty, que representa a densidade de energia; Ty; e T;p associados ao fluxo de
momentum na direcao 7; e Tj;, que descreve o fluxo da componente 7 do momentum

linear através de uma superficie perpendicular a direcao j. Para i = j, as componentes

L A partir deste ponto, adotamos unidades naturais, com ¢ = 1, salvo indicagao em contrério.
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T;; correspondem as pressoes nas respectivas diregoes espaciais, enquanto para ¢ # j, as

componentes T;; estao relacionadas as tensoes cisalhantes.

As equagoes de campo de Einstein sdo formuladas usando tensores de segunda
ordem que sao simétricos em seus indices, o que reduz o nimero de equagoes independentes
de dezesseis para dez. Além disso, o tensor de Einstein G, satisfaz uma condicao de

conservacao, derivada das identidades de Bianchi aplicadas ao tensor de curvatura:
V,.G" =0, (2.9)

condicao que garante a consisténcia interna das equagoes de campo de Einstein com a lei

de conservacao do tensor energia-momentum, que é dada por:
Vv, =0, (2.10)

e expressa a conservagao local de energia e momentum no espaco-tempo. Portanto,
a configuragao geométrica do espago-tempo deve respeitar a conservagao de energia e
momentum, enquanto a distribuicdo de matéria e energia deve ser consistente com a

curvatura do espaco-tempo.

Uma vez apresentados os fundamentos da Relatividade Geral, pode-se agora partir
para a aplicagao desses principios ao estudo do universo como um todo. A teoria da
Relatividade Geral fornece uma base tedrica para a construcao de modelos que descrevem
a estrutura e evolugdo do cosmos em grande escala. Nas préximas segoes, serao discutidos
como os pressupostos de homogeneidade e isotropia, presentes no principio cosmoldgico,
orientam a elaboracao de modelos cosmolégicos, culminando no modelo padrao ACDM.
Optamos por adotar a abordagem da formulagdo hamiltoniana na dedugao das equagoes

que governam a dindmica do universo.

2.2 A construgao do modelo homogéneo e isotrépico do universo

A interacao gravitacional domina em grande escala e atua sobre todos os corpos.
Portanto, é de se esperar o emprego de uma teoria de gravidade para a construcao de uma
descricdo do universo como um todo. E por isso que se emprega a Relatividade Geral
na construcao da Cosmologia. Para implementar essa abordagem, porém, sdo adotadas
pressuposicoes que simplificam as equagoes de campo de Einstein, permitindo a criacao de

modelos cosmolégicos.

Uma dessas suposicgoes, frequentemente utilizada para descrever o universo atual,

¢ o principio cosmoldgico [19].> Este principio amplia o conceito copernicano de nao

2 Inicialmente chamado de principio estendido da relatividade [20], foi posteriormente renomeado

como principio cosmolégico [21], denominagdo que perdura até hoje [22].



17

geocentricidade, estabelecendo a auséncia de qualquer posicao especialmente privilegiada
no universo [23]. O principio cosmoldgico entdo postula que o universo é homogéneo e
isotropico em larga escala, ou seja, apresenta a mesma estrutura e distribuicao de matéria
independentemente da diregdo ou posi¢ao observada, salvo irregularidades locais [24].
Matematicamente, isso implica que o espaco-tempo pode ser dividido em hipersuperficies
esfericamente simétricas em torno de qualquer ponto, proporcionando uma descri¢ao

simplificada da estrutura universal [25].

Assume-se a existéncia de um tempo césmico t, onde o principio cosmoldgico é
valido em cada hipersuperficie de ¢t = constante [26]. Se ndo ha pontos privilegiados em
cada hipersuperficie, diz-se que a variedade é homogénea. Uma variedade sem dire¢oes
privilegiadas em torno de qualquer ponto é chamada isotropica, apresentando simetria
esférica em torno desse ponto. Uma variedade globalmente isotropica é necessariamente
homogénea [27]. Assim, o universo descrito pelo principio cosmolégico é homogéneo e

isotrépico.

A homogeneidade do universo é de fato observada em escalas cosmolégicas de
grande magnitude, tipicamente da ordem de 10° anos-luz [28], o que ¢é suficiente para
incluir multiplos aglomerados de galaxias e exceder a escala de superaglomerados, que é
aproximadamente 3 X 10® anos-luz [29]. Diversas observagoes astrofisicas corroboram a
isotropia universal em grande escala, incluindo estudos da radiagao difusa de raios X [30],
de raios césmicos de alta energia em radiogaldxias [31], de quasares [32] e medigoes por
meio de supernovas Tipo Ia [33]. Porém, a evidéncia mais substancial advém do estudo da
radiacao césmica de fundo em micro-ondas (CMB, cosmic microwave background), uma
radiagdo térmica que permeia o universo [34] a uma temperatura média de cerca de 2,7255
K [35]. As medigoes do satélite Planck confirmam uma forte isotropia em grande escala,
com precisao da ordem de 107° [36]. Adicionalmente, os levantamentos de contagem de
galdxias [37] e a validagdo da linearidade da Lei de Hubble-Lemaitre para o universo

local [38] também fornecem suporte a isotropia do universo.

Ao se considerar que o universo é dinamico, além de homogéneo e isotrépico, o
elemento de linha da relatividade pode ser descrito pela métrica de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker (FLRW)3, dada por:

ds® = —d7* + a(t)*do; = —N(t)*dt* + a(t)*do}, (2.11)

onde N(t) = dr/dt é a funcao lapso, que determina a taxa de contagem pela qual a
coordenada t mede o tempo préprio 7, e a(t) é o fator de escala, que descreve como as

distancias espaciais entre pontos coméveis variam ao longo do tempo. Por sua vez, doi é

3 A denominagao Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) incorpora as contribuigoes
fundamentais de A. Friedmann [26,39] e G. Lemaitre [40,41] na descricdo da dindmica de
um universo expansivo, juntamente com as contribui¢oes de H. P. Robertson [42-44] e A. G.
Walker [45] na formulagio de um espago homogéneo e isotrépico.
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o elemento de linha espacial de um espaco tridimensional de curvatura constante, expresso

como: )
dr

2 _
Uk_l—k:r2

d + 72(d6? + sen® 0 dp?), (2.12)

onde k é o pardmetro de curvatura constante, que pode assumir os valores: 0 (espago
plano), +1 (espaco esférico) e —1 (espago hiperbdlico)*.

A aplicacao das equagoes de campo de Einstein ao universo como um todo exige
nao apenas a modelagem da estrutura geométrica do espaco, baseada no postulado
do principio cosmoldgico, que resulta na métrica FLRW, mas também a consideracgao
detalhada do contetido de matéria-energia presente no universo. Baseando-se no fato de
que a velocidade relativa da matéria dentro de vizinhancas astronomicas, como grupos de
galdxias, é pequena [47-49], H. K. H. Weyl [50] teorizou uma descri¢ao dindmica associada
ao movimento difuso das galaxias, conhecida como postulado de Weyl [51]. Este postulado
introduz a ideia de um substrato ou fluido césmico permeando o universo, dentro do qual
as galdxias se movem como particulas fundamentais. Conforme enunciado por Pathria [52],
este postulado afirma que “as particulas do substrato estdo, no espaco-tempo do cosmos,
em um feixe de geodésicas que divergem de um ponto no passado.” Como consequéncia,
ha apenas uma geodésica passando por cada ponto do espaco-tempo, e, dessa forma, a
matéria em qualquer ponto possui uma velocidade tinica, podendo ser descrita como um
fluido perfeito [53].°

As equagoes de campo de Einstein podem ser obtidas a partir da aplicagao do
principio variacional de Hamilton a acdo que descreve o campo gravitacional. Este
principio determina que as equagdes de movimento de um sistema fisico sao encontradas
ao se buscar o caminho para o qual a variacao da agao é nula [54,55]. Isto é, dada uma

acao funcional da métrica, S[g,,|, busca-se a condigao 65 = 0, onde:
05
08 = [ d'z 22 dgu, 2.13
59“1/ I ( )

em que 05/6g,, é chamado de derivada funcional de S em relacao a g, .

A acdo que descreve o campo gravitacional é chamada de acao de Einstein-

Hilbert [56] e é expressa como:

Solow] = 5 [ s /G R (2.14)

onde x é a constante de acoplamento, determinada como x = 87G/c! pelo principio da

correspondéncia, e g = det(g,,) denota o determinante do tensor métrico.

4 A deducao desse elemento de linha espacial, que envolve a consideracao das isometrias

(transformagdes que preservam a forma da métrica) e dos vetores de Killing associados
(campos vetoriais que geram essas simetrias), é longa e estd além do escopo desta tese, razao
pela qual serd omitida. Para uma apresentacao formal, ver Weinberg [46].

A descricdo da matéria como fluido perfeito sera discutida em maior detalhe no Capitulo 4,
no contexto do formalismo variacional de Schutz.

5
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Para o caso de um universo homogéneo e isotropico, o procedimento tradicional
consiste em se calcular a derivada funcional da agao de Einstein-Hilbert, dada pela
Eq. (2.14), em relagao a métrica g, e, em seguida, substituir a métrica FLRW, Eq. (2.11),
no resultado. Porém, neste trabalho, seguimos o caminho inverso: utilizamos a métrica
homogénea e isotrépica para calcular o determinante g e o escalar de Ricci R, os quais sao
entao substituidos na agao de Einstein-Hilbert, e s6 depois variamos a acao para obter as

equagoes de movimento [57].

No caso FLRW, a aplicagao direta da simetria da métrica na acao antes de derivar as
equagoes de movimento é justificada, pois a simetria isotrépica e homogénea faz com que a
agao dependa apenas do tempo, simplificando as integragdes e variagoes sem comprometer
a generalidade das equagoes de movimento. Este método realiza uma redugdo dimensional
da acao, que passa a ser chamada de ac¢do reduzida. No entanto, tal abordagem nao ¢é

aplicdvel em casos gerais, sendo vélida apenas sob determinadas condi¢des.®

Dando seguimento ao procedimento, tem-se que o escalar de Ricci é dado por:

i a2 Na k
R=6 — — 2.15
<N2a+N2a2 N3a+a2>’ ( )

enquanto o determinante da métrica é expresso como:

N2(t)ab(t)r* sen’ 0
- _ 2.1
g 1 — kr? ’ (2.16)
levando a seguinte acao gravitacional reduzida:
3¢0
Sela, N] = [t (55— kan 2.17
olo, N - 8rG < ¢ ) ( )

em unidades naturais onde ¢ = 1. A constante ¢y := [drdfdpr’send/\/1— kr? é
calculada sobre uma regiao compacta do espacgo tridimensional. Para simplificar os
calculos, vamos assumir ¢, = 1. Com isso, a lagrangiana gravitacional reduzida é dada

por:

3 aa?
_ — kaN 2.1
EG e ( ka ) ( 8)

Em posse da lagrangiana reduzida, faremos uso da abordagem canonica, que é um
método em teoria de campos que reformula a dindmica do sistema utilizando varidveis
candnicas, como as coordenadas ¢* e os momenta p;, com i = 1,..., N, que formam o
espaco de fase (p;,¢"). No nosso caso, vamos considerar as fungdes temporais a(t) e N(t)
da acao e seus respectivos momenta canonicamente conjugados p, € py como as variaveis
canonicas da teoria. Os momenta sao definidos como:

8L‘G 3 aa 8/3@
Par™"9a ~ "mma N PN TN T (2.19)
As condicbes para que esse procedimento possa ser aplicado sdo elencadas no principio da
criticalidade simétrica introduzido por R. S. Palais [58] em 1979 e sdo extensamente discutidas

no contexto da relatividade geral em [59].

6
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onde o momentum py é identicamente nulo. Esta nulidade representa um wvinculo primdrio
nas variaveis canonicas, indicando a liberdade na escolha do pardmetro N (). Em sistemas
dindmicos, um vinculo é uma restricao adicional que limita o espago de fase. Na teoria
candnica, um vinculo primario é aquele que aparece diretamente na definicio de um

momentum candnico [60-63].

Agora, usando a primeira expressao em Eq. (2.19), podemos reescrever a lagrangiana,

gravitacional, Eq. (2.18), em termos das varidveis canonicas, do que resulta:

27G Np? 3
Lo=— ( Tt - 87TGNa> , (2.20)

a partir da qual podemos determinar a hamiltoniana gravitacional através da transformacao

de Legendre,

que para as variaveis candnicas do nosso problema, e usando Eq. (2.19), torna-se:

27rG Np? 3
3 a G

Hg(a, N, pa,py) = — kaN. (2.22)

Para encontrar a hamiltoniana total, devemos somar & hamiltoniana gravitacional,
Eq. (2.22), a hamiltoniana de matéria Hj; e uma contribui¢do do vinculo priméario py,
isto é,

onde A(t) é uma fungao arbitréria.

Na formulacao hamiltoniana, as equag¢oes de movimento para as variaveis canonicas
sao derivadas a partir da hamiltoniana total H utilizando os parénteses de Poisson ou as
equacoes de Hamilton. Assim, para uma varidvel candnica ¢ e seu momentum conjugado
pi, as equagdes de movimento sao dadas por [64]:

OH OH

(2.24)

onde {A, B} denota os parénteses de Poisson para duas fun¢oes A e B no espaco de fase,

definidos como:

0A 0B B 0A 0B
dq* Op; Op; 3(]1'

{A, B} = (2.25)

Aplicando esses conceitos, as equagoes de movimento sdao obtidas através da

hamiltoniana total e se escrevem como:

. oH 47G Np,
a:{a,H}:ap =5 (2.26)

o0H 217G Np? 3 O0H
‘a - as Hf=——=— = NE — )
p {r } da 3 a2 * G da

(2.27)
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N={N,H}=— =), 2.28
{ } Tom (2.28)

. _ OH 2nGp: 3 OH
pv = A{pn HY = =55 = ="+ o mka— (2.29)

Podemos notar que, enquanto Eq. (2.26) é idéntica a definicao Eq. (2.19) do
momentum p,, a Eq. (2.27) fornece uma equagao de evolugao de segunda ordem para a. A
Eq. (2.28) indica a arbitrariedade da funcao lapso N () devido a arbitrariedade da fungao
A(t). Finalmente, a Eq. (2.29) implica um vinculo secundério, expresso por py = 0, que é
valido em todos os tempos.

Na teoria canonica, um vinculo secundario resulta da evolucao temporal dos vinculos
primérios, frequentemente através da aplicagdo das equacoes de movimento. Neste caso, o
vinculo secundério surge da evolugao temporal do vinculo primario py = 0. Portanto, o

vinculo secundério é dado por:

QWGpZ 3 0HM

3 o siGT aN

e impoe uma restricdo adicional nas variaveis dinamicas do sistema, garantindo que a

=0, (2.30)

evolugao temporal seja consistente com as equagoes de movimento e o vinculo primario.

Na teoria candnica, a igualdade py = 0 é dita ser uma igualdade fraca, sendo
denotada por py = 0, pois é satisfeita apenas na superficie de vinculo (on-shell), que é o
subconjunto do espago de fase onde todos os vinculos sao satisfeitos. As variagoes dessas
funcoes, como py = 0, podem nao ser zero quando consideradas fora da superficie de
vinculo (off-shell), refletindo as restrigoes dinamicas adicionais impostas pelos vinculos
secundarios. Uma igualdade forte, por sua vez, é aquela que é valida em todo o espago de

fase do sistema.

Dando prosseguimento ao estudo das equagoes de movimento, podemos isolar p, a
partir de Eq. (2.26) e substituir na equagdo de vinculo, Eq. (2.30), obtendo-se a famosa
equacao de Friedmann, dada por:

1 (d)Q _ 8nG 1 0Hy  k

N ortr 1 (2.31)

3 a3 ON a2’

que descreve a dindmica de evolucao do fator de escala a(t) do universo em termos da

a

densidade de energia (como serd esclarecido adiante) e da curvatura espacial k.

Agora, se tomarmos a derivada temporal da Eq. (2.26) e fizermos uso novamente

da equagao Eq. (2.26) para eliminar @ da equacao resultante, encontramos:

3a <d dN) 47G Np?

e a e , 9.32
p G\ N~ N2 3 @2 (2.32)

que, substituido a equagao Eq. (2.27) e levando em conta o valor de 0Hy;/ON da equagao
Eq. (2.30), resulta na equagao de Raychaudhuri [65] (ou equagdo de aceleragao), dada por:

1<a dN)__47rG<18HM 1aHM>

(2.33)

aN \N N2 3 a3 ON  Na? Oa
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Para o computo de H,;, deve-se notar que a dependéncia com N advira apenas do
fator \/—g, que na métrica FLRW é proporcional a N, como se pode ver da Eq. (2.16).

Consequentemente, Hj; serd proporcional a N. Assim, tem-se que:

OH ), 1

onde E ¢ a energia da distribuicdo de matéria medida no tempo préprio. Para entender
como essa energia se distribui espacialmente, considera-se o volume espacial como V = a3.
A partir disso, é possivel definir quantidades que sdo independentes do ajuste de escala de

a ou de mudancas na coordenada temporal. Assim, temos a densidade de energia, dada

por:
E  Hy 10Hy
v L 9 2.35
PV TN~ & ON (2.35)
e a pressdo, expressa como:
OF 1 0H
pi= - M (2.36)

9V 3Na? Oa ’

Essas novas defini¢goes permitem reescrever as equagoes de Friedmann, Eq. (2.31),

e de Raychaudhuri, Eq. (2.33), em uma forma mais conveniente, dadas por:

1 /a\?> 8nG k
— (X)) ==, = 2.
N2 (a) 3 7T @ (237)
1 (a aN ArG
N <N - N2> =——3 (p+3p), (2.38)

Note que, ao diferenciar a equagao de Friedmann, Eq. (2.37), em relacao ao tempo

e substituir o resultado na equacdo de Raychaudhuri, Eq. (2.38), obtém-se a equagdo de
continuidade, dada por: ' .

% + 3%@ +p) =0, (2.39)

onde se manteve explicita a dependéncia em relacao ao tempo coordenado ajustado por N.

Dentro da cosmologia FLRW, o caso N = 1 corresponde aquele em que o tempo coordenado

t mede diretamente o tempo proprio de observadores coméveis, isto €, observadores que se

movem com a evolucao do universo.

A equagao de Friedmann fornece a evolugao do universo (expansdo ou contragao)
para uma dada configuracao de densidade de energia, expressa pelo termo p, e de curvatura,
denotada pela constante k. A equacao de Raychaudhuri, por sua vez, descreve o perfil de

aceleracao da evolucao, sendo dependente da densidade de energia, mas nao da curvatura.

A densidade de energia p pode incluir diversos tipos de fluido com suas respectivas
densidades, sejam eles matéria (p,,), radiagdo (p,), energia escura (p,), dentre outras

formas de energia que componham o balango de matéria e energia do modelo estudado.

O problema principal da cosmologia homogénea e isotropica, entao, consiste em

determinar a dindmica do fator de escala a(t) para os componentes materiais. Isso se d&
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por meio da especificagdo dos componentes de fluido presentes na densidade de energia p
e da relagao da forma p = p(p), conhecida como equagao de estado, para a especifica¢ao

da pressao. No caso de um fluido perfeito, a equacao de estado satisfaz a relacao
p=uwp, (2.40)
onde w é uma constante caracteristica do fluido considerado. Por exemplo, para matéria,

w = 0; para radiagdo, w = 1/3; e para energia escura, w = —1.

2.3 Os parametros cosmolégicos e o modelo ACDM

Em cosmologia, dois parametros sdo fundamentais para descrever a dindmica
do universo [66], os quais, tal como a densidade de energia e a pressdao, sao também

independentes de ajuste de escala. Sao eles, o parametro de Hubble,

a 1 /a
H=—=—(- 2.41
a N (a) ’ ( )
e o parametro de desaceleracao,
aa” la (. N
q:=— a/Q = _Nﬁ ((l — CLN> y (242)

onde a linha (') denota derivacdo em relagdo ao tempo préprio 7 e o ponto () denota

derivagao em relagao ao tempo t.

O parametro de Hubble, quando avaliado no tempo presente ty, é chamado de
constante de Hubble e denotado por Hy. Esta constante estd presente na Lei de Hubble-
Lemaitre, que descreve a dindmica da velocidade de recessao v de galaxias em funcao de

sua distancia r como uma relagao linear [40,67], na forma:

v = Hyr. (2.43)

Além disso, a constante de Hubble também ¢é utilizada para definir a densidade
critica, p., que representa a densidade de energia necessaria para que o universo, descrito
pelo modelo FLRW, seja plano. Ela é definida como:
_ 3Hg
- 8rG’

onde p = p, corresponde a um universo espacialmente plano (k = 0), p > p. a um universo

pe (2.44)

fechado (k > 0) e p < p. a um universo aberto (k < 0).

A densidade total de energia do universo pode ser decomposta em diferentes com-
ponentes, conforme os constituintes fisicos predominantes. Denota-se por p,, a densidade
de energia associada & matéria (incluindo tanto matéria bariénica quanto escura); por
pr, a densidade associada & radiagdo (como fétons e neutrinos relativisticos); e por py, a

densidade correspondente a constante cosmoldgica, interpretada como energia escura.
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Com base na densidade critica e nas densidades de energia desses diversos compo-
nentes, definem-se os parametros de densidade €2,,, 2., Q5 e i, que representam fragoes
adimensionais associadas, respectivamente, a matéria, radiacao, energia escura e curvatura
espacial. Suas expressoes sao dadas por:

I T
Pe Pe Pe a*Hy

onde (), serve como medida adimensional da contribui¢do da curvatura espacial para a

(2.45)

dinamica do universo, estabelecida por analogia com os parametros de densidade fisica,

muito embora nao exista densidade de energia associada a curvatura.

-

E comum considerar a densidade de energia total p como a soma das densidades

de energia dos diferentes componentes do contetiido césmico, de modo que:
P = Pm + pr+ pa. (2.46)

Assim, levando em conta que a densidade de matéria decresce com o aumento do
volume na forma a3, a densidade de radiacao decai com o aumento do volume na forma,
a~* devido ao efeito adicional de redshift dos fétons, e que a densidade de energia escura
permanece constante, isto é,

pm X a > pro<al, paoxadl, (2.47)

podemos reescrever a equagao de Friedmann, Eq. (2.37), na forma:
HQ(CL) = Hg [meoai?) + QT’OCL74 + QA,O + Qk,oa*ﬂ y (248)
com os parametros de densidade avaliados no tempo presente.

A analise do parametro de desaceleracdo no tempo presente t, fornece uma indi-
cacao da mudanca na taxa de expansao atual, mais especificamente a desaceleracao ou
aceleracao da expansao. Observagoes de supernovas Tipo la realizadas por dois grupos
independentes [68,69] mostraram que gy < 0, indicando que o universo estd em um estado

de expansao acelerada.

Para descrever corretamente o universo como um todo, é necesséario especificar as
diversas fra¢oes de energia e matéria que contribuem para a composicao total do cosmos.
Essas quantidades devem estar em acordo com as mais precisas observacoes cosmograficas.
Neste sentido, o modelo amplamente adotado por sua consisténcia com grande parte
dos dados observacionais é o chamado modelo ACDM (Lambda-Cold Dark Matter) [70],
que descreve o universo no tempo presente, embora enfrente atualmente algumas tensoes
observacionais [71,72]. Este modelo inclui no balan¢o de matéria e energia do universo os

seguintes componentes e suas fragoes aproximadas:

o Energia escura (A): De natureza desconhecida e descrita por uma constante
cosmoldgica A [73-T6]. E responsével pela aceleracio da expansdo do universo e

representa aproximadamente 69% do contetido de energia do universo.
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« Matéria escura fria (CDM): Matéria nao interagente eletromagneticamente
e detectavel apenas por seus efeitos gravitacionais. Possui pressao desprezivel e
velocidade nao-relativistica, sendo essencial para explicar a formacao de estruturas

no universo [77,78]. Este componente compreende cerca de 26% do universo.

o Barions: Matéria que interage com a radiagao eletromagnética e constitui as
particulas que formam os atomos que compoem a matéria ordindaria visivel. Responde

por aproximadamente 5% do contetdo energético do universo.

« Radiacao: Energia radiativa, composta principalmente por fétons e neutrinos,
dominante no universo primordial [79-82], mas atualmente negligencidvel. Ela é

detectada como a radiacao cosmica de fundo em micro-ondas que permeia o universo.

Deve-se mencionar que a curvatura espacial, embora nao seja propriamente uma
forma de energia ou matéria, deve constar para a composicao do balanco de energia.
Contudo, as observagoes indicam um valor de curvatura espacial proximo de zero, sugerindo

que o universo é espacialmente plano [83-88].

Abaixo segue uma tabela com os valores precisos dos parametros de densidade e da
constante de Hubble para o tempo presente, conforme determinados pela missao Planck

2018 [89], que no momento oferece os dados mais precisos disponiveis até hoje.

Tabela 1 — Alguns parametros cosmoldgicos da missao Planck 2018.

Parametro Cosmolégico Valor
Pardmetro de Hubble atual (Hy) 67.4 £ 0.5 km/s/Mpc
Parametro de densidade de matéria barionica (€, 0h?) 0.0224 £ 0.0001
Parametro de densidade de matéria escura (€. oh*) 0.120 £ 0.001
Pardmetro de densidade de matéria (baridnica e escura)(§2,,0) 0.315 £+ 0.007
Pardmetro de densidade de energia escura (€2 ) 0.685 £+ 0.007
Pardametro de densidade de radiacao (€2,) ~ 10~

Aqui h = 0.674 é o pardmetro adimensional do Hubble, do que resulta €25 o = 0.0493 e Q.o = 0.2642.

O modelo ACDM concorda de forma abrangente com diversas observagoes cos-
molégicas. Entre elas estao as pequenas anisotropias da radiagao cosmica de fundo, a
distribuicao em grande escala das galaxias, a expansao acelerada do universo revelada pelas
supernovas do tipo la, e as abundancias de elementos leves previstas pela nucleossintese
primordial.

Além disso, é possivel utilizar o parametro de Hubble para estimar a idade do

universo ao inserir os valores dos parametros de densidade no modelo ACDM e o valor

medido da constante de Hubble. Para tanto, considera-se que:

1
—d

ao 1 1 1
lo = / a = —/ da, (2.49)
o aH(a) Hy Jo a\/Qm,oa—?’ + Qroa™ + Qo + Qo2
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onde se usou que ay = 1 no tempo presente e se utilizou a equacao de Friedmann escrita
em termos dos parametros de densidade, Eq. (2.48). De acordo com os dados da missao

Planck 2018 [89], essa idade é estimada em (13,787 & 0,020) bilhdes de anos.

Neste capitulo, discutimos brevemente como a Relatividade Geral descreve a
gravitagao por meio da relagao entre a geometria do espago-tempo e distribuicao de
matéria e energia. Vimos como a teoria ao ser aplicada em grande escala e suplementada
por principios simplificadores, como o principio cosmoldgico, fornece a estrutura para a
construcao de modelos cosmoldgicos robustos, como os modelos homogéneos e isotrépicos,
culminando modelo ACDM. No préximo capitulo, apresentaremos o formalismo ADM,
que reformula a Relatividade Geral em uma linguagem hamiltoniana. Essa abordagem é
importante tanto para a analise de sistemas dindmicos, como buracos negros e o universo

em larga escala, quanto para a quantizacao da gravidade.
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3 Elementos do Formalismo ADM

Cada folha do espago quarda um
mstante,
e a evolugcdo do cosmos desdobra

novas camadas do tempo.

O formalismo ADM (Arnowitt-Deser-Misner) é uma formula¢ao hamiltoniana da
Relatividade Geral, apresentada pelos fisicos R. L. Arnowitt (A), S. Deser (D) e C. W.
Misner (M). Esse formalismo foi apresentado em uma série de treze artigos publicados

entre 1959 e 1961, e posteriormente condensado em um artigo de revisao de 1962 [90-103].

A proposta do formalismo ADM envolve realizar uma decomposicao do espago-tempo
em diregoes tipo-tempo e tipo-espago, chamada de decomposicao 3+1. Nesta abordagem,
o espago-tempo ¢ dividido em fatias tridimensionais (hipersuperficies') ao longo de uma
coordenada temporal, permitindo que as equagoes dinamicas sejam reescritas de forma
a separar explicitamente as componentes temporais e espaciais. Supondo que o espaco-
tempo seja foliado? em uma familia de hipersuperficies tridimensionais do tipo-espaco %,
parametrizadas por valores fixos da coordenada temporal ¢, aplica-se a prescri¢cao candnica
para sistemas vinculados. O formalismo ADM é amplamente utilizado na quantizagdo

candnica da gravidade [57,104] e na relatividade numérica [105-107].

Para obter uma formulacao hamiltoniana de uma teoria, é necessario determinar o
hamiltoniano correspondente. A Relatividade Geral pressupoe o principio da covariincia
geral [108], segundo o qual as leis da fisica sdo as mesmas em todos os sistemas de
coordenadas. Isso garante a invariancia das leis fisicas sob difeomorfismos gerais, que sao
transformacoes suaves e invertiveis que mapeiam uma variedade diferencidvel em si mesma.
No contexto da teoria, esses difeomorfismos representam mudancas de coordenadas que
preservam a forma das equagoes da teoria na variedade (espago-tempo). Devido a essa
invariancia, a teoria possui simetrias que se manifestam como vinculos nas equagoes de
movimento [109], impedindo a obtencao de uma relacao direta e unica entre as velocidades
generalizadas e os momenta conjugados. Devido a isso, surgiram formulagoes consistentes
para a gravidade, como a teoria de sistemas vinculados de Dirac e a teoria ADM, sendo esta
ultima amplamente utilizada na quantizagao do campo gravitacional por sua simplicidade

e intuicao geométrica.

L Uma hipersuperficie é uma variedade n-dimensional com n > 2, isto ¢, uma generalizacao da

superficie bidimensional.

A ideia de foliado, como o préprio nome indica, é ser composto de folhas. As folhas em questao
sao hipersuperficies tridimensionais com ¢t = constante, de modo que o espago-tempo seja
composto por um amontoado de folhas (camadas) sobrepostas.

2



28

Um desdobramento dessa abordagem é o programa de quantizacao candnica de
Wheeler-DeWitt (WDW) [110-112], que utiliza o formalismo ADM para encontrar uma
funcao de onda ¥ do universo. Nesse caso, é necessario resolver uma equacao funcional
complexa, a equagdo de Wheeler-DeWitt [113], que envolve questoes de ordenamento
de operadores quanticos e dificuldades conceituais relacionadas ao papel do tempo na

gravidade quantica.

3.1 Geometria de foliagoes e decomposicao 3 + 1

A proposta da decomposicao 3+1 usada no formalismo ADM é, levando em conta
o principio da covariancia geral, separar a métrica do espago-tempo em componentes que
contenham a informacao dindmica essencial e componentes que caracterizem o sistema
de coordenadas, através de uma escolha adequada de variaveis. Nessa formulacao, é
assumido que o espaco-tempo é uma variedade M globalmente foliada por hipersuperficies
tridimensionais espaciais parametrizadas por um tempo coordenado t e dotada de uma
evolucao temporal bem definida. O espago-tempo é dito ser globalmente hiperbdlico, com
topologia M ~ ¥ x R, sendo a nota¢do = indicativa de difeomorfismo entre variedades.
Isso significa que o espago-tempo tem a topologia de um produto cartesiano ¥ x R, onde X
representa a topologia (arbitraria) das hipersuperficies do tipo-espago e R a linha do tempo.
Isto é, cada ponto em M pode ser identificado por um par (x,t), onde = € ¥ é um ponto
na hipersuperficie espacial e t € R é o tempo. Apesar do sucesso do formalismo, a forma
como a topologia do espaco-tempo é decomposta limita sua aplicagao a espagos-tempos

mais exdticos, com topologias mais complexas ou propriedades globais nao triviais.

Nessa decomposicao, considera-se que a variedade M do espago-tempo é preenchida
por uma congruéncia® de curvas tipo-tempo, de modo que se possa definir em cada ponto
da variedade um vetor n*, do tipo-tempo, tangente ao parametro de curva 7. Este vetor,
por sua vez, € normal a uma hipersuperficie local . A topologia da variedade permite que
se estenda essa hipersuperficie de modo a separar a variedade em duas regides temporais
diferentes (uma correspondente ao passado e outra ao futuro), de forma que qualquer
curva do tipo-tempo atravesse a hipersuperficie, tornando-a uma superficie de Cauchy*.
Como o pardametro 7 da congruéncia de curvas nao é necessariamente constante ao longo
da hipersuperficie, toma-se um novo parametro com a exigéncia de que seja constante

sobre cada hipersuperficie, ndo sendo necessariamente ortogonal a elas. O novo parametro

3 Uma congruéncia, ou congruéncia de curvas, é o conjunto de curvas integrais de um campo

vetorial que preenche todo o espago de uma variedade 4-dimensional, de modo que cada ponto
da variedade esteja em uma tnica curva.

Uma superficie de Cauchy é uma hipersuperficie tridimensional do tipo-espaco em uma
variedade 4-dimensional onde qualquer curva causal (do tipo-tempo ou nula) necessariamente
a intersecta, se estendida indefinidamente. Isso permite usa-la para especificar condi¢oes
iniciais de um sistema fisico, pois todas as informagoes necesséarias para a evolugao futura do
sistema estdo contidas nela.
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t atua como tempo, descrevendo a evolugao do sistema de hipersuperficie a hipersuperficie.
Pode-se escolher 2° = t e representar uma hipersuperficie ¥, por meio das seguintes
equacgoes paramétricas:

XH = XH(x"), (3.1)

sobre a qual é possivel definir trés vetores tangentes a ela, e!' := 9X*/0x", e um vetor
normal® unitério, e := n#. Esses vetores formam a tétrade de vetores ortonormais e,

obedecendo a relagao:
guuegeg = Tas, (32)

onde g,,, ¢ a métrica da variedade e 7,4 ¢ a métrica de Minkowski. Como estamos adotando
a assinatura (—, 4+, +, +) para os elementos da métrica de Minkowski, um vetor unitério

n* do tipo-tempo obedecera a relagao:
guueélny = 07 (33)

que expressa a ortogonalidade entre o vetor n* e a hipersuperficie, bem como a relagao:

n? = n'n, = g,nn’ = -1, (3.4)

para o quadrado da norma®.

O conjunto de todas as hipersuperficies de tempo constante ¥; que folheiam o
espago-tempo é descrito por:
XF = XM t), (3.5)

onde cada valor de t = T, com T constante, define uma hipersuperficie distinta >,

parametrizada por X* = X#(x!,T).

Consideremos agora duas hipersuperficies infinitesimalmente proximas, ¥; e ;.
A distancia entre dois pontos que possuem as mesmas coordenadas espaciais 2’ nessas
hipersuperficies pode ser analisada através do vetor deformagcao N*. Este vetor mede a
taxa de variagao das coordenadas X* em relacdo ao tempo t, fornecendo uma medida da
separacao entre as hipersuperficies. Assim, temos:

i
OXH(x"t)

NH = XF =
ot

(3.6)

Essa expressao indica que o vetor N* representa a velocidade com que os pontos X*
se movem ao longo da direcao temporal. Portanto, a distancia infinitesimal entre dois
pontos nas hipersuperficies pode ser expressa como N*dt, que representa a variacdo nas

coordenadas X* devido & mudanga infinitesimal no tempo dt.

5

6

O qual é tangente a congruéncia de curvas do tipo-tempo.
Um vetor n* é dito ser: do tipo-tempo caso n? < 0, do tipo-espago caso n?> > 0 e nulo ou do
tipo-luz caso n? = 0.
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O vetor deformacao, por sua vez, pode ser decomposto nas componentes normal e
tangenciais a hipersuperficie, utilizando a base tétrade {n#, e!'}. Para tanto, é necessario

o uso de duas funcdes N e N?, de forma a se escrever:
N* = Nn* 4 N'el' (3.7)

As fungoes N e N* sdo chamadas, respectivamente, de fungao lapso (lapse function)
e funcao deslocamento (shift function). O vetor N* é tangente ao parametro ¢, ou seja, as
linhas temporais que ligam uma hipersuperficie a outra, e, portanto, nao é necessariamente
ortogonal as hipersuperficies. Assim, para coordenadas X* = (¢, z') tem-se que N* e e/’
sdo vetores tangentes a t e z', respectivamente. Com isso, podemos usar N* e e/ para
obter as projecoes da 4-métrica g, nas componentes puramente temporal, puramente

espacial e mista.

As componentes ggg da métrica sdo obtidas pela projecdo de ambas as componentes

i e v na diregao do parametro t, fazendo uso do vetor deformacao N*, dado por Eq. (3.7).
Logo,

goo = guN'N” = —N? + N'N7h;; = —N? + N'N;. (3.8)

As componentes g;; sao obtidas a partir da projecao das componentes p da métrica

nas diregoes ¢ e das componentes v nas diregoes j. Entao,
— Y r v
9ij = hij, com  hi; = gy.efe], (3.9)

que define a métrica do espago tridimensional (ou 3-métrica), h;j, também chamada de

métrica induzida sobre a hipersuperficie.

Por fim, as componentes gy; sao obtidas pela projecao das componentes p da
métrica na diregao t e das componentes v nas diregdes i, fazendo-se uso da Eq. (3.7).
Assim,

goi = guN"e! = hi N7, com N; := hyN’. (3.10)

Desse modo, a métrica quadridimensional do espago-tempo pode ser reescrita em

termos de N, N% e h;;, chamados de varidveis ADM, na forma:

—N? + NN, N;
v = . 3.11
Iu ( N, hz’j) ( )

(Rl

A métrica inversa g*” pode ser encontrada da relacao
gaugua = 557 (312)

bastando que se resolva para cada uma das quatro combinagoes do par (i, v) = (0,0), (0,7),

(4,0), (,7), fazendo-se uso das componentes da métrica g,,, dadas pelas Eqgs. (3.8)—(3.10).

o (—1/N2 Ni/N? ) | (31

Como resultado tem-se:

NI /N? pii — NiNi /N2
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em que h*hy = i e §¢ = 3.

A partir da definicdo formal para o intervalo de espaco-tempo, ds, entre dois

eventos, Eq. (2.1), pode-se escrever:
ds® = g datdr” = —N2dt* + hij(N'dt + dz*) (N7 dt + da?), (3.14)

expressao que explicita as trés funcoes fundamentais na métrica do espaco-tempo na
formulagdo ADM: a fungao lapso, a funcao deslocamento e a métrica induzida sobre a
hipersuperficie. A fungao lapso, N = d7/dt, mede a taxa de variacdo do tempo préprio
7 em relagdo ao tempo coordenado t, indicando como o tempo flui para um observador
em repouso em relacao a hipersuperficie. A funcao deslocamento, N*, descreve a variacao
de posicao entre pontos com as mesmas coordenadas espaciais 2 em hipersuperficies
consecutivas >, e Y;1 4. Finalmente, a métrica induzida h;; € uma quantidade simétrica

que caracteriza a geometria tridimensional da hipersuperficie ;.

Usando a féormula do vetor deslocamento N*, Eq. (3.7), decomposta na base {n*,
el'}, pode-se escrever o vetor normal n* na base {N* el'}, isto é, em um sistema de

coordenadas (¢, x"), como:
1

n* = —(1,—N"Y). 3.15
~(1,—NY) (3.15)
Para encontrar as componentes covariantes do vetor normal no sistema de coordena-

das (¢, z') basta calcular n, = g,,n", com o auxilio das Egs. (3.11) e (3.15). Procedendo-se

assim, obtém-se o vetor n,, em um sistema de coordenadas (¢, z"), na forma:
n, = (—N,0). (3.16)

Fazendo uso das Egs. (3.15) e (3.16), é possivel notar que os vetores normais n* e
n,, satisfazem a relacao Eq. (3.4). Além disso, pode-se valer desses vetores para construir

um operador projecao, dado por:
P =8 + nynt, (3.17)
o qual projeta um vetor espago-temporal x” sobre a hipersuperficie, na forma X* = Plz".

Dessa forma, pode ser usado para projetar campos tensoriais espago-temporais sobre a

hipersuperficie.

O tensor K, chamado de curvatura extrinseca, ¢ uma quantidade construida a
partir de operadores projecao. Esse tensor mede o modo com que o vetor normal covariante

a hipersuperficie, n,, curva-se quando se move sobre a hipersuperficie. Sua definicao é:
Ky = —P{P)Vgn,. (3.18)

Esse tensor é simétrico em seus indices (K, = K,,,) e ortogonal ao vetor normal (K, n* =
K,,n" =0), sendo entdo um campo vetorial sobre a hipersuperficie. Suas componentes,

calculadas com o auxilio das Egs. (3.15)—(3.17), sdao dadas por:
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evidenciando que sua tnica componente independente é K;;. Esta componente pode ser

escrita em funcao das variaveis da decomposi¢ao 3+1, notando que

onde o célculo de T'); fornece:
1 .
Iy = W(hzj — D;N; — D;N;), (3.21)

com D; denotando a derivada covariante intrinseca a hipersuperficie, definida para um

vetor z, como:

D,y = PPV x5, (3.22)

sendo P? o operador de projecdo na hipersuperficie. Essa derivada é idéntica a derivada
covariante métrica associada a métrica induzida h,,, possuindo somente componentes
espaciais em coordenadas adaptadas & hipersuperficie, isto é, coordenadas (¢, z"), onde t é

constante. Assim, podemos escrever:

D;X; = 0;X; — ¥k X, (3.23)

J

onde ®)T% é a conexdo intrinseca a hipersuperficie, dada por:
1
BTk = ih’“(ajhh + O;hyj — Oihyj), (3.24)

representando a conexao de Levi-Civita associada a métrica h;;. Finalmente, o tensor de

curvatura extrinseca K;; ¢ dado por:

1 .

Kij = 5575 (hij — DiNj — D;Ny). (3.25)

A curvatura extrinseca, além de sua definicao através das variaveis ADM, pode
também ser entendida em termos da evolucao da métrica espacial ao longo da direcao
normal a hipersuperficie. Especificamente, ela esta relacionada a derivada de Lie da
métrica espacial h;; ao longo de todo o campo vetorial normal n. Esta relagao ¢ expressa
pela equagao [114]:

Lnhij = —2K;;, (3.26)

onde L,, denota a derivada de Lie ao longo de n, que representa a variacao da métrica
conforme movimenta-se ao longo da dire¢do normal a hipersuperficie. Esta é uma forma
covariante de descrever como a métrica espacial muda com o tempo, pois nao depende da

escolha especifica de coordenadas, mas sim da foliagao do espago-tempo.

3.2  Curvatura espago-temporal na geometria de foliagoes

E possivel expressar todas as componentes do tensor de curvatura do espago-tempo

em termos de quantidades definidas nas hipersuperficies da foliagao. Isso é feito através
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de trés equacoes fundamentais. A primeira, chamada de equag¢do de Gauss, relaciona a

curvatura espaco-temporal com todas as componentes projetadas na hipersuperficie:
PePIPTP) Rpors = ¥ Roguy + Kaw Ky — KapKpo, (3.27)
que em coordenadas adaptadas a hipersuperficie é escrita como:

Riju = (S)Rz’jkl + Ky Kj, — KiK. (3.28)

A segunda equacdo, conhecida como equacio de Codazzi, fornece a curvatura
espaco-temporal com trés componentes projetadas na hipersuperficie e uma componente

contraida com o vetor normal unitario:
PLPSPIn*Ryory = DKoy — DoKpy, (3.29)
que em coordenadas convenientes com a foliagdo proposta, se torna:

TLMRijku = DjKik: - Dszk (330)

A terceira equacao, chamada de equagdo de Ricci, fornece o valor de R;;o, € envolve

duas componentes normais e duas projetadas na hipersuperficie:
P Pin* Rpgry = LaKag + DoAg — AaAg + KEK 5, (3.31)

onde A" é a aceleracao do vetor normal n#, que é tangente as hipersuperficies de tempo
constante, e dada por:
AF = n"V,nt. (3.32)

Assim, todas as componentes da curvatura do espago-tempo podem ser obtidas
a partir de quantidades definidas nas hipersuperficies da foliagao, incluindo a métrica
induzida h

resultados pode ser encontrada em Padmanabhan [114] e D’Inverno [115].

w, & curvatura extrinseca K, e o vetor aceleragao A*. A demonstracao desses

3.3 Acao de Einstein-Hilbert na forma 3+1

Na abordagem do formalismo ADM, a agdo é reescrita em uma forma (3+1) através
do uso de fungdes das novas varidveis da teoria, a saber, N, N’ e h;;. As equagoes de
Einstein, entdo, emergem do principio de acdo ao se efetuar a variagdo dessas novas
quantidades. Partindo da acao de Einstein-Hilbert, Eq. (2.14),

1 4
Sa =5 / d's/—gR, (3.33)

vé-se que é preciso escrever g e R nas novas varidveis. Para tanto, é facil calcular que

g := det g,, = N?h, onde h := det h;;, de modo que /=g = Nvh. O computo de R, por
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sua vez, exige um pouco de cuidado. De inicio, fazendo uso da norma do vetor n*, dada

pela Eq. (3.4), é possivel notar que
R = —Rn,n" = —Rg,,n'n". (3.34)

Por sua vez, fazendo uso da defini¢do do tensor de Einstein, Eq. (2.8), é possivel

isolar o termo —Rg,,,, de modo que
_Rg;w = 2(G;w - R;w)a (335)
expressao que ao ser multiplicada de ambos os lados por n#n” resulta:

—Rgunt'n” =2(G,, — R, )ntn”. (3.36)

Entao, por meio da Eq. (3.34) pode-se identificar o termo a esquerda na Eq. (3.36)

como R, o que possibilita reescrever a Eq. (3.36) como:
R =2(G,, — Ry )n*n”. (3.37)

O termo G,,n*n” é obtido levando em conta a definicao do tensor de Einstein,
Eq. (2.8), e a equacdo de Gauss, Eq. (3.27), sucessivamente contraida com g e ¢, de

modo a fornecer: )
Gunn’ = (PR - KK + KuEK™) (3.38)

onde ®) R é o escalar de curvatura do espaco tridimensional. Por sua vez, o termo R,,n*n”

pode ser encontrado partindo da seguinte expressao, valida para todo campo vetorial n,,,
Rogun’” = (VaVg — VsV, (3.39)
e notando-se, a partir de Eq. (3.18) e Eq. (3.32), que
Vo, = —K,, —n,A,. (3.40)
De modo que o termo R, n#n" se torna:
Ry ntn” = Vo (Kn®) — K,z K* + K2, (3.41)

onde K := KI.
Assim, usando Eq. (3.38) e Eq. (3.41) na Eq. (3.37), obtém-se que o escalar de

curvatura do espago-tempo em forma (3+1) é escrito como:

R=®R+4+ KK — K? — 2V (Kn®). (3.42)

Com isso, a densidade lagrangiana para a acao de Einstein-Hilbert na forma 3+1,

ja em coordenadas adaptadas a foliacao, é dada por:

‘CG = N\/E ((3)R —|— K”KZ] - K2 - 2vo¢(Kna)) ’ (343)
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onde —2V,(Kn®) é um termo de superficie, e por isso nao contribui para as equagoes de
movimento e podemos descarté-lo, assumindo que nosso espaco-tempo nao possui bordas.
Contudo, em situagdes onde o espaco-tempo possui bordas, ou no caso de espacos-tempos
assintoticamente planos, esse termo de superficie deve ser mantido. Para uma discussao

sobre esse ponto, consulte Padmanabhan [114] e Pinto-Neto [116].
A quantidade Lapy = NVAR(®PR + K; K% — K?), ji descartado o termo de

superficie, é a densidade lagrangiana de Arnowitt-Deser-Misner. Ela é quadratica nas
derivadas temporais primeiras da métrica induzida e fornece as equacoes dindmicas e os

vinculos ao ser devidamente variada. Assim sendo, a acao de Einstein-Hilbert na forma
ADM ¢ dada por:

1 1 ;
Sapm = 5 / dt &z Lapw = 5 / dtd*x NVh (PR + K K7 — K?) | (3.44)
K KR

3.4 Formulacao Hamiltoniana da Relatividade Geral

O procedimento para obtencao das equagoes de Einstein na forma 341 consiste
em se variar a agdo Sapm, dada pela Eq. (3.44), em termos das varidveis N, N* e h;;,
componentes da métrica ADM, Eq. (3.11). Para fins de simplificagdo, vamos considerar

2k = 1. Assim, a agao se torna:
Sxont = [ dtd’s NV (DR + Ky K — K2). (3.45)

Deve-se notar que a acao nao possui derivadas temporais de N ou N, visto que
os termos envolvendo K;; possuem derivada temporal apenas em h;; (veja Eq. (3.25)),
enquanto ¥R é construido apenas em funcao da métrica espacial da hipersuperficie. Com
isso, os momenta conjugados a N e N’ se anulardo em uma identidade, e as equacoes
8SapMm/ON = 0 e 6Sapm/ON" = 0 envolverao apenas derivadas temporais de primeira
ordem, fazendo com que sejam equagoes de vinculo.

A derivada temporal hy; aparece nas expansoes de K;;, K% e K. Assim, conside-
rando a densidade lagrangiana ADM, a combinagdo Ly := K;; K — K? desempenha o
papel de termo cinético da acdo, enquanto Ly := @R é o termo potencial. A dindmica de

toda a teoria estd, portanto, contida inteiramente na métrica induzida h;;.

O momentum canonicamente conjugado a h;; é dado por:

(3.46)

onde a ultima igualdade advém do fato de hij aparecer apenas implicitamente na acgao
através do termo cinético. Notando que K, K% — K? = (h*h* — h**h*d) K, K .4, pode-se

escrever:

0Lk
a]:(mn

— acypbd abypcd Yitea Y ab
= NVh (heh — h*h )(Kab&KanrchaKmn
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Deve-se notar que 0K,/ 0Ky, = 07", onde:
mn m SN 1 m SN m SN

do que resulta que a Eq. (3.47) se torna:

0Lk
aKmn

= AINVR(K™ — Kh™). (3.49)

Por meio da equagao que define a curvatura extrinseca em func¢ao das variaveis

ADM, Eq. (3.25), vé-se que:
0K 1 .
= 5 3.50

Portanto, segue de Eq. (3.49) e Eq. (3.50) em Eq. (3.46), que:

7 = —Vh(KY — Kh"). (3.51)

A densidade hamiltoniana Hapy € escrita através da conhecida transformagao de
Legendre como:
HADM = Tijhij — EADM- (352)

Desenvolvendo explicitamente Hapw, obtém-se:
Haom = VA {N(Ky K7 — K* = @R) — 2D, [(KY — KW¥)N;| + 2N'D;(K'7 — Kh")}.
(3.53)

O termo de divergéncia total pode ser ignorado ao se integrar a densidade hamilto-

niana, de modo que a hamiltoniana fica dada por:
Hapy = / Vhdy [N (KK — K* = ®R) + 2N'D; (K] — K&/)] . (3.54)
¢

Esta expressao ainda nao esta devidamente correta, visto que é preciso deixar

Hapw escrito explicitamente em termos das variaveis canonicas N, N*, h;; e 7.

Podemos fazer uso da relagdo Eq. (3.51) para encontrar o traco do momentum
canodnico 7, de modo que:

mi=1 =2KVh. (3.55)

7

E utilizando a expressao encontrada, Eq. (3.55), novamente em Eq. (3.51), encontra-

se a dependéncia de K% com o momentum 7%, que é dada por:
K9 = _p1/2 (7r” - 27rh”> : (3.56)

Com isso, os termos envolvendo a curvatura extrinseca na hamiltoniana ficam

dados por:

ij “1{ _ij 1, 2 1 T
K K”:h ™ Wij—iﬂ' s K =h Z . (357)
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Substituindo os termos da Eq. (3.57) na Eq. (3.54), encontra-se finalmente:
Hapw = [ Vhd'y {N [h‘l ( i — 27r2) - C”R} +2N,D, (h—l/%“)}. (3.58)
3t

Como se vera adiante, o escalar de curvatura do espaco, )R, possui uma depen-
déncia apenas com h;; e nao depende nem de N, N* ou 7. Logo, ndo sera considerada
sua forma explicita ao se efetuar as variacoes em relacao a essas trés ultimas varidveis

canonicas.

Tomando-se a derivada funcional de Hapy com N, obtém-se:

5HADM_ -1 ij 1 2 (3)
ot = i (= ) -

= Vh(KiK; - K*~®R).  (3.59)

Podemos usar da simetria de ;; para escrever que m;; = 7 (hixhj + hahji)/2 e

sabendo-se que 72 = w7~ b, hyy, podemos reescrever a Eq. (3.59) na forma:

= Ho, (3.60)

onde Hy é a primeira funcao vinculo, chamada de vinculo da hamiltoniana ou super-

hamiltoniana, a qual é definida como:
HO = G,ijklﬂ'ij’ﬂ'kl - h1/2(3)R, (361)
sendo G, chamada de métrica do superespaco, dada por:

1
Gijkl = §h_1/2(hikhﬂ + hilhjk — hzjhkl) (362)

A derivada funcional de Hapy com N? resulta em:
O H xpm

= 2VhD; (h"*x]) = 2vhD; (K! - Kd}), (3.63)
que pode ser posta na forma:
OH Apm
syi = (3.64)

onde H; é a segunda func¢ao vinculo, chamada de supermomentum ou vinculo de difeomor-
fismo, definida como:
H,; .= —2D;). (3.65)

A derivada funcional de Hapy com 7% pode ser efetuada integrando o termo por
partes 2v/hN,Dy(h~'/?7%), usando que 67 /d7% = 5&5?). Assim,

O0H apm
omid

~ 1
= 2Np Y2 (wij — thjw> + 2D N;y. (3.66)

Para o computo da derivada funcional § Hapm/0h;; serd preciso explicitar as de-
pendéncias em h;;. A fim de facilitar o manuseio da hamiltoniana, Eq. (3.58), pode-se

dividi-la em trés partes e realizar os calculos separadamente, ou seja,

Hapym = Hy + Hy + Hs, (3.67)
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onde:
Hy = [y N (wabmb _ ;H) , (3.68)
Hy = —2 / &y hY2N, Dy(h~Y/2m), (3.69)
Hy = — / &y Nh/2OR, (3.70)

Para realizar a variacao em relacao a h;; deve-se utilizar a expressao basica da

derivada funcional,
6hab (y)

Shij(x)

bem como considerar as variagoes do determinante da métrica induzida,

= 8,000 (x, y), (3.71)

6h = h h" §h;. (3.72)

A variacdo de H; é feita explicitando que T, = 7%hechpg, ™ = Thg, € notando

que 7 é simétrico, de modo que se pode expressa-la como:

SHy, 1 . 1 SRS S
5h; = _QNh‘l/zh” (Wkﬂ?kl - 27T2) +aNBT (#kﬂi a ZMZ]) ' (3.73)

Para a variacao de Hy convém realizar uma integragao por partes e descartar o
termo de superficie. Além disso, deve-se expressar a derivada covariante induzida de forma
explicita, isto é,

DNy = hype(0yN¢ +T¢,N%), (3.74)

atentando para o fato de que
1
o, = §had(Db5hcd + Dedhpg — Dabhpe). (3.75)

Isto feito, o resultado é:

0H,
5hij

= 27D NY — B2 Dy (W2 NE R, (3.76)

Para a variacdo de Hy serd preciso utilizar que @R = h® @) R, Além disso, para
encontrar a variacao o ((3)Rab) pode-se lancar mao da definicao de ® Ry, em um referencial

inercial local no qual I';; = 0, de modo que:

0 (P Rap) = DedT, — DT, (3.77)

A aplicacao da expressao basica da derivada funcional, fazendo uso da Eq. (3.75),
leva, apOs calculos extensos mas simples, a seguinte variacao:

0H;
(Shij

— N2 <(3)RJ - 2h”(3)R> — W2 (DIDIN —WD*DN) . (378)
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Combinando as trés variacoes e tomando G := G R — 1h® R como a defini¢io

do tensor de Einstein tridimensional, tem-se:

. O0H o1 . 1
i 52DM — NHV2Gi §Nh_1/2h” (ﬁklﬂkl — 27T2) (3.79)
]

+2NR 2 (ﬂ’fw; - 2m”) — W'/ (D'DIN — h7D*DyN) (3.80)

_ h_l/QDk(h_l/QNkﬂ'ij) + QWk(kaNj). (381)

As equacoes oriundas das variacoes da hamiltoniana ADM em relacdo a N e N*
sao equivalentes a projecao das equacoes de campo de Einstein nas dire¢des normal e

tangencial as hipersuperficies de tempo constante, na forma:

§H

5/]*\]/“ =0 & Gun'n’ =0, (3.82)
0H apm y

sy =0 & Gun'Pl=0. (3.83)

Pelo mesmo procedimento adotado até aqui, é facil calcular a variacdo de Hapym
em relacdo a 7, a qual resulta:

. 0Hapm
fuij = o

1
= 2Nh71/2 (ﬂ-ij — 2]’L¢j7’l’> + 2D(ZN]) (384)

A variacdo da hamiltoniana ADM em termos de todas as variaveis canonicas pode

ser expressa de forma simplificada como:
5 Hapn = /E d¥y (=798hi; + higon™ + HodN + HON"). (3.85)

Da definicdo dos momenta conjugados as varidaveis candnicas, tem-se:

0L Apm
— A 3.86
0L ApMm
;= M, 3.87
b= N (3:87)
i . QLA _ —hY2(KY — WU K), (3.88)
Ghij

Logo, segue que a densidade hamiltoniana ADM no formalismo canoénico é:
Hapm = pn N + pi N+ 790 — Lapu

= NHy + N“H;. (3.89)

A hamiltoniana total Hg do sistema gravitacional é dada pela integracao da

densidade hamiltoniana ADM acrescida dos vinculos py =~ 0 e p; =~ 0. Portanto,
He = / d*x (NHo + NH; + Apy + X' pi) | (3.90)

onde X\ e X sao multiplicadores de Lagrange.



40

Neste capitulo, apresentamos uma descricao hamiltoniana completa para o campo
gravitacional através do formalismo ADM. No préximo capitulo, exploraremos o formalismo
de Schutz, que estende o tratamento hamiltoniano para a dinamica de fluidos perfeitos,
possibilitando uma descricao completa do acoplamento da matéria no contexto da Re-
latividade Geral. Essa nova abordagem permitird a obtengdao de um termo de matéria,
que pode ser tratado tanto através de um hamiltoniano completo quanto de um principio

variacional abrangente.
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4 Elementos do Formalismo de Schutz

De um singelo fluido emerge o
tempo,
oculto entre potenciais que ditam

0 movimento.

O formalismo de Schutz é uma abordagem para modelar a dindmica de um fluido
perfeito na descricao euleriana e no contexto relativistico, sendo uma extensao do for-
malismo de Seliger- Whitham, que é adequado para o caso nao-relativistico. Ambos os
formalismos utilizam uma representacao de potencial-velocidade, sendo que no formalismo
de Seliger-Whitham essa representacao ¢é feita com o vetor velocidade tridimensional,
enquanto no formalismo de Schutz é utilizada a quadrivelocidade. Este formalismo permite
formular um principio variacional euleriano para obter as equagoes de evolugao do fluido e
sua hamiltoniana [117]. Além disso, o formalismo de Schutz oferece uma possibilidade de
tratar o desafio de se definir uma evolugao temporal em teorias de gravidade quéntica,
conhecido como problema do tempo, ao fornecer uma estrutura dinamica interna baseada

no setor de matéria que evolui de maneira andloga ao tempo [118].

4.1 Dinamica euleriana de fluidos

Existem duas abordagens principais na Fisica para descrever o movimento dos
fluidos: a lagrangiana e a euleriana. Na descrigcdo lagrangiana, acompanha-se a trajetoria
de particulas individuais do fluido, rastreando suas propriedades ao longo do tempo. Ja na
descricao euleriana, analisa-se o fluido com base no seu padrao de escoamento em pontos
fixos no espaco, analisando como suas propriedades variam com a posicao e o tempo. A
descri¢ao euleriana é a que se tornou prevalente em estudos de dinamica de fluidos, dada
a sua praticidade para lidar com grandes volumes de fluido sem a necessidade de rastrear

particulas individuais.

Na descricao euleriana, as propriedades do fluido sdo consideradas func¢oes da
posicao ¢ e do tempo t, sem especificar-se qual particula ocupa uma dada posicao em
um dado tempo. Além disso, ao estudar-se como as propriedades de um fluido variam
no referencial fixo estabelecido, deve-se considerar tanto as variacoes locais, oriundas de
mudangas nas propriedades em pontos fixos (locais), quanto as variagoes ocasionadas pelo
movimento das particulas do fluido (convectivas). Neste sentido, é definida a derivada

material (ou substancial) como:

D 0 -0
- 2 i 2
i = o + v D (4.1)
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que ¢ a derivada ao longo de um caminho movendo-se com velocidade v, isto é, a taxa de
variagao temporal de uma quantidade em uma localizacao fixa vista por um observador
movendo-se junto com o fluxo com velocidade v?, sendo composta a partir da soma da

derivada local, 9/0t, com a derivada convectiva, v/9/dz.

As equagbes fundamentais da dindmica de fluidos na descricao euleriana sao bastante
conhecidas e podem ser estudadas em diversas fontes, incluindo em Landau e Lifshitz [119].
Neste trabalho, destacarei duas, que sao imprescindiveis para a construcao do formalismo

que serd apresentado. Sao elas:

o Equacao de continuidade da massa: garante a conservacao da massa para um fluido

em movimento:

op 0, 4

onde p é a densidade do fluido e pv® é chamado de densidade de fluro de massa.

o Equacgao de continuidade da entropia: assegura a conservacao da entropia para

fluidos em regime adiabatico:

d(ps) N 0

onde s é a entropia especifica, isto €, a entropia por unidade de massa, e psv* é

chamado de densidade de fluxo de entropia.

Essas equagoes podem ser derivadas a partir de um principio variacional, desde
que se construa uma acao cuja variagao conduza diretamente a elas como equacgoes de
evolucao. O procedimento para o caso nao-relativistico é conhecido como formalismo
de Seliger- Whitham, enquanto sua extensao para o caso relativistico recebe o nome de

formalismo de Schutz.

4.2 Formalismo de Seliger-Whitham

O formalismo de Seliger-Whitham [120] tem como fim escrever um principio
variacional euleriano para o fluido perfeito nao-relativistico. O ponto de partida consiste
em considerar um fluido com campo de velocidade v'(x%,t) e energia interna especifica
u(p, s) e construir sua densidade lagrangiana, £; = (1/2)(pv'v; — pu), acrescida de vinculos
que obriguem o fluido a obedecer a dinamica de fluidos dada pelas equagoes de continuidade,
Egs. (4.2) e (4.3).

Além disso, para garantir a generalidade do resultado, é necessario incluir um
vinculo adicional, conforme sugerido por C. C. Lin [121], que assegura a equivaléncia
com a descricao lagrangiana através do principio variacional. Este vinculo é expresso por

uma equagao de conservacgio que mantém constantes as coordenadas lagrangianas a/(z?, t)
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(rétulos iniciais das particulas) ao longo da trajetéria das particulas. Assim,
Oa L ; Oa
ot 8173

onde « representa uma coordenada lagrangiana, tomada como escalar, visto que cada com-

—0, (4.4)

ponente das coordenadas é conservada independentemente ao longo do tempo. Utilizando

a conservacao da massa, Eq. (4.2), pode-se expressar o vinculo na forma:

0 0 I
S (pa) + (i) = 0. (4.5)

Portanto, a acao de Seliger-Whitham é escrita como:

s=[at[da { pv'v; — pu) +¢l aaj (ij)]
1 la(ap:) + E;Zj(psvj)] + [ag@) + aaxj(pvja)] }

onde ¢, 0, e  sao multiplicadores de Lagrange. Realizando-se algumas integragoes por

partes e usando a defini¢ao de derivada material, Eq. (4.1), pode-se transformar a agao

para a forma conveniente:

- 1 Dé DO DB
S—/dt/d3xp<2(v2—u)—Dt—sDt Dt) (4.7)

A realizagdo da variagdo dv’ na acio, Eq. (4.7), resulta na seguinte expressao para

o campo de velocidade:

;00 00 op
v ox? +Saxi +a8xi’

onde v* é descrito por meio dos cinco potenciais ¢, s, 0, o e 5. Esta forma de descrever o

(4.8)

campo de velocidade é conhecida como representagdo potencial-velocidade ou representacio
de Clebsch, introduzida por Clebsch em 1859 para o caso de fluxo isentrépico [122].
Discussoes mais recentes e aprofundadas sobre a representacao de Clebsch podem ser
encontradas em [123,124].

Note que, considerando a forma da agdo de Seliger-Whitham, Eq. (4.7), e a
representagao de Clebsch, Eq. (4.8), a densidade lagrangiana para o fluido passa a ser

escrita como:

[1(5@ 0 85)2 D¢ Db _ Dp
L=p|=

- 4 e . 4.9
89&1+88$1+a61” Dt SDt Dt - (4.9)

O uso de consideracoes termodinamicas possibilita algumas simplificacoes a den-
sidade lagrangiana da Eq. (4.9). Primeiramente, partindo da relagdo fundamental da
termodinamica, T'dS = dU + pdV , e expressando as quantidades na forma especifica, onde

u:=U/m e s:= S/m, e notando que p := m/V encontra-se, na forma u = u(p, s), que:

du =T ds + :; dp. (4.10)
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e por conseguinte, tem-se:

0

) _ ., 42 (4.11)
dp p

Mas, por outro lado, partindo do conceito de entalpia H := U + pV, tem-se que a

entalpia especifica é dada por:

H U+pV
= —= +p :u+2, (4.12)
m m p

o que ¢é idéntico ao resultado encontrado na Eq. (4.11).

Realizando-se a variagao dp da acdo S, Eq. (4.7), levando em conta as Eqgs. (4.11)
e (4.12), obtém-se uma representacao de Clebsch para a entalpia especifica, isto é, u passa
a ser escrito em termos dos potenciais-velocidade na forma p = p(v, ¢, a, 5,6, s). Esta
expressao encontrada para p pode ser identificada dentro da densidade lagrangiana L,

Eq. (4.9), possibilitando uma impressionante simplificagdo em sua expressao, dada por:

L=p(p—u)=np, (4.13)

onde se usou na segunda igualdade a definigdo de entalpia especifica, Eq. (4.12).

Com isso, a densidade lagrangiana torna-se descrita apenas pela pressao do fluido.
Por sua vez, através das Eqgs. (4.10) e (4.12), encontra-se a equagao dp = pdu — pT'ds,
que pode ser usada para expressar a pressao na forma de uma equacao de estado p =
p(p, s). Com isso, a agdo S de Seliger-Whitham para um fluido perfeito nao-relativistico é

simplesmente dada por:

S = /dt d*x p(u, s). (4.14)

A aplicagao do principio variacional de Hamilton a acao S, Eq. (4.14), resulta
na obtencao das equagoes de evolugao continuidade da dindmica de fluidos e de relagoes
matematicas de consisténcia para os vinculos. Mais especificamente, obtém-se que: d¢
conduz a equagdo de continuidade da massa, Eq. (4.2); 60 leva a equagao de continuidade
da entropia, Eq. (4.3); s prové uma relacao entre o vinculo 6 e a temperatura absoluta T’
da produz uma relacdo matemética para o vinculo 3; 05 resulta na equacgao de continuidade

para as coordenadas lagrangianas, Eq. (4.5).

O desenvolvimento explicito dos termos dentro da densidade lagrangiana £, Eq. (4.9),

na forma vetorial conduz a seguinte expressao:
) ) o1 - - .
L=p —qﬁ—s@—aﬂ—§(V¢+8V9+QVB)2—u : (4.15)

a qual possibilita obter os momenta canonicamente conjugados diretamente como:

oL

=9 "

=55 =

=P Iy —pPS; Hﬂ — P, (416)
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e, consequentemente, a densidade hamiltoniana na representacao de potenciais-velocidade

fica dada por:

]_ — — —
H($,0,8,p,5) = —ﬁ(mw + 11,V + 115V B)? — Hyu(Ily, Iy). (4.17)
@

Detalhes adicionais sobre a abordagem hamiltoniana no formalismo de Seliger-
Whitham podem ser encontrados em Van Saarloos et al. [125]. Encerramos nossa discussao
deste formalismo, visto que os topicos cobertos sao suficientes para o entendimento de sua

extensao relativistica, conforme efetuada por Schutz, a qual serd apresentada na secao

seguinte.

4.3 Formalismo de Schutz

O formalismo de Schutz consiste em uma generalizagao relativistica do formalismo
de Seliger-Whitham de fluidos perfeitos. Nesse formalismo, em vez de se considerar a
velocidade tridimensional v?, utiliza-se a quadrivelocidade UY, que é descrita por meio
de seis potenciais, um a mais do que no formalismo nao-relativistico. O formalismo foi
apresentado por B. F. Schutz Jr. em 1970 e 1971 nos artigos [126,127], com discussoes
correlatas em [128-131]

Para a construcao do formalismo, assume-se um fluido perfeito de uma componente.
Um fluido de uma componente é um sistema termodindmico composto por uma tunica
substancia, onde todas as particulas sao do mesmo tipo. Nesse contexto, a massa de
repouso, devido a conservagao do nimero de particulas, é uma quantidade conservada
e deve figurar nas defini¢oes das grandezas. A energia interna, U, é a diferenca entre a
massa-energia E e a massa de repouso my, isto é, U := E'— mgy. Assim, para uma amostra
de volume V| sendo p := E/V a densidade de massa-energia, py := mg/V a densidade de

massa de repouso, e u := U/mg a energia interna especifica, tem-se:
p=po(l+u). (4.18)

Em termos de quantidades especificas (avaliadas em rela¢ao a massa de repouso),

a primeira lei da termodinamica pode entao ser expressa como:

1
Tds = de = du + pd () , (4.19)
Po

onde ¢ := E/mg é a massa-energia especifica.

A entalpia especifica para o caso relativistico difere da entalpia no caso nao-
relativistico, Eq. (4.12), e deve ser definida como:
H E+4+pV  p+p D

= — =1+u+—. (4.20)
mo myo Po Po
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Para um sistema termodindmico de uma tnica componente, é suficiente assumir
uma equagao de estado de dois parametros de estado [132]. No caso de um fluido perfeito

com a equacao p = wp, onde w é uma constante, pode-se obter:
p = wpol1 + ), (4.21)

que descreve p como funcao do parametro de estado u e de uma quantidade py constante
caracteristica do sistema. Sendo assim, é preciso buscar expressar a equacao de estado em

termos de varidveis termodiniamicas mais convenientes.

Substituindo a Eq. (4.21) na Eq. (4.19) e desenvolvendo o dltimo membro da
equacao resultante em uma diferencial total, pode-se encontrar expressoes para T e s em
funcao de py e u. Assim,

T=1+u, (4.22)

s=In(14+u)— wln pp. (4.23)
Por sua vez, combinando as Eqgs. (4.20) e (4.21), encontra-se:

14+u= a

= — 4.24
ot (124

que, substituida na Eq. (4.23), fornece uma expressao para py em funcao de p e s, a qual

faz a equagao de estado, Eq. (4.21), resultar em:

1+1/w
H —s/w
— 4.25
P=w (w 1) e , ( )

que descreve uma equacao na forma de dois parametros de estado termodinamicos, p =
P, s).

Além disso, no caso relativistico sera preciso considerar nao mais o campo de
velocidades descrito pela velocidade newtoniana v'. Em vez disso, usa-se a quadrivelocidade

U*, o andlogo quadridimensional de v'. Ela é definida como:

dz* .
Uh=-——= (7 7v"), (4.26)

onde v = (1 —v?)~1/2 é o fator de Lorentz. Em um referencial inercial localmente comével
com o fluido tem-se v = 0, e entdao v = 1, de modo que a quadrivelocidade é dada por
Ur =(1,0,0,0).

Além disso, a quadrivelocidade U* deve ser normalizada para ser consistente com
a métrica do espago-tempo. A condicdo de normalizacao garante que essa grandeza

represente corretamente o movimento da particula ou fluido no contexto relativistico:

U'U, = -1, (4.27)
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onde o sinal negativo surge porque estamos utilizando a assinatura de métrica (—, +, +, +).
Da condi¢ao de normalizagao, Eq. (4.27), também resulta, apds uma diferenciacdo covari-

ante, que:

u'v,U, =0, (4.28)
que é a Eq. (2.3) para um vetor tangente a trajetéria, confirmando que a particula segue
uma geodésica no espago-tempo.

Através da quadrivelocidade é possivel definir o quadrifluzo de particulas ao longo do
fluxo do fluido, que é o andlogo quadridimensional da densidade de corrente de particulas,
J" = nv', onde n := N/V é a densidade de niimero de particulas. O quadrifluxo de
particulas ¢ entao dado por:

NH = nUH, (4.29)

de modo que (N°, N?) = (n, J?), e a conservagao do fluxo de particulas é expressa como:
V. N =0. (4.30)

Por sua vez, considerando que a densidade de massa de repouso é uma constante
para um determinado fluido, podemos expressar a lei de conservacdo do numero de barions
em termos de py como:

V(pol*) = 0, (4.31)
que se reduz a equagao de continuidade da massa, Eq.(4.2), no caso nao-relativistico.

O fluido perfeito em Relatividade Geral é descrito por meio de um tensor escrito
em termos da quadrivelocidade e da métrica do espaco-tempo. Este tensor, chamado de

tensor energia-momentum, é definido como:
™ = (p+p)U'U" + pg"” = popU"U" + pg"”, (4.32)

em que a ultima igualdade segue de p = (p + p)/po conforme definido na Eq. (4.20).

Além disso, em um referencial inercial localmente comével com o fluido, tem-se TH" =
diag(p, p, p, p)-

A conservacao do tensor energia-momentum em Relatividade Geral é expressa pela

divergéncia covariante do tensor ser igual a zero. Assim, temos a seguinte equacao:
vV, TH =0, (4.33)

da qual resultam quatro equagoes de evolucdo que podem ser expressas como leis de

conservacao. A componente paralela a quadrivelocidade é dada por:
UNTIT" =0= pTU"V,s =0, (4.34)

indicando que o movimento do fluido perfeito conserva a entropia por béarion.



48

As trés componentes perpendiculares a quadrivelocidade sdo dadas por:
PINV,T" =0 = —FV,p=upV,UU", (4.35)
onde P7 é o tensor de projecao, definido como:
Pl =467+UUy, (4.36)

e resultam, em um referencial inercial localmente comével, na conhecida lei de forca:
i

— 4.37
=, (437)

—0ip = (p+p)

onde 0;p representa o gradiente espacial da pressdao. Esta expressao indica que a forca por
unidade de volume ¢ igual ao gradiente de pressao. Deste modo, pode-se considerar p + p

como a massa inercial por unidade de volume.

Sabendo como a quadrivelocidade se comporta na representacao padrao relativistica,
pode-se escrever uma representacao potencial-velocidade para ela, que deve ser equivalente
a representacao relativistica padrao via tensor energia-momentum. Ou seja, a quadriveloci-
dade escrita em termos de potenciais deve nao sé satisfazer a condicao de normalizacao, mas
também produzir leis de conservacao idénticas as obtidas via tensor energia-momentum.
Matematicamente, o teorema de Pfaff [126] exige que a quadrivelocidade seja descrita por,
pelo menos, quatro potenciais. No caso nao-relativistico, Clebsch [122] mostrou que sao
necessarios apenas trés potenciais para descrever a velocidade. Contudo, a fim de obter
termos com significacao fisica nas equagoes de evolucao, Seliger e Whitham incluiram cinco
potenciais, na forma dada pela Eq. (4.8). Usando a mesma premissa, Schutz considerou a

quadrivelocidade representada por seis potenciais, na forma:
U, =p (0,6 +ad,B+00,s) = w b, +aB, +0s,), (4.38)

onde a segunda igualdade, mais comum na literatura, utiliza a notacao de virgula para
indicar a derivada parcial. Note que a versao apresentada por Schutz difere ligeiramente
da versao de Seliger-Whitham no termo envolvendo a entropia, e inclui explicitamente o
termo de entalpia, o qual dependera dos outros potenciais. Este termo segue diretamente

da condigdo de normalizacgao, Eq. (4.27), como:

W= —g" (9 + aB +0s,) (00 + B, +0s,), (4.39)

de modo que 1 = ji(6, a, 3.0, 5, -
Em seu artigo [126], Schutz faz uso do trabalho de A. H. Taub [133] para discutir
o significado dos diversos potenciais que compoem a quadrivelocidade. Para tanto, define

um quadrivetor corrente V,, dado por:

Vo =pU, =¢o+af, +0s,, (4.40)
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que carrega a informacgao de U, na escala de u, que depende das propriedades termodina-

micas do fluido. Neste caso, o tensor de circulagao, é dado por:
Qor = OV, — 0,V\ = 28[)\‘/0] = 2‘/[07>\] = 204[7)\670] + 29[7,\870}, (4.41)

onde se usou a Eq. (4.40) e a notagdo [, | indica a parte antissimétrica dos tensores.

E possivel observar da férmula acima, Eq. (4.41), que os potenciais « e 3, bem como
a entropia s e o potencial termodinamico ¢ contribuem para a dindmica de vorticidade
do fluido. Note que, quando a entropia é conservada, apenas « e [ contribuirdo para a
vorticidade. Portanto, o e 8 sao quantidades bastante relevantes em dindmicas rotacionais.
Em uma situagao isentrépica e sem circulagdo, o e [ devem ser constantes e podem
ser tomados como iguais a zero. Por isso, em situacoes sem dinamica rotativa, pode-se

considerar o = 3 = 0.

Para uma curva fechada A, em uma hipersuperficie tipo-espaco X, com vetor
tangente a curva t* = dx®/d)\, pode-se definir a circulagdo C como a integral de linha

fechada do quadrivetor corrente. Assim:

C= fA Votod\ = fA adBy + fA 0 ds,, (4.42)

onde foram realizadas integragoes por partes. O subescrito A em df e ds significa que
os diferenciais sao direcionados ao longo da curva. De modo que, se o for uma funcao
apenas de [3, e se 6 ou s forem constantes, entdo C serd zero para qualquer escolha de ¥ e
A. Neste caso, 2,, = 0. Portanto, C se anula em toda curva A e em toda hipersuperficie X

se, e somente, se ), = 0, 0o que estabelece seu significado na circulacgao.

Para um referencial inercial localmente comével com o fluido, tem-se V0 =V =

e Vi =1V, = 0. Logo, definindo-se o quadrivetor vorticidade V¥ como:

1 1

VV — EVO'AHUO—U)\.K/ —
TN

VOAK
VUQ K 443
2/~9 Co )

onde (—g)~Y2e"7* & o tensor contravariante completamente antissimétrico. Assim, o
quadrivetor reduz-se ao vetor vorticidade V?, dado por:
py' = §6Uijk = 770,00 0,8 + €7%0;0 Oy, (4.44)

que mostra a dinamica de vértices por meio do produto vetorial de gradientes dos potenciais.

Isto mostra que, se ;s = 0, superficies a e J constantes se interceptam ao longo
de linhas de vortice, que sao carregadas junto com o fluido porque da/dr = dfp/dr = 0.
Se inicialmente o = const, 8 = const, mas s # const, entdo superficies de # e s constantes
determinam linhas de vértice cuja orientagao em relagdo as particulas do fluido muda com

o tempo porque df/dr =T, como ficara claro adiante.

Schutz apresenta ainda mais discussoes a respeito dos potenciais, com detalhes

e sutilezas que fogem ao escopo deste trabalho e por isso ndo serao apresentadas aqui.
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Cumpre mencionar apenas que « e [ sao parametros de valor inicial ligados a vorticidade e
sao importantes em modelos envolvendo fluido perfeito em rotacao, e que ¢ e 8 sao variaveis
dinamicas cuja evolucao é determinada pela condi¢ao termodinamica do fluido. Além disso,
conquanto nao haja liberdade de calibre em p e s, visto que sua mudanga ocasionaria
mudanga da situacao fisica, 0 mesmo nao se da com os potenciais (¢, a, 3, 0). Diferentes
conjuntos de valores iniciais desses potenciais (¢', o/, 5,6) podem fornecer a mesma
quadrivelocidade, tornando-os equivalentes. Assim, pode-se escolher arbitrariamente o
valor inicial de um dos potenciais, com os valores iniciais dos outros trés sendo determinados

pela condicao fisica do fluido, expressa por U¥, u, s e pela equacao de estado.

Enfim, pode-se agora partir para a construgao do principio variacional euleriano
do formalismo de Schutz. Ele é equivalente ao do caso nao-relativistico, com a diferenca

de que a densidade lagrangiana agora inclui o elemento de integracao tipico de espagos
curvos. Assim, Ly = \/—gp.

Nota-se, através da Eq. (4.25), que a equagao de estado termodindmica é da forma
p = p(u,s), de modo que p = p(¢,a, 5,0,5,9,,). Essa dependéncia da pressao com os
potenciais-velocidade deve ser levada em conta ao se efetuar a variagao da agdo. Assim,

para o formalismo de Schutz, a acao do fluido perfeito é:
S = /d4$\/—9 p(¢,a, B,0,5, gu). (4.45)

A agado para a gravitacao pode ser escrita por meio da acao de Einstein-Hilbert,

dada por:

S, = / d'z/—gR. (4.46)

A situacao completa, envolvendo a geometria e o fluido, pode ser expressa por meio
da acao S, dada por:
S=5+S5r= /d4x\/—g(R + 2Kp), (4.47)
onde se incluiu a constante de acoplamento r := 87G /c?.

Realizando-se a variacdo da ac¢ado S via principio de Hamilton para cada um dos

potenciais envolvidos, obtém-se:

 Variacao 0g,.:
G[,LV = /{Tuya (448)

que sao as equacoes de Finstein.

o Variagao d¢:
(poU”),, =0, (4.49)

que ¢ a equagao de conservacao do nimero de barions.
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» Variagao 06:
U’s, =0, (4.50)
que é a equacao de conservacao da entropia.

» Variacdo ds:
Ue, =T, (4.51)

que identifica 6 com a termasia, isto é, a integral temporal da temperatura absoluta.

o Variagao da:
U'B, =0, (4.52)

que é uma relacdo de consisténcia para o vinculo f.

« Variacao §/:
U'a, =0, (4.53)

que é uma relacao de consisténcia para o vinculo «.

Utilizando a condic¢ao de normalizagao, Eq. (4.27) da quadrivelocidade e as equagoes

de conservacao, Eqs. (4.50) e (4.52), encontra-se:
U'¢, =—pu, (4.54)

que expressa uma relacdo dinamica do vinculo ¢ com a entalpia.

Enfim, a abordagem hamiltoniana do formalismo de Schutz segue a partir da analise
da agdo Sy, Eq. (4.45). Usando as variaveis ADM, pode-se escrever que /—g = Nvh. E
considerando a métrica induzida como constante, tem-se £; = p/N. Assim, segue que os

cinco momenta canonicamente conjugados sao:
p? = —pU'N, p*=p"=0, p’=ap? p°=06p° (4.55)

Uma vez que ha apenas um momentum independente, ha quatro vinculos sobre os

momenta, as chamadas equagoes ¢ de Dirac [134]:
pr=p"=0, p2=p"=0, p3=p"—ap’=0, w4=p"—6p° =0 (4.56)
A densidade hamiltoniana para o fluido perfeito sera dada por:
Hy = p®(¢+ af +03) — pN = —T9N, (4.57)

a qual deve ser acrescida dos m vinculos na forma de uma densidade hamiltoniana
Hpn = A"0,,. De modo que a densidade hamiltoniana para o fluido H g, levando em conta

os vinculos oriundos do formalismo de Dirac, é dada por:

Hp = Hy+ Mo = Hy + M. (4.58)
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Por sua vez, o campo gravitacional é descrito pela densidade hamiltoniana Hq
advinda do formalismo ADM:

Ha = NHo + N'H;. (4.59)
De modo que a densidade hamiltoniana total H fica:

M =He + 26Hp, (4.60)

onde se incluiu a constante de acoplamento k.

As novas variaveis \™ podem ser encontradas fazendo uso do procedimento de

Dirac para sistemas vinculados, e resultam [127]:
M=a XN=0, =3 M=s (4.61)

Portanto, a densidade hamiltoniana total do sistema, na formula¢do de Dirac, é

dada por:

H = NHo+ N'H; + 2k {p‘b(qz% +af +05) — pN + B(p* — ap®) + $(p° — Qp‘i’)} . (4.62)

4.4 Tempo emergente da dindmica interna do fluido perfeito

O formalismo de Schutz permite também derivar um parametro temporal emergente
da dindmica interna do fluido perfeito. Este procedimento foi primeiramente empregado
por V. G. Lapchinskii e V. A. Rubakov [135] para quantizar o campo gravitacional no
modelo FLRW. Os autores utilizaram a abordagem canoénica, aplicando o formalismo
ADM e o tratamento hamiltoniano de Dirac para vinculos. Através disso, foi possivel obter
um momentum canoénico associado a uma varidvel interna capaz de desempenhar o papel
de parametro temporal. O método inaugurado por eles foi posteriormente adotado por
diversos autores no campo da cosmologia quantica, visto que permite obter um operador
hamiltoniano bem formulado que governa a evolu¢ao do universo em termos dessa variavel
de tempo emergente [136]. O esquema, como descrito pelos autores para o caso de um

universo homogéneo e isotropico preenchido com fluido perfeito, sera detalhado a seguir.

Para iniciar, toma-se a métrica FLRW em coordenadas cartesianas para escrever o

elemento de linha ds na forma:
ds® = —N(t)%dt? + a(t)*(do* + dy? + dz?)., (4.63)

onde a(t) é o fator de escala e k a curvatura espacial.

Utilizando as varidveis do formalismo ADM, isto é, N := (—¢")~2 N, := gq; e

hi; := gi;, obtemos para o caso FLRW:
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Disso, obtemos que h := deth;; = a°, R®) = 6k/a?, K;; = —aad;j/N e K =
—3a/Na. Com isso, a densidade lagrangiana do campo gravitacional no formalismo ADM

é:

y 6k 6>
_ 3 ) 2\ 3
EG—N\/E(( )R—i—Kinﬂ—K)_Na <a2_N2a2> (4.65)
O momentum conjugado ao fator de escala a é dado por:
aﬁg 12aa
= —— = — : 4.66
Pa= "84 N (4.66)

De modo que a densidade hamiltoniana para o campo gravitacional é tal que:

2
He = poi — Lo = N (— 2];“@ - 6ka> . (4.67)

Para o modelo FLRW, no formalismo de Schutz aplicado a um fluido perfeito,
os potenciais a e  sdo nulos devido a simetria, pois eles descrevem o movimento de
vortices, que nao estao presentes neste contexto. Desse modo, a quadrivelocidade U, nessa
representacao € dada por:

U, =p (¢, +05,). (4.68)

Além disso, ao considerar um referencial inercial localmente comével com o fluido,

onde U, = (N,0,0,0), obtemos a seguinte expressao para a entalpia especifica pu:
=N+ 03). (4.69)

Substituindo este resultado, Eq. (4.69), na expressao da pressdo, Eq. (4.25), e
levando em conta que no formalismo de Schutz a densidade lagrangiana do fluido é dada

por Ly = Na?p, obtemos:

Ly = Na’w {}HN_I(QZB +63) ems/e, (4.70)

w
E 0s momenta canonicamente conjugados as variaveis do fluido sao dados por:

y 0Lp 0Lr

—s/w

oLy N‘1(¢+6’s)
Po="00 =" |7 w+1

Logo, a densidade hamiltoniana do fluido torna-se:

pé;Jrles

a3w

Hi = pod + pol) + pss — L = N (4.72)

A expressao da densidade hamiltoniana, Eq. (4.72), é bastante complicada e deve-se

buscar uma transformacao canonica que a simplifique. Para tanto, ela precisa preservar a
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estrutura das equagoes de Hamilton. Isso significa que as novas variaveis ) e P devem

obedecer as seguintes condigoes:
{QZ7P]} = 5;" {le QJ} = {P2>PJ} =0, (4'73)

onde {, } denota o paréntese de Poisson. Isso garante que as relagbes de comutagao

canonicas sejam mantidas.

Pode-se, entdo, propor novas varidveis canénicas (T, pz) e (¢, py) que atendam as
condigbes de canonicidade. Comegando-se por identificar a estrutura presente na Eq. (4.72),

w+1€s

pode-se propor a primeira nova variavel como o momentum ps = pg . Por sua vez, a

variavel conjugada T deve ser escolhida tal que, juntamente com ps, preserve as relagoes de

(w

. . . s (w1
comutagao canonica. Isso pode ser feito tomando-se T = pse™*py * ), de modo a cancelar

a dependéncia exponencial e polinomial de ps. Calculando-se os parénteses de Poisson

dessas novas variaveis, obtém-se:

{Topsh =1, {T,%} ={ps,ps} =0. (4.74)

Por sua vez, para garantir que as variaveis canonicas restantes também sejam transformadas
de maneira conveniente, sem alterar suas relacoes canodnicas, define-se py = py € ¢ =

¢ — (w+ 1)ps/py. Fazendo-se isso, os parénteses de Poisson se tornam:

{0.0s} =1, {0.0} = {Ps, s} =0, (4.75)

bem como os parénteses de Poisson cruzados entre diferentes pares de varidveis:
{(Z7 Q_ﬁ} = 07 {(’Zu Ij¢>} = OJ {pf7 Q_ﬁ} = 07 {pf7ﬁ¢} = 0. <476)

Essa exposicao justifica a introducao, pelos autores, da transformacgao canonica

CcOIMo:

—s —(w w s N pS —
T =pep, Y, pr=pitle, ¢:¢_(w+1)@’ Py = Dg- (4.77)

Como consequéncia, a densidade hamiltoniana total, dada pela soma das Eqgs. (4.67)

e (4.72), nas novas variaveis canonicas, é expressa como:

2
NP P
H=N ( Ji — Bka+ a3w> , (4.78)

isto é, na forma H = NH,, sendo H a super-hamiltoniana e agora incluindo um momentum
canonico linear ps advindo do fluido perfeito e conjugado a variavel interna . Esta variavel
pode ser considerada para desempenhar o papel de pardmetro temporal. Assim, usando as
regras de quantizacdo canoénica (ou método da analogia cldssica de Dirac), que promovem
os momenta classicos a operadores quanticos, pode-se considerar:

0
Do — —th—, px — —ih

5 (4.79)

aa
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onde se fez a identificacdo do parametro canonico com o tempo, ¥ = t, sendo t o tempo
coordenado. Assumindo o calibre cosmologico N = 1 e substituindo essas expressoes na
densidade hamiltoniana #H, Eq. (4.78), obtém-se o correspondente operador hamiltoniano
quantico 7:[, dado por:

1 2
o _ 6ka + ia’3‘“g (4.80)

H= e P

onde se tomou A = 1.

E possivel entdo definir a func¢io de onda U(a,t) como a representacao do estado
quantico do universo e aplicar a ela o operador hamiltoniano quantico 7. Em confor-
midade com a auséncia de um tempo absoluto e a invaridncia de difeomorfismos na
Relatividade Geral, assume-se que o estado quantico do universo deve satisfazer a condicao

de hamiltoniano total nulo, resultando na equagao de Wheeler-De Witt, expressa por:

A

H(a,t) = 0, (4.81)

que, aplicada ao operador H no contexto do modelo FLRW, Eq. (4.80), fornece:

1 o LD
(%LM — 6ka +a 3 8t> \If(a,t) = 0, (482)

equagao que descreve a quantizacdo de um universo homogéneo e isotrépico como um todo.

A solugao da equagao de Wheeler-DeWitt, contudo, costuma ser extremamente dificultosa.

Aqui encerramos a discussao dessa equacao, visto que tais discussoes fogem ao escopo
deste capitulo, que é simplesmente apresentar como o formalismo de Schutz possibilita
introduzir um parametro temporal através da dindmica interna do fluido perfeito, o que
foi realizado pela primeira vez por V. G. Lapchinskii e V. A. Rubakov. Esse procedimento,

inaugurado por eles, sera muito relevante em um capitulo posterior deste trabalho.

Neste capitulo, estabelecemos uma discussao breve sobre o formalismo de Schutz
para fluidos perfeitos, demonstrando como utilizd-lo para obter uma hamiltoniana de
matéria e uma dinamica interna que atua como parametro temporal. Também abordamos
a inclusao da hamiltoniana do campo gravitacional, derivada do formalismo ADM apresen-
tado no capitulo anterior. Essa abordagem é completa, pois integra geometria e matéria
de maneira coerente. Além disso, no capitulo a seguir, exploraremos a possibilidade de
modificar os espagos de fase na formulagao hamiltoniana, alterando a comutatividade usual
e possibilitando a realizacao de uma quantizagao por deformacgao. Serdao apresentados bre-
vemente o tratamento das nao-comutatividades via deformacao dos parénteses de Poisson,

a transformacao de Bopp e o formalismo Faddeev-Jackiw para teorias com vinculos.
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5 Elementos de nao-comutatividade em Fisica

Nowas regras redesenham lugares
e movimentos,
revelando padroes inéditos na

geometria do universo.

O estudo da geometria nao-comutativa [137-140] tem implica¢oes profundas em
varios campos da fisica, particularmente na cosmologia [141] e na gravidade quantica [142].
Enquanto na geometria comutativa convencional as coordenadas do espago-tempo seguem
as regras usuais da algebra comutativa, na geometria nao-comutativa ha a introducao de
uma estrutura onde as coordenadas podem nao comutar. Esta modificacao fundamental
da estrutura subjacente do espago-tempo pode levar a novas percepgoes e potencialmente
resolver problemas pendentes na fisica tedrica. A seguir, serd apresentada uma discussao
sobre a nao-comutatividade, que sera de grande importancia para as analises dos capitulos

subsequentes.

5.1 Breve Introducao a Nao-Comutatividade

Na teoria candnica cléssica, as coordenadas (¢*, p;) do espago de fase sdo varidveis
continuas que satisfazem a estrutura comutativa usual, dada pela algebra de Poisson

classica, onde existem as seguintes relagoes:
{¢",¢;} = {pipj} =0, {d'.p;} =6}, (5.1)

onde {A, B} denota os parénteses de Poisson para duas fun¢oes A e B no espaco de fase,

definidos como:

0AOB  0A0B
aqi Op; Op; aqi.

Na mecanica quantica, na abordagem da quantizagao candnica, as coordenadas

(A, B} = (5.2)

do espago de fase sdo promovidas a operadores em um espacgo de Hilbert, e os parénteses
de Poisson sao substituidos por comutadores entre esses operadores. Esta substituicao
é conhecida como a prescricdo de quantizacao, que pode ser descrita formalmente da

seguinte maneira [143]:
1.z,

onde {f, g} sdo parénteses de Poisson entre duas fungdes classicas f e g, enquanto [f, §] :=
f Jg-9 f sao comutadores entre os operadores correspondentes f e § no espago de Hilbert,

definidos. A constante h é a constante de Planck reduzida e ¢ é a unidade imaginéria.

Esta prescricao estabelece uma correspondéncia entre a dlgebra classica de obser-

vaveis, Ag, e a algebra de operadores quanticos, Aj, transformando as fungoes classicas
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em operadores. Especificamente, as coordenadas do espaco de fase, ¢' e p;, passam a ser

representadas por operadores ¢ e p;, que satisfazem as relacoes de comutacdo canodnica:
@', @) = [pi,p;] =0, [d'.p;] = ihd;. (5.4)

Essas relagoes de comutacgao refletem a estrutura quantica do novo espaco de fase,
onde a natureza das varidveis é fundamentalmente diferente, em contraste com a estrutura

continua descrita pelos parénteses de Poisson na mecanica classica.

H&a, porém, uma abordagem teodrica alternativa, chamada de quantizacao por
deformagao [144-148], no qual os observaveis quénticos sao gerados a partir de seus
equivalentes classicos, por meio de um produto nao-comutativo, chamado de produto
estrela (x;) ou produto de Moyal, que deforma a algebra dos observaveis classicos. Os

novos parénteses de Poisson deformados sao chamados de produtos de Moyal [149].

Para duas funges f e g, o produto estrela é definido como [144]:

, (5.5)
§1=62=¢

(F21.9)(€) = exp (G0 ey ) Fl0)(E)

onde ¢ denota um ponto no espaco de fase, e w,;, € chamado de estrutura simplética clissica,

0 0
Wy = ap (5.6)

WPy = 62 (5.7)

definida por:

e obedecendo a relacao

Para estabelecer a operacionalidade do produto estrela, é preciso expandir a

exponencial da Eq. (5.5) em uma série de poténcias, de modo que:

i a b — 1 i a b "
exp <2h%ba(sl>a<sz>> =2 (zhwaba@na(@)) - (5-8)

n=0

Com isso, o produto de Moyal, Eq. (5.5), pode ser escrito como:

(Fn0)©) = FO0€) + 3 (Gheantt ) S 69
§1=82=¢
onde f(&)g(&) := fg representa o produto usual entre fungoes. Assim, a expansao do
produto estrela pode ser escrita na forma geral como:
frng=fg+hBi(f,g) + W Baf,9)+ ..., (5.10)

onde B;(f,g) sdo operadores bidiferenciais, isto é, operadores diferenciais que atuam
em pares de fungoes (f,g) aplicando derivadas parciais simultaneamente a esses pares.

Explicitamente, para os primeiros termos:

1

(f g) .wab(aaf)(abgL BQ(f7 g) - 5 (;) wabwcd(aagcf)(abadg)v (511)
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fornecendo as corre¢des quanticas ao produto classico e refletindo as derivadas de ordens

superiores.

Esse procedimento permite expressar os novos parénteses de Poisson deformados

(parénteses de Moyal) em termos do produto estrela como:

{f.g}n=f*ng—g* f={fg}+O0R. (5.12)

onde os novos parénteses de Poisson, {, };, agora incorporam as corregoes quanticas aos
antigos parénteses de Poisson {,}. A notagdo O(h?) indica que as corregdes quanticas

comecam na ordem h?.

A principio, nada impede que se possa incluir deformagoes mais gerais na algebra
dos parénteses de Poisson. Isto pode ser feito através da modificacao da estrutura simplética
usual wy, para uma «,, mais geral, gerando uma algebra A, , dotada de um novo produto
estrela, dado por [150]:

1
(f 1 9)() = xp (Shaadle ey ) FED9E)] (513
§1=€2=¢
tal que a nova estrutura simplética se expressa como:
O dij + i
Qg = ! § , (5.14)
=0 — Xyl

e emerge a seguinte estrutura de Poisson deformada:

{6, ¢} noa = ih Oy, {6, i }ha = ih (055 + Xij), {pi:vj}ha = ik 1Ly, (5.15)
com a inclusao de nao-comutatividades através das matrizes antissimétricas ©;; e II,; e da

matriz simétrica ¥;;. Os coeficientes dessas matrizes sao os parametros nao-comutativos

da teoria.

Finalmente, no caso estritamente classico, ha uma algebra de Poisson A, obede-

cendo ao seguinte produto estrela, sem ik, dado por [151]:

1
(% () = exp (Goadley ey ) FED9E)| (516)
§1=62=¢€
que gera a seguinte estrutura de Poisson:
{in Qj}a = @ija {qiapj}a =0 + Eij: {pi7pj}a = Hija (5~17)

Uma exposicao detalhada sobre a quantizacao por deformacao foge do propdsito
deste trabalho, mas pode ser encontrada em Gutt et al. [152]. Aqui, serdo apresentadas
apenas essas ferramentas basicas que permitem uma compreensao adequada do contetido a
ser explorado nas segoes seguintes. Como deve ter ficado claro, implementar calculos nas
novas variaveis nao-comutativas usando parénteses de Poisson deformados é uma tarefa
muito complicada. E de grande interesse, entdo, escrever essas varigveis em termos das
variaveis comutativas usuais, cuja manipulagao é bastante familiar. E essa a proposta do

deslocamento de Bopp, que sera discutido na segao a seguir.
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5.2 Deslocamento de Bopp

O deslocamento de Bopp (em inglés, Bopp shift) é um método utilizado na quanti-
zagao por deformacao e na teoria da nao-comutatividade que permite expressar variaveis
nao-comutativas em termos de varidveis comutativas por meio de uma mudanca de variaveis.

O nome da técnica vem de F. A. Bopp, que a introduziu pela primeira vez [153].

As transformacoes do deslocamento de Bopp, que convertem as coordenadas nao-
comutativas em coordenadas comutativas, nao sao univocamente determinadas e podem
ser realizadas de varias maneiras, dependendo da escolha dos operadores diferenciais e dos
parametros de nao-comutatividade. Isto proporciona liberdade na escolha das fungoes de
deslocamento, resultando em diferentes representacoes matematicas equivalentes, desde
que todas sejam consistentes com a estrutura de comutacdo imposta pelas relagoes de

nao-comutatividade da estrutura de Poisson.

Por exemplo, para a estrutura de Poisson quéntica apresentada na Eq. (5.15),

pode-se propor o deslocamento de Bopp como transformagoes (¢;, p;) — (¢., p;) dadas por:

1 0

1
6 =4~ @Japj’ Pi=pitg (5.18)

as quais devem satisfazer as relagoes de comutacao da Eq. (5.15) para que representem

um deslocamento de Bopp legitimo.

Enquanto (g;, p;) sdo variaveis comutativas, que satisfazem as relagoes de comutagao
usuais, as varidveis nao-comutativas (¢., p;) devem obedecer as relagoes de comutacao da
algebra deformada dada por Eq. (5.15). Substituindo-se a Eq. (5.18) na Eq. (5.15), pode-se
confirmar a consisténcia da transformacao de Bopp com as relagoes de nao-comutatividade.
Caso nao fosse confirmada a consisténcia, deveria-se ajustar a transformacao de modo a

fazé-la obedecer a estrutura de Poisson requerida.

A seguir, serd apresentado um método particularmente ttil para a andlise de
sistemas com hamiltonianas de estrutura complicada ou que contenham vinculos. Este
método, chamado de formalismo de Faddeev—Jackiw, faz uso da estrutura simplética
em lugar da formalizacao tradicional baseada nos parénteses de Poisson. O formalismo

também admite extensoes para o tratamento da nao-comutatividade no espago de fase.

5.3 Formalismo de Faddeev—Jackiw

O formalismo de Faddeev-Jackiw, elaborado por L. D. Faddeev e R. W. Jackiw [154],
e posteriormente desenvolvido na forma de um algoritmo por J. Barcelos-Neto & C.
Wotzasek [155,156], consiste em um método eficiente de tratar sistemas com vinculo por

meio da eliminacado de graus de liberdade supérfluos.

O foco esta diretamente na estrutura candnica sem categorizar vinculos. A formu-

lacao é baseada em uma lagrangiana de primeira ordem nas derivadas temporais. Esta
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escolha esta longe de ser restritiva, pois lagrangianas de segunda ordem podem ser conver-
tidas a primeira ordem ao se introduzir variaveis conjugadas, preservando a generalidade
do formalismo. Tal escolha facilita a formulagdo hamiltoniana, quantizacao e manejo dos
vinculos, tornando a abordagem eficiente e abrangente, reformulando a dindmica sem

vinculos externos explicitos. Assim, seja a lagrangiana dada por:
L=pg' —H(p,q), i=1,...,n, (5.19)

onde p; e ¢' sdo varidveis canonicas conjugadas e H(p,q) é o hamiltoniano do sistema.
Introduzindo a coordenada do espago de fase de 2n componentes ¢ = (¢', p;), a lagrangiana

pode ser reescrita como:

Ldt = A;d¢" —V(€)dt, (5.20)

onde A; := Az é o componente de uma conexao 1-forma na formulacao do espago de fase

e V(&) = H(p,q) é o potencial simplético.

A partir da conex@o 1-forma A;, a estrutura simplética f;; ¢ definida como:

0A;  0A,
i = e — 5.21
.f] 857’ 853 ( )
o que leva as equacoes de movimento, derivadas das equagoes de Euler—Lagrange, serem
dadas por:
oV
& = =—. 5.22
ff = 56 (522
Quando f;; é ndo singular, existe uma inversa f% tal que:
.. oV
b= fY—, 5.23
é- 15 (523)
e a estrutura dos parénteses de Poisson generalizados é, por sua vez, definida como:
{&,¢)=rv. (5.24)

Por outro lado, quando f;; é singular, isto é, nao tem inversa, surgem vinculos.
Estes vinculos podem ser tratados variacionalmente até que se obtenha uma lagrangiana
sem vinculos, em um processo no qual variaveis nao essenciais sao identificadas e eliminadas
através do uso das equagoes de movimento associadas aos vinculos, e a estrutura simplética
fi; é rediagonalizada para remover essas varidveis e manter a estrutura canonica. Assim,

para uma lagrangiana de primeira ordem com M vinculos, dada por:

L=pid" — H(p,q) — Neu(p, ), (5.25)

onde A s3o multiplicadores de lagrange e o;(p, q) representam os vinculos, com [ = 1,..., M,
e as equagoes de movimento associadas aos vinculos sao usadas para eliminar as variaveis
nao essenciais. Esse processo pode ser iterado até que se obtenha uma lagrangiana sem

vinculos, semelhante a lagrangiana simplificada inicial.
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O formalismo de Faddeev—Jackiw fornece uma maneira eficiente e direta de lidar
com a quantizacao de sistemas dinamicos. Ele simplifica o processo ao focar na estru-
tura canonica e evitar a categorizacao tradicional de vinculos, sendo particularmente til
para sistemas onde a aplicagao direta do formalismo de Dirac é complicada ou imprati-
cavel [60,134]. Assim, a incorporacdo do formalismo de Faddeev—Jackiw no estudo da
nao-comutatividade permite a possibilidade de deformar a algebra original do espaco de
fase classico através da construcao da matriz simplética fif sem a necessidade de realizar

os cdlculos drduos dos parénteses de Poisson deformados {&7, 7}

A abordagem simplética de Faddeev—Jackiw ¢ amplamente utilizada em diversos
campos, como mecanica classica e quantica, teorias de calibre, matéria condensada,
gravidade e teoria de cordas [157-169]. Uma lista recente de publicagoes envolvendo
o formalismo simplético e a nao-comutatividade, com foco em cosmologia, pode ser
encontrada em [170-185].

5.4  Formalismo simplético generalizado

Para o estudo das nao-comutatividades, podemos utilizar um formalismo simplé-
tico generalizado [186], ancorado no formalismo de Faddeev-Jackiw e no algoritmo de
Barcelos—Wotzasek [187], e incorporar nao-comutatividades no espago de fase por meio de
uma estrutura simplética estendida [188]. Seja £* = (&', p;) as coordenadas do espaco de

fase com uma estrutura simplética estendida dada por:

x Oij dij + Xij
fab = ’ AN (5.26)
—0i; — Xy 1l

onde ©;;, II;; e 3;; representam as nao-comutatividades associadas, respectivamente, as

coordenadas generalizadas, aos momenta conjugados e aos termos mistos.

Para maior generalidade, adotamos a formulacao de Faddeev—Jackiw para campos
e sistemas continuos. No caso em que f,, é ndo-singular (invertivel), a matriz simplética

inversa satisfaz:

[ Fulw ) Py 2) dy = 826z — 2). (5.27)

Buscamos, portanto, uma lagrangiana de primeira ordem L cuja estrutura simplética

seja exatamente igual a fu. Assumindo o ansatz de FJ, temos:

L= A" — V(§), (5.28)
o qual generaliza a Eq. (5.20) para o caso nao-comutativo. Assim, ao assumir a lagrangiana
na Eq. (5.28), podemos, variando funcionalmente a agao correspondente com £ — £94 567,

integrando por partes e identificando f,, como o nicleo da estrutura simplética, obtemos:
514~5b($) B 64&7&(1‘).
68 (y) 68" (y)

fan(z,y) = (5.29)
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Dessa forma, a suposigao da Eq. (5.28) juntamente com a defini¢ao da Eq. (5.29)
garante que f,, representa a estrutura simplética do sistema. No entanto, as quantidades
Ag ainda precisam ser determinadas. Para isso, impomos que a estrutura definida na
Eq. (5.29) deva coincidir com a formulagao nao-comutativa em blocos dada na Eq. (5.26).
Assim, utilizando as Eqs. (5.26), (5.27) e (5.29), obtemos um sistema de equagoes que

permite a determinacdo das quantidades Az, a saber:

OY Bz, y) + (67 + ) Az, y) = 6,.6(z — y), (5.30)
Ajp(z,9)07" + (67 +X9)Cjx(z,y) = 0, (5.31)
— (6" + ") B(z,y) + 17 Aji(z,y) = 0, (5.32)
Ai(2,9) (07 +27) + IV Cje(, y) = did(z — y), (5.33)
onde
0A; (x)  0Ag ()
Az, y) = =2 — 5.34
#OY) =) T ) (531
0Az (x)  6A; (1)
Bip(z,y) = =822 — B 5.35
#09) = 50 54() (53
0As () 04 (o)
Cirlz,y) = 2= — 2 5.36
#(29) ope(y)  p;(y) (539
Como consequéncia, podemos construir uma lagrangiana de primeira ordem dada
por:

Lyo = Aut* —V (@), (5.37)

onde as quantidades Az agora sdo determinadas a partir da solugao do sistema de equagoes
da Eq. (5.33). Desse modo, pode-se aplicar tal formalismo simplético generalizado a um
dado modelo em consideragao para derivar um sistema de equagoes que possibilite a
determinacao da solucao nao-comutativa. A vantagem dessa abordagem é que ela fixa de
maneira nao arbitraria a transformacao entre variaveis nao-comutativas e comutativas, em
contraste com outras tradicionais, em que tais transformacoes sao introduzidas de forma

ad hoc.

Concluimos, assim, nossa analise sobre a nao-comutatividade, destacando os pontos
essenciais que serao utilizados na construcao de modelos de universo nao-comutativos nos
capitulos ulteriores. No proximo capitulo, apresentaremos uma discussao sobre os modelos
homogéneos e anisotropicos de Bianchi, com énfase no modelo Bianchi I, que servird como

base para os modelos nao-comutativos a serem desenvolvidos.
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6  Modelos de universo homogéneos e anisotrépicos

O espaco

restgnado a4 sua simetria,
avanga desigual nas direcoes.
Em sua eterna marcha,
preserva curvas e angulos,

e deixa 0s lugares indistintos.

6.1 Introducdao aos modelos cosmologicos homogéneos e anisotropicos

Na exposicao da teoria da Relatividade Geral, realizada no Capitulo 2, foi dada
énfase a construgdo do modelo de universo homogéneo e isotropico, partindo da suposigao
do principio cosmolégico até a formulagao do modelo dinamico FLRW. Neste contexto,
o elemento de linha assume uma forma simétrica e simplificada, caracterizada por uma
tnica funcgao livre, o fator de escala a(t), que varia com o tempo coordenado t. Este fator
descreve a expansao ou contracao do universo de maneira uniforme em todas as diregoes,
em conformidade com a hipétese de isotropia, segundo a qual as propriedades fisicas do

universo sao invariantes em qualquer direcao.

No entanto, é possivel construir modelos que dispensam a isotropia, mas ainda
preservam a homogeneidade. Isto porque a isotropia nao é uma condigdo necessaria para
a homogeneidade. Nesses modelos mais gerais, conhecidos como modelos homogéneos e
anisotropicos, o elemento de linha pode assumir formas mais complexas, envolvendo varias
funcoes livres que variam ao longo do tempo. A importancia de tais modelos reside na
capacidade de descrever o universo primordial, sob a suposi¢ao de um inicio anisotrépico,
no qual a expansao do universo possa ter ocorrido de forma nao uniforme em diferentes
direcoes [189-191]. Neste sentido, a discussao que se segue neste capitulo apresentara os
modelos de Bianchi, que sao exemplos de universos homogéneos e anisotropicos, explorando
brevemente suas caracteristicas, com énfase no modelo Bianchi I. E importante esclarecer
que, embora o Capitulo 5 tenha introduzido o conceito de nao-comutatividade, a andlise

desenvolvida aqui se restringe ao caso comutativo.

6.2 Apresentacao dos Modelos de Bianchi

Os modelos de Bianchi [192], nomeados em homenagem ao matemético L. Bian-
chi [193], constituem uma classe de solugoes cosmoldgicas dentro da Relatividade Geral.
Esses modelos sao caracterizados por simetrias espaciais especificas que garantem a homo-

geneidade das segoOes espaciais. Isso significa que cada ponto do espacgo é indistinguivel
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de qualquer outro sob as transformagoes do grupo de simetria espacial, que preservam as

propriedades espaciais.

Matematicamente, essas simetrias espaciais sao descritas pelos vetores de Killing,
denotados por &;, os quais geram as isometrias, que sao transformacoes que mantém a
métrica inalterada. Cada um dos modelos de Bianchi é distinguido por um conjunto
especifico de vetores de Killing. Os vetores de Killing sdo linearmente independentes e

satisfazem a relagdo de comutacao dada por:
[, = CPiié, (6.1)

onde Ckij sao as constantes de estrutura, que caracterizam a algebra de Lie associada
ao grupo de simetria espacial. Além disso, esses vetores satisfazem a equacao de Killing,

expressa por:
Le, Gy = fi/\akgw/ + gu/\&/fi)\ + gAuaugi)\ =0, (6.2)

onde L, representa a derivada de Lie da métrica g,, ao longo do vetor &;.

A classificacao de Bianchi organiza os seus modelos em duas classes, de acordo com
uma condigao imposta a C¥;;. A Classe A obedece a condigdo de que o trago da constante
de estrutura é nulo (C%; = 0), enquanto a Classe B ndo. Cada modelo ¢ numerado
utilizando um algarismo romano, que varia de I a IX, conforme a convengao tradicional. A
classificacao faz uso de quatro parametros fundamentais, derivados de uma reformulagao
conveniente das constantes de estrutura. Assim, as constantes Ckij podem ser escritas na
forma:

Ckij = Eilelk7 (6-3)

onde €;; é o simbolo de Levi-Civita, totalmente antissimétrico, e C* é uma matriz
diagonalizdvel chamada de tensor de estrutura. Esta matriz pode ser decomposta em
termos de uma parte simétrica n¥/ e uma parte antissimétrica associada a um vetor a*, da
seguinte forma:

C = n¥ 4 eikgk, (6.4)
onde n” pode ser diagonalizado como n*” = diag(ny,ns,n3), com n; representando a
curvatura espacial na direcio z‘, que pode ser positiva (1), negativa (—1) ou nula (0).
Ja a*, relacionado & componente antissimétrica do tensor de estrutura, estd associado a
vorticidade do modelo e pode ser simplificado como a* = (a, 0, 0), sendo que um valor nio
nulo deste vetor representa uma rotagao presente na geometria do espago e com magnitude
a. A Tabela 2 apresenta a classificagdo de Bianchi por meios dos parametros a, ni, no e

ns.

O elemento de linha dos modelos de Bianchi pode ser descrito de maneira geral

utilizando a seguinte expressao:

ds® = —N?(t) dt* + v;;(t) w'e?, (6.5)
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onde 7;;(t) é uma matriz simétrica dependente do tempo que descreve os fatores de escala
associados as componentes espaciais da métrica, enquanto w’ sdo I-formas, isto é, funcoes

lineares das coordenadas espaciais associadas as simetrias do espaco no modelo considerado.

Tabela 2 — Classificagao de Bianchi

Classe | Modelo | a | ny | ne | n3
A I 0,0 1071] 0
A II 0O, 1 10710
A VI, 00| 1]-1
A VII, 0] 1|1 0
A VIII o} 1]1]-1
A IX 0] 1|1 1
B 111 110111 |-1
B 1A% 11010 1
B \% 11000
B VI, al 0|1 ]-1
B VII, al 0|1 1

6.3 Estrutura e Dinamica do Modelo Bianchi I

O modelo Bianchi I é um dos exemplos mais simples de universo homogéneo e
anisotropico. Ele é caracterizado pela auséncia de curvatura espacial e diferentes taxas de
expansao ou contracao ao longo das trés dire¢oes espaciais ortogonais entre si. O modelo
costuma ser representado por trés fatores de escala a;(t), as(t), as(t), correspondendo
a expansoes ou contracoes independentes nas direcoes x, y e z, respectivamente. Desse

modo, o elemento de linha é expresso como:

ds® = —N2(t)dt® + a3 (t)dx® + ai(t)dy® + a3(t)dz?, (6.6)
com matriz de estrutura v;;(t) = diag(a?, a3, a3) e 1-formas w' = (dz, dy, dz).

E conveniente reescrever os fatores de escala em funcio das varidveis de configuracao
Bo(t), B+(t) e B_(t), chamadas varidveis de Misner [194-196], dadas por:

In(a1) = fo + By + V36, In(az) = fo + By — V35, In(ag) = 6o —28;. (6.7

Dai, é possivel notar que a variavel [, assume um papel de logaritmo do volume
V(t) = a3(t) para um modelo isotrépico baseado em um fator de escala a(t) que seja a

média geométrica dos fatores de escala anisotrépicos, isto é:
a(t) = (a1(t)az(t)as(t)"?, (6.8)

visto que neste caso tem-se:

1 1 1
By = g(ln a; +Inay +1Inaz) = gln(alagag) = gan- (6.9)
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Assim, por meio dessa reparametrizacao pode-se considerar um novo conjunto de
variaveis de configuracao a(t), 54 (t) e f_(t), em que a primeira delas corresponde a um
fator de escala isotrépico e as duas ultimas sao dois graus de liberdade independentes para

a anisotropia. Portanto, pode-se escrever:

ar(t) = a(®)eP V30 ay(t) = a(t)e® V3P as(t) = a(t)e P+ (6.10)

Apés esta reparametrizagdo, o elemento de linha dado pela Eq. (6.6) pode ser

reescrito na forma:

ds® = —N2(£)dt? + a?(t) [ 2P+ V30D dp? 2P+ V3B qy? 4 e 4Pr g2 (6.11)

Note da expressao acima que, se 34 (t) e f_(t) tendem a zero ou valores constantes
para um determinado valor de tempo, a métrica Bianchi I tende a métrica FLRW. Para
verificar isso, considere que os parametros 3, e _ se tornem constantes com o passar do
tempo, ou seja:

By — by, [ —b_, (6.12)

onde by e b_ sdo constantes correspondendo, respectivamente, aos limites assintéticos de
isotropizacao dos parametros 5y e S_. Deste modo, o elemento de linha Bianchi I, dado

pela Eq. (6.11), se torna:
ds* = —N*(t)dt* + a*(t) 2+ V) g2 4 62(b+_‘/§b*)dy2 + e 4+ 22, (6.13)

E entdo podemos realizar a seguinte transformacao de coordenadas:

T=e Vg g bV g ey (6.14)

onde (Z,y, Z) sdo novas coordenadas cartesianas com os dominios usuais. Em termos das

novas coordenadas, o elemento de linha da métrica Bianchi I, Eq. (6.13), assume a forma:
ds®* = —N?(t)dt? + a®(t)(dz* + dij* + dz*), (6.15)

que corresponde ao elemento de linha isotrépico do modelo FLRW. Assim, o modelo
Bianchi I pode ser entendido como uma generalizacao anisotropica do modelo FLRW plano.
Pode-se, portanto, especular que a equacao da métrica Bianchi I original corresponda a
uma fase anisotropica no universo primordial, enquanto a equacao resultante represente
a fase isotropica no universo atual, e o modelo poderia ser usado para descrever essa

transicao de fases.

Agora, para estudar a dindmica do modelo Bianchi I, partimos da a¢do de Einstein-

Hilbert sem fontes de matéria ou constante cosmolégica. Esta acdo é dada por:

S = /d%ﬁ — ;/d‘*m/——g}z, (6.16)
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onde g é o determinante da métrica e R é o escalar de Ricci.

O modelo Bianchi I, apesar de anisotrépico, possui uma simetria residual sob trans-
lagoes espaciais, e é possivel aproveita-la antes de realizar a variacao da acao, simplificando
assim a obtengao das equagdes de movimento. Dito isso, considerando que N(t) é fungao

apenas do tempo, encontra-se que o determinante da métrica Bianchi é dado por:
9= —N()a(t), (6.17)

enquanto o escalar de Ricci R para essa métrica é:

i aN a2 p2 B2
R=6 — =) 6.18
<N2a N3a+N2a2+N2+N2 ( )

Inserindo-se as Egs. (6.17) e (6.18) na Eq. (6.16), e efetuando-se as integragoes

por partes e simplificagoes, obtém-se que a densidade lagrangiana £ é dada por:
3 N2 . )
L=—ad [— (Z) + 8% + BQ] : (6.19)

onde o simbolo de ponto (') denota a derivada temporal.

Dai, os momenta canonicamente conjugados as variaveis a, 8, e S_ sdo, respectiva-

mente, as variaveis p,, p+ € p_, dadas por:

% N T T N Tl N

_OL  6aa 0L  6a°By 0L 6a’B-

Pa (6.20)

A densidade hamiltoniana H ¢é obtida através da transformagao de Legendre:
H =pai+p By +p- B — L, (6.21)

e pode ser escrita como:

) 2 2
Py Py p-

H=N|— ) .22
12a + 12a3 + 12a3 (6.22)

As equagdes de evolugao podem ser derivadas usando as equagodes de Hamilton:

O0H . OH

-1

= . P = ——, 6.23
‘=g, P o7 (6.23)
das quais resultam as seguintes equacoes diferenciais:
: Nps . _ Np . _ Npo
a4 = — ) 64— = ;_7 6— = A3
6a 6a 6a
2 2 4 2 (6.24)
pa=N{—Lo L BTN 0 0 po—0
¢ 12a2 4at )’ ’

as quais podem ser combinadas no seguinte sistema de equacoes:

@ _ Npa a* (pi +p2

a  6a?’

. a _N2
@+ 2445

v ),m:ﬂ:a (6.25)
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o qual descreve a dindmica do fator de escala isotrépico e a evolucao das anisotropias.

Encontrar uma solucao para o sistema de equacoes acopladas do modelo Bianchi I,
Eq. (6.25), é bastante complicado. No entanto, hd uma solugao particular para o caso
de vacuo, proposta por E. Kasner [197], que é descrita por uma métrica cujas escalas
espaciais evoluem ditadas por expoentes constantes. O elemento de linha dessa métrica,

chamada de métrica de Kasner, é dado por:
ds? = —N2dt? + t*0da? + "+ dy? + t*-dz?, (6.26)

onde kg, ky e k_ sao constantes chamadas de expoentes de Kasner, que satisfazem as

seguintes restri¢oes, conhecidas como condigoes de Kasner:
ko+ky +k =1, K+k2+k =1, (6.27)

que garantem que as escalas espaciais evoluam de forma equilibrada e que a curvatura
do espago-tempo se mantenha consistente com as equagoes de campo de Einstein em um

universo vazio.

O elemento de linha da métrica de Kasner, Eq. (6.26), pode ser obtido através do
elemento de linha de Bianchi I na parametrizacao de Misner, Eq. (6.11), assumindo-se

que as variaveis de configuragao a, S, e S_ sejam dadas por:

a(t) =t Bu(t) = <k°+kg_2’“—> Int, B_(t) = <k02_\/§+> Int, (6.28)

o que pode ser verificado substituindo-se Eq. (6.28) em Eq. (6.11).

O modelo Bianchi I na presenca de matéria nao apresenta solucao tao direta quanto
a solucao de Kasner para o vacuo. Nao obstante, é muito importante considerar casos
mais realistas, como por exemplo, a presenca de radiacao, tao relevante no universo
primordial. Neste sentido, varios modelos com métrica Bianchi I foram propostos no
aAmbito da relatividade geral, no nivel cldssico ou quantico [198-214]. O capitulo seguinte
sera devotado a expandir essas consideracoes e construir um novo modelo Bianchi I

nao-comutativo com fluido perfeito e explorar suas implicagoes.



69
7  Modelo Bianchi I ndo-comutativo com fluido perfeito de radiacao

Conforme discutido no capitulo anterior, o modelo Bianchi I pode ser utilizado para
descrever um possivel cenério inicial homogéneo e anisotrépico do universo primordial, que
com o tempo se tornou homogéneo e isotropico, como indicam as medigdes cosmologicas
do universo atual. A abordagem mais simples nesse contexto é a solucao exata de Kasner,
que considera o universo vazio de matéria. No entanto, essa solucao nao é adequada
para descrever o balanco de energia atual ou as eras anteriores pelas quais o universo
aparentemente passou. E necessario incluir termos de matéria e energia para que o modelo
se torne mais compativel com o comportamento do universo em diferentes eras cosmolégicas.
Nesse sentido, podemos considerar um fluido de radiagdo para modelar as primeiras etapas

do universo, o que se mostra bastante adequado.

A medida que retrocedemos ainda mais na fase primordial do universo, as escalas
de comprimento diminuem drasticamente enquanto as escalas de energia se elevam a
niveis extremos, sendo necessario o uso de uma teoria que incorpore efeitos quanticos
dentro de um regime relativistico. E, portanto, necessario utilizar uma teoria de gravidade
quantica, embora nenhuma teoria completamente satisfatéria tenha sido formulada até o
momento. Além disso, mudancas mais profundas podem ocorrer ao se considerar topologias

alternativas do universo [215].

Neste capitulo, discuto um modelo cosmolégico que busca incorporar tais conside-
ragoes, cuja formulagao foi inicialmente apresentada em coautoria com meu orientador,
conforme publicado em [216], sendo aqui apresentado com maior detalhamento no contexto
desta tese. Propomos uma dindmica de evolucao do universo que parte de um estado
homogéneo e anisotrépico com secoes espaciais planas, convergindo para a isotropia ob-
servada atualmente. Adicionamos ao modelo a suposicao de que o espaco de fase possui
uma estrutura nao-comutativa, que se torna mais significativa quanto mais proxima da
fase primordial do universo. Essa nao-comutatividade é compativel com a abordagem
quantica da quantizacao por deformacao de Moyal. Contudo, exploramos o cenario em que
esses efeitos quanticos na escala de Planck ja sao diluidos, deixando apenas um residuo

nao-comutativo.

Discutimos principalmente como essa nao-comutatividade residual pode descrever
a expansao acelerada do universo, atuando como um impulsionador da taxa de expansao
para um determinado contetido de matéria. As principais explicacoes levantadas para esse
fendmeno geralmente o atribuem a um novo tipo de matéria com propriedades distintas
da matéria convencional [217] ou a modificagoes na natureza geométrica através de teorias
gravitacionais que diferem da Relatividade Geral [218]. A abordagem aqui empregada ja
foi discutida em trabalhos anteriores para outros modelos [219-231] e se aproxima dessa

ultima, pois atribui a geometria nao-comutativa a causa da expansao acelerada, embora
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mantendo a Relatividade Geral.

Neste capitulo, consideramos a presenca da nao-comutatividade na explicacao da
expansao acelerada do universo. Em particular, investigamos se a nao-comutatividade
entre varidveis métricas e variaveis de fluido pode alterar a isotropizacao do modelo.
Para isso, construimos um modelo Bianchi I ndo-comutativo, homogéneo e anisotropico,
acoplado a um fluido perfeito de radiacao, utilizando a Relatividade Geral como a teoria
gravitacional. Nossa principal motivacao é determinar se o presente modelo tende a um
modelo nao-comutativo homogéneo e isotrépico do tipo FLRW em sua evolucao. Mais
especificamente, buscamos estabelecer como os parametros e condigoes iniciais do modelo

influenciam quantitativamente a isotropizagao deste sistema.

Realizamos um estudo da dindmica desse modelo resolvendo numericamente as
equacoes de evolucao para os fatores de escala e comparando os resultados com o caso
comutativo. Além disso, analisamos como cada pardmetro contribui para a expansao e
isotropizacao do universo, e fazemos estimativas das ordens de grandeza do parametro
nao-comutativo para diferentes fatores de escala. Por fim, encerramos com uma rapida

comparag¢ao da dindmica do modelo considerando diferentes tipos de fluidos perfeitos.

7.1 O modelo Bianchi I comutativo para um fluido perfeito genérico

Antes de incluir a ndo-comutatividade no modelo cosmoldgico Bianchi I, é necesséario
construir o modelo comutativo utilizando os parénteses de Poisson usuais. Para isso,
empregaremos a formulagdo hamiltoniana canonica, onde o setor geométrico sera descrito
pelo formalismo ADM, que decompoe o espago-tempo em folhas espaciais (cf. Capitulo 3),
e o setor de matéria serd tratado pelo formalismo de Schutz, que permite uma representagao
conveniente da dindmica de fluidos perfeitos (cf. Capitulo 4). Alguns resultados ja foram

detalhadamente deduzidos em capitulos anteriores, e, portanto, nao serao repetidos aqui.
Como visto no capitulo anterior, o elemento de linha da métrica de Bianchi I pode
ser escrito em termos das varidveis de Misner da seguinte forma:

ds® = —=N2(t) df* + a*(t) [P HV30)da? 4 2P V3 dy? 4 4d2?) (71)

onde a(t) é o fator de escala isotrépico e 51 (t) sdo parametros de escala anisotrépicos.

A acdo total, que inclui tanto o setor gravitacional quanto o setor de matéria
representado por um fluido perfeito, pode ser descrita pelo seguinte principio variacional,
ja discutido na Eq. (4.47), dado por:

S=95,+S5;= /d4x\/—g (R + 2kp), (7.2)

onde S, = [d*z L,, com L, = /—gR, corresponde ao setor gravitacional, e S; = [d*z Ly,
com Ly = /—gp, representa o setor de matéria para um fluido perfeito. Ambos os setores

estao relacionados através da constante de acoplamento s da forma usual.
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Substituindo na Eq. (7.2) o determinante da métrica (cf. Eq. (6.17)), o escalar de
Ricci (cf. Eq. (6.18)), a expressao da pressao na representacao de Schutz (cf. Eq. (4.25)),
e adotando um sistema de coordenadas coméveis com o fluido, onde a entalpia é dada por

(cf. Eq. (4.69)), a acdo total toma a forma:

6a” 65’2 6% L w .
S /d4 [ Na2 N+ + N +2/€N WW(¢+98)1+W€ | (73)

onde S = [d*z L, com densidade lagrangiana total £ = £, + L£;. Isto permite calcular

os momenta canonicamente conjugados as variaveis a, ., f_, ¢, s, 0s quais sdo escritos

como: . .
oL 12aa oL  12aB4 oL  12a33_
Po= 77 =" P+= o ) pb- = = )
oa N oJo N 06— N (7.4)
oL N : _oc '
— 2 (kW — 3 ¥ 1/w —s/w X —0
Pe= o = B o 0TI b= g = 00
A densidade hamiltoniana H ¢é definida via transformacao de Legendre:
H = pai+py By +p-f- + o+ pss = L, (7.5)
e resulta na expressao:
3 paa’ p+ p2 3 1
_ =N |a~ 2Kk) Ya efp | . :

Por sua vez, fazendo-se uso da transformacao candnica de Lapchinskii e Rubakov
(cf. Capitulo 4), dada por:

w w w s —w Ds _
T = pee=p, " r)Y, pr=phteet2m) Y, g=¢ (1+w)pf¢7 Ps=pg, (7.7)

pode-se incluir um novo parametro 7' como um tempo intrinseco e seu momentum pr e

entao realizar a mudanca da densidade hamiltoniana para:

2

2 2
- b,a p p —3w
?‘[(pa;p—‘mp—va,a) - N [CL 3 <— 24 + QZ -+ 24> +a 3 pT] . (78)

Finalmente, adotando o calibre cosmolégico N = 1, a hamiltoniana total do sistema

torna-se: )

Dq p+ i 3w

H=— . 7.9
24qa + 24a3 + 24a3 ta Tpr (7.9)

Pode-se encontrar a dinamica do modelo através das equagoes de Hamilton, que

sao dadas por:

: oH L p,
a = {G,H} - apa - _EE’ (710)
Pa = {Pa, H} JoR 1w lpe 102 + 3wa ) p (7.11)
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OH 1 py

Be={Bs, H} = RRTY (7.12)
P+ = {ps, H} = —SZ =0, (7.13)
T={T,H}= g:i =a (7.14)
pr = 1{pr,H} = ‘?; = 0. (7.15)
A Eq. (7.15) pode ser integrada para fornecer:
pr = po, (7.16)

onde py ¢ uma constante de integracao identificada como a densidade de energia do fluido
em um certo instante ty;. Esta correspondéncia ocorre porque o termo H; = a"**pr na
hamiltoniana, Eq. (7.9), tem a forma de uma energia total do fluido E; = pa®, com p

obedecendo a relagao:
p = poa *0H), (7.17)

que € a expressao para a densidade de energia de um fluido perfeito com equagao de estado
barotrépica p = wp.
Por sua vez, a integracao das Eqs. (7.13) fornece novas constantes (4 ligadas a

anisotropia, dadas pela seguinte relacao:

P+ = \/? (7.18)

Note que os os termos associados as anisotropias, Hy = pia~3/24, que aparecem
na Eq. (7.9), tém caréter estritamente cinético e descrevem a contribui¢ao dindmica das
anisotropias ao sistema. Embora matematicamente apresentem uma dependéncia em a3
similar a densidade de energia de um fluido de matéria rigida (w = 1), tal semelhanca é
apenas formal e nao representa uma equivaléncia fisica. Diferentemente dos termos de
fluido que derivam de potenciais associados & matéria, os termos H. provém diretamente

da parte cinética da acao e refletem exclusivamente os graus de liberdade anisotrépicos.

Ao se diferenciar a Eq. (7.10) em relagio ao tempo e substituir nela as Eqgs. (7.11),
(7.16) e (7.18), obtém-se a equacao de evolugao para o fator de escala isotrépico:
1 aj G+ + (- wpo

) 7.19
21 a 48ad +2a3“+2 ( )

a=

Por outro lado, ao se tomar a derivada temporal da Eq. (7.12) e substituir o valor de

p+ dado pela Eq. (7.18), obtém-se a equagao de evolugao para os pardmetros anisotrépicos

Ba:
ey

Be =2 ra, (7.20)
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a qual pode ser reescrita de forma mais conveniente, utilizando novamente a Eq. (7.12),

COIMo:

3Hp: + P =0, (7.21)
onde H = a/a é o pardmetro de Hubble.

Desse modo, tem-se um sistema de trés equagoes para a(t), 54 (t) e B_(t), que devem
ser complementadas por condigoes iniciais adequadas. Essas condicoes sao delimitadas
por vinculos que garantem a fisicalidade da solucao. O primeiro vinculo é obtido impondo
a condi¢ao da super-hamiltoniana H = 0. Aplicando esta condi¢ao a Eq. (7.9), e usando
as Eqs. (7.10), (7.16) e (7.18), obtém-se:

—3(14w)
H2 — (++C— _'_Poa

22
144aS 6 ’ (7.22)

que é uma equagao do tipo de Friedmann para H = a/a. Os demais vinculos podem ser

obtidos da combinacao das Egs. (7.12) e (7.18), e s@o expressos como:

: 1 VGt
= ——, 7.23
b= LV (7.23)
Portanto, a solucao do sistema gravitacional Bianchi I acoplado a um fluido perfeito

serd dada pela solugao de a(t), 54 (t) e f_(t) para o sistema de Eqgs. (7.19) e (7.21), sujeitos

aos vinculos definidos pelas Eqgs. (7.22) e (7.23).

7.2 O modelo Bianchi I nao-comutativo para um fluido perfeito genérico

Para a construcao do nosso modelo Bianchi I nao-comutativo, consideramos que a
nova densidade hamiltoniana H,. mantém a mesma forma funcional daquela do modelo
comutativo, conforme apresentada na Eq. (7.8). Desse modo, em termos das varidveis

nao-comutativas, denotadas pelo subescrito nc, podemos escrever:

2 2 2
_ panc _|_ p+11c + p_nc + a;cgprntﬂ (724)

Hue =
24an.  24ad.  24a3,

onde escolhemos o calibre N,. = 1, o que simplifica as equag¢des dindmicas mantendo a

generalidade necessaria para a analise.

As novas variaveis nc devem obedecer a relagoes de comutacao modificadas, descritas
por parénteses de Poisson deformados. Neste modelo, impomos que as variaveis nao-

comutativas (ane, Puc, Tne, D1, ) Satisfagam os seguintes parénteses de Poisson deformados:

{anc7anc} = {Tnmpanc} - ’77 (725)

além dos parénteses de Poisson usuais:

{ancapanc} = {5incapinc} = {TnCaanc} = 17 (726)
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com todas as outras combinagoes sendo nulas. O termo 7 na Eq. (7.25) representa o paré-
metro ndo-comutativo do nosso modelo. Como estamos considerando a nao-comutatividade
como um efeito residual no universo atual, assumimos que v é muito pequeno (|y| < 1).

Dessa forma, v sera considerado até a primeira ordem, exceto quando indicado em contrério.

Para simplificar a descri¢cao do modelo nao-comutativo, realizamos um deslocamento
de Bopp (cf. Capitulo 5), de modo a introduzir transformagoes candnicas que conectam as
variaveis nao-comutativas (ane, Payes Stnes Ptnes Ine, PT,.) & UM novo conjunto de varidveis
comutativas (ac, Pa., O+, P+, Te, P, ). Essas varidveis comutativas obedecem os parénteses
de Poisson usuais, facilitando o tratamento matematico do modelo. Assim, considerando
os parénteses de Poisson deformados da Eq. (7.25), as seguintes transformagoes conectam

as variaveis nao-comutativas as comutativas:

Qpe — Qe + %Tca Pane — Pac + %me

6inc — 5ic7 p:‘:nc — pitc? (727)

Tnc — Tc + %a'm PT.. — PT. + %pac7

onde o subescrito ¢ denota as varidaveis comutativas. Essas transformacoes dadas pelas
Egs. (7.27) sao consistentes com a nova algebra dos parénteses de Poisson Eqgs. (7.25) e
(7.26) até a primeira ordem em 7, quando se utilizam os parénteses usuais para as variaveis
comutativas. E importante destacar que essas transformacoes nao sao Unicas, e outras

também poderiam ser propostas.

Com essas transformagoes, podemos reescrever a densidade hamiltoniana nao-
comutativa total H,., dada pela Eq. (7.24), em termos das varidveis comutativas apresen-

tadas nas Eqgs. (7.27). Assim, obtém-se que:

o (pa + 2p2)’ A
24 (e + 3T.) (7.28)

2 (ac+ i) 2 (a+ 3T

y ‘3“( v )
C *Tc A a .
+<a+2 ) P 5 Pac

A partir da expressao da hamiltoniana nao-comutativa em termos das variaveis
comutativas, Eq. (7.28), calculamos as equagoes de Hamilton por meio dos parénteses de

Poisson usuais. Isso resulta no seguinte conjunto de equacoes diferenciais:

. OHne 1 ¥ YA\ Yo\
c — cy Ilncf — - — X a = c *Tc = c 7TC 5 7.29
e = {ac, Huc} e 12<pc+2pTC)(a+2 ) +2<a+2 ) (7.29)

. OIHHC
pac - {pacaan} - aCLC

= —24 (ac _:;TC>2 + SW + 3w (ac + 2Tc) (pTc + 2pac) ,

(7.30)
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ne 1
Oloe _ 1 __ P (7.31)

Bre = {Baes Hac} = 0. IQM

OHne
Dy, = nef = — =0, 7.32
pic {pitﬂ H } a/B:tC ( )
- OHnc 7 Pac + 301, ( v >—3w
c = c)y Ilncf — = C 7TC ) .
Te ={T., Hue} o 54 ac+%Tc+ ac+ 5 (7.33)
OHne

pTc = {me%nc} = — oT

v (Pac + %pTC)Q

B 1 pi +12,
2 8

(ac + %Tc)

0l —3w—1 v
1 + 3w (ac + Tc> <pTc + pac) )
2| 24(ac+1T.) 2 2

(7.34)

Para encontrar o comportamento dos fatores de escala comutativos, é necesséario
combinar as Egs. (7.29)—(7.34) para obter um conjunto de quatro equagoes diferenciais
para ac(t), By (t), B_.(t), T.(t) e suas respectivas derivadas temporais. Comegando pela

inspecao das Egs. (7.30) e (7.34), encontramos que:

Pr. = oo (7.35)

o que imediatamente resulta em:

pr. = %pac + C, (7.36)

onde C' é uma constante de integragdo. Fisicamente, para o caso comutativo (v =0), C
representa a densidade de energia do fluido para um determinado instante, sendo, portanto,

uma quantidade positiva. Ademais, integrando as Eqs. (7.32), encontra-se:

p+. =/ Cx, (7.37)

onde C; e C'_ sao constantes que nao possuem um significado fisico claro, mas estao
conectadas aos graus de liberdade das anisotropias. A escolha de apresenta-las na forma

V(s se d4 em virtude de p, e p_ aparecem quadraticamente na hamiltoniana.

Agora, combinando as Eqs. (7.29) e (7.33), obtemos a seguinte equagdo para a

evolugao temporal do parametro T, (t):

. —3w
7. — %ac v <ac + ;T) . (7.38)

Por outro lado, das Egs. (7.29) e (7.36), podemos obter uma expressao para p,,,

dada por:

—3w
Pa. = —12acac - G’YacTc + 6’}/@0 <ac + ;Tc> - %C, (739)

A equacao de aceleragao para o fator de escala isotrépico pode ser encontrada

derivando a Eq. (7.29) em relagdo ao tempo e substituindo na expressao resultante as



76

Eqgs. (7.30), (7.33), (7.36), e (7.39). O calculo é extenso, mas direto, e resulta na seguinte

expressao:

(0 +37)" Bact37)" 2 (0t 372)

1 -1 1-3 / 1 C,+C_ 1 C
(ac + fyTQ) a2 + ( CL))'YCLC + + - w rsd

=73 2 ‘

(7.40)

Da mesma forma, tomando-se a derivada temporal da Eq. (7.31) e usando a
Eq. (7.37), obtemos:

. 1 /. o Y —4
B == (e 32 (0t 37) Ve (741

expressoes essas que podem ser reescritas de forma conveniente ao se utilizar novamente a
Eq. (7.31). O resultado sdo duas equagoes idénticas para os fatores de escala anisotrdpicos,
dadas por:

T\ g T\ Hoo_
3H ac + §Tc Qe + §H ac + §TC /Bic + Bic - O? (742)

onde H = ac/a. ¢ o parametro de Hubble para o caso comutativo. Essas Egs. (7.42)

fornecem a evolucao dos fatores de escala anisotrépicos.

Com isso, temos agora um sistema de quatro equacgoes diferenciais ordinarias —
Egs. (7.38), (7.40) e (7.42) — para determinar a dindmica das quatro variaveis a.(t), S+ (t)
e T,(t). Para resolver esse sistema, é necessario fornecer condigoes iniciais para a.(t), ac(t),
Bi(t), Be.(t) e To(t). Ao definirmos v = 0 nas Eqs. (7.38), (7.40) e (7.42), recuperamos

as equagoes de evolugao do modelo Bianchi comutativo no calibre N = 1.

Além do sistema de equagoes, o modelo esta sujeito a vinculos, que delimitam
as condigoes iniciais fisicamente aceitaveis. Esses vinculos sao equacoes diferenciais de
primeira ordem nas variaveis do nosso modelo. O primeiro vinculo pode ser calculado ao
impor o vinculo da super-hamiltoniana H,. = 0. Fazendo isso na Eq. (7.28) e utilizando
as Eqs. (7.36), (7.37) e (7.39), obtém-se:

s 1 va L Gy+C 1 ¢
+ 5y Teag + B (ac N %TC>3w—1 B 288(ac++§Tc)3 R Em

=0.

(7.43)

Além disso, duas outras equagoes de vinculo emergem ao se considerar a combinacao
das Egs. (7.31) e (7.37), resultando em:

1 vien

fe, = 5 ———3) (7.44)
12 (o1 47
Portanto, obtemos um sistema dado pelas Eqgs. (7.38), (7.40) e (7.42), sujeito aos

vinculos dados pelas Eqs. (7.43) e (7.44), para o qual devemos procurar solugoes. Vale
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enfatizar que, para o presente modelo nao-comutativo, as varidveis fisicas sao os fatores de
escala a,.(t) e By, (1), definidos por:

anc(t) = ac(t) + S Tt), Bee(t) = Bec (D) (7.45)

quantidades essas provenientes da Eq. (7.27). Isso significa que, apds resolver o sistema de
Eqgs. (7.38), (7.40) e (7.42), sujeito aos vinculos dados pelas Eqgs. (7.43) e (7.44), devemos
combinar as variaveis comutativas conforme a Eq. (7.45) para determinar os fatores de
escala fisicos do modelo. Na préxima se¢ao, avaliaremos essas quantidades para o caso de

um fluido perfeito especifico.

7.3 O modelo Bianchi I ndo-comutativo para um fluido perfeito de radiagao

O sistema de Eqs. (7.38), (7.40) e (7.42) depende do valor de w, ou seja, da escolha
do fluido perfeito que representa o conteiido de matéria do universo. Neste trabalho,
escolheremos o valor w = 1/3, que representa um fluido perfeito de radiagao. FEsta
escolha é apropriada para descrever o universo primitivo, quando este tipo de matéria
era dominante [79-82]. Assim, investigaremos como o modelo Bianchi I com radiagao se
comporta com a inclusao da nao-comutatividade. Com esta escolha, o sistema de equagoes

diferenciais simplifica-se para:

1 -1 1 Co+Co 1 C
fe = —= <ac+7TC) 2y — -+ = 51, (7.46)
2\ "2 8ot 30)" O (a0t 372)
T\ ! g S Sl PSR
3H (ac + 2TC) lac +2H <ac + QTC) ] Bu+ . =0, (7.47)
. —1
7. = La, + (ac + 77.1) , (7.48)
2 2
Por sua vez, a equagdo de vinculo advinda da super-hamiltoniana, Eq. (7.43),
torna-se:
1 1202 1 1 Oy +C- 1 C
QQCQ;:%—QVC'LE(TC#—U—MM—HW =0, (7.49)
(ac + §Tc) (CLC + %TC> (ac + §Tc)

enquanto as outras duas equagoes de vinculo, Egs. (7.44), permanecem inalteradas.

Portanto, precisamos resolver o sistema de quatro equacoes diferenciais ordinarias
Eqs. (7.46), (7.47) e (7.48), sujeito aos trés vinculos Eqgs. (7.44) e (7.49). Infelizmente, ndo
conseguimos encontrar solugoes analiticas para este sistema. Assim, recorremos a solucgoes
numéricas. Para investigar como as solugoes dependem de cada parametro v, C', Cy e de
cada condicdo inicial a.(0), ac(0), (0) e B+ (0), variamos esses parametros ou condicoes
iniciais um a um, mantendo os demais fixos. Por simplicidade, ndo estudaremos como as

solugoes dependem da condigao inicial 7;.(0), que sera fixada como T(0) = 0. Realizamos
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este estudo para um grande ntimero de valores distintos de cada parametro ou condicao
inicial. Observe ainda que abandonaremos o subscrito ¢ em [y, em virtude da Eq. (7.45).
Assumimos que, sempre que nao estivermos estudando as condigoes iniciais a.(0) e f+(0),

elas assumem os seguintes valores padrao:
a.(0) =1, p+(0) = 1. (7.50)

Para o estudo, consideramos todas as condicoes iniciais a.(0), a.(0), 8+(0) e S+(0)
como positivas. A fim de garantir a consisténcia fisica dessas condig¢oes, ao variar um
pardmetro ou condigao inicial, fixamos todas as demais grandezas e resolvemos as equagoes
de vinculo, Egs. (7.44) e (7.49) para determinar um valor fisicamente admissivel para
o parametro ou condi¢do em estudo. Em seguida, resolvemos as equagoes dinamicas
considerando esse parametro ou condi¢ao inicial como variavel livre. No estudo da variacao
de a.(0), o pardmetro C' é deixado livre; no caso de 44 (0), variam-se os parametros C..
Para todos os demais parametros e condig¢Oes iniciais, as demais grandezas podem ser

livremente especificadas.

Para estudar como os fatores de escala dependem de cada parametro ou condicao
inicial do modelo, plotamos dois tipos de gréaficos para cada caso investigado: um grafico
ane X t e outro grafico f; x t. O comportamento de 5_ é qualitativamente semelhante
ao de (4, sendo idéntico nos casos em que Cy = C_, 34(0) = 3_(0) e 54(0) = _(0),
de acordo com as Eqs. (7.44) e (7.47). Por simplicidade, adotamos essa configuragao e
apresentamos apenas o comportamento grafico de 8., do qual 5_ seguira de forma anéloga.
Vale destacar que obtivemos muitas solugoes utilizando diferentes valores dos parametros
e condigoes iniciais. Os graficos apresentados a seguir sao exemplos representativos que
mostram claramente o comportamento geral das solugoes. Como estamos interessados na

isotropizagao do modelo, focamos nossa anélise em solugoes expansivas de ay(t).

Investigamos a influéncia de diferentes parametros e condig¢bes iniciais sobre a
evolugao do sistema descrito pelas Eqs. (7.46), (7.48) e (7.47). Para cada caso, selecionamos
um conjunto de valores representativos e apresentamos os resultados em graficos a,. X t e
B4 xt, além de tabelas que exibem os valores numéricos dos fatores de escala e suas derivadas
temporais ao longo do tempo. Os resultados indicam que ap.(t) mantém comportamento
expansivo, enquanto 4 (t) converge para valores constantes apés um periodo inicial de
variacdo, caracterizando a isotropizacdo'. A seguir, resumimos as observacoes para cada

parametro ou condicao inicial analisada.

Para o parametro nao-comutativo v, constatamos que a taxa de expansao de a,.

aumenta com o médulo de v, sendo mais intensa para valores negativos. Esse efeito
1

Foram igualmente consideradas configuragoes iniciais com (4 (0) # S-(0) ou Cy # Cs, que
introduzem diferentes anisotropias iniciais no modelo, e observou-se que a evolugdo temporal
dos parametros (4 (t) ainda conduz a sua estabilizac¢do, indicando uma dindmica compativel
com isotropizagdo. Os gréaficos correspondentes nao foram apresentados a fim de manter uma
exposi¢ao concisa.
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evidencia que a introducao da nao-comutatividade tende a acelerar a expansao do universo.
Quanto aos parametros de anisotropia (4, quanto maior o médulo de 7, mais rapidamente
ocorre a estabilizacao de $4. Além disso, ao compararmos dois valores de v com mesmo
modulo, um negativo e outro positivo, observamos que a estabilizacao dos parametros 4

ocorre mais rapidamente no caso negativo (Ver Figura 1, Figura 2 e Tabela 3).

ne

1.04+

1.02

L T T T T ) 1.00 T T T T )
0 20 40 60 80 100 0 200 400 600 800 1000
t t

""" Y=-05—""—"7y=-025—""y=0—"-7y=025
— —y=05

Figura 1: a,.(t) x t para diferentes
valores de . Consideramos C' = Ct
=C_ =0.1e (+(0) = 0.026352314.

""" Y=-05—""—"7y=-025—"—""y=0—"-7y=025
— —y=05

Figura 2: 4 (t) x t para diferentes
valores de . Consideramos C' = Ct
=C_ =0.1e 5+(0) = 0.026352314.

Para o parametro C, observamos que valores maiores resultam em uma expansao

mais acelerada de a,. € em uma estabilizacdo mais rapida de S+ em tempos tardios. Além

disso, quanto maior o valor de C', menor é o valor constante em que [y se estabiliza (Ver

Figura 3, Figura 4 e Tabela 4).

nc

0 20 40 60 80 100
t

[—c=1-- C=10 ——C=100 —-= C=1000]

Figura 3: Comportamento de a,.(t)
para diferentes valores de C.
Consideramos C = C_ = 0.1, 3+(0)
= 0.026352314 e v = -0.5.

0 20 40 60 80 100

[—c=1=--c=5---- Cc=10——C=100]

Figura 4: Comportamento de (G4 (t)
para diferentes valores de C.
Consideramos C, = C_ = 0.1, 3+(0)
= 0.026352314 e v = -0.5.

Para os parametros C., observamos que a expansao de ap. se torna mais rapida a
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medida que seus valores aumentam. Em relagdo aos parametros 4, quanto menores os

valores de Cy, menores sido os valores constantes em que [+ se estabilizam (Ver Figura 5,

Figura 6 e Tabela 5).

Figura 5: Comportamento de a,.(t)
para diferentes valores de C1.
Consideramos C' = 0.1, Cy = C_,

B4(0) = A_(0) e y = -0.5.
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17 ‘ A ‘ ’ d
: N B % 80 100
t
s Cy=10 —-C, =25
——Cc,7100== €, 71000

Figura 6: Comportamento de 8 (t)
para diferentes valores de Cy.
Consideramos C' = 0.1, Cy = C_,

B+(0) = -(0) e v = -0.5.

Para a condicao inicial a.(0), verificamos que valores menores resultam em uma

expansao mais rapida de a,. € em uma estabilizacdo mais eficiente dos pardmetros (..

Além disso, quanto menor o valor de a.(0), maior é o valor constante em que [y se

estabilizam (Ver Figura 7, Figura 8 e Tabela 6).

1400 7

1200+

1000

800

ne

600

0 20000 40000 60000 80000 100000
t

a(o):l—-—a(o):5|

Figura 7: Comportamento de an.(t)
para diferentes valores de a.(0).
Consideramos C = Cy = C_ = 0.1,

A+(0) = 5-(0) e y = -0.5.

1.154

a(o):1|

Figura 8: Comportamento de G (t)
para diferentes valores de a.(0).
Consideramos C' = C = C_ = 0.1,
£+(0) = p-(0) e y = -0.5.

Para a condicao inicial a.(0), valores mais elevados levam a uma expansao mais

acelerada de a,. e a uma estabilizagao mais rapida dos parametros (.. Adicionalmente,
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quanto menor o valor de a.(0), maior é o valor constante em que 1 se estabilizam (Ver

Figura 9, Figura 10 e Tabela 7).

701

Figura 9: Comportamento de a.(t)
para diferentes valores de a.(0).
Consideramos C' = C. = C_ = 0.1,

B+(0) = 0.026352314 e v = -0.5.

1.02

B+

o , — — — - - - - 7 7 7
r ..................................
1 T
0 20 40 60 80 100

t
a(0)=1 — -a(0)=25—-a(0)=5
----- a(0)=10

Figura 10: Comportamento de B4 (t)
para diferentes valores de a.(0).
Consideramos C' = C; = C_ = 0.1,
B4(0) = 0.026352314 e v = -0.5.

Para a condigdo inicial 54(0), constatamos que valores mais elevados resultam em

uma expansao mais acelerada de anc e em uma estabilizagdo mais rapida de 4. Além

disso, quanto menor o valor de 54(0), menor é o valor constante em que [+ se estabilizam

(Ver Figura 11, Figura 12 e Tabela 8).

60

50 //
R
40 // -7
a ’ e ///
ne 30 o e
) ~

Figura 11: Comportamento de an.(t)
para diferentes valores de 5, (0) =
B_(0). Consideramos C' = 0.1, C_ =
Cievy=-0.5.

0 20 40 60 80 100

t
——[:3+(0)=o.1 — -[:3+(0)=0.5—B+(0)=1
— =B (0)=25---- B (0)=10

Figura 12: Comportamento de B4 (t)
para diferentes valores de 54(0) =

B-(0). Consideramos C' = 0.1, C_ =
Cy ey =-0.5.

Para a condicao inicial S4(0), observamos que a evolugdo de a,. nao depende

explicitamente de seu valor inicial. Por outro lado, os parametros [+ sempre convergem

para um valor constante, com tempos de estabilizagdo menores quando (4 (0) é maior.
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Ademais, quanto menor o valor inicial de 5. (0), menor é o valor constante em que [y se
estabilizam (Ver Figura 13 e Tabela 9).

0.161
0.14
0124
0.101
0.084/
I
0.061

0.04

0.02

0 20 40 60 80 100

t
— B4 (0)=001 ——B (0)=0.025
—-— B (0)=0.05—-B, (0)=0.075
----- B (0)=0.1

Figura 13: Comportamento de (34 (t)
para diferentes valores de 54 (0).
Consideramos C' = Cy = C_ =0,1,
£+(0) = 0,026352314 e v = —0,5.

Em todos os casos analisados, a isotropizacao é caracterizada pela estabilizacao de

B4+ (t) e f_(t), enquanto ay.(t) mantém sua expansao de forma desacelerada.



Tabela 3 - Valores de ane, ane, B+ € B+ para diferentes valores de y e t, com C = C,. =C_ =0.1¢ Bi(()) = 0.026352314.

v

t

Ane(t)

dnc(t)

By(t)

B (t)

-0.5
-0.5
-0.5
-0.5
-0.5

103
105
10"
1050
10100

5.77494479470455 x 10
1.09169175591580 x 103
2.58968680211751 x 10°
4.10033296508804 x 1033
4.10027918315254 x 1097

3.52018296425835 x 1072
7.20701293489404 x 103
1.76007813141873 x 1074
2.78822525402685 x 10717
2.78818974557760 x 10733

1.08116411704404
1.08186070638515
1.08187141805590
1.08187141832555
1.08187141832555

6.28006743211983 x 1077
9.83964209788674 x 10~
2.48074434412398 x 10~2°
3.93827793662011 x 1077
3.94654805491996 x 10~193

-0.25
-0.25
-0.25
-0.25
-0.25

103

10°
1010
1050
10100

3.41742390623054 x 10
4.98206113645293 x 102
9.35034362858757 x 10°
5.93117627592570 x 103
1.89797399373580 x 1096

1.87873076592792 x 102
3.07088173114634 x 1073
6.25250437547558 x 107°
3.97450035862926 x 10718
1.27183803551766 x 10734

1.13370473164562
1.13683618564938
1.13688782725201
1.13688782792970
1.13688782792970

2.52057532900416 x 10~°
4.94759679595310 x 1010
6.63693932416572 x 10720
4.44125363487530 x 10~
4.77974254997572 x 107198

o O O O

103
10°
1010
1012
10"

1.61067275263554 x 10
1.60685796904401 x 102
5.03747740162615 x 10*
4.60881374729826 x 10°
9.88747417345317 x 10°

8.01647757249714 x 1073
8.03364665466973 x 10~*
2.49664702465128 x 1076
2.04673815569800 x 1077
8.41973405201580 x 10710

1.18871845023854
1.20012123394029
1.20138818988449
1.20139207001625
1.20139258308111

6.30674162922823 x 1076
6.35198079492232 x 10~°
2.06175314548412 x 10716
2.69227313155151 x 10719
2.72669030625673 x 1020

0.25
0.25
0.25
0.25
0.25

103

10°
1010
107
10100

6.70936033474032
8.17978892859367 x 10
2.78814114084560 x 10°
1.85079239840570 x 1032
5.92252759735156 x 109

3.11696772538865 x 1073
5.14876440917777 x 1074
1.90607027888036 x 10~°
1.24022176541388 x 1018
3.96870243043003 x 1073°

1.13853150480785
1.14531801756597
1.14578452135441
1.14578453626068
1.14578453626068

3.88019973229339 x 1076
3.18822540198597 x 10~
1.45821730100333 x 1018
9.78459030687123 x 10~
1.05301913870114 x 10719

0.5
0.5
0.5
0.5
0.5

103

10°
10
1050
10100

3.75045200031356
4.93801638613804 x 10
3.09276879590900 x 10°
5.19393183842041 x 103
5.19386368874490 x 105°

1.54062195723466 x 1073
3.47896875116609 x 10~*
2.16494801643653 x 107°
3.53187243391340 x 10718
3.53182661265498 x 10734

1.09032992612216
1.09397656783531
1.09426950315531
1.09426952284475
1.09426952284475

2.04623741709548 x 1076
1.84993582143270 x 107
1.80885790363103 x 10~'®
2.88087074816100 x 1079
2.88688588361371 x 1019

€8



Tabela 4 — Valores de ape, Gne, B+ ¢ B4 para diferentes valores de C e ¢, com Cy = C_ = 0.1, Bi(()) = 0.026352314 e ~y

= -0.5.

t

Ane(t)

Gne(t)

B+ (1)

B (t)

102
10°
1010
10%°
10100

1.65125214932867 x 10
1.30963130232505 x 103
3.16302781606027 x 10°
5.00973387704284 x 103
5.00966834808691 x 10%7

9.62641049235326 x 1072
8.72306365248727 x 1073
2.15011509337874 x 104
3.40661774744895 x 10~17
3.40657493410730 x 10733

1.04796809339111
1.05041676339555
1.05042217769972
1.05042217783612
1.05042217783612

1.93548224946860 x 1075
4.97086588375277 x 10711
1.25483917402440 x 10~20
1.99208880401541 x 10797
1.99629196108106 x 107193

10

10°
1010
10
10100

2.07094584946924 x 10
1.77968245136721 x 103
4.37491221153109 x 108
6.93132780245766 x 1033
6.93123722211913 x 1097

1.22867097402338 x 107!
1.19589992653161 x 10~2
2.97440204887313 x 1074
4.71330124783900 x 10~17
4.71324206420892 x 10733

1.02540942871800
1.02628867731237
1.02629062675910
1.02629062680823
1.02629062680823

6.97253148187132 x 1076
1.78950880499895 x 10~
4.51917528991155 x 1072
7.17429471741857 x 10798
7.18943966058331 x 10194

(R —
ooU!U!CﬂU!U!r—tr—l»—t»—t)—tQ

e e T
o O O

10
10°
1010
1050
10100

2.37730460483869 x 10
2.11463488755257 x 103
5.22938610117169 x 108
8.28594946527034 x 1033
8.28584121325477 x 1097

1.42585618763042 x 1071
1.42531174013815 x 1072
3.55553076621969 x 1074
5.63444589906848 x 1017
5.63436965504191 x 10733

1.01855834157711
1.01907781152268
1.01907894924070
1.01907894926937
1.01907894926937

4.15189199923247 x 1076
1.04448394588694 x 10~
2.63703812222604 x 102!
4.18648199541684 x 1098
4.19512113247034 x 10~194

100
100
100
100
100

102

10°
1010
1050
10100

4.25314375804034 x 10
4.15246296215656 x 10°
1.03817419948622 x 107
1.64527786574461 x 1034
1.64525653500275 x 10%8

2.65779980344301 x 10+
2.81527793285521 x 102
7.05935752830522 x 1074
1.11878889733860 x 10716
1.11877463209467 x 10732

1.00614213548638
1.00621749072138
1.00621764434458
1.00621764434844
1.00621764434844

6.27727247012018 x 1077
1.41142196941052 x 10~ 12
3.55714087885152 x 10722
5.64703066397212 x 10~
5.65891800415214 x 10719
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Tabela 5 — Valores de ane, Gne, B4 = B— e B4 = B_ para diferentes valores de C e t, com C' = 0.1, 3.(0) = 5_(0) e v

= -0.5.

Ane(t)

a?’LC (t)

By(t)

B4 (1)

10
10°
1010
1050
10100

1.48163577331849 x 10
1.10953012701424 x 103
2.63725110493034 x 10°
4.17578841748877 x 103
4.17573420025791 x 1057

8.59541006226603 x 102
7.33221507214260 x 1073
1.79243890946981 x 1074
2.83953665623043 x 10~17
2.83949883781988 x 10733

1.23429180777149
1.24934366871540
1.24937552377710
1.24937552457892
1.24937552457892

1.21109858942679 x 10~
2.92647847309175 x 1010
7.37657808961067 x 1020
1.17106511180275 x 107
1.17349602320445 x 107192

10?
10°
10"
1050
10100

1.55932186538612 x 10
1.24719915969613 x 10°
3.00125948852418 x 10°
4.75317464071994 x 1033
4.75311232276144 x 1067

9.21250131792895 x 102
8.29414045474369 x 103
2.04007238282992 x 104
3.23215739578492 x 1017
3.23211641634281 x 10733

1.57887093271609
1.61156140429005
1.61162704235069
1.61162704400166
1.61162704400166

2.70518842710661 x 10~
6.03343606261464 x 1010
1.51882716022119 x 10~
2.41119018220561 x 10~
2.41626092390146 x 10192

10
10°
1010
107
10100

1.66070967568793 x 10
1.40431187211007 x 10°
3.41175848264912 x 106
5.40418075145210 x 1033
5.40411012067885 x 10°7

9.98208161301555 x 1072
9.38495703035183 x 10~*
2.31930650844247 x 10~*
3.67484160650540 x 10717
3.67479545987391 x 10733

1.72690823482933
1.76239290543430
1.76246157000559
1.76246157173194
1.76246157173194

3.00149908008377 x 10~*
6.31370450433692 x 1010
1.58818808870899 x 10~
2.52128283221340 x 1079
2.52660501893193 x 107192

100
100
100
100
100

102
10°
1010
1050
10100

1.98922119578162 x 10
1.85034089921554 x 103
4.56124988782102 x 10°
7.22674859798064 x 1033
7.22665418185123 x 1067

1.23814629473104 x 10~ *
1.24591486795781 x 102
3.10113451865018 x 1074
4.91418735789468 x 1017
4.91412565783232 x 10733

1.88793592438511
1.91812059889195
1.91817621820345
1.91817621960119
1.91817621960119

2.64030880422531 x 10~*
5.11599716231378 x 1010
1.28588446091742 x 10~
2.04136776328131 x 10~%
2.04567751961172 x 10192

1000
1000
1000
1000
1000

102
10°
1010
1050
10100

3.37582307751617 x 10
3.49996371309542 x 103
8.74607614611653 x 10°
1.38602689533257 x 103
1.38600873357635 x 1098

2.21267441438632 x 107!
2.37347030068579 x 102
5.94706195229799 x 10~*
9.42497896358757 x 10~7
0.42485989442013 x 10733

2.00101413700075
2.01539286212008
2.01541835078982
2.01541835143024
2.01541835143024

1.30038691170697 x 104
2.34485965758149 x 1010
5.89161382382453 x 10~2°
9.35311256235490 x 10797
9.37280647608427 x 10719
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Tabela 6 — Valores de ape, Gne, B+ € (4 para diferentes valores de a.(0) e t, com C' = Cy = C_ = 0.1, .(0) = $_(0) e

v = -0.5.
a.(0) t ne(t) Qne(t) By (t) B+(t)
0.5 102 1.66671229768871 x 10 9.95112019035336 x 1072  1.15854230412839  2.67954956286370 x 10~
0.5 10> 1.37847054891445 x 10  9.20258194728948 x 10~  1.16163472887432  5.39392401410827 x 101!
0.5  10'0  3.34322590764208 x 10°  2.27269035988505 x 10™*  1.16164059509821 1.35689601850210 x 10~%°
0.5 100  5.29550140634861 x 1033  3.60094134704791 x 1017 1.16164059524570 2.15410916395753 x 10~%7
0.5 109 5.29543289969475 x 1057 3.60089476126396 x 10732 1.16164059524570 2.15862442483626 x 10~193
0.75 102 1.54475101988563 x 10 9.04778642991938 x 1072  1.10462092982711  3.46798280409981 x 10~°
0.75 10°  1.20006188402228 x 10  7.96369839149115 x 102  1.10878361513688  7.69385477805382 x 10~
0.75 100  2.87645291091118 x 106  1.95516965487555 x 10~*  1.10879198646910 1.93743214273057 x 1020
0.75 10°° 4.55522111633149 x 1032 3.09754905605154 x 10~7 1.10879198667970  3.07574158389866 x 107
0.75 10'%° 4.55516138833136 x 1057 3.09750975361060 x 10733 1.10879198667970 3.08220824607727 x 10193
1 102 1.47261847316966 x 10  8.52059345807472 x 1072  1.07684443967982  4.01814179551821 x 1075
1 10> 1.09169175591580 x 10®  7.20701293489404 x 10~ 1.08186070638515 9.83964209788674 x 101!
1 1019 2.58968680211751 x 10°  1.76007813141873 x 10~* 1.08187141805590 2.48074434412398 x 10~2°
1 10°°  4.10033296508804 x 1033 2.78822525402685 x 10™'7 1.08187141832555 3.93827793662011 x 1097
1 10190 4.10027918315254 x 1057  2.78818974557760 x 10733 1.08187141832555 3.94654805491996 x 10193
2.5 102 1.30205078741326 x 10 7.17905722395018 x 1072  1.02522093590183  4.86798375085851 x 10~°
2.5 10°  8.23256178087734 x 10>  5.31003058430142 x 10™3  1.03284688661337 2.11728352840473 x 1010
2.5 109 1.86041992921103 x 105  1.26382136988052 x 10~*  1.03287002986384 5.38861036137084 x 10~2°
2.5 10°°  2.94296372779180 x 10%*  2.00121546600519 x 10~17  1.03287003044957  8.55457584482055 x 10~7
2.5 109 2.94292564369923 x 10°7  2.00118968398000 x 10733  1.03287003044957 8.57253095289013 x 10~193
5 102 1.26404758754218 x 10 6.00684593176709 x 1072  1.00832426316329  3.55400966748681 x 10~°
5 10°  6.80509716581963 x 10?  4.27885614016897 x 1073  1.01640278779626 3.71552594819910 x 1010
5 1010 1.45097371432128 x 10°  9.85040796527953 x 10~°  1.01644376066946 9.65379063007719 x 10~2°
5 1050 2.29246567379484 x 103  1.55887604531451 x 10717 1.01644376171883 1.53257868073372 x 10~
5 10190 2.29243567034892 x 1057 1.55885643309785 x 10733 1.01644376171883 1.53581077320607 x 10192
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Tabela 7 — Valores de ay, Gye, By € B+ para diferentes valores de a.(0) e ¢, com Bi(O) = 0.026352314 ¢ v = -0.5.

c(0)

t

ane(t)

B (t)

Be(t)

1
1
1
1
1

102
10°
1010
1050
10100

1.89779179633412 x 10
1.58846853984890 x 103
3.88442660381063 x 10°
6.15366986324990 x 1033
6.15358928186980 x 10°%7

1.11818805826265 x 107!
1.06459250820241 x 1072
2.64080317544402 x 10~*
4.18449501197903 x 10~7
4.18443912392307 x 10733

1.03169011206471
1.03295362638406
1.03295643885024
1.03295643892111
1.03295643892111

9.98605075778449 x 1076
2.58168325987133 x 10711
6.51982013124600 x 10~2!
1.03506550414104 x 10797
1.03720873872852 x 10193

2.5
2.5
2.5
2.5
2.5

102
10°
1010
109
10100

3.07665231928596 x 10
2.87460687107742 x 103
7.15645514123451 x 10°
1.13406483908137 x 1034
1.13405004108351 x 10%®

1.88143345494552 x 107!
1.94436892459576 x 102
4.86605831911691 x 10~*
7.71164166756229 x 10717
7.71153717714383 x 10733

1.01103339807890
1.01124579269028
1.01124624364767
1.01124624365903
1.01124624365903

1.72850100795333 x 1076
4.14146386397607 x 102
1.04478032072023 x 10~2
1.65865756327414 x 10798
1.66207992901653 x 107194

102
10°
1010
1050
10100

4.63356259514685 x 10
4.56616837736691 x 103
1.14240923643710 x 107
1.81048676198374 x 1034
1.81046304181695 x 1058

2.91051581313243 x 10!
3.09700593590186 x 102
7.76817369262152 x 1074
1.23113048805118 x 1016
1.23111494579452 x 1032

1.00530069571624
1.00535852910392
1.00535864582320
1.00535864582614
1.00535864582614

4.84599188884677 x 1077
1.07248034052911 x 10712
2.70221181564066 x 10~2?
4.28984299091916 x 10~
4.29887798597234 x 10719

102
10°
1010
1079
10100

7.13058264263282 x 10
7.28719549058469 x 103
1.82710345323575 x 107
2.89567642560805 x 1034
2.89563869940331 x 10%®

4.58050886977793 x 10~!
4.94888013451013 x 1072
1.24241714148766 x 1073
1.96906020583791 x 10~1°
1.96903365972069 x 1032

1.00260175471771
1.00261757066591
1.00261760120904
1.00261760120980
1.00261760120980

1.36054680081620 x 10~7
2.80768639626193 x 10713
7.06719774223175 x 10~%
1.12195722166744 x 1079
1.12427634267368 x 1019
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Tabela 8 — Valores de ane, Gne, 34 € B+ para diferentes valores de 3, (0) = S_(0) e t, com C' = 0.1, C_ = Cy e v = -0.5.

B+(0)

t

Upe(t)

anc(t>

B+(t)

Be(t)

0.1
0.1
0.1
0.1
0.1

102
10°
1010
1050
10100

1.48593441474443 x 10
1.11784526346040 x 103
2.65938662039816 x 108
4.21090364232810 x 1033
4.21084855453572 x 1057

8.63074029050892 x 102
7.39052628309245 x 1073
1.80749820251672 x 10~*
2.86341338252175 x 10717
2.86337738814396 x 10733

1.27652561319558
1.29415710347157
1.29419427002694
1.29419427096240
1.29419427096240

1.42152520665372 x 1074
3.41459070805716 x 10~1°
8.60589971258084 x 102
1.36620807030152 x 10~
1.36909036648383 x 10192

0.5
0.5
0.5
0.5
0.5

102
10°
101
1050
10100

1.72271075085962 x 10
1.49381487663321 x 10?
3.64395457941376 x 10°
5.77237595965919 x 1033
5.77230119749356 x 1067

1.04428656362462 x 1071
1.00040186673963 x 102
2.47724420704324 x 10~4
3.92521641774465 x 1017
3.92516495030003 x 10733

1.77775449161700
1.81283205979313
1.81289895531879
1.81289895700041
1.81289895700041

2.99488806657740 x 10~*
6.15176342387333 x 10710
1.54706368715200 x 10~
2.45602204897043 x 107%
2.46114686652164 x 107192

1
1
1
1
1

102
10°
1010
100
10100

2.12552453354794 x 10
2.02266726475716 x 10°
5.00170300783830 x 10°
7.92501170584300 x 103
7.92490917376261 x 1057

1.33574497782499 x 107!
1.36416914112010 x 102
3.40068868934304 x 1074
5.38900869343990 x 10~
5.38893879841991 x 10~

1.91626231546279
1.94389881461940
1.94394926373599
1.94394926500373
1.94394926500373

2.43518154705003 x 10~*
4.64068967741611 x 10710
1.16629412774537 x 10~
1.85152591704734 x 10796
1.85540354115470 x 107192

2.5
2.5
2.5
2.5
2.5

102
10°
10"
1050
10100

3.27933895831971 x 10
3.38921358482079 x 103
8.46640412595575 x 10°
1.34169835761710 x 103
1.34168081024688 x 1098

2.14565404616915 x 107!
2.29795199602926 x 10~2
5.75687505749010 x 10~*
9.12354863746835 x 10~17
9.12342574015682 x 10733

1.99836523596700
2.01334416625309
2.01337074447312
2.01337074514091
2.01337074514091

1.35339151796672 x 10~*
2.44513875168261 x 1010
6.14345810105080 x 10=%°
9.75315671893138 x 10797
9.77330574150987 x 107193

10
10
10
10
10

10
10°
1010
10%
10100

7.62169794077434 x 10
8.25011112420169 x 103
2.07038699213482 x 107
3.28125786722732 x 103
3.28121540077935 x 10%

5.13076737540624 x 107!
5.60725477006067 x 102
1.40785207776121 x 1073
2.23125547542435 x 10716
2.23122675543417 x 10732

2.03553949195842
2.04020132872402
2.04020948429345
2.04020948449835
2.04020948449835

4.27364187272902 x 10~°
7.50318338503883 x 10711
1.88510584817603 x 1020
2.99264858893673 x 1077
2.99893152725601 x 107193
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Tabela 9 — Valores

0.026352314 e v = -0.5.

de Gne, Gne, By € By para diferentes valores de 3,(0) e t, com C = C, = C_ = 0.1, £4(0)

p+(0)

t

Ape(t)

pe(t)

B (t)

B (t)

0.01
0.01
0.01
0.01
0.01

102

10°

1010
1050
10100

1.47261852880949 x 10
1.09169179219927 x 103
2.58968686083657 x 10°
4.10033281387534 x 1033
4.10027956069624 x 10°7

8.52059228078514 x 102
7.20701312944106 x 1073
1.76007894617209 x 10~*
2.78822596554165 x 10717
2.78819063589185 x 10733

8.68444296484373 x 102
9.18606914292346 x 1072
9.18714030948241 x 102
9.18714033644820 x 1072
9.18714033644821 x 1072

4.01812744911463 x 10~°
9.83963360997730 x 10~
2.48079440395924 x 10~
3.93830611927357 x 10797
3.94660953614205 x 107193

0.025
0.025
0.025
0.025
0.025

102

10°

1010
10%
10100

1.47261851380801 x 10
1.09169177547518 x 103
2.58968678997633 x 10°
4.10033289305991 x 1033
4.10027929390874 x 107

8.52059338457978 x 1072
7.20701303195885 x 1073
1.76007852956498 x 10~
2.78822536324384 x 10717
2.78819034623523 x 10733

1.01844434460444 x 1071
1.06860698331230 x 10!
1.06871409999141 x 10~ *
1.06871410268798 x 10!
1.06871410268798 x 10!

4.01813952378685 x 1075
9.83963733803563 x 10!
2.48076669640442 x 1072
3.93827439311357 x 10797
3.94658704570934 x 107193

0.05
0.05
0.05
0.05
0.05

102

10°

1010
1050
10100

1.47261848139896 x 10
1.09169175929142 x 103
2.58968679812004 x 10°
4.10033295869173 x 103
4.10027919239829 x 1057

8.52059347226026 x 1072
7.20701295360640 x 1073
1.76007818343593 x 10~*
2.78822523947839 x 10~'7
2.78818984532237 x 10733

1.26844438794072 x 10!
1.31860704969430 x 10~ *
1.31871416639692 x 10!
1.31871416909349 x 10~*
1.31871416909349 x 10~*

4.01814174638344 x 107
9.83964140568461 x 10~
2.48074693361900 x 10~2°
3.93827529069912 x 10~97
3.94655412368035 x 107193

0.075
0.075
0.075
0.075
0.075

10?

10°

1010
10%
10100

1.47261847316966 x 10
1.09169175591580 x 103
2.58968680211751 x 10°
4.10033296508804 x 1033
4.10027918315254 x 10°%7

8.52059345807472 x 1072
7.20701293489404 x 1073
1.76007813141873 x 1074
2.78822525402685 x 10717
2.78818974557760 x 10733

1.51844439679822 x 10+
1.56860706385155 x 107+
1.56871418055898 x 10~*
1.56871418325556 x 107*
1.56871418325556 x 10!

4.01814179551821 x 10~°
9.83964209788674 x 107!
2.48074434412398 x 10720
3.93827793662011 x 10797
3.94654805491996 x 107193

0.1
0.1
0.1
0.1
0.1

102

10°

1010
100
10100

1.47261847316966 x 10
1.09169175591580 x 103
2.58968680211751 x 106
4.10033296508804 x 1033
4.10027918315254 x 107

8.52059345807472 x 1072
7.20701293489404 x 1073
1.76007813141873 x 10~*
2.78822525402685 x 10717
2.78818974557760 x 10733

1.76844439679822 x 10!
1.81860706385155 x 10!
1.81871418055898 x 107!
1.81871418325556 x 107!
1.81871418325556 x 10!

4.01814179551821 x 1075
9.83964209788674 x 10~ 1!
2.48074434412398 x 10720
3.93827793662011 x 10797
3.94654805491996 x 10193
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7.4 Estimativas para o valor do parametro nao-comutativo

Na presente secao, queremos estimar valores para o parametro v usando os dados
observacionais atuais. Para isso, comeg¢amos com a hamiltoniana nao-comutativa no
calibre NV, = 1, dada pela Eq. (7.24). Impomos, entao, algumas condi¢oes & hamiltoniana
geral para que ela possa descrever melhor as propriedades atuais do nosso universo.
Consideramos que a isotropizagao ja ocorreu (p+,, — 0) e que a expansao acelerada
¢ devida, inteiramente, a presenca do parametro nao-comutativo. Nessas condicoes, a

hamiltoniana nao-comutativa, Eq. (7.24), reduz-se a forma:
_ p Qnc —3w
an Y + al’lC pﬂ)c‘ (751)

Diferentemente das secOes anteriores, aqui trabalharemos diretamente com as
varidveis nao-comutativas, sem aplicar as transformacoes da Eq. (7.27). Isso nos permitird

obter o fator de escala isotrépico a,. em funcao do tempo.

A partir da hamiltoniana reduzida, Eq. (7.51), obtemos as equagdes de Hamilton
utilizando os parénteses de Poisson deformados dados pelas Eqs. (7.25) e (7.26). As

equacgoes dinamicas resultantes sao:

r aan
Tnc - Tnm an — = O, 7.52
t J opT,. (7.52)
lne = {@ne, Hne} = OHne _ _ L P + yag (7.53)
nc ncy Tlne apanc 12 e nc .
. a7-[1’10 pgnc 3w anc
panc — {panc7 HHC} = — aa = — 240/2 a3w+1 y (7.54)

(7.55)

) OHne v 3w pr,.
anc = {ancﬂan} = — ( nc + pT ) )

o =7\~ 2 3w
+1

0T 24az. a)
Queremos escrever uma equagao dindmica explicita para o fator de escala a,.(t).

Para isso, partindo da Eq. (7.53), podemos isolar p, . como:
Pan. = —12ap, (ane — 7(11;3“) : (7.56)
Além disso, ao comparar as Eqgs. (7.54) e (7.55), obtemos a seguinte relagao:

PThe = Y Panc: (7.57)
cuja integracao fornece:
PTue = Y Pane + Cr, (7.58)
onde Cy ¢ uma constante de integracao associada a densidade de energia do fluido.

Para estimar o parametro nao-comutativo 7y, consideramos a equacao do tipo de

Friedmann H,. = 0 na fase pos-isotropizacao, de modo que:

+a,*pr,. = 0. (7.59)
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Substituindo as expressoes das Eqgs. (7.56) e (7.58) na equagao acima, Eq. (7.59), e
mantendo até segunda ordem em ~, obtemos a seguinte relacao para a evolugao temporal

do fator ap.:

C
-2 2 —6w [ —8w—1 _
Ape =7 Qpe — Fanc - 07

Para fazer nossa estimativa, assumiremos que o contetdo de matéria do modelo

(7.60)

consiste de poeira (w = 0). Isto se justifica pelo fato de estarmos considerando uma
fase pos-isotropizacao, situada apds a era do desacoplamento, quando a matéria passa
a dominar a dindmica do universo. Além disso, supomos que a expansao acelerada se
deve inteiramente a presenca do parametro nao-comutativo v. Levando em conta essas

consideragoes, a equagao acima, Eq. (7.60), se simplifica para:

(ne(t) = (% + %) v : (7.61)

6'anc

Esta Eq. (7.61) possui solucao geral dada por:

t+72\/§3 lcfln (W) \/E—B] +D =0, (7.62)
onde A = /6 (1292an.(t) + Cf), B = 12y/anc(t) €, € = 67%an.(t) + C; e D é uma constante
de integracao. A constante D, por sua vez, pode ser eliminada fornecendo-se uma condicao
inicial do tipo an.(t = to) := ag. Como o contetido de matéria do nosso modelo é poeira,
consideraremos ty e ay como, respectivamente, o tempo e o fator de escala na era do
desacoplamento entre matéria e radiacdo. A partir desse ponto, a matéria passa a dominar

a dindmica do universo. Em valores aproximados [232], temos:

to ~ 3.5 x 10° anos, ap ~ 2.84 x 107, (7.63)

Depois de determinar o valor de D na Eq. (7.62) com o auxilio das condigoes
iniciais dadas em Eq. (7.63), observamos que D se torna uma funcido complicada de Cy e
7, isto é, D = D(CY},~). Substituindo essa dependéncia de volta na solugao, Eq. (7.62),

obtemos:

V6 A+ By
= In{—+— —B|+D = .64

onde D(C'y,~) é uma funcao muito complicada de Cy e 7.

Portanto, podemos estimar o valor do parametro nao-comutativo  utilizando a
Eq. (7.64) e as condigoes iniciais Eq. (7.63). Para isso, assumiremos que a atual expansao
acelerada do universo comecou em um determinado tempo ¢, e fator de escala alc. Neste
caso, consideraremos dez valores para essas grandezas, que produzirao dez valores estimados

de v como solugdes da equagao (7.64). Os valores de al¢ e t,. sdo mostrados nas duas

nc
ae’

primeiras colunas da Tabela 10. Para um determinador valor de a.<, o correspondente valor

de t,, foi obtido utilizando a ferramenta Cosmological Calculator for the Flat Universe [233].
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Para esse calculo, consideramos o valor atual do pardmetro de densidade de massa
Q0 = 0.3089 e o valor da constante de Hubble atual Hy = 67.74 km/s/Mpc [234]. Para
a nossa solucao, é necessario fornecer o valor da constante C' do modelo, a qual esta
associada a densidade de energia da poeira. Essa quantidade pode ser expressa em termos
do pardmetro de densidade de massa €, e da constante de Hubble H como C = Q,, H?.
Nossa suposicao é que C' pode ser bem descrito pelos valores atuais desses parametros, de
modo que C' = Q,,0HZ, onde Q,,0 e Hy sdo os valores fornecidos acima. Portanto, a solucio
numérica da Eq. (7.62), com a condigao inicial Eq. (7.63), considerando o valor assumido
para C, permite-nos obter os dez valores do parametro nao-comutativo v, apresentados na
terceira coluna da Tabela 10. A tltima coluna da Tabela contém o erro numérico envolvido
no céalculo de 7, resultante da solu¢do numérica da Eq. (7.64). A observagao dos valores
na Tabela 10 revela que v aumenta a medida que as e t,, diminuem, isto é, quando nos
aproximamos dos momentos iniciais do universo. Este comportamento é compativel com a
expectativa tedrica de que os efeitos da nao-comutatividade foram mais significativos no

inicio do universo.

Tabela 10 — Tabela com dez diferentes valores estimados de ~.

al  t,e (102 anos) v (107'%)  Erro numérico (%)
1.0 13.7915 2.082712384  9.195742436 x 1078
0.9 12.3111 2.083105569 0
0.8 10.7588 2.101554930  8.840884797 x 1078
0.7 9.1480 2.145356273 0

0.6 7.5030 2.225406976  4.225745762 x 1078
0.5 5.8623 2.358404433 1.081683655 x 1077
0.4 4.2784 2.572455458 0

0.3 2.8148 2.922858692 1.126395142 x 1077
0.2 1.5428 3.548830601 2.055079754 x 1077
0.1 0.5469 5.003208668 2.318944630 x 1077

7.5 O modelo Bianchi I ndo-comutativo para diferentes fluidos

Na Secao 7.3, realizamos um estudo mais aprofundado do modelo Bianchi I nao-
comutativo para o caso de um fluido perfeito de radiacao. No entanto, é possivel aplicar
o modelo a diferentes tipos de fluidos perfeitos, isto é, a diferentes valores da constante
w. Nao faremos aqui o estudo detalhado apresentado naquela secdo; em vez disso,
apresentaremos uma comparacao grafica entre os diferentes fluidos para um valor especifico
do parametro nao-comutativo. Restringimos nossa atencao aos seguintes tipos de fluido
perfeito: constante cosmolégica (w = —1), paredes de dominio (w = —2/3), cordas

cosmicas (w = —1/3), radiagdo (w = 1/3), poeira (w = 0), matéria rigida (w = 1).

Para cada tipo de fluido perfeito, comegcamos escrevendo o sistema apropriado de
equagoes diferenciais, derivado das Eqgs. (7.38), (7.40), (7.42), (7.43), e (7.44), utilizando
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o valor correspondente de w. Em seguida, resolvemos numericamente cada sistema de
equagoes diferenciais para varios valores dos parametros livres e condi¢oes iniciais, obtendo
as solugoes para a,.(t) e S+ (t) para cada fluido. Ao comparar a evolu¢ao dindmica de ap.(t)
entre os diferentes fluidos, observamos que o fator de escala se expande mais rapidamente
para fluidos com menores valores de w. Por outro lado, ao analisar a evolu¢ao dinamica
de B4(t), notamos que a isotropiza¢ado do modelo ocorre mais rapidamente também para
valores menores de w. Exemplos dessas comparagoes sao apresentados na Figura 14 e na
Figura 15 . Para manter a consisténcia com o caso da radiagao, impusemos as mesmas
condicoes iniciais para os fatores de escala anisotropicos 4. Como o comportamento de
[_(t) é qualitativamente semelhante ao de 5, (t) — sendo idéntico nas condigoes simétricas
—, optamos por omitir o grafico correspondente a J_(t). Na Figura 14 e Figura 15,
consideramos os seguintes valores fixos: v =107 C = C, = C_ = 0.1, T.(0) = 0, a.(0)

= 3,(0) = B(0) = 1.

3.51 /
/
Y 120
3] /
/
- 1.151
251 7 ~
a,. 4 ~ . B+
" 7 // =7 1.10
J Ve . .10+
2 P - ./_/ —
o T
PR ST 1.051
] //////:// """" '
1 : 1.00
0 2 4 6 8 10 0
t t
2 =t — e — == L
o=-1 o= 3 Q] 3 0=0 o=-1 o 3 0] 3 o=0
1 _ — =L _
o= 3 o=1 0] 3 o=1
Figura 14: Comportamento de an.(t Figura 15: Comportamento de t
nc +
para diferentes valores de w no caso para diferentes valores de w no caso
nao-comutativo. nao-comutativo.

7.6 Consideracoes finais sobre o modelo Bianchi I ndo-comutativo com fluido perfeito de

radiacao

Este trabalho, apresentado neste capitulo, investigou a evolugao dindmica de um
modelo Bianchi I ndo-comutativo acoplado a um fluido perfeito de radiacao, utilizando a
Relatividade Geral como base tedrica. O objetivo principal foi verificar se o parametro
nao-comutativo pode descrever uma expansao acelerada do universo e, neste caso, como o
modelo tende a uma configuragdo FLRW isotrépica com o tempo e como os pardametros e
condigoes iniciais influenciam o processo de isotropizacao. As principais conclusdes obtidas

incluem:

(i) O pardmetro ndo-comutativo «y acelera tanto a expansao quanto a isotropizac¢ao do
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fator de escala isotropico, sendo seu efeito mais pronunciado para valores negativos

de v;

(ii) O pardmetro de densidade de energia C' aumenta a taxa de expansao e reduz o
tempo de isotropizacao, enquanto os parametros de anisotropia Cy aumentam a

taxa de expansao mas tendem a retardar a isotropizacao;

(iii) Condigdes iniciais como a.(0) e B+ (0) influenciam positivamente tanto a expansdo

quanto o processo de isotropiza¢ao do modelo.

O estudo sugere que o modelo nao-comutativo pode ser utilizado para descrever
fases de expansao acelerada do universo, como a inflagao ou a aceleracao cosmica recente,
dependendo da escolha dos parametros do modelo, embora o efeito do parametro v seja
mais relevante nos estagios iniciais do universo e por isso mais adequado para modelar o
universo primordial. Além disso, foi verificado que a isotropizacao ocorre mais rapidamente
para fluidos com menores valores de w. Portanto, o modelo Bianchi I nao-comutativo
pode ser utilizado para representar um estagio anisotropico inicial que evolui para uma

configuragao isotropica ao longo do tempo com a expansao.
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8 Modelo Bianchi I ndo-comutativo com gas relativistico reduzido

8.1 Introducao ao gés relativistico reduzido

Em situagoes que envolvem um sistema com grande niimero de particulas, é
necessario utilizar um tratamento estatistico que reproduza o comportamento macroscépico
do sistema. Esse tratamento exige a defini¢do de uma funcao f = f(z%,p',t), chamada
funcao de distribuicdo, que descreve a distribuicao das particulas no espaco de fase. A
funcao de distribuicao indica a probabilidade de encontrar uma particula na posicao
com moment p' em um instante de tempo t. Ela também permite calcular o ntimero total

de particulas N em um sistema através da equacao:
N = /d3xd3pf(:vi,pi,t), (8.1)

onde d®z e dp representam os elementos de volume no espaco de posicdes e no espaco de

momenta, respectivamente.

Para particulas nao-relativisticas em um gas ideal, utiliza-se a distribuicao de
Maxwell-Boltzmann [235-238], que descreve como as particulas se distribuem em termos
de seus momenta lineares p’. Para um gés ideal de particulas relativisticas utiliza-se uma
generalizagao dessa distribuigao, chamada de distribuigdo de Maxwell-Jiittner [239] (ou
ainda, distribuicdo de Juttner-Synge [240]), que descreve as particulas em termos de suas
energias totais. No entanto, em muitos casos, a analise direta desta distribuicao é inviavel
ou excessivamente complexa, tornando necessaria a utilizacao de simplificagoes. O modelo
do gds relativistico reduzido (RRG, do inglés reduced relativistic gas) [241] consiste em
uma versao reduzida da distribuicdo de Maxwell-Jiittner, na qual se assume que todas
as particulas possuem a mesma energia cinética relativistica. Embora represente uma
simplificacao, a diferenca entre a equacao de estado do RRG e a obtida via distribuigao de
Maxwell-Jiittner nao ultrapassa 2,5% mesmo na regiao de baixas energias, tornando-se

desprezivel em regimes de altas energias [241].

Para uma particula relativistica no espago-tempo de Minkowski o quadrivetor
momentum ¢ dado por p* = (F,p"), com sua energia E determinada pela seguinte relagio
de dispersao:

P'p,=—E*+p°=-m? (8.2)
onde se considerou a assinatura da métrica (—, +, +, +) e se utilizou a notagio p := /p'p;

para o médulo do vetor momento linear.

O modelo do gas relativistico reduzido (RRG), pode-se ser descrito assumindo-se
um gas ideal de particulas sujeitas a relagdo de dispersdo, Eq. (8.2), e com todas as
particulas possuindo a mesma energia total £ = Ej. Dessa forma, a funcao de distribuicao

pode ser representada através de uma delta de Dirac da energia [242] na forma:

f') = Co(E — Ey), (8.3)
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onde C é uma constante de normalizacao.

A relagao de dispersao Eq. (8.2) mostra que £ = E(p) é uma fun¢ao diferencidvel.

Logo, pode-se escrever que:
dp E
55~ £0) = | 2l o0 - m) = Zoto - ), 84

onde pg é o valor do modulo do vetor momento correspondente a energia Ey, e na ultima

igualdade se usou Eq. (8.2).
O ntmero total de particulas A’ no modelo RRG é obtido da Eq. (8.1) integrando

a funcao de distribui¢do da Eq. (8.3) sobre todas as coordenadas espaciais e o espago de

momenta, considerando o resultado da Eq. (8.4). Desse modo, obtém-se
E
N=C / >z p*dp dQ —3(p — po) = 47CV poEy, (8.5)
p

onde d®p = p2dpdS) é o elemento de volume no espaco de momenta.

A Eq. (8.5) determina a constante C, que, ao ser substituida na Eq. (8.3), fornece a
expressao da fungao de distribuigdo para uma concentragao n := N /V de gés relativistico

reduzido, dada por:

f') = :
47TEO\/ Eg — m2

onde se utilizou a Eq. (8.2) para expressar py em fungao de Ej.

(8.6)

E possivel demonstrar [243] que o tensor energia-momentum de um sistema de
particulas relativisticas distribuidas de acordo com uma fungao de distribuicao f(z’,p’) é

dado pela seguinte integral:

v prp” i
™ =/d3p 0 [, p). (8.7)

O tensor energia-momentum do RRG serd, entao, dado pela Eq. (8.7) com fungao

de distribuigao dada pela Eq. (8.6). Substituindo essa fungao e resolvendo a integral,

E 0
TR — ( 0 (B3 ) : (8.8)
0 =550y

onde se usou que p° = Ey e p'p/ = p?0,;/3 = (E5 — m?)d;;/3. Entdo, a partir da Eq. (8.8),

identifica-se a densidade de energia p e a pressao P como:

1., n(EZ—m?
=T =pE,, P=-TI=""95_""71 8.9
p n 07 3 7 3E0 ( )

obtém-se:

Definindo-se a densidade de energia de repouso py := nm, obtém-se a equagao de

estado do gés relativistico reduzido na forma:

P:§< —p?l>, (8.10)
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expressao que descreve uma transicao suave entre o comportamento de um gas de radiacao
em altas energias e de um gas de poeira em baixas energias. Note que, no regime de alta
energia, onde p > py, tem-se P & p/3, o que caracteriza um comportamento de radiacao;

ja no regime de baixa energia, onde p & py, tem-se P = 0, caracterizando poeira.

O modelo RRG ¢é por isso utilizado para descrever a transicdo de um universo
dominado por radiacdo (particulas relativisticas) para um universo dominado por matéria
(particulas nao-relativisticas), ou seja, a transicao da era da radiagio para a era da matéria.
Um modelo semelhante foi anteriormente proposto por A. D. Sakharov [244]. Conforme
explicado em [245], apds a submissao de um artigo [246], descobriu-se [247] que Sakharov
ja havia utilizado um modelo simplificado equivalente, que também fazia interpolagao

entre as eras de radiacao e matéria.

8.2 Modelo comutativo de Bianchi I com gas relativistico reduzido

A partir desta secao, com base nos conceitos introduzidos anteriormente, vamos
construir um modelo Bianchi I acoplado a um fluido perfeito de gas relativistico reduzido
(RRG). A razao desta escolha é investigar se o RRG, quando acoplado & ndo-comutatividade,
mantém sua evolugao caracteristica e se isotropiza com o tempo, de modo a ser util na
descricao das fases dominadas por radiacao e por matéria nao-relativistica, bem como
compreender como sua dinamica difere do caso comutativo. Além disso, buscaremos avaliar,
por meio de estimativas e ajustes paramétricos, se o modelo nao-comutativo com RRG
pode mimetizar aspectos dinamicos da constante cosmoldgica, ainda que uma substituicao
completa dessa esteja fora do escopo deste trabalho. O modelo apresentado em todo este
capitulo é baseado no artigo atualmente disponivel no arXiv [248] e ja submetido para
publicacao.

Inicialmente, consideraremos o elemento de linha de Bianchi I na parametrizacao

de Misner:
ds? — —Nz(t) de + aQ(t) e2(B++V3B-) 42 + o2(B+—V35-) dy2 4 e 48+ 422 ’ (8.11)

onde a(t) é o fator de escala isotrépico, i (t) sdo os fatores de escala anisotrépicos e N (t)

é a funcao lapso do formalismo ADM.

O gés relativistico reduzido (RRG) pode ser descrito pelo tensor energia-momentum
de um fluido perfeito,
T" = pU"U" + P (¢"" + U*U"), (8.12)

cuja conservacao V,T" = ( conduz a equacao
p+3H(p+P)=0, (8.13)

onde H ¢ o pardmetro de Hubble. Esta Eq.(8.13) permanece vilida mesmo no contexto

Bianchi I, uma vez que o pardmetro de Hubble médio coincide com o pardametro de Hubble
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para o fator de escala isotrépico a(t), isto é:

1 a

onde H; := a;/a;, com i = 1,2,3, sdo os pardmetros de Hubble ao longo das diferentes

direcoes espaciais.

A expressao para a densidade de energia do fluido RRG pode ser obtida a partir

da Eq. (8.10) e da Eq. (8.13), cuja solugdo convenientemente parametrizada é dada por:

pla) = [p% (%) + 22 ()] " (8.15)

na qual p; e py sdo constantes de integragdo. A Eq. (8.15) evidencia a interpolagao
entre os regimes dominados por poeira (x a~®) e radiagdo (x a=*). No entanto, essa
expressao descreve um unico fluido com equagao de estado efetiva, e ndo uma soma de

duas componentes fisicas independentes.

Esta expressao, Eq. (8.15), serd usada para descrever o setor de matéria em nosso

modelo, visto que a densidade lagrangiana £,, de um fluido perfeito é dada por:
Lo = —p. (8.16)

A agao total S é composta pela acao de Einstein-Hilbert para o setor geométrico

(com métrica Bianchi I) somada a agao do setor de matéria (fluido RRG), ou seja:

s=[dev=g (g 4 .cm) , (8.17)

que, apos as devidas substituigoes, assume a forma:

5= fatn= [t {350 Rt g (20) (%)

(8.18)
Da expressao acima, obtemos os momenta canonicamente conjugados:
oL  6aa oL  6a°P
= = ——— = = , 8.19
Pa= 5o N Pr=ga =N (8.19)

os quais serao utilizados na obtencao da densidade hamiltoniana total H, por meio da

transformacao de Legendre:

H = poi + pefBs + p_f- — L, (8.20)

que resulta na expressao final:

P2 p+ i 5 (ao\° , (g g]1/2
— N {- Lo o o . 8.21
" 120t 120 T2 T [p <a> +p2(a)] (8.21)
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8.3 O formalismo de Faddeev-Jackiw aplicado ao modelo Bianchi I com gas relativistico

reduzido

Para o presente modelo, sera aplicado o formalismo simplético generalizado para
sistemas com vinculos, o qual faz uso do formalismo de Faddeev—Jackiw e do algoritmo de
Barcelos-Wotzasek. Como primeiro passo, partindo da densidade hamiltoniana acima, pode-
se obter a primeira possivel densidade lagrangiana do sistema, que dentro do procedimento

iterativo do formalismo ¢ chamada de lagrangiana-zero, dada por:

[’(0) = paa + p-l-B-i— + p—ﬁ.— - V(O) (aﬂpm B-i—ap—i-a ﬁ—ap—a N)v (822)

onde V© ¢ o potencial simplético, dado por:

VOa,pa, By, ps, B, p-, N) = NQ, (8.23)
onde ) ) ) ; 172
= oo o + i O [pi (?) e (?) ] ' (8.24)
As variaveis simpléticas sao entao:
& = (@ pas By spss B0 N) (8.25)

e os elementos da 1-forma associados a lagrangiana-zero, Eq. (8.22), sao:

AD = p,,  AD =0

Pa )

AD =po, AV =0, AP =o0. (8.26)

Pt
Os elementos da matriz simplética sao obtidos a partir da seguinte definicao:

0Ag  OAg

e = b : 8.27
ff 5‘7 aé‘z ag‘] ? ( )
que nos fornece os seguintes elementos nao nulos:
DAD)  §AWO) 9A® gAY
fO = e Zlal o O o p0  Zlpe TP g 0 (308
Pa aa apa Pa + P+ aﬁi 8pi P+ P+

Dessa forma, a matriz simplética de iteracao-zero, que é singular, é escrita como:

—1

o O
o O O O

O = (8.29)

o O O o o = O
o O O o o O

S O O = O O O
S = O O O O O
o O O O O o O

o o o O
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Podemos, entao, conduzir a seguinte operacao:

FO .50 — ¢ (8.30)

_(0) + _(0) . _(0
onde 79 é um vetor coluna com sete componentes I/i( ) (1=1,...,7), resultando em l/é )
sendo arbitrario, enquanto todos os demais elementos sao nulos. A transposta do vetor

coluna ¥ nos fornece o vetor linha, chamado de modo zero:
v@=1Jo 00000 1 (8.31)

A multiplicagdo do modo zero com o gradiente do potencial simplético é entao:

7 )
0=3,0. VY _ o ag\?) _q. (8.32)

)

i=1 o¢”

do que resulta:
Q=0. (8.33)

Esta Eq. (8.33) representa um vinculo, o qual deve ser introduzido na parte cinética
da densidade lagrangiana de primeira ordem, através de um multiplicador de Lagrange
7. Assim, a nova densidade lagrangiana, chamada de lagrangiana de primeira iteracao, é

dada por:

‘C(l) = paa + erBJr + p,B, + Q T — V(l)(a7pa7 ﬁJr?erv Bf,p,, N)a (834)

coml:

V(l)(a,pa,ﬁ+,p+,ﬁ,,p,,]\7) = V(0)<a7pa7ﬁ+7p+7677p7) = NQ. (835)

O conjunto de varidveis simpléticas na primeira iteragao é:

51(1) = (&7pa>6+>p+:ﬁf7pfaN>T)a (836)

e os elementos 1-forma para a Eq. (8.34) sdo:

AN =po, Al =0, A =p., Al)=0, AF =0, AV=0  (837)

A partir da definigdo da matriz simplética, Eq. (8.27), os elementos nao nulos da



matriz simplética de primeira iteracao sao dados por:

R A

aﬁ }
Oa
of)

Opa
o)

95
o0

ap+
0

op-
09

dp_
0

0

— Za 1= —f)
@Pa da Opq Jpoa
o _O0AR oAy
fﬁipi - OB+ - Opa - ~Jpx B
£ 0AD 9AY) 00 _
ar da or oa Ta
(1)
£0) OAW B 0A,, _ o) )
T Ope 0T Opa e
s 9AD 0AY) oa
T 9p.  or 0ps T
1 (1)
T ps  or ops e
o _ 0AD 9AY e
Nt QN or ~ oN TN
Segue-se que a matriz simplética da primeira iteracao é dada por:
0 —1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 -1 0 0
0 0 1 0 0 0
f(l) _
0 0 0 0 0 -1
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
_879 _89 _89 _E)Q _89 _8(2
L Oa Opa oo op. 0p_ Op_

Podemos conduzir a operagao:
FOL 0 =,

— 7 . —(1 .
onde 7! ¢ um vetor coluna com oito componentes I/Z-( ) (1=1,.

sendo arbitrario, e os demais elementos dados por:

_ _ o002 _ _ 012 _ _ 09

V%l) = —Vél) . 7829&7 l/él) == l/él) . 78(17 I/zgl) = —Vél) . 78p+7

_ _ o0 _ _ oY) _ _ o)

Vil) _ VE(;I) ) TR Vél) _ _Vél) . TR Vél) _ Vél) . 5

_ o _ o _ of2 _ oY) _ o2 _
1/51) " da Vél) ' Opa + V?(’l) oJom Vil) ' Opy Vél) ' 06— * Vél)

..,8), resultando em v

o2

Op_
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(8.38)

(8.39)

(8.40)
()

(8.41)

=0.
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Para o sistemas de Eqs. (8.41), a substitui¢do de todas as primeiras equagoes na

ultima resulta que Dél) é arbitrario. O transposto ao vetor-coluna 7! é o vetor-linha v,

conhecido como modo-primeiro da matriz simplética. Assim, escolhendo-se ﬂ;l) = Dél) =1,
obtém-se o modo zero da matriz simplética da primeira itera¢do como:
o) 00 o) 00 o 00 ]

COp, a’ Opy 0B Op 0B

v = 1]. (8.42)

A multiplicacao desse modo zero com o gradiente do potencial simplético de primeira

iteracao resulta em:

oV ANQ) | gy ONQ) gy INQ) ) I(NQ)

(1)
0= (1) - e Sl e Sk )
2o T Tae T e, T o, T
I(NQ I(NQ I(NQ O(NQ
+ 1/5()1) . <85_ ) yél) . (8p_ ) l/él) . (ON ) + l/él) . (87 ) =Q. (8.43)
que leva novamente a condi¢ao de vinculo:
Q=0. (8.44)

Este resultado, Eq. (8.44), indica a presenca de uma simetria de calibre no sistema,
a qual deve ser fixada. Para isso, introduzimos um termo de fixagao de calibre ¥ na lagran-
giana original Eq. (8.22) por meio de um multiplicador de Lagrange 7 [249], resultando na

nova lagrangiana-zero:
LO = paa+pi By +p B+ 50—V Oa,pa, By, 04, -, N), (8.45)
onde a condicao de calibre escolhida é:
Y:=N -1, (8.46)
o que implica que N = 1. Na lagrangiana, Eq. (8.45), o potencial simplético é agora dado

por:
V(O)(aapaaﬁ+up+75—7p—7N) = NQ. (847)

O conjunto de varidveis simpléticas do sistema torna-se:
(0
51( ) = (aapa76+7p+76—7p—7N7n)7 (848)
com os elementos 1-forma dados por:

AO =p,, A =0, AV =p,, AV =0, AP =0, AV=2=N-1(849)

a P+

Assim, os elementos nao nulos da nova matriz simplética sao dados por:

AL 9AD .

£00) _ —1=—f0O
Q Pa aa apa fpaa’
it 7(0)
jo _OAL 04 o
Brp+ aﬁi api - - P+ B+
. 9A0  59AO) ~
A (850

ON on K
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Logo, a nova matriz simplética da iteracao-zero com calibre fixado é:

0 -10 0 0 0 0 O
1 0 00 00 0 0
00 0-100 0 0
Fo_ |00 1 00 0 0 o (8.51)
00 0 0 0 -1 0 0
00 0 0 1 0 0
00 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 -1 0

Como essa matriz é nao singular, sua inversa pode ser computada diretamente. A

. . 7 -1 N . . . 7
matriz inversa f © , que representa os parénteses de Poisson da teoria comutativa, é:

0 1.0 0 0 00 0]
-10 0 0 O OO0 O
0O 0 0 1 0 0O O
- 0O 0 -1 0 0 0O O
jor (8.52)
0O 0 0 0 0 10 O
0O 0 0 0 -1 0 0 O
0 0 0 O 00 —1
I 0 0 0 O 01 0 |
Portanto, os parénteses de Poisson nao nulos da teoria sdo dados por:
{CL, pa} - {B+7 p+} = {677 p*} = _{Na 77} =1 (853)

8.4 Modelo Bianchi I nao-comutativo com gas relativistico reduzido

Para construir o modelo Bianchi I nao-comutativo com gas relativistico reduzido,
modificamos a matriz dada pela Eq. (8.52) pela introdugao das seguintes relagoes de

nao-comutatividade:

{aaﬁﬂ:}:&tv {B—i—vﬁ—}:/%

onde €., €_, v, 04, 0_ e X sdo constantes reais. Isso transforma a matriz simplética

{Pasps} =0, Aps,p-} =x (8.54)

comutativa Eq. (8.52) na seguinte forma:

[0 1 & 0 s 0 0 0]

1 0 0 o, 0 .0 0

e, 0 0 1 4 0 0 0

f_l _ 0 —opr —1 0 0 x 0 O (8.55)

e 0 -y 0 0 1 0 0

—o. 0 -y -1 0 0 0

O 0 0 0 0 0 0 -1

0 0 0 0 0 0 1 0




104

A inversa desta matriz, a nova matriz simplética f, é dada por:

0 1 —x —0 Yo _ —0_ —yor 0 0

vx — 1 0 —XE— —&4 XE+ -~ 0 0

o XE— 0 l—e_o. —xe_oy 0 0 0
f 1| =o- €4 e_o_—1 0 —€40_ — 0 0 (8.56)

' o_ —XE4  XELO_ 0 l—eyo, O 0 0

YOy £_ —€_0y eqop —1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 T

0 0 0 0 0 0 -I' 0

com:

=ciop+e_o_+yx—1, [ #0. (8.57)

Os elementos da matriz f satisfazem a condigdo dada pela Eq. (8.27), que ao ser

aplicada aos termos da matriz f resulta nas seguintes equacoes:

il i TR T
Fraps = —5% = 85]1)? - %iﬁ“? frap- = X;* = ag;i - %271“, (8.61)
Jrap- = —%— = aa/:;; - %if“, foipe = ! _;‘U‘ = %//';’j — aaii*, (8.62)
foip. = —% = ag;i - a;;_ﬂ faip = E_I?Jr = 85;2[; - a(f;jfja (8.63)
foin = —gf_ = az;j)i - aé;zp_ﬂ foin. = —% = %ii - aaif_*, (8.64)
fop = 1_?0* :aa/;p_ _8521?5_7 fNFl:%?v?ha;yN' (8.65)

Para que o modelo continue sendo de primeira ordem nas velocidades, os termos
da 1-forma A,,, 4, ,

tipo Ap,Pa, Ap, Py, Ap_ D e A ~N, os quais introduziriam dependéncias de segunda ordem

A, e Ay devem ser nulos, pois do contrario surgiriam termos do
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nas velocidades. Dessa forma, o sistema de equacoes acima se reduz a:

0A,  1—vyx 04z, 0A, oy 0A,  vo_

 Opa r ° da 93, I dp, I (8.66)
0Ap.  0A, _ o 04, _ o 0Ag, o Xe- (8.67)
da op_ r’ op_ r '’ dp, r’ '
81457 _ XE+ _8A5+ _ l—e o_ aAgi _ 8A5+ _ _K (8 68)
OPa r Ip+ r ' opy 0B I’ '
_ 0Ag, _ 6_0'4_’ 0Ap_ _ _€+O'_’ _0Ag _ 1— 5+0+7 0A, _1 (8.69)
Op_ r Op4 r Op_ r ON

Além disso, devido a essa mesma condi¢cao de primeira ordem nas velocidades,
os parametros de nao-comutatividade €., £_ e 7y, embora anteriormente presentes na

estrutura da matriz simplética deformada, se anularao, de modo que:
ey =e_=v=0, (8.70)

e por isso nao aparecerao explicitamente no sistema dindmico resultante. Além disso,
em razao da Eq. (8.70), parte da nao-comutatividade é eliminada, de modo que I" na
Eq. (8.57) passa a ser dado por I' = —1. Dessa forma, a solugao do sistema de equagoes
dado pela Eq. (8.69) torna-se:

1 1
Ay = T (—pa + 104y +o_p), Ap, = T (—=p4+ — asora+ aax ),
1 (8.71)
Ap_ = f(—p,—&5a,a—a6xﬁ+), Ay=YX=N-1,

onde os o; (i =1, 2, 3, 4, 5, 6) sdo constantes. Para determinar essas constantes, basta

inserir os valores das Eqs. (8.71) nas Egs. (8.69), resultando no seguinte sistema:

011+Oz3:1, 012+Oz5:1, Of4+(16:1. (872)

Escolhendo oy = as = 0 e ay = 1/2, obtém-se: a3 = a5 = 1 e ag = 1/2. Substituindo

esses valores nas Eqgs. (8.71), temos:

Pa 1 1
Aa: [, A,3+ = 5 <_O-+a_p++X/8) 9

T T 2

: X (8.73)
AB_:F<_aa_p_2X5+), A, =% =N 1,

onde no calibre N =1 aqui adotado teremos A, = 0.

Desse modo, a densidade lagrangiana de primeira ordem nas velocidades é dada

por:

Da . 1 1 . 1 1 .
Lnc = — T + T <—U+a —p++ 2X5—> B+ T (—a_a —p-— 2Xﬁ+) B

+ ZT] - VNC(aap(I?p-i—ap—a N)a

(8.74)
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onde o potencial simplético é dado por:

VNC(avpaap+ap—7 N) =NQ. (875)

Podemos expressar esta lagrangiana, Eq. (8.74), em termos de um novo conjunto de
varidveis comutativas que satisfazem os parénteses de Poisson candnicos usuais, Eq. (8.53),
e também os parénteses deformados, Eq. (8.54), até primeira ordem nos parametros nao-
comutativos, ja considerada a Eq. (8.70). Isto pode ser feito introduzindo-se a seguinte

transformacao de coordenadas:

a=a, ﬁJr:ﬁJra B =p-, pa:_?a
Y 1 R X (8.76)
p+:F(—J+a_p++2Xﬁ>v p:F<—aa—p—2X5+)~

Este novo conjunto de variaveis {a, B, 5_, Pa, P+, P— } incorpora todos os efeitos
nao-comutativos nos parametros x, o, e o_. E importante dizer que essas transformagoes
surgem naturalmente da estrutura simplética associada a lagrangiana da Eq. (8.74),

conforme derivada do formalismo simplético adotado neste trabalho.

Consequentemente, em termos das novas variaveis, a lagrangiana (8.74) assume a
forma:
Lxe = Pat + Py By + PP + T — NQ. (8.77)

Restrigindo-nos aos termos de primeira ordem nos parametros de nao-comutatividade,
podemos inverter a transformagao da Eq. (8.76), obtendo:

- N 1 B 1
Pa = Pay, P+ =D+ — 040+ 5)(5—7 b—-=p-—0_a— §Xﬁ+- (8~78)

Portanto, a partir da Eq. (8.77), ao considerar N = 1, obtemos a seguinte hamilto-
niana modificada:

~ p2 py —oya+ixB)? (P —o_a—3 2 ap\® ao\¢]""?
g _Pa (r—oratoxB ) (B XO)” | s p%<£> +p§<ao>

12a 12a3 12a3
(8.79)

que corresponde a hamiltoniana do sistema modificada pela contribuicdo nao-comutativa.
Nota-se que, quando o, = 0_ = x = 0, recuperamos a super-hamiltoniana original H
dada pela Eq. (8.21).

8.5 Equacgoes de evolucao para o modelo Bianchi I nao-comutativo com gés relativistico

reduzido

Para estudar a evolucao temporal do modelo Bianchi I nao-comutativo com gés
relativistico reduzido (RRG), comegamos com as equagoes de Hamilton, dadas em fungao
da hamiltoniana H, Eq. (8.79). Assim, temos:

oo T, s
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ﬁa = {ﬁaa}z}: OH

" da
~9 2
_ P 1<~_ 1)1(~_ 1>
T + 1ah \ P+ oya+ 2X6— + 6ad \ P+ oya+ 2X5— o
_|_1<~_ _15)2+1(~_ _1ﬁ>
4gt \P= 70T A | T \Pm T 0 T A o
6 8
6 8]1/2 {3/)% @) 4 dps (%0 }
—3a? [pf (C‘O) . (?) ] +a’ ( 2 (8)1/2. (8.81)
{p? ()" + p3 (=) }
: - OH 1 /. 1
By = {5+77'[} = s e (p+ —o04a+ 2X5—) ) (8.82)
. o OH I 1
by = {p+,7-l} = —% ~ 194 ( -—0-a~— 2Xﬁ+> X (8.83)
: -y O0H 1 1
Y 0 v QA 84
b= {p ) = = g (-~ - 5 ). (8:84)
; o OH 1 /. 1
p- = {p_,’H} = —ﬂ T T 1948 (p+ —o4a+ 2X5—> X- (8.85)
Da Eq. (8.80), podemos escrever:
o = —6aa. (8.86)
Por outro lado, a partir das Egs. (8.82) e (8.85), temos:
p_=Ch - Lxbs, (8.87)

onde € é uma constante de integragao. De forma andloga, das Eqs. (8.83) e (8.84),
segue-se:

B = Cy+ LA, (8.88)
sendo (5 outra constante de integragao.

A evolucao das fungoes a(t), 5. (t), f_(t) exigem trés equagdes dindmicas. A
primeira surge da imposicao da condi¢ao de super-hamiltoniana, ou seja, H = 0. Conside-
rando a hamiltoniana modificada da Eq. (8.79) e mantendo apenas os termos de primeira

ordem nos parametros nao-comutativos, obtemos:

. 2 1
(Z) = 365 (022 +2CoxB- + Cy® — 2C1X5+)
1 1], /a\® 5 (a0\® 1/2
- 155 (Cro_ + Cyoy) + 3 [Pl (a) + 03 <a> ' (8.89)

Para obter a segunda equagdo de evolugao, combinamos a Eq. (8.85) com as

Egs. (8.87) e (8.88), mantendo termos até primeira ordem:

1

By = 63 (Cy —ora+xB-). (8.90)
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Finalmente, para a terceira equagao de evolugao, combinamos a Eq. (8.83) com

(8.87) e (8.88), obtendo:
1

B = 6a3 (Ch —o_a—xB4). (8.91)
a

Assim, para o modelo Bianchi I ndo-comutativo com gas relativistico reduzido,

obtemos o seguinte sistema de equagoes diferenciais: Eqs. (8.89), (8.90) e (8.91). Na

proxima segao, sera realizado um estudo numérico destas solugoes.

8.6 A evolugao do universo no modelo nao-comutativo

Esta se¢ao apresenta o estudo das solu¢oes numéricas do sistema de Eqs. (8.89),
(8.90) e (8.91), que descrevem a dindmica do nosso modelo. Para isso, realizamos uma
andlise da evolugao das fungoes de escala a(t), 4 (t) e S_(t) em relacdo a diferentes
pardmetros: x, oy, o_, C1, Cs, p1, p2, ag := a(0), Bio := B(0) e f_o := _(0). A
investigacao das solugoes foi conduzida variando individualmente cada parametro ou
condicao inicial do modelo, mantendo todos os demais pardmetros e condigoes fixos. Isso
permitiu avaliar comparativamente a influéncia de diferentes valores sobre a dindmica das
fungoes de escala. O estudo foi realizado para uma ampla faixa de valores dos diferentes

parametros e condigoes iniciais.

Adotou-se a convencao de que, sempre que o parametro estudado nao era uma
condicao inicial das fungbes de escala, as condigdes iniciais eram fixadas como ag = fyo =
b_o = 1. Quando uma condicao inicial especifica era investigada, variava-se apenas essa

condicao, mantendo as outras duas fixas em 1.

Como exemplo da analise, foram selecionados cinco valores representativos para
cada pardmetro ou condicao inicial. As solugoes correspondentes foram plotadas como
curvas nos graficos de a x t, f, x t e f_ x t. Além disso, foram elaboradas tabelas
com os valores numéricos de a, 5, e J_ para os cinco valores selecionados em diferentes
instantes de tempo. Em todos os casos analisados, a fungao a(t) apresenta comportamento
expansivo, enquanto 3, (t) e f_(t) tendem a se estabilizar em valores constantes apds um
periodo inicial de variagdo. As tabelas demonstram essa expansao continua de a(t) e a

estabilizacdo dos parametros anisotrépicos em tempos tardios.

Para os parametros nao-comutativos, obtivemos os seguintes resultados: Para Yy,
observa-se que o fator de escala a expande mais rapidamente quanto menor o valor de y.
Além disso, [ atinge valores constantes mais elevados & medida que y aumenta, enquanto
[_ atinge valores constantes mais elevados a medida que y diminui (ver Figuras 16, 17,
18, 19 e Tabela 11). Quanto a o, sua influéncia segue um padrao semelhante: o fator
de escala expande mais rapidamente quanto menor o valor de o,. Ademais, 5, aumenta
assimptoticamente a medida que o, se torna mais negativo, enquanto S_ cresce com o

aumento dos valores de o (ver Figuras 20, 21, 22, 23 e Tabela 12). Com relagao a o_,



109

o fator de escala a expande mais rapidamente quanto menor o valor de o_. Além disso,

tanto 5, quanto S_ atingem valores constantes mais elevados a medida que o_ diminui

(ver Figuras 24, 24, 26, 27 e Tabela 13).
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100000 100,000.2 100,000.4 100,000.6 100,000.8 100001
t

----- %=-05——x=-025——yx=0—"= =025
—-x=05

Figura 16: a(t) x t para diferentes
valores de x. Consideramos
pP1 = P2 = 0.1, Cl = 0.2, 02 = 0.1,

op = 0.01, o_ = —0.05.
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e
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Figura 18: f(t) x t para diferentes
valores de x. Consideramos
pP1 = pP2 = 0.1, Cl = 0.2, CQ = 0.1,
o+ =0.01, o_ = —0.05.
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Figura 17: a(t) x t para diferentes

valores de x. Consideramos
P1 = P2 = 0.1, Cl = 0.2, CQ = 0.1,
o+ =0.01, o_ = —0.05.
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Figura 19: p_(t) x t para diferentes
valores de x. Consideramos
pP1L = P2 = 0.1, Cl = 0.2, CQ = 0.1,
o+ =0.01, o = —0.05.
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Figura 20: a(t) x t para diferentes
valores de 0. Consideramos
pP1 = P2 = 0.1, Cl = 0.1, CQ = 0.2,
x =0.1, o = —0.05.
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Figura 22: (4 (t) x t para diferentes
valores de 4. Consideramos
pP1 = P2 = 0.1, 01 = 0.1, 02 = 0.2,
x =0.1, o = —0.05.
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Figura 21: a(t) x t para diferentes

valores de 0. Consideramos
P1 = P2 = 0.1, Cl = 0.1, 02 = 0.2,
x =0.1, o = —0.05.
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Figura 23: f_(t) x t para diferentes
valores de 0. Consideramos
P1 = P2 = 0.1, Cl = 0.1, 02 = 0.2,
x =0.1, o = —0.05.
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Figura 24: a(t) x t para diferentes Figura 25: a(t) x t para diferentes
valores de o_. Consideramos

P1 = P2 = 0.1, Cl = 0.1, 02 = 0.2,

valores de o_. Consideramos
pP1 = P2 = 0.1, Cl = 0.1, CQ = 0.2,

x = 0.1, o4 = 0.01. x = 0.1, o4 = 0.01.
el e
1.4—.." _______
T
1247
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Figura 26: (4 (t) x t para diferentes
valores de o_. Consideramos
pP1 = P2 = 0.1, Cl = 0.1, CQ = 0.2,

Figura 27: f_(t) x t para diferentes
valores de o_. Consideramos
P1 = P2 = 0.1, Cl = 0.1, 02 = 0.2,

y=0.1, o} = 0.01. y=0.1, o} = 0.01.

Nesse contexto, os parametros nao-comutativos podem, em principio, ser utilizados
para descrever a atual expansao acelerada do universo sem a necessidade de se invocar
a existéncia de energia escura. Isso se deve ao fato de que tais parametros podem
ser escolhidos de modo a induzir um aumento na taxa de expansao do fator de escala
isotrépico a(t). Além disso, os parametros nao-comutativos influenciam o tempo necessario
para a completa isotropizacao do universo primordial, governando a transicao do regime
anisotrépico para o regime isotrépico, ponto em que os parametros anisotrépicos 5 (t) e

[_(t) atingem valores constantes.

Para os parametros C; e Cy, associados a anisotropia, obtivemos os seguintes

resultados: para (', o fator de escala a expande-se mais rapidamente para valores absolutos
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maiores, sendo que valores positivos levam a uma expansao maior do que os negativos
correspondentes. Valores absolutos mais altos de € resultam em valores menores de (3.,
com o valor maximo sendo atingido em C; = 0. Além disso, para um dado valor absoluto,
valores positivos de C conduzem a constantes mais altas de ;. do que os negativos
correspondentes. Adicionalmente, o aumento de C leva a valores constantes maiores
de [_: todos os valores positivos resultam em constantes acima da obtida para Cy = 0,
enquanto todos os valores negativos resultam em constantes menores (ver Figuras 28,
29, 30, 31 e Tabela 14). Para C,, o fator de escala a aumenta para valores absolutos
maiores, com o0s positivos conduzindo a uma expansao mais intensa que os negativos
correspondentes. Valores maiores de Cy correspondem a constantes mais altas de (.
Além disso, o aumento do valor absoluto de C5 leva a valores constantes menores de [3_,
sendo que valores positivos produzem uma diminui¢ao mais acentuada em S_ do que os
negativos correspondentes (ver Figuras 32, 33, 34, 35 e Tabela 15).
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Figura 28: a(t) x t para diferentes
valores de (7. Consideramos
pP1 = P2 = 0.1, CQ = 0.2, X = 0.1,
o+ =0.01, o_ = —0.05.

Figura 29: a(t) x t para diferentes
valores de C;. Consideramos
pP1 = P2 = 0.1, 02 = 0.2, X = 0.1,
oy =0.01, 0_ = —0.05.
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Figura 30: (4 (t) x t para diferentes
valores de C7. Consideramos
pP1 = P2 = 0.1, 02 = 0.2, X = 0.1,
o+ =0.01, o = —0.05.
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Figura 32: a(t) x t para diferentes
valores de C'y. Consideramos
pP1 = P2 = 0.1, Cl = 0.2, X = 0.1,
o+ =0.01, o_ = —0.05.
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Figura 31: f_(t) x t para diferentes
valores de C;. Consideramos
pP1 = P2 = 0.1, Cg = 0.2, X = 0.1,
o+ =0.01, o = —0.05.
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Figura 33: a(t) x t para diferentes
valores de Cy. Consideramos
pP1 = P2 = 0.1, Cl = 0.2, X = 0.1,
oy =0.01, 0_ = —0.05.
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Figura 34: (4 (t) x t para diferentes
valores de Cy. Consideramos
pP1 = P2 = 0.1, Cl = 0.2, X = 0.1,
o+ =0.01, o = —0.05.
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Figura 35: f_(t) x t para diferentes
valores de Cy. Consideramos
pP1 = P2 = 0.1, Cl = 0.2, X = 0.1,
o+ =0.01, o = —0.05.

Para os parametros p; e ps, associados ao gas relativistico reduzido, obtivemos os

seguintes resultados: para p;, o fator de escala a expande-se mais rapidamente a medida

que p; aumenta, enquanto valores mais altos de p; conduzem simultaneamente a valores

constantes menores de 34 e f_ (ver Figuras 36, 37, 38 e Tabela 16). No caso de pa, o fator

de escala a também se expande mais rapidamente para valores mais altos de py, sendo que

valores maiores de p, levam a valores constantes mais baixos de ;. e f_ (ver Figuras 39,

40, 41 e Tabela 17).
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Figura 36: a(t) x t para diferentes
valores de p;. Consideramos ps = 0.1,
C1=0.1,Cy =02, x =0.1,

o4 =0.01, o_ = —0.05.
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Figura 37: 4 (t) x t para diferentes
valores de p;. Consideramos py = 0.1,
C1=0.1,Cy =02, y=0.1,
o+ =0.01, o_ = —0.05.



Figura 38: f_(t) x t para diferentes
valores de p;. Consideramos po = 0.1,
C1=0.1,Cy=0.2, x =0.1,
oy =0.01, o = —-0.05.
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Figura 40: f4(t) x t para diferentes
valores de po. Consideramos p; = 0.1,
Cr=0.1,Cy =02, y=0.1,
o+ =0.01, o_ = —0.05.

Figura 39: a(t) x t para diferentes
valores de po. Consideramos p; = 0.1,
C1=0.1,C,=0.2, x =0.1,
oy =0.01, o = —0.05.
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Figura 41: f_(t) x t para diferentes
valores de ps. Consideramos p; = 0.1,
Cr=0.1,Co =02, y=0.1,
o+ =0.01, o = —0.05.

Para as funcoes iniciais de escala, obtivemos os seguintes resultados: o fator de

escala a expande-se mais rapidamente para valores mais altos de ag. Além disso, valores

maiores de ag também conduzem a valores constantes menores tanto de S, quanto de 5_

(ver Figuras 42, 43, 44 e Tabela 18). Ademais, uma expansao mais rapida de a ocorre para

valores menores de 3yo. Adicionalmente, para valores maiores de (3., . tende a atingir

valores constantes mais elevados. Por outro lado, para valores maiores de 3¢, _ tende a

alcangar valores constantes menores (ver Figuras 45, 46, 47, 48 e Tabela 19). De modo

semelhante, valores maiores de 5_j resultam em uma expansdao mais rapida de a, com [

e f_ atingindo valores constantes mais altos (ver Figuras 49, 50, 51, 52 e Tabela 20).
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Figura 42: a(t) x t para diferentes
valores de ag. Consideramos

pP1 = P2 = 0.1, Cl = 0.1, CQ = 0.2,

x =0.1, o4 =0.01, 0_ = —0.05.
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Figura 44: f_(t) x t para diferentes
valores de ag. Consideramos
pP1 = P2 = 0.1, 01 = 0.1, 02 = 0.2,
x =0.1, 0y =0.01, 0 = —0.05.
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Figura 43: 4 (t) x t para diferentes
valores de ag. Consideramos
P1 = P2 = 0.1, Cl = 0.1, 02 = 0.2,
x =0.1, o4 =0.01, 0_ = —0.05.
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Figura 45: a(t) x t para diferentes
valores de ;9. Consideramos
P1 = P2 = 0.1, Cl = 0.5, 02 = 0.1,
x =0.1, oy =0.01, 0 = —0.05.
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Figura 46: a(t) x t para diferentes
valores de B4g. Consideramos
pP1 = P2 = 0.1, Cl = 0.5, CQ = 0.1,
x =0.1, o4 =0.01, 0_ = —0.05.
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Figura 48: f_(t) x t para diferentes
valores de B1¢. Consideramos

pP1 = P2 = 0.1, 01 = 0.5, 02 = 0.1,
x =0.1, o4 =0.01, 0_ = —0.05.
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Figura 47: B4 (t) x t para diferentes
valores de B4g. Consideramos

P1 = P2 = 0.1, Cl = 0.5, CQ = 0.1,
x =0.1, o4 =0.01, 0 = —0.05.
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Figura 49: a(t) x t para diferentes
valores de 3_g. Consideramos
P1 = P2 = 0.1, Cl = 0.1, 02 = 05,
x =0.1, oy =0.01, 0 = —0.05.
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Figura 50: a(t) x t para diferentes
valores de 5_g. Consideramos
pP1 = P2 = 0.1, Cl = 0.1, CQ = 05,
x =0.1, o4 =0.01, 0_ = —0.05.
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Figura 51: (4 (t) x t para diferentes
valores de 3_g. Consideramos

P1 = P2 = 0.1, Cl = 0.1, CQ = 05,
x =0.1, o4 =0.01, 0_ = —0.05.
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Figura 52: f_(t) x t para diferentes
valores de 5_g. Consideramos

P1 = P2 = 0.1, 01 = 0.1, CQ = 05,
x =0.1, 0y =0.01, 0 = —0.05.



Tabela 11 - Valores de a(t), B (t) e S_(t) em diferentes instantes de tempo ¢, para diversos valores de y. Consideramos

P1L = P2 = 0.1, Cl = 0.2, 02 = 0.1, O, = 0.01 e o_ = -0.05.

X t a(t) B (t) B—(t)
—0.5 102 9.41042802963272 7.24368174303990 x 107! 1.39542863027622
—0.5 10° 9.08598193127700 x 102 7.06314117648214 x 101 1.43388319085617
—0.5 10'0 1.95743387717530 x 106 7.05707755360914 x 10! 1.43685870558427
—0.5 10%° 9.08560314387074 x 1032 7.05694705648835 x 101 1.43692395358037
—0.5 1080 9.08560959521214 x 1052 7.05694705648835 x 107! 1.43692395358037
—0.25 102 9.40947006136555 8.90242434959212 x 101 1.29073247708939
—0.25 10° 9.08598009734253 x 102 8.80152939639179 x 10! 1.32631510601686
—0.25 1010 1.95743403608163 x 106 8.79555144141166 x 107! 1.32928766582382
—0.25 10°0 9.08560421886239 x 1032 8.79542094522764 x 101 1.32935291375100
—0.25 1080 9.08560349505895 x 10°2 8.79542094522764 x 101 1.32935291375100

0 102 9.40698824622729 1.04197167569020 1.16480508211536

0 10° 9.08597838042156 x 102 1.03873259751173 1.19573169737328

0 10'0 1.95743387659648 x 106 1.03814217442786 1.19869936721878

0 10%° 9.08560313979026 x 1032 1.03812912487542 1.19876461513652

0 1080 9.08558975316375 x 1052 1.03812912487542 1.19876461513652
0.25 102 9.40297472671239 1.17712712586782 1.01889638508121
0.25 10° 9.08597320339495 x 102 1.17928599839870 1.04362323794785
0.25 1010 1.95743394637394 x 106 1.17870137651463 1.04658436014418
0.25 10%° 9.08560400360462 x 1032 1.17868832702436 1.04664960797635
0.25 1080 9.08560207949522 x 1052 1.17868832702436 1.04664960797635
0.5 102 9.39743066565372 1.29320919548767 8.54404009447011 x 101
0.5 10° 9.08596785075582 x 102 1.29900299362236 8.71680943593564 x 101
0.5 1010 1.95743386471424 x 106 1.29842226310440 8.74634185059349 x 107!
0.5 1050 9.08560319191661 x 1032 1.29840921364877 8.74699432834718 x 10~ 1
0.5 1080 9.08559541099842 x 1052 1.29840921364877 8.74699432834719 x 101
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Tabela 12 — Valores de a(t), 54(t) e f—(t) em diferentes instantes de tempo t, para diversos valores de 0. Consideramos

P1 = P2 = 0.1, Cl = 0.1, CQ = 0.1, X = 0.1 e o0 = —0.05.
oy t a(t) B+ (t) B-(t)
—0.5 102 9.43665123789371 1.72466219142303 1.04257852269666
—0.5 10° 9.08602316710674 x 10> 1.99770351691716 1.06756535655440
—0.5 100 1.95743389194868 x 106 2.02734253387754 1.07052634267056
—0.5 10%° 9.08560371972301 x 1032 2.02799501260640 1.07059159051379
—0.5 1080 9.08561138918551 x 1032 2.02799501260640 1.07059159051379
—0.25 102 9.42201887499948 1.44534891988293 1.04788176941480
—0.25 10° 9.08600018680703 x 102 1.58521832144715 1.07355395199512
—0.25 1010 1.95743398577917 x 106 1.60004127211432 1.07651586705457
—0.25 10°0 9.08560413332137 x 1032 1.60036751140506 1.07658111488570
—0.25 1080 9.08560666594664 x 102 1.60036751140505 1.07658111488570
0 102 9.40703749057558 1.16140235514515 1.05342558512222
0 10° 9.08597715513859 x 102 1.16784345541523 1.07979695334432
0 10'0 1.95743408229731 x 106 1.16785030061627 1.08275980755320
0 10°° 9.08560414594794 x 1032 1.16785030068478 1.08282505537457
0 1089 9.08561452843611 x 10°2 1.16785030068478 1.08282505537457
0.25 102 9.39167890513298 8.72481062037855 x 107! 1.05923377764994
0.25 10° 9.08595328752850 x 102 7.45227965360418 x 107! 1.08631917313842
0.25 1010 1.95743400083624 x 106 7.30418666443052 x 101 1.08928297939653
0.25 10%° 9.08560416941104 x 1032 7.30092427305644 x 1071 1.08934822724373
0.25 1080 9.08562555932953 x 1032 7.30092427305644 x 107! 1.08934822724373
0.5 102 9.37591329284476 5.78195871730801 x 10! 1.06533405336862
0.5 10° 9.08592950888611 x 102 3.16972244354758 x 101 1.09314940026232
0.5 100 1.95743408800537 x 106 2.87346768892812 x 107! 1.09611416986244
0.5 10°0 9.08560409695774 x 1032 2.86694290719273 x 101 1.09617941770251
0.5 1080 9.08561039564722 x 1052 2.86694290719273 x 10! 1.09617941770251
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Tabela 13 — Valores de a(t), 54 (t) e f—(t) em diferentes instantes de tempo t, para diversos valores de o_. Consideramos
P1 = P2 = 0.1, Cl = 0.1, CQ = 0.2, X = 0.1e 04 = 0.01.

o t a(t) B(t) B—(t)
—0.5 102 9.42056586845038 1.15735081165928 1.56870069668505
—0.5 10° 9.08599867939072 x 102 1.15965991516414 1.83530594978088
—0.5 10'0 1.95743399670609 x 106 1.15907580983154 1.86493781538651
—0.5 10%° 9.08560326878763 x 1032 1.15906276034789 1.86559029385974
—0.5 1080 9.08560707107241 x 1032 1.15906276034789 1.86559029385975
—0.25 102 9.41275445316399 1.15327261145669 1.28358617057231
—0.25 10° 9.08598598955447 x 102 1.15491204291855 1.41679858533293
—0.25 1010 1.95743408985037 x 106 1.15432699857548 1.43161436890215
—0.25 1050 9.08560407312769 x 1032 1.15431394908694 1.43194060801887
—0.25 1080 9.08560117601180 x 1052 1.15431394908694 1.43194060801887
0 102 9.40483907444557 1.14910159719786 9.95906883815341 x 107!
0 10° 9.08597391778347 x 102 1.15006412905849 9.95589467391686 x 107!
0 1010 1.95743409147710 x 106 1.14947813997389 9.95589134268101 x 107!
0 10°° 9.08560403713589 x 1032 1.14946509047568 9.95589134264780 x 107!
0 1080 9.08561202735366 x 102 1.14946509047568 9.95589134264780 x 101
0.25 102 9.39681450284962 1.14483306989309 7.05561936402713 x 101
0.25 10° 9.08596221357758 x 102 1.14511122719217 5.71574935426187 x 10~*
0.25 1010 1.95743387539776 x 106 1.14452428728798 5.56758470686469 x 10~
0.25 10%° 9.08560314050930 x 1032 1.14451123777010 5.56432231315845 x 101
0.25 1080 9.08561966098247 x 102 1.14451123777010 5.56432231315845 x 101
0.5 102 9.38867625838012 1.14046195618689 4.12443195411216 x 10!
0.5 10° 9.08595002633641 x 102 1.14004794692086 1.44644052393304 x 107!
0.5 1010 1.95743389768829 x 106 1.13946004961744 1.15011440181691 x 107!
0.5 10°0 9.08560317898204 x 1032 1.13944700009062 1.14358961488025 x 10!
0.5 1080 9.08560481804203 x 1052 1.13944700009062 1.14358961488025 x 10~!
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Tabela 14 — Valores de a(t), 54 (t) e 5_(t) em diferentes instantes de tempo ¢, para diversos valores de C. Consideramos

P1 = P2 = 0.1, CQ = 0.2, X = 0.1, 04 = 0.01 e 0 = —0.05.

Cy t a(t) B (t) B_(t)

-5 102 10.0459496101976 1.05569851755328 —3.57749796131748 x 107!
-5 10° 9.08667094446427 x 10> 1.05359794306293 —4.29131439171937 x 107!
-5 100 1.95743387288468 x 106 1.05300881238436 —4.26281758498628 x 107!
-5 10%° 9.08560354799414 x 1032 1.05299576284506 —4.26216511761807 x 107!
-5 1080 9.08559090814433 x 1032 1.05299576284506 —4.26216511761807 x 107!
—2.5 102 9.66109338972946 1.08699230940393 4.94271516245870 x 1072
-2.5 10° 9.08623681635766 x 102 1.08583188038260 2.30236905572444 x 10~2
—2.5 1010 1.95743406772157 x 106 1.08524374050937 2.59289119518341 x 102
-25 10°0 9.08560360691514 x 1032 1.08523069098814 2.59941592034492 x 102
-2.5 1080 9.08562155595090 x 1032 1.08523069098814 2.59941592034492 x 102

0 102 9.40559942423711 1.14855886624150 1.00017040752812

0 10° 9.08597467816733 x 102 1.14954323483822 1.02446958347823

0 10'0 1.95743408906086 x 106 1.14895731161066 1.02743025686642

0 10%° 9.08560408470774 x 1032 1.14894426211311 1.02749550466501

0 1080 9.08560406869727 x 10°2 1.14894426211311 1.02749550466501
0.25 102 9.67821597244958 1.12470686001941 1.97061252307846
0.25 10° 9.08629075032140 x 102 1.12751051683548 2.04497494023390
0.25 100 1.95743386120812 x 106 1.12692687141964 2.04799115855271
0.25 10%° 9.08560324838872 x 1032 1.12691382193447 2.04805640695885
0.25 1080 9.08561778835941 x 1032 1.12691382193447 2.04805640695885

0.5 102 1.00783585402990 x 10* 1.09330795698491 2.37921585602254

0.5 109 9.08677639192374 x 102 1.09655387086791 2.49731283151759

0.5 10%0 1.95743408262577 x 106 1.09597124591564 2.50038457816292

0.5 10%0 9.08560415414005 x 1032 1.09595819645059 2.50044982707496

0.5 1080 9.08560896128015 x 1052 1.09595819645059 2.50044982707496
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pP1 = P2 = 0.1, Cl = 0.2, X = 0.1, 04 = 00leo_

Tabela 15 — Valores de a(t), 54(t) e 5_(t) em diferentes instantes de tempo ¢, para diversos valores de C. Consideramos
—0.05.

t

a(t)

B+(t)

B-(1)

102
10°
1010
1050
1080

9.58409485486387
9.08617239968484 x 102
1.95743406569289 x 10°
9.08560420589568 x 1032
9.08560683617993 x 10°2

1.86558991031420 x 101
1.42657848057070 x 101
1.42023303573352 x 107!
1.42010253588681 x 10~*
1.42010253588680 x 10~!

1.10967267121014
1.13985799672665
1.14282531897339
1.14289056684279
1.14289056684279

102
10°
1010
1050
10%

9.45569793094089
9.08603186643463 x 102
1.95743387226677 x 106
9.08560314899101 x 1032
9.08560706079767 x 1032

5.42189678068712 x 101
5.18332976612503 x 10~ "
5.17720661646618 x 10~!
5.17707611875129 x 101
5.17707611875129 x 10!

1.11662143958044
1.14632665159738
1.14929316133707
1.14935840924404
1.14935840924404

102
10°
1010
1050
1080

9.40385725325067
9.08597454975933 x 102
1.95743408613669 x 10°
9.08560411727468 x 1032
9.08558331113058 x 1052

1.04469518483916
1.04170645008748
1.04111633760827
1.04110328806875
1.04110328806875

1.11044727336720
1.13918203503830
1.14214739228934
1.14221264013515
1.14221264013515

102
10°
1010
1050
1080

9.47169107721698

9.08604620658715 x 102
1.95743405285729 x 10°
9.08560350468533 x 1032
9.08560329503041 x 10°2

1.52598044422872
1.54377098978625
1.54320305290712
1.54319000358729
1.54319000358730

1.09030059982321
1.11788111177764
1.12084534029065
1.12091058813560
1.12091058813560

NN NP R =R = R~ 00 o o

102
109
1010
1050
1080

9.60463535545249
9.08619047765233 x 102
1.95743392513310 x 106
9.08560320760793 x 1032
9.08562072933600 x 1052

1.85665620809048
1.89435050423508
1.89380475039630
1.89379170129257
1.89379170129257

1.07275479870357
1.09940945318153
1.10237287818814
1.10243812605387
1.10243812605387
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Tabela 16 — Valores de a(t), 5. (t) e f_(t) em diferentes instantes de tempo t, para diversos valores de p;. Consideramos

po=0.1,C;=01,C,=02, x=0.1,0, =0.01l e 0_ = —0.05.
p1 ¢ a(t) B+(t) B-(t)
10-10 102 6.13537541337349 1.21193551556382 1.07394095192046
10710 10° 1.91094467035759 x 102 1.22535785575048 1.22760498425854
10710 1010 6.04275163522618 x 10* 1.17436744264121 1.49024501901334
1010 10%° 9.08560388140065 x 1027 1.06903487808059 2.01693429922999
10-10 1080 9.08560282570388 x 1049 1.06903487807998 2.01693429923302
0.5 102 1.57097229921255 x 10! 1.07399284234006 1.02939545733188
0.5 10° 1.55363381879641 x 103 1.07346388474391 1.03862733235199
0.5 1010 3.34716512859322 x 106 1.07326255030632 1.03964072483693
0.5 10°0 1.55361646796602 x 1033 1.07325808743086 1.03966303928147
0.5 1080 1.55361773264867 x 10°3 1.07325808743086 1.03966303928147
1 102 1.97261204044842 x 10! 1.05261471761680 1.02182550119397
1 10° 1.95744914396313 x 103 1.05210875223729 1.02766110479724
1 1010 4.21716341327917 x 106 1.05198174129581 1.02829951211929
1 10°0 1.95743391614805 x 1033 1.05197892985686 1.02831356934756
1 1089 1.95743470002773 x 10°3 1.05197892985686 1.02831356934756
1.5 102 2.25483345334953 x 10! 1.04301309193384 1.01824891136023
1.5 10° 2.24071658695753 x 103 1.04256262154419 1.02270839043128
1.5 1010 4.82744721871633 x 106 1.04246562831717 1.02319558936594
1.5 10°0 2.24070262440667 x 1033 1.04246348278769 1.02320631703563
1.5 1080 2.24071006042442 x 1053 1.04246348278769 1.02320631703563
2 102 2.47966191439827 x 10* 1.03726655232483 1.01604632976990
2 10° 2.46622581261623 x 103 1.03686109071109 1.01973038867486
2 1010 5.31329348656977 x 10° 1.03678099044448 1.02013256356785
2 1050 2.46621222916853 x 1033 1.03677921934914 1.02014141906127
2 1080 2.46621529513349 x 1053 1.03677921934914 1.02014141906127

Vel



Tabela 17 — Valores de a(t), 5. (t) e f_(t) em diferentes instantes de tempo t, para diversos valores de po. Consideramos

p1=01C=01,C,=02, vy=0.1,0, =0.01l e 0_ = —0.05.
p2 ¢ a(t) B+(t) B-(t)
10710 102 9.31251450041558 1.16317929402583 1.05612525143250
10710 10° 9.08583244792929 x 102 1.16435557014773 1.08265766956361
1010 1010 1.95743386019092 x 10° 1.16376977156232 1.08562055622949
10~10 1090 9.08560338252777 x 1032 1.16375672205595 1.08568580410055
10~10 1080 9.08560658601393 x 10°2 1.16375672205595 1.08568580410055
0.5 102 1.03365221764273 x 10! 1.09544380032210 1.04037098658098
0.5 10° 9.08801509926965 x 102 1.09587753596146 1.06525538870264
0.5 1010 1.95743386859638 x 10° 1.09529177001095 1.06821805864287
0.5 100 9.08560319950136 x 1032 1.09527872050409 1.06828330651598
0.5 10%0 9.08561549663051 x 1072 1.09527872050409 1.06828330651598
1 102 1.14448040949290 x 10! 1.07070564685937 1.03248179752514
1 10° 9.09210075290272 x 102 1.07054451573514 1.05550164419676
1 1010 1.95743389385094 x 106 1.06995886246497 1.05846367549512
1 10°0 9.08560315055366 x 1032 1.06994581295842 1.05852892336613
1 1080 9.08561168317314 x 10°2 1.06994581295842 1.05852892336613
1.5 102 1.23573221723894 x 10! 1.05858233172539 1.02813652949940
1.5 10° 9.09725545614107 x 102 1.05805933413832 1.04966808115506
1.5 1010 1.95743410173794 x 10° 1.05747383808440 1.05262926017210
1.5 100 9.08560367387947 x 1032 1.05746078858645 1.05269450799974
1.5 1080 9.08561048684997 x 1072 1.05746078858645 1.05269450799974
2 102 1.31237110429439 x 10! 1.05110067783972 1.02528587180071
2 10° 9.10321669422148 x 102 1.05034602059369 1.04561929149445
2 1010 1.95743405041348 x 106 1.04976071347423 1.04857946416862
2 100 9.08560330232812 x 1032 1.04974766397312 1.04864471201181
2 10%0 9.08559990322096 x 10°2 1.04974766397312 1.04864471201181

Gcl
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0.

(t) em diferentes instantes de tempo ¢, para diversos valores de ag. Consideramos
L,

C,=01,C,=02 y=01,0, =00l eo_=—0.05

a(t)

B+ (t)

B-(t)

4.80204761297754
4.54310136790279 x 102
9.78717024745127 x 10°
4.54280211071282 x 1032
4.54279450873148 x 10°2

1.95181190277162
1.98058793327090
1.97827304191631
1.97822084420954
1.97822084420954

1.03844566171505
1.12821705130857
1.14005239030363
1.14031338145478
1.14031338145478

7.07180295765039
6.81450112382086 x 102
1.46807550290792 x 106
6.81420313150436 x 1032
6.81420228037576 x 1052

1.35131472552600
1.35719199222652
1.35615486547585
1.35613166640850
1.35613166640850

1.07878073558528
1.12444425690487
1.12971033007366
1.12982632621592
1.12982632621592

9.40643072064142
9.08597634039731 x 102
1.95743409120472 x 10°
9.08560404500688 x 1032
9.08561578521900 x 1052

1.14994344357657
1.15104194490590
1.15045614526105
1.15044309576478
1.15044309576478

1.05365266875245
1.08005230377670
1.08301519552582
1.08308044334640
1.08308044334640

1.41020528834880 x 10"
1.36289557831965 x 103
2.93615113203478 x 106
1.36284061467459 x 1033
1.36284197721022 x 10%3

1.04289234554498
1.04240690761140
1.04214550949215
1.04213970970556
1.04213970970556

1.02542629678675
1.03727807720020
1.03859503961123
1.03862403864395
1.03862403864395

Tabela 18 — Valores de a(t), 5.(t) e
pP1 = P2 =
a t
0.5 102
0.5 10°
0.5 1010
0.5 10°0
0.5 1080
0.75 102
0.75 10°
0.75 1010
0.75 10°0
0.75 1080
1 102
1 10°
1 100
1 10°°
1 1080
1.5 102
1.5 10°
1.5 1010
1.5 10%°
1.5 1080
2 102
2 10°
2 1010
2 10°0
2 1080

1.88018609413325 x 10!
1.81719399779706 x 103
3.91486817229359 x 10°
1.81712082341809 x 1033
1.81712107574496 x 10%3

1.01735626756389
1.01681413748484
1.01666681526657
1.01666355288374
1.01666355288374

1.01444591590451
1.02112330364217
1.02186410605438
1.02188041801046
1.02188041801046
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Tabela 19 - Valores de a(t), 5+ (t) e f—(t) em diferentes instantes de tempo ¢, para diversos valores de ;,. Consideramos
P1 = P2 = 0.1, Cl = 05, CQ = 0.1, X = 0.1, g4 = 0.01 e 0_ = —0.05.

B+o t a(t) B+(t) B-(1)

-1.0 102 9.43237044372862 —8.99043186232376 x 107! 1.36382178687463
-1.0 10° 9.08600704718301 x 102 —8.99396005099798 x 107! 1.40285878107158
—-1.0 1010 1.95743409151642 x 106 —8.99983308497155 x 107! 1.40583511208698
—-1.0 10°0 9.08560403814084 x 1032 —8.99996358008473 x 107! 1.40590036004201
-1.0 1080 9.08559013717371 x 102 —8.99996358008473 x 107! 1.40590036004201
—0.5 102 9.42929721877525 —3.99195839385121 x 107! 1.33943316905596
—0.5 10° 9.08600446621962 x 102 —3.99599410049934 x 107! 1.37743317290128
—0.5 1010 1.95743396410633 x 106 —4.00186769776125 x 107! 1.38040839237232
—0.5 10°0 9.08560322294976 x 1032 —4.00199819294202 x 10! 1.38047364034721
—0.5 1080 9.08559945542423 x 1052 —4.00199819294202 x 107! 1.38047364034721

0 102 9.42618440907028 1.00651226628816 x 10~" 1.31483842364292

0 10° 9.08600057552586 x 102 1.00196469729132 x 10~ ! 1.35180063670056

0 1010 1.95743386040079 x 106 9.96090526781551 x 102 1.35477474759664

0 10°° 9.08560325259010 x 1032 9.95960031553549 x 10~2 1.35483999558118

0 1080 9.08559763611078 x 1052 9.95960031553549 x 102 1.35483999558118
0.5 102 9.42303283969463 6.00498273941076 x 107! 1.29003130223167
0.5 10° 9.08599673782568 x 102 5.99991838762176 x 101 1.32595475249997
0.5 1010 1.95743396314812 x 106 5.99404363984586 x 101 1.32892775439970
0.5 10%° 9.08560406509050 x 1032 5.99391314466451 x 10+ 1.32899300234694
0.5 1080 9.08563442780767 x 1052 5.99391314466452 x 101 1.32899300234694
1.0 102 9.41984124621913 1.10034518359955 1.26500409726278
1.0 109 9.08599388493651 x 102 1.09978655088542 1.29988777691884
1.0 1010 1.95743408783435 x 106 1.09919901832531 1.30285966742779
1.0 10%0 9.08560383314576 x 1032 1.09918596881132 1.30292491534033
1.0 1080 9.08560985311799 x 1052 1.09918596881132 1.30292491534033

LC1



Tabela 20 — Valores de a(t), 5+ (t) e _(t) em diferentes instantes de tempo ¢, para diversos valores de 5_,. Consideramos

P1 = P2 = 0.1, Cl = 0.1, CQ = 05, X = 0.1, g4 = 0.01 e 0_ = —0.05.

B, t a(t) B (t) B_(t)
-1.0 102 9.41019591628443 1.20210372472720 —9.47925260912452 x 101
~1.0 10° 9.08598053865428 x 102 1.20529952553825 —9.21643283937094 x 10!
-1.0 1010 1.95743387771909 x 109 1.20471594452625 —9.18680514580093 x 10!
-1.0 1099 9.08560314605763 x 1032 1.20470289504231 —9.18615266711498 x 10!
-1.0 1080 9.08560096805416 x 10°2 1.20470289504231 —9.18615266711499 x 10!
—0.5 102 9.41344003207248 1.22751716287134 —4.48741660052993 x 10!
—0.5 10° 0.08598360443362 x 102 1.23175891931113 —4.22519198153319 x 101
—0.5 1010 1.95743408460860 x 10° 1.23117644737100 —4.19556487491320 x 10!
—0.5 100 9.08560378393213 x 1032 1.23116339790743 —4.19491239669683 x 107!
—0.5 10%0 9.08559986577534 x 10°2 1.23116339790743 —4.19491239669683 x 10!
0 102 9.41664124748264 1.25269906 778350 5.04576203721868 x 102
0 10° 0.08598714176510 x 102 1.25798578557081 7.66211806993265 x 102
0 1010 1.95743386886611 x 10° 1.25740442287600 7.95838324338266 x 1072
0 1099 9.08560316355025 x 1032 1.25739137341396 7.96490803026848 x 1072
0 1080 9.08560853399209 x 10°2 1.25739137341396 7.96490803026848 x 1072
0.5 102 9.41980128642747 1.27765744681799 5.49671931224922 x 10~1
0.5 10° 9.08599021964904 x 102 1.28398813141633 5.75777176378408 x 1071
0.5 1010 1.95743385967244 x 10° 1.28340787787475 5.78739770406624 x 10~1
0.5 1099 9.08560327471523 x 1032 1.28339482842359 5.78805018275960 x 10~ 1
0.5 1080 9.08560580783918 x 10°2 1.28339482842359 5.78805018275960 x 10~ 1
1.0 102 0.42292228767818 1.30239975881252 1.04890066009200
1.0 10° 0.08599417736373 x 102 1.30977338701646 1.07494814811381
1.0 1010 1.95743394379859 x 106 1.30919424301502 1.07791068277867
1.0 1090 9.08560321949883 x 1032 1.30918119357823 1.07797593063107
1.0 10%0 9.08560689144900 x 10°2 1.30918119357823 1.07797593063107

8¢l
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8.7 Estimativa dos valores dos parametros nao-comutativos

Em principio, é possivel estimar valores para os pardmetros nao-comutativos

utilizando a equagao que descreve a idade do universo:

ag ]_
_ 02
o /0 D da, (8.92)

onde t; denota a idade do universo, a representa o fator de escala e H(a) = a/a é o
parametro de Hubble. Para o nosso modelo Bianchi I ndo-comutativo com gés relativistico
reduzido (RRG), o pardmetro de Hubble é obtido a partir da Eq. (8.89), isto é,

1

H*(a) = 3646 [C1 (C1 = 2xB+) + C2 (Co + 2xB-)]
6 811/2
— 1845 (010'_ + CQO'+) + il)) [pf (C;O) + pg (if) ] . (893)

Note-se que, neste caso, o parametro de Hubble envolve um termo de fluido devido
ao gas relativistico reduzido e contribuigoes relacionadas a nao-comutatividade. Nao
incluiremos uma contribui¢ao de constante cosmoldgica, pois, em nosso modelo, busca-se

descrever os efeitos da energia escura exclusivamente por meio da nao-comutatividade.

Assim, utilizando o pardmetro de Hubble fornecido pela Eq. (8.93) na Eq. (8.92),

obtemos a seguinte equacao para a idade do universo no nosso modelo Bianchi I nao-

comutativo: X
to= / — =, 8.94
0 o avA+ B “ ( )
onde
1
A= 25 [O1(Cr = 2084) + CalCa + 2xB.)] = o =(Cro + Caory), (8.95)

representa a contribuicao da nao-comutatividade, enquanto
1 ao 6 ag 811/
B = — 2 () + 2 () ) 896
sl () (5.96)
representa a contribuicao do fluido de gas relativistico reduzido.

Para nossa anélise, associaremos p; e ps com as densidades de matéria p,, e radiagdo
pr, Tespectivamente, isto é, p1 = p,, € po = p,. Utilizando o fato de que a densidade critica,
em unidades naturais, é dada por p. = 3HZ, podemos expressar Q,, = p/pe € Q. = pr/pe.

Assim, podemos reescrever o termo B como:

2|2 [(A0)° 5 (G0\® 2

Para realizar essa estimativa, utilizaremos os dados da missao Planck de 2018 [36]

para os valores dos pardmetros cosmolégicos, que fornecem Hy = (67.4 £ 0.5) km/s/Mpc,



130

Q,, = (0.315 £ 0.007) e Q, ~ 10~%. A abordagem escolhida para estimar os pardmetros
nao-comutativos é considera-los um por vez separadamente, de modo que calculamos y, o
e o_ individualmente, assumindo os outros dois como nulos. Além disso, tomamos ty = 13.8
Gyr = (13.8 x 10%) x (3.154 x 107) s = 4.35 x 10'7 s, e consideramos ag = 1, 8, = 107° e
B, = —107°. Esta escolha para os pardmetros de anisotropia vem da suposi¢do de que seus
valores atuais sdo da ordem das flutuagoes de temperatura da CMB. Utilizando os dados da
Missdo Planck, podemos escrever Hy = 67.4 x 10%/(3.0857 x 10?2)s71 = 2.18 x 1078571
e, portanto, p; = 3HZQ,,, = 4.49 x 10730572 enquanto p, = 3H3Q, = 1.43 x 10739572,
Como C e U5 possuem a mesma dimensao de Hy, assumiremos que sao da mesma ordem
de grandeza e escolhemos C; = Cy = 10718 s71. Utilizando essa abordagem e resolvendo

numericamente a Eq. (8.92) com esses valores, obtemos as seguintes estimativas:

x=-182x10""s"! o, =0_=-320x10""s"". (8.98)

Esses resultados confirmam a consisténcia da nossa abordagem, pois estao em
concordancia com estudos anteriores sobre modelos cosmoldgicos nao-comutativos [216,
220-223,225-231].

8.8 Consideracoes finais sobre o modelo Bianchi I nao-comutativo com gas relativistico

reduzido

Este capitulo investigou os efeitos da nao-comutatividade no modelo cosmoldgico
de Bianchi I (BI) com um gas relativistico reduzido (RRG). Para introduzir os pardmetros
nao-comutativos nas equagoes de movimento do modelo, utilizamos um formalismo sim-
plético generalizado de Faddeev—Jackiw. Através dessa abordagem, analisamos a evolugao
temporal do fator de escala isotropico a e das fungdes de escala anisotrépicas 5, e [_

provenientes da parametrizacao de Misner.

Nossos resultados revelam que a presenca da nao-comutatividade altera a dinamica
da expansao do universo e a isotropizac¢ao do modelo comutativo, modificando tanto a
taxa de expansao do fator de escala a quanto o tempo necessario para a isotropizacao,
determinado pela estabilizagdo das fungoes anisotrépicas Sy e f_. A analise numérica
indicou que, independentemente dos valores especificos escolhidos para os parametros nao-
comutativos, o fator de escala a permanece sempre crescente, corroborando a expectativa de
um universo em expansao, enquanto as func¢oes de anisotropia tendem a valores constantes
apos um periodo inicial de crescimento ou decaimento, evidenciando a tendéncia de
isotropizacao mesmo na presenca da nao-comutatividade. Em particular, a analise dos
parametros nao-comutativos y, o, e o_ revelou que valores menores resultam em uma
expansao mais rapida de a, além de modificarem o tempo de isotropizagao das fungdes 3 e
[_. Esses resultados sugerem que os parametros nao-comutativos poderiam, em principio,

ser utilizados para descrever a atual expansao acelerada do universo sem a necessidade
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de invocar a energia escura, pois podem ser escolhidos de forma a aumentar a taxa de

expansao do fator de escala isotrépico a, emulando o efeito da energia escura.

Além disso, realizamos estimativas para os parametros nao-comutativos do modelo,
tomando como referéncia dados observacionais da missao Planck 2018, obtidos no contexto
do modelo ACDM. Embora tal procedimento nao seja plenamente consistente, dadas as
diferencas entre os modelos, ele serve como ponto de partida para a investigagao dos
efeitos da nao-comutatividade no universo. Em nossa estimativa simplificada, analisamos
cada parametro individualmente, mantendo os demais fixados em zero e resolvendo
numericamente a equagao para a idade do universo. Apesar das limitacoes desta abordagem,
os resultados obtidos indicam compatibilidade, em ordem de grandeza, com valores ja
propostos em estudos similares, conferindo uma consisténcia preliminar & nossa analise.
Estimativas mais rigorosas, no entanto, exigiriam a determinacao simultanea de todos os
parametros livres do modelo com base em um conjunto mais abrangente de observaveis

cosmolégicos, para além de um simples ajuste ao ACDM.

Em resumo, o estudo demonstrou que a incorporagao da nao-comutatividade no
modelo BI com RRG nao apenas preserva as caracteristicas fundamentais da expansao
cHésmica e da isotropizacao, mas também revela aspectos adicionais sobre a influéncia dos
pardmetros nao-comutativos nesses processos. Pesquisas futuras podem explorar extensoes
deste estudo, investigando outros modelos anisotropicos e testando diferentes configuragoes

para os parametros nao-comutativos com base em observacoes cosmologicas recentes.
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9 Conclusao

Esta tese investigou os efeitos da introdugao de nao-comutatividade em dois modelos
cosmolodgicos distintos do tipo Bianchi I: um acoplado a um fluido perfeito de radiagao
e outro com gas relativistico reduzido (RRG). A anélise foi conduzida no contexto da
Relatividade Geral, utilizando o formalismo ADM (Arnowitt—Deser—Misner) como base
para a construcao hamiltoniana dos sistemas. No modelo com radiacao, empregou-se
também o formalismo de Schutz, uma vez que a implementacdo da nao-comutatividade
exigia a introducgao de relagoes nao-comutativas entre variaveis tanto da geometria quanto
da matéria. Para isso, foi necessario explicitar os graus de liberdade do fluido e obter
sua hamiltoniana correspondente. Ja no segundo modelo, com gas relativistico reduzido,
a nao-comutatividade foi introduzida exclusivamente entre varidveis geométricas, o que
tornou desnecessario o uso do formalismo de Schutz. Em ambos os casos, a métrica
Bianchi I foi estudada na forma parametrizada por Misner, que separa os trés fatores de
escala distintos em um fator de escala isotrépico global e duas fungoes que representam
as anisotropias. A inclusao de nao-comutatividades se deu por meio da deformacao da
algebra dos parénteses de Poisson no modelo com radiacao e através de uma generalizacao
do formalismo simplético de Faddeev-Jackiw para sistemas com vinculos no modelo com
gas relativistico reduzido. Em todos os casos, verificou-se que os modelos construidos
mantinham sempre a dinamica expansiva do fator de escala global e que os parametros
anisotréopicos convergiam para valores constantes apds um periodo inicial de variacao,

caracterizando a isotropizacao.

No primeiro caso, publicado em [216], foi investigado o modelo Bianchi I nao-
comutativo acoplado a um fluido perfeito de radiacdo. O modelo foi construido com uso
do formalismo de Schutz para o fluido perfeito de matéria, enquanto a nao-comutatividade
foi incluida por meio de deslocamento de Bopp, gerando novos parametros de Poisson
deformados através da insercao de um parametro nao-comutativo v. As equagoes dindmicas
resultantes foram resolvidas numericamente, comparando-se as solugdes comutativas e nao-
comutativas. Os resultados mostraram que o parametro nao-comutativo acelera a taxa de
expansao do universo e o processo de isotropizagao, com maior efeito para valores negativos.
Foram também estimados valores para o parametro v a partir de dados cosmoldgicos
observacionais, que evidenciaram a viabilidade do modelo e sua maior relevancia nos

estagios iniciais do universo.

No segundo caso, publicado em [248], foi explorado o modelo Bianchi I nao-
comutativo acoplado a um gés relativistico reduzido, descricdo que interpola entre radiacao
e matéria. A incorporagao de nao-comutatividades se deu por meio do uso de uma
generalizagdo do formalismo de Faddeev-Jackiw, de modo a inclui-las diretamente na
estrutura simplética da teoria em vez de nos parénteses de Poisson. Neste caso, obtivemos

trés parametros nao-comutativos, a saber, x, o e o0_. As equagdes dindmicas resultantes
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foram resolvidas numericamente e comparadas com as solugoes comutativas. As solugoes
obtidas mostram que a inclusao da nao-comutatividade altera tanto o comportamento do
fator de escala global quanto o dos pardmetros anisotrépicos. Assim, a inclusdo de variaveis
nao-comutativas produz o efeito de atenuar ou intensificar a taxa de expansdo do universo,
conforme se escolha valores menores ou maiores dos parametros nao-comutativos, bem
como modificar o tempo de isotropizagao, de modo a diminui-lo ou aumenta-lo. Foram
realizadas estimativas para os parametros y, oy e 0_ com base em dados cosmologicos

observacionais, confirmando-se a viabilidade fisica do modelo.

Os resultados de ambos os trabalhos abrem caminho para diversas pesquisas
futuras. Uma das possibilidades consiste na extensao dos modelos aqui analisados para
fluidos com equacgoes de estado mais gerais, como os politropicos, o gas de Chaplygin,
fluidos com viscosidade efetiva ou condensados de Bose—FEinstein, permitindo explorar
sua dindmica em distintos regimes fisicos. Outra direcao significativa envolve o estudo
de versoes semiclassicas desses modelos no contexto de gravidade quantica efetiva. Além
disso, outra linha de pesquisa relevante seria examinar o impacto de anisotropias induzidas
por nao-comutatividade na radia¢do coésmica de fundo (CMB), em busca de possiveis
assinaturas observacionais. Outra possibilidade consiste no estudo da nao-comutatividade
em outras métricas anisotropicas ou mesmo nao-homogéneas. Espera-se com interesse
que investigacoes futuras esclarecam a existéncia de fendmenos nao-comutativos e suas

implicacoes para a fisica fundamental.
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