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RESUMO

A eficiéncia da recuperacao avangada de petréleo (EOR) é frequentemente compro-
metida pela alta mobilidade dos gases injetados e pela heterogeneidade dos reservatorios,
que favorecem fenomenos como fingering e segregacao gravitacional. Nesse contexto, a
utilizagdo de espumas, formadas a partir da injecdo de surfactantes, surge como uma
alternativa promissora para aumentar a eficiéncia da varredura do reservatério. Contudo,
quando o gas injetado é o COs, a solubilidade parcial de certos surfactantes na fase gasosa
pode afetar significativamente a dindmica da espuma. Este trabalho é motivado pela
necessidade de compreender o impacto da particao do surfactante entre as fases aquosa e

gasosa na propagacao da espuma em meios porosos.

Para isso, é analisado um modelo simplificado de deslocamento de espuma composto
pelas equagoes de balanco de massa da dgua e conservacao do surfactante, com dado inicial
do tipo Riemann. Supondo a existéncia de solu¢des do tipo onda viajante, as equagoes
diferenciais parciais sdo reduzidas a um sistema de equagoes diferenciais ordinarias. A
analise qualitativa desse sistema, fundamentada na teoria de sistemas dinamicos e fluxo
fracionario, permite localizar e classificar os pontos de equilibrio no espago de fase. A
formulacao considera efeitos como a pressao capilar, o fator de mobilidade da espuma e o
coeficiente de particao do surfactante. O estudo contempla, ainda, a existéncia de orbitas

heteroclinicas que conectam estados estaveis da solugao.

Os resultados tedricos sao complementados por simulagoes numéricas que apre-
sentam os perfis de ondas viajantes associados ao modelo. A analise mostra que um
modelo que considera a particdo do surfactante entre as fases pode apresentar diferentes
estruturas de solucoes, a depender da posicao dos equilibrios no espaco de fase. A pre-
senca de multiplos pontos de equilibrio e a natureza de suas classificagoes demonstram a
complexidade do sistema e a sensibilidade das solu¢oes a mudancas nas condigbes iniciais
e nos parametros fisicos. Tais achados contribuem para uma melhor compreensao dos

mecanismos de controle de mobilidade em processos de EOR com espumas.

Palavras chave: escoamento em meios porosos; espumas; particdo do surfactante;

ondas viajantes.



ABSTRACT

The efficiency of enhanced oil recovery (EOR) is often compromised by the high
mobility of injected gases and the heterogeneity of reservoirs, which favor phenomena such
as fingering and gravitational segregation. In this context, the use of foams, generated
through the injection of surfactants, emerges as a promising alternative to improve the
sweep efficiency of the reservoir. However, when the injected gas is CO,, the partial
solubility of certain surfactants in the gas phase can significantly affect foam dynamics.
This work is motivated by the need to understand the impact of surfactant partitioning

between aqueous and gas phases on foam propagation in porous media.

To this end, a simplified model of foam displacement is analyzed, consisting of mass
balance equations for water and surfactant conservation, with initial data of Riemann
type. Assuming the existence of traveling wave solutions, the partial differential equations
are reduced to a system of ordinary differential equations. The qualitative analysis of this
system, based on dynamical systems theory and fractional flow, enables the identification
and classification of equilibrium points in the phase space. The formulation incorporates
effects such as capillary pressure, foam mobility factor, and surfactant partition coefficient.
The study also explores the existence of heteroclinic orbits connecting stable states of the

solution.

The theoretical results are complemented by numerical simulations that present
the traveling wave profiles associated with the model. The analysis shows that a model
accounting for surfactant partitioning between phases can exhibit different solution struc-
tures, depending on the position of the equilibria in phase space. The presence of multiple
equilibrium points and the nature of their classifications highlight the system’s complexity
and the sensitivity of the solutions to changes in initial conditions and physical parameters.
These findings contribute to a better understanding of mobility control mechanisms in

EOR processes involving foams.

Keywords: porous media flow; foams; surfactant partitioning; traveling waves.
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1 INTRODUCAO

Reservatoérios petroliferos sao sistemas geoldgicos constituidos por rochas porosas
que armazenam hidrocarbonetos (como petréleo e gas) [24]. Visando extrair o 6leo presente
no reservatério, as companhias de exploragao e produgao (E&P) perfuram pogos e aplicam
técnicas para melhorar a eficiéncia da recuperacdo e nao causar impactos ambientais®.
Assim, se faz necessario o estudo de modelos matematicos confiaveis para caracterizar o

deslocamento dos fluidos em meios porosos.

Existem trés estagios que descrevem a recuperagao de petréleo [54]. O processo
de extracao natural é denominado recuperagao primaria, que ocorre quando a propria
energia do reservatério é suficiente para a producio de éleo [50]. A medida que a pressdo
entre o campo petrolifero e a atmosfera se equilibram, a taxa de producao de petrdleo
cai, sendo necessario mudar a estratégia de recuperagao [22]. A recuperacao secundaria é
o estagio onde se injeta dgua ou gas em um poco do reservatério a fim de manter uma

pressao suficiente para deslocar o éleo em dire¢do ao pogo produtor (ver Figura 1).

Figura 1: Representagdo de um reservatorio, ilustrando a recuperagdo secundaria.

Poco de Poco de T
injecao producao

===

Fonte: Cedro [17].

No entanto, as técnicas de recuperacao primaria e secundaria sao limitadas, ja
que cerca de 65% a 75% do Oleo existente no reservatdrio permanece nao recuperado
8, 87]. Nesse contexto, surge a recuperagao avancada de petréleo (EOR — Enhanced Oil
Recovery)?, que ¢ qualquer processo apés as recuperagoes primaria e secundéria [39, 54].
Os métodos EOR sao tradicionalmente classificados em cinco categorias principais [39],
as quais incluem: métodos térmicos, que utilizam calor para reduzir a viscosidade do
6leo, como a combustao in-situ [19, 21]; métodos misciveis, nos quais solventes ou gases
misciveis com o 6leo sdo injetados para melhorar sua mobilidade [23]; e métodos quimicos,
que utilizam polimeros ou surfactantes com o objetivo de reduzir a mobilidade do gas por
meio da formagao de espumas no meio poroso e, assim, aumentar a eficiéncia da varredura

3, 34, 52, 93]. Este ultimo constitui o foco do presente trabalho.

1 Acordo de Paris de 2016: Redugao da emissao de gases que promovem o efeito estufa.
2 O termo “recuperacao tercidria” caiu em desuso na literatura de engenharia de petréleo, e a
denominagao “recuperagao avangada de petréleo” (EOR) tornou-se mais aceita.
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Um dos principais desafios das técnicas EOR esta associado a dindmica dos fluidos
e a heterogeneidade do reservatério, que favorecem fenémenos como fingering [46] e
segregacao gravitacional (gravity override) [11, 29]. No primeiro caso, a variagdo na
permeabilidade do meio poroso cria caminhos preferenciais para fluidos de maior mobilidade,
resultando em frentes de varredura irregulares (a frente se assemelha a “dedos”, como
ilustrado na Figura 1); ao atingirem prematuramente o poco de produgao, esses caminhos
reduzem a eficiéncia do processo, pois parte do fluido produzido passa a ser o préprio
injetado. No segundo caso, diferencas de densidade entre os fluidos provocam segregacao
gravitacional, ondeos fluidos menos densos migram para o topo do reservatorio e os mais

densos para as regides inferiores, o que também compromete a eficiéncia da recuperacao.

Para mitigar a perda de eficiéncia causada pela alta mobilidade dos gases injetados,
técnicas EOR como a injecao alternada de dgua e gés (water-alternating-gas - WAG)
buscam tornar a varredura do reservatério mais uniforme, alternando fluidos de diferentes
densidades. Uma estratégia comum em processos WAG ¢ a reinjecao de CO,, frequente-
mente presente em elevadas concentragoes em reservatorios, como os do pré-sal brasileiro,
onde o gas produzido pode conter até 45% de CO,. No entanto, mesmo com maior eficién-
cia em relacdo a injegdo convencional de gas ou dgua, os métodos WAG ainda enfrentam
limitagoes relacionadas a alta mobilidade e baixa densidade do gas. Sendo assim, uma
alternativa é a injecao alternada de surfactante e gas (surfactant-alternating-gas - SAG),
em que o surfactante na fase aquosa forma espuma no meio poroso, restringindo o fluxo
do gas (Figura 2 a seguir). H4 também o processo WAGS (Water-Alternating-Gas with
Surfactant in Gas), no qual o surfactante é injetado juntamente com o gas, contribuindo

de forma similar para o controle da mobilidade [56].

Figura 2: Ilustracao comparativa da recuperacao de um reservatério por meio de injecao
de gas e de espuma.

Injecao
v de gas

Injecao
de espuma

t
t
t
!
f
!
t

Fonte: Cedro [17].

1.1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

O escoamento de espuma tém atraido um grande interesse dos pesquisadores, tanto
por suas aplicagbes em questdoes ambientais, como a recuperagao de aquiferos e solos
contaminados [44, 89], quanto por sua relevancia na industria do petréleo, especialmente

em processos de EOR [74]. A previsdao do comportamento da espuma em meios porosos



16

exige o uso de modelos matematicos apropriados que, de modo geral, podem classificados
em mecanicistas e empiricos [42]. Nos modelos mecanicistas, a textura da espuma é
considerada uma variavel independente, cuja evolugao no meio poroso ¢ descrita por
uma equacao diferencial prépria. Essa equacao é responsavel pelos processos de geragao,
transporte e destruicao da espuma no meio poroso [3, 59, 92, 96]. Essa abordagem, embora
mais complexa, apresenta melhor aderéncia aos dados experimentais [9, 33, 52, 79] e
confere maior precisao fisica. Em contraste, nos modelos empiricos, a textura da espuma
aparece de forma implicita, e seus efeitos no escoamento sao representados por meio da
modificacao do termo responsavel pela mobilidade das fases. Embora essa abordagem
simplifique a descricao fisica do fendmeno, ela proporciona maior estabilidade numérica
e é amplamente utilizada em simuladores comerciais [60, 82]. Esta tltima abordagem é

adotada no presente trabalho.

Devido a complexidade das equagoes envolvidas e a novidade do tema, a literatura
matematica sobre modelos de deslocamento de espuma ainda é limitada e carece de uma
analise rigorosa. Nos ultimos anos, entretanto, houve avancos significativos na modelagem
matematica desse fendmeno, no que diz respeito a classificagao de solugoes do tipo onda
viajante [2, 3, 16, 59, 60, 61, 68, 91, 92]. Essas solugdes sao inspiradas por evidéncias
experimentais que indicam que a frente de espuma se propaga de maneira semelhante a
uma onda, preservando seu perfil ao longo do tempo [48, 49, 52, 53, 78, 79]. Do ponto
de vista matematico, essa abordagem permite explorar uma simetria que reduz o sistema
original a equagoes diferenciais ordindrias (EDOs) que conectam estados de equilibrio [88].
Neste trabalho, seguimos essa linha de analise e investigamos a existéncia de solugoes do

tipo onda viajante para um modelo simplificado de deslocamento de espuma.

As observagoes experimentais que motivam esse tipo de modelagem, no entanto,
foram realizadas com concentragoes de surfactante acima da concentragao micelar critica
(CMC), onde a espuma é estavel. De fato, hd uma literatura extensa sobre os aspectos
experimentais da formacao e propagacao de espumas em meios porosos [13, 43, 79], mas a
maioria desses trabalhos utiliza concentragoes de surfactante significativamente superiores
a CMC. Embora tal escolha seja pratica em laboratério, no contexto de aplicagbes em
campo, a concentracao pode ser reduzida substancialmente devido a adsorcao nas rochas

do reservatorio [83].

Em injegoes com CO,, a particdo do surfactante entre as fases gasosa e aquosa
afeta diretamente a propagagao da espuma, conforme evidenciado em [1, 71, 72, 93].
Surfactantes i6nicos e zwitteridnicos comumente utilizados (como AOS, DTAB e LB) sao
insoltuveis na fase gasosa e devem ser injetados com a agua, enquanto alguns nao-idnicos,
como alcoois etoxilados, apresentam solubilidade em CO, e podem ser co-injetados com o
gas [90]. Entre os surfactantes soluveis em CO,, destacam-se as aminas etoxiladas, que
podem mudar de forma nao-i6nica para catidnica por protonacao, dependendo do pH da

solucao [25]. Apds a injegao, esses compostos se dissolvem na fase aquosa e favorecem
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a formacao de espuma [30]. O efeito de particionamento entre as fases é descrito pelo

coeficiente de particao

Cyq
1.1

C’S’Ll) ’ ( )

onde Cy, e Cy, representam, respectivamente, a concentracao de surfactante nas fases

ngw =

gasosa e aquosa em condi¢ao de equilibrio. A compreensao desse coeficiente é essencial

para a modelagem do transporte de espuma no reservatorio.

O presente trabalho insere-se nessa linha de pesquisa, propondo uma analise do
deslocamento de espuma em meio poroso a partir do modelo abordado em [93]. Este modelo
é constituido por duas equagoes: o balan¢o de massa de dgua e a conservagao do surfactante.
Para este estudo, consideramos diferentes concentragoes de surfactante e investigamos o
efeito da particao entre as fases, com o intuito de obter uma formulagao mais simples e
passivel de tratamento analitico. A metodologia empregada baseia-se na transformacao do
sistema de equacgoes diferenciais parciais em um sistema de equagoes diferenciais ordinarias
por meio da hipdtese de solucdo na forma de onda viajante. Tal abordagem permite
estudar a existéncia e a classificacao das solugdes no espaco de fase, utilizando técnicas
da teoria qualitativa de EDOs e da teoria do fluxo fracionario [22, 27, 81]. Analisamos o
espaco de parametros do modelo, identificando quatro regides distintas segundo o tipo
de solucao gerada, e focamos nossa investigacao na existéncia de solugoes em uma dessas

regioes, que se destacam por suas diferentes classificagoes no espago de fase.

1.2 ORGANIZACAO DO TEXTO

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira. O Capitulo 2 aborda a fun-
damentagao tedrica, bem como leis de conservacao e elementos da teoria qualitativa de
equacoes diferenciais ordinarias. O Capitulo 3 apresenta o modelo matematico adotado,
com énfase na formulacao das equacoes de conservacdo e na inclusao da particdo do surfac-
tante. O Capitulo 4 apresenta a analise das solugoes na forma de ondas viajantes, incluindo
os principais resultados obtidos e exemplos numéricos que ilustram o comportamento das
solugoes em diferentes regimes. O Capitulo 5 expoe as conclusbes e possiveis extensoes do

trabalho, como a variagdo do coeficiente de particao e a inclusao da adsorcao.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Esta secao apresenta os principais conceitos tedricos relacionados as leis de conser-
vacao e as equagoes diferenciais ordinarias (EDOs), que sdo essenciais para a construcao e

analise do modelo matematico desenvolvido neste trabalho.

2.1 LEIS DE CONSERVACAO

Leis de conservagao sdo Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs) que descrevem a
evolugao de fendmenos fisicos com alguma quantidade mensuravel invariante no tempo.
Para o caso unidimensional, podemos descrever um sistema de n leis de conservacao
como [57]:

0

)
U@ 1) + 5 F(U(e,)) =0, (2.1)

onde U : R x Ry — R"™ um vetor n-dimensional de quantidades conservadas ou variaveis
de estado, como massa, momento e energia; e F' : R" — R” é chamada de funcao de

fluxo [57]. Podemos reescrever o sistema (2.1) na sua forma quasilinear [86]:

U oU
LA =
or HAU),

onde A(U) = J;(U) é a matriz Jacobiana n x n de F.

0, (2.2)

Para resolver o sistema (2.2), podemos definir o Problema de Cauchy (também
chamado problema de valor inicial ou PVI), que consiste em encontrar a funcao U(z,t)
que satisfaz o sistema para todo (z,t) pertencente a um dominio @ C R x R, a partir da
condicao inicial

U(z,0) =Uy(x), z€R, (2.3)
onde Up(z) é uma fungdo conhecida que define o estado inicial do sistema.

Um caso particular do problema de Cauchy, muito utilizado na teoria de leis de
conservagao e no desenvolvimento de métodos numéricos, é o Problema de Riemann,
no qual a condicao inicial apresenta uma descontinuidade em forma de salto [57, 84]:

U™, <0,

Ut, >0,
onde U~ e U™ representam os estados a esquerda (condigdo de injecdo) e a direita (condi¢ao
inicial) de z = 0, respectivamente. Os indices ”-, +” indicam que a expressao fornecida é

avaliada nos estados esquerdo e direito da onda [57].

2.2 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Equacoes Diferenciais Ordinarias sdo um componente-chave para o estudo de

modelos matematicos, auxiliando na interpretacao e previsao da dinamica de fendmenos
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encontrados na natureza. Elas descrevem a evolucao de variaveis dependentes em relacao
a uma tunica variavel independente (normalmente o tempo), para converter fen6menos
complexos em expressoes matematicas acessiveis, permitindo a obtencao de caracteristicas

quantitativas e qualitativas do sistema.
2.2.1 Teoria Qualitativa de EDOs

A partir deste ponto, considere A um subconjunto aberto do espago euclidiano R™.

Definicao 2.2.1. Um campo vetorial de classe C*, com 1 < k < oo é uma aplicagdo

f:A =R de classe C* que associa a cada ponto U em A um vetor f(U) em R™.

Ao campo vetorial f associamos a equagao diferencial:

U = f(U). (2.5)

2.2.2 Sistemas Autonomos

Considere um sistema de equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem da
forma:

U{ = fl(Uh .. -;Un);

Uy = fo(Ui, ..., Uy), (2.6)

Ur/L = fn(Ula ceey Un)y

em que cada fun¢ao f; depende apenas das variaveis do sistema, e ndo explicitamente do
tempo. Esse tipo de sistema é denominado auténomo. As variaveis Uy, Us, ..., U, sao
chamadas variaveis de estado, pois representam a configuracao do sistema em um dado

instante.

Definigao 2.2.2. Uma aplicacio diferencial X : I — A tal que

d

© () = F(x(), (2.7
para todo t € I, é uma solug¢do para a Equagdo (2.5) no intervalo I (intervalo da reta).

Sdo chamadas trajetérias ou curvas integrais de f ou da equagdo diferencial (2.5).

Definigao 2.2.3. Um ponto Uy € A €é chamado ponto critico (ou de equilibrio) do
sistema autonomo (2.5) se f(Uy) = 0.

Defini¢ao 2.2.4. Considere o sistema (2.2). Dizemos que este sistema € hiperbdlico

quando, para cada valor de U, os autovalores
AM(U) < XU) < -+ < A(U) (2.8)

da matriz jacobiana J;(U) sdo reais e a matriz é diagonalizdvel. Quando estes autovalores

sao distintos, dizemos que o sistema (2.2) é estritamente hiperbdlico.



20

Definicao 2.2.5. Seja U € R? um ponto de equilibrio de um sistema dindmico bidi-
mensional U = f(U), e seja Jp(U) a matriz jacobiana de f avaliada em U. A sequir,

classificamos os tipos de equilibrio com base nos autovalores Ay e Ay de J¢(U):

1. Autovalores reais e distintos, onde A, \s € R e \{ # Ay, sendo A, Ay # O

e NG estdvel (ou atrator): se A\y < Ay < 0
e N0 instavel (ou repulsor): se A\y > Ay > 0;

e Ponto de sela: se \j < 0 < As.

2. Autovalor nulo: \; #0 e Ay =0 (ou vice-versa). Neste caso, o ponto de equilibrio
¢ nao hiperbolico, e a andlise qualitativa exige técnicas adicionais, como teoria de

bifurcacoes ou andlise da variedade central.

Definicio 2.2.6. Seja f : A — R™ um campo vetorial de classe C*, e considere a equagio
diferencial U'(t) = f(U(t)). Seja D = {(t,U); U € A, t € Iy} um conjunto aberto de
R A aplicagio ¢ : D — A, dada por o(t,U) = ¢;(U), é chamada de fluxo gerado
por [ se, para cada U € A, a fungao p(t,U) satisfaz a equagao jtgo(t, U) = f(e(t,U)),

com condigdo inicial p(0,U) = U.

Definicao 2.2.7. Dizemos que um conjunto I' C A € invariante pelo fluxo ¢, de um
campo f: A — R™ se o, (I') C T" para todo t € R.

Definicao 2.2.8. O conjunto v, = {¢(t,p);t € I}, isto é, a imagem da curva integral
de f(U) pelo ponto p, chama-se orbita de f(U) que passa pelo ponto p, onde I, é um

intervalo aberto.

Defini¢ao 2.2.9. Sejam U~ € R™ pontos de equilibrio. Dizemos que uma solugio U(t) de
(2.5) é uma érbita heteroclinica se U(t) — U* quando t — +oo, onde Ut £ U~. Se
Ut =U~, dizemos que U(t) é uma 6rbita homoclinica (Assumindo tacitamente que

U(t) ndo é a propria solugao de equilibrio) [45].

Teorema 2.2.10 (Teorema de Hartman-Grobman). Seja Uy € A C R™ um ponto de
equilibrio do campo vetorial f : A — R™ de classe C' e ¢y o fluro do sistema (2.5). Suponha
que a matriz Jr(Uy) (matriz jacobiana de f calculada em Uy) nao tenha autovalores com
parte real nula. FEntdo existe wm homeomorfismo H de um conjunto aberto X C R",
contendo a origem, em um conjunto V. C R"™, contendo Uy, tal que, para cada U € X,

existe um intervalo aberto Iy C R contendo a origem, tal que para todo U € X et € I,
Ho ¢, (U) = eMH(U).

Ou seja, H mapeia trajetorias do sistema (2.5) proximas a Uy em trajetorias do sistema

linear associado proximas a origem e preserva a parametriza¢do.
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Demonstragio. Ver [81]. O

Em resumo, o Teorema de Hartman-Grobman garante que o comportamento
préximo aos equilibrios do sistema nao linear é topologicamente equivalente ao sistema
linearizado. No caso hiperbélico, isto é, quando todos os autovalores da matriz jacobiana
tém parte real distinta de zero, a equivaléncia topologica garante que a dinamica local
do sistema nao linear é qualitativamente a mesma do sistema linearizado, preservando

a orientagao do tempo e o tipo de equilibrio (como né, foco ou sela, dadas na Definigao

2.2.5) [70].

Definicao 2.2.11. Suponha que a matriz J; € R™" possua k autovalores negativos
A, ooy Ak, e n—k autovalores positivos Agi1, . . ., A, sendo todos esses autovalores distintos.
Seja {vy,...,v,} um conjunto correspondente de autovetores. Entdo, os subespagos estdvel
e instdvel do sistema linear (1), denotados por E° e E", sao os subespagos lineares gerados

por{vy,..., vk} €{Vks1,..., 0}, TESPECtivamente; ou seja,
E° =span{vy,...,vx}, E“=span{vgi1,...,0,}.

Se a matriz J; possuir autovalores puramente imagindrios, entdo existe também um

subespaco central, denotado por E°.

Definicao 2.2.12. Seja Uy um ponto de equilibrio de um campo vetorial f : A — R”
e seja p; o fluro do sistema nao linear (2.5). A variedade estdvel associada ao campo
vetorial f no ponto de equilibrio Uy é o conjunto de todos os pontos cuja trajetoria, sob a

acao do fluzo, converge para Uy a medida que t — +00 ou seja:
We(Uy) ={U € R" | tginoo o = Up}. (2.9)

De maneira andloga, a variedade instavel associada ao campo vetorial f no equilibrio Uy €

o conjunto dos pontos cujas trajetorias convergem para Uy quando t — —oo:
W(Uy) =4{U € R" | tgr_n o = Up}. (2.10)

Teorema 2.2.13 (Teorema da Variedade Estével). Seja Uy um ponto de equilibrio hiper-
bolico de um campo vetorial f : A — R™ de classe C* e seja ¢, o fluro do sistema ndo

linear (2.5). Entao, existe uma vizinhanga V' de Uy tal que:

1. Wi (Uo) ={U € V | ¢,(U) € V,Vt > 0}.

2. Wg (Uy) é uma subvariedade de classe C* e tem dimensdo igual ao indice i(Uy) de
estabilidade de Uy. O espago tangente de Wi .(Uy) coincide com E®, o subespago
estavel da matriz J;(Up).

Além disso, para a subvariedade tangente ao subespaco instdvel, temos
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3. Wige(Uo) ={z € V [ (U) € V.Vt < 0}.

4. WE (Up) é uma subvariedade de classe C* e tem dimensio n — i(Uy). O espago

tangente de W (Uy) coincide com E*, o subespaco estdvel da matriz J f(Up).

Demonstragio. Ver [81]. O

2.2.3 Bifurcacgoes Locais

A teoria das bifurcacoes trata da andlise de como alteracoes em parametros de um
sistema dindmico podem ocasionar mudangas na estrutura das solugoes. Em particular,
examina-se o comportamento das solucoes de equilibrio de sistemas que dependem de
pardmetros, como no caso de equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) [94]. Essa abordagem
é utilizada em diversas disciplinas, incluindo Biologia [51] e Fisica [38], com destaque
para aplicacoes na teoria de sistemas dinamicos. Nesse contexto, Poincaré introduziu o
termo “bifurcacao” como a mudanga estrutural nos conjuntos de solugoes de equilibrio em

familias paramétricas de equacoes diferenciais.

Considere, por exemplo, o sistema de EDOs parametrizado:

U= f(Uvw,), UeR? wv,eR. (2.11)

Os pontos de equilibrio desse sistema sao obtidos a partir da condigao f(U,vs) = 0.
Diz-se que ocorre uma bifurcacao local no ponto (Up,vs) quando a matriz Jacobiana
J¢(Up, vs) apresenta pelo menos um autovalor com parte real igual a zero. De acordo com
o teorema da func¢ao implicita, os equilibrios do sistema podem ser descritos por funcoes
diferenciaveis em v, exceto nos pontos em que o Jacobiano possui autovalores nulos. Esses
equilibrios, em funcao do pardmetro, formam curvas no espago de fase denominadas ramos.
Quando tais ramos se encontram ou mudam de estabilidade, ocorrem os chamados pontos

de bifurcagao.

Observacao 2.2.14. Nos pontos de bifurcagdo, o sistema perde a propriedade de hiperboli-
cidade dos equilibrios. As mudancas na configuracio do retrato de fase podem ser restritas
a vizinhancas dos pontos de equilibrio associados, sendo essas mudancas controladas por

pequenas variagoes no parametro vs ao redor do ponto critico [40].

As bifurcac¢oes podem ser classificadas como locais e globais, onde alguns exemplos

de bifurcagoes locais incluem [40]:

e Sela-no, onde dois pontos fixos colidem e se anulam.
« Pitchfork, onde um estado estavel se divide em multiplas solugoes.

o Hopf, que da origem a oscilagoes peridédicas a partir de um equilibrio.
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« Transcritica, caracterizada por um equilibrio cujo autovalor possui parte real que
atravessa zero. Tanto antes quanto depois da bifurcagao, ha um ponto fixo instavel
e um ponto fixo estavel. No entanto, quando esses equilibrios colidem, eles trocam

suas estabilidades (o ponto fixo instavel torna-se estével e vice-versa).
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3 TEORIA DE FLUXO FRACIONARIO

3.1 ESCOAMENTOS EM MEIOS POROSOS

Conforme [5], um meio poroso é definido como um sistema formado por uma
fase solida, chamada matriz porosa, e por espacos vazios, denominados poros, os quais
encontram-se ocupados por um ou mais fluidos. A porosidade ¢ da rocha é definida como
a razdo entre o volume dos poros acessiveis (V,or05) € 0 volume total da rocha (V) [67]:

Vioros
o= pV . (3.1)
Para cada fase j, define-se a saturacao S; como a fracao do volume de poros ocupada pela
fase j [75]:

V;?oros

Um meio poroso é considerado totalmente saturado se todo o espaco for ocupado pelas

fases presentes, ou seja:

Zsj =1. (3.3)

3.1.1 Lei de Darcy

Para obter uma analise quantitativa do fluxo de fluidos em meios porosos, necessario
compreender os principios fisicos que regem esse comportamento. Entre esses principios,
destaca-se a permeabilidade, que é uma medida da capacidade de um meio poroso, como
uma rocha reservatoério, de transmitir fluidos através de seu sistema de espagos porosos
interconectados. Se o meio poroso estiver completamente saturado (100% saturado) com

um tnico fluido, a permeabilidade medida é a permeabilidade absoluta [47].

Em 1856, Henry P. Darcy formulou uma equacao para a vazao de dgua em filtros
de areia ao investigar a relagdo entre o fluxo através das camadas e a perda de pressao
durante o escoamento [28]. Posteriormente, outros pesquisadores verificaram que a lei de
Darcy poderia ser adaptada para descrever o fluxo de fluidos diferentes da dgua [22, 47].

Com essa abordagem, a lei de Darcy pdde ser escrita de forma mais geral como:
k(x
u(e) = 2 g9z~ P, (3.4
1
onde u(z) : R" — R™ é a velocidade de escoamento; VZ é ao vetor dire¢ao da gravidade,
considerada positiva para baixo; p é a densidade do fluido; g é a aceleracao gravitacional
e VP é o gradiente de pressdao ano reservatério. Além disso, k(x) : R" — R® x R" é o
tensor de permeabilidades e, assumindo que o meio é homogéneo, é possivel tomar k£ como

constante.

A velocidade de Darcy (ou velocidade superficial) u representa a taxa efetiva de

deslocamento do fluido no meio poroso. Como o movimento real do fluido ocorre apenas nos
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espacos porosos, a velocidade verdadeira do fluido, conhecida como velocidade intersticial
(ou velocidade da frente), v, é maior que u [4, 32, 54]. Assumindo a hipdtese do continuo,
o fluido é tratado como se escoasse uniformemente por todo o meio com velocidade u. A

relagao entre a velocidade intersticial e a velocidade de Darcy é dada por:
u = ¢u. (3.5)

Quando os poros de um meio poroso contém mais de um fluido, a permeabilidade
medida é denominada permeabilidade efetiva, sendo especifica para cada fluido presente.
Por exemplo, a permeabilidade efetiva ao 6leo representa a capacidade do 6leo escoar no
meio poroso na presenga de outros fluidos, inclusive o préprio dleo [31]. Ja a permeabilidade
relativa é definida como a razao entre a permeabilidade efetiva e a permeabilidade absoluta

de um meio poroso. A relagao para a permeabilidade relativa é representada como [31]:

ki = ks k. (3.6)

Desprezando a gravidade e considerando fluidos imisciveis, assume-se que a per-
meabilidade efetiva de cada fase é independente das demais. Definindo a permeabilidade
relativa como a razao entre a permeabilidade efetiva e a absoluta, a lei de Darcy para duas

fases fluidas é [64]:
kkri

Hi
onde os subscritos i = g, w representam gas e dgua, respectivamente. Observe que k,; sao

VP (3.7)

U; =

as permeabilidades relativas as duas fases fluidas nas respectivas saturagoes dessas fases

na rocha.

A lei de Darcy é a base para quase todos os cédlculos de fluxo de fluidos em reserva-
torios de hidrocarbonetos. Para aplicar a lei, é necessario determinar a permeabilidade
relativa da rocha reservatério para cada uma das fases fluidas - determinacao que deve

abranger toda a gama de saturagoes de fluidos que serao encontradas [47].

As permeabilidades relativas das fases aquosa e gasosa (na auséncia de espuma),

podem ser descritas pelo modelo de Corey-Brooks [14]:

Sy — 85 "
kpw(Sy) = K0 [ —2 %< )
(S.) m<1_5wc_sgr) (38)
‘ Sw— Ser \"
1_ _ g
— 0 [ Fw  Mar
krg(Sw) = K2, (1_ S ng) . (3.9)

Os parametros de ajuste n,, e n, estao ligados a distribuigao dos poros [14], representando a
facilidade/dificuldade da 4gua formar caminhos continuos nos poros e quanto o gas consegue
se distribuir e ocupar canais de fluxo no meio poroso. Eles podem ser determinados a partir

de dados experimentais [69, 95], por meio da otimizagao via interpretagao analitica ou
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Figura 3: Curvas de permeabilidade relativa.

(Sues kY,)

(1= Sgr, K7y

Permeabilidade Relativa
o
»

o

0.2 0.4 0.6 0.8 1
S
Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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através de simulagoes de fluxo em amostras no ntcleo (coreflow). Ja os pardametros S. e
Sgr 520 denominados saturagao de 4gua conata e saturagao do géas residual, respectivamente.
Eles representam a fracao do fluido que permanece imével em uma regiao do meio poroso
[47]. Esse fendmeno provém de fatores como tensao capilar, molhabilidade e a geometria
dos poros [12, 47]. Na modelagem, sua funcao é reduzir o espago 1til para hidrocarbonetos

(afetando assim as permeabilidades relativas) [27].

A Figura 3 ilustra curvas tipicas de permeabilidade relativa, construidas a partir
do modelo de Corey-Brooks, dado nas equagoes (3.8) e (3.9), utilizando os pardmetros
apresentados na Tabela 1. Inicialmente, quando o meio estd totalmente saturado com
agua (S, = 1), a permeabilidade relativa da dgua é maxima. A medida que a drenagem
ocorre, 08 poros maiores esvaziam primeiro, resultando em uma rapida diminuicao da
permeabilidade relativa da agua. Quando S,, atinge S,., a dgua restante fica presa na
forma de anéis pendulares e filmes finos ao redor dos graos da rocha, impossibilitando
o fluxo da fase liquida (implicando k., = 0 para S, < Su.) [6]. J& a permeabilidade
relativa da fase gasosa (k.,) aumenta a medida que a saturacdo do gas cresce, pois os
poros maiores se tornam dominantes no fluxo gasoso. No entanto, quando a saturacao
do gas cai abaixo da saturacdo residual do gés (Sy,.), o gas forma bolhas isoladas que
ficam presas nos poros, tornando-se uma fase descontinua e incapaz de fluir (implicando
k., = 0 para S, > Sy.) [6]. Observa-se ainda na Figura 3 que as curvas k., e k,, se
interceptam em torno de S, &~ 0.8. Esse ponto representa uma condi¢ao de equilibrio de
mobilidade relativa, na qual as fases aquosa e gasosa apresentam a mesma capacidade
de escoamento no meio poroso. Em termos fisicos, trata-se de um ponto de transicao no
regime de fluxo, em que nenhuma das fases domina o transporte, caracterizando uma

situacao de escoamento balanceado entre agua e gas.

Para formular o problema, é necessario utilizar algumas relagoes padrao da teoria

do fluxo fraciondrio [15], as quais sdo apresentadas a seguir. A funcao de fluxo fracionario
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da fase 7, com ¢ = w, g, é definida por:

Ai

=y

(3.10)

onde \; = — representa a mobilidade da fase 7, sendo k,; a permeabilidade relativa e y; a

(]
viscosidade da respectiva fase.

3.2 ESPUMAS

A formacao de espuma é uma estratégia eficaz para controlar a mobilidade de
gases injetados em processos de EOR, reduzindo a razao de mobilidade entre gas e agua.
Neste trabalho, assumimos que a formacao de espuma segue o modelo de equilibrio local
implementado no simulador comercial CMG-STARS. Nesse modelo, a permeabilidade
relativa da fase gasosa na presencga de espuma (kfg) é descrita pela permeabilidade relativa
da fase gasosa na auséncia de espuma (k,,) ajustada por um fator de redugao de mobilidade

(MRF), sendo:
kg (Sw)
! = i A . 11
Kirg (S Cis) MRF(Sw, Csw) 34y

O fator de redugao de mobilidade (M RF') é expresso como:

MRF(Sy,Csw) = fmmob - np(Sy, Csw) + 1, (3.12)

onde fmmob é um parametro de referéncia a redugdo maxima da mobilidade do gas que
pode ser alcancada através da espuma. O termo np (S, Cs,) descreve a textura da espuma,
ou seja, a resisténcia da espuma a mobilidade do gas, e pode ser modelado sob a hipdtese

de equilibrio local da espuma (CMG-STARS) como:

nEE(S,) = 0.5+ arctanlepdry(S, — fmdry)]‘ (3.13)

™

Existem dois pardmetros em nkF: fmdry e epdry. O fmdry descreve a saturacio da dgua
em torno da qual a espuma comega a secar. Um valor alto de epdry indica que a espuma

secaréd rapidamente, enquanto o epdry baixo indica que a espuma secard gradualmente [93].

Um surfactante (ou agente tensoativo) é um composto quimico que possui capaci-
dade de alterar as propriedades superficiais e interfaciais de um liquido. Os surfactantes
sdo compostos quimicos anfifilicos, ou seja, possuem uma parte hidrofilica (que interage
com a dgua) e uma parte hidrofébica (que interage com o 6leo, por exemplo) [66]. Essa
caracteristica permite que eles reduzam a tensao superficial ou interfacial entre diferentes
fases, como Oleo e agua, facilitando a sua mistura ou separacao. Os surfactantes sao
amplamente utilizados em diversas aplica¢oes industriais, como detergentes, cosméticos,
industria farmacéutica e na recuperagao avancada de petrdleo, onde ajudam a mobilizar o

6leo retido nos poros das rochas [26].
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Surfactantes alteram as propriedades do sistema em sua solucao, especialmente mo-
dificando a tensao superficial [73]. As moléculas de surfactante inicialmente se distribuem
livremente no meio e adsorvem na interface, diminuindo a tensao superficial do liquido
[65]. Contudo, essa adsor¢ao possui um limite: As moléculas excedentes se organizam
em estruturas esféricas - denominadas micelas - assim que a concentracao do surfactante
atinge seu valor critico [62, 63]. O valor de concentragao onde as moléculas excedentes

comecam a formar micelas é denominado Concentracao Micelar Critica (CMC).

Quando a concentracao do surfactante ultrapassa a CMC, a maioria das moléculas
j& ocupou a interface, a tensao superficial atinge um platd e nao diminui significativamente
com o aumento da concentracao do surfactante [41, 76]. Segundo [60], como a tensao
superficial nao muda significativamente acima da CMC, é possivel modificar a equagao

para o equilibrio local da espuma:
np(Su, Csw) = N5 (Sy,) ¥ (Cy), (3.14)

COo1m

epsurf
( Cou ) , Csw < fmsurf,

fmsurf

1, Cyw = fmsurf,

qj(csw) =

onde fmsurf descreve a concentragao critica de surfactante acima da qual a resisténcia
da espuma nao muda e epsurf é o expoente da lei de poténcia, que regula a rapidez com

que a espuma seca a medida que saturacao da dgua diminui.

3.3 DEDUCAO DO MODELO MATEMATICO COM PARTICAO DO SURFACTANTE

O modelo adotado neste trabalho segue a formulagao apresentada em [93], a qual

tem como base a equagdo de conservacao de massa conforme expressa em [54]:

ow;
ot

—i—V]V:—Ri:O, (i=w,g,s). (3.15)

O indice 7 representa w para agua, g para gas ou s para surfactante.

O primeiro termo OW;/0t indica a taxa de acimulo do gés ao longo do tempo,
sendo W, a concentragao total de ¢ em unidades de massa de ¢ por unidade de volume
bruto (bulk). Para o escoamento isotérmico de fluidos em meios permeaveis, W, pode ser

expresso da seguinte forma:

Np
W;=¢ Z piSiwij + (1 — @) pswis, (3.16)

j=1
onde ¢ é a porosidade, p; ¢ a densidade da fase j, S; ¢ a saturagao da fase j, w;; ¢ a fracao
de massa da espécie ¢ na fase j, N, ¢ o nimero de fases, e o indice s em w;; representa a

superficie mineral.
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O segundo termo VN; representa a variagao do fluxo no espaco. ﬁz é o fluxo da
espécie 7, que pode ser dividido em um termo de convecgao (transporte por advecgao
devido ao movimento do fluido) e um termo de dispersao (transporte devido a gradientes

de concentragao), dado por:
Np
N =3 (o, — $p;SiIT; - Vwis), (3.17)
j=1

onde u_; ¢ o vetor de velocidade superficial da fase j, e K; ¢ o tensor de dispersao do

componente ¢ na fase j.

Seguem-se algumas suposigoes: considera-se um sistema bifasico, no qual o didxido
de carbono (CO) esta presente exclusivamente na fase gasosa (isto é, w,, = 1) e nao
hé adsorcao significativa do gas na superficie sélida (isto ¢, w,s = 0); nao ha producao
liquida de espécies, de modo que o termo fonte R; na Eq. (3.15) é nulo para a dgua, gas e
surfactante; a espuma ¢ um fluido incompressivel de duas fases (fases gasosa e aquosa)
e trés componentes (gds, dgua e surfactante); o COs e a dgua sdo imisciveis (ou seja,
wgw = 0); o reservatério é um meio poroso homogéneo unidimensional; a particao do
surfactante esta em equilibrio local. Assume-se ainda que o meio poroso esta totalmente
saturado, ou seja, S, + 54 = 1, onde S, ¢ a saturacao do gas e u = u,, + uy, onde u € a
velocidade superficial da mistura dgua+gas dada por Darcy. A densidade p; é constante,
assumindo-se um escoamento incompressivel numa matriz porosa rigida e homogénea (ou

seja, pu, Pg, ¢ € K sdo constantes). Para as fases gasosa e aquosa, segue que:

Wy = 0pgSy, (3.18)
Ww - ¢pwsw7 (319)
N, = o), (3.20)
Ny = oity,. (3.21)

Assim, as equagOes de conservagao para gas e agua sao:

0

0
a(ﬁbsg) + - (uy) =0, (3.22)

ox
0 0
a((ﬁSw) + 8—x( w) = 0. (3.23)

Observacao 3.3.1. Por hipdtese Sy, + Sy =1 e u = uy, + ug, 0 que permite transformar

a equagao (3.23) na equagao (3.22) e vice-versa.

Seja um volume V' contendo a fase j. A fragdo de massa de um componente s

(surfactante) em uma fase j ¢ definida como [80]:

wyj = :’ni (3.24)
J
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onde m, é a massa do surfactante no volume V e m; ¢ a massa do total da fase j no
volume V. A concentracdo de surfactante na fase j, Cy;, é a massa de surfactante por
unidade de volume da fase [80]:

ms

Cyj =+ (3.25)

A densidade da fase j, p;, é a massa total da fase por unidade de volume [18]:

my

Substituindo essas expressoes em wy;, segue que
Cs;

Wsj = J . (327)
Pj

Como abordado na Introducao, o coeficiente de particao do surfactante Kggy,
definido em (1.1), é uma caracteristica relevante em sistemas de espuma estabilizada por
surfactantes soliveis em CO,. Esse coeficiente esta diretamente relacionado a condigao
de equilibrio entre as fases, a qual assume que, apds certo tempo, as concentragoes de
surfactante nas fases aquosa (Cly,) e gasosa (Cy,) se estabilizam [71]. Tal estabilizagao
permite traté-las como constantes na modelagem do transporte no reservatorio. Com isso,
ao considerar K, invariante ao longo do processo, é possivel expressar C, em funcao de
Csw por meio da relacgao:

Csg = KOs (3.28)

Além disso, o surfactante pode se adsorver na superficie do meio poroso [93]:
Ws = ¢(SuwCsw + SgCsg) + (1 — ¢)Css, (3.29)

N, = Coliny + Coglly, — $(Su Ky - VCay + Sy K7, - VCiy). (3.30)
Logo, a equacao de conservagao para o surfactante é dada por:

a acss a

% a aC(sw * a aCSQ
omofinl (s %) em 2 (X)) em

Cowiy + Csguy) =, (3.31)

onde
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4 SOLUCAO NA FORMA DE ONDAS VIAJANTES

Neste capitulo, utilizaremos a teoria de equacoes diferenciais ordinarias com o
objetivo de obter solu¢des na forma de ondas viajantes a partir das equagoes de conservagao
(3.23) e (3.31) apresentadas na Secao 3.3.

4.1 ONDAS VIAJANTES

Ondas viajantes sao um tipo particular de solugdes para EDPs, cuja principal
caracteristica é manter o seu perfil inalterado ao longo do tempo enquanto se propagam
com velocidade constante. Esse fendmeno é encontrado em diversos problemas fisicos,
e hd uma vasta literatura dedicada ao tema [37, 88], bem como aplicagdes em modelos
especificos [19, 20].

A obtencao de solugoes na forma de ondas viajantes envolve uma mudanca de
variaveis que reformula o sistema original de EDPs em um sistema de EDOs. Para isso,
introduz-se a variavel mével £ = x — vt, onde v é a velocidade constante de propagacao
da onda. Buscam-se entao solugoes do tipo u(z,t) = w(§,t). Ao assumir que o perfil da
onda ¢ estacionario, isto é, que sua derivada parcial em relacado ao tempo igual a zero
(Oyw = 0), o sistema torna-se independente do tempo, reduzindo-se a resolu¢ao de uma
EDO em ¢ [36].

Definigao 4.1.1 (Solugao na forma de ondas viajantes). Considere um sistema de EDPs no
dominio x-t (espago-tempo), onde x € R et € Ry. Diz-se que uma fungio u : RxR, — R”

¢ uma solugdo na forma de ondas viajantes se ela pode ser escrita como
u(z, t) = w(§), (4.1)
sendo w : R — R™ o perfil da onda e & a varidvel viajante, dada por
&=z —ut, (4.2)
onde v € uma constante.

Para um exemplo, considere o sistemas de EDPs na forma matricial:
AG(U) + 0, F(U) = 0,(BW)D,U), (4.3)

onde U :R xR, - R" F/G:R" = R"e B:R" — R"™". Introduzimos a variavel de
onda viajante £ = z — vt, de modo que U(z,t) = W (&, t). Assim, o sistema (4.3) pode ser

reescrito como:

VG(W)(—U(%W + 8tW) + VF(W)&&W = 8§(B(W)8§W) (44)
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Supondo que o perfil é estacionario (0;V = 0), obtemos:
VGW)(—vW') + VEW)W' = BW)W" + (VB(W) - W"W'. (4.5)

Obtemos assim uma EDO de segunda ordem para o perfil W (§). Essa reformulagao elimina
a dependéncia explicita do tempo, favorecendo a analise do comportamento dindmico do
sistema e, em muitos casos, permite a construcao de solugoes explicitas [36]. Além disso,
o perfil da onda satisfaz as condigdes assintéticas [88]:

lim w(§) = wy, (4.6)

E—*too

onde w_ # wy e os limites para as derivadas de w satisfazem:

lim w'(¢) = lim w"(£) =0, (4.7)

E—+o0 E—+oo

ou seja, o perfil da onda deve ser uma érbita heteroclinica, como definido em (2.2.9).

4.2 FORMULACAO DAS EDOs PARA O PERFIL DA ONDA VIAJANTE

Considerando a hipoétese de solugao na forma de onda viajante, reescrevemos o
sistema de equagoes diferenciais parciais na forma de equagoes diferenciais ordinarias.
O modelo é composto pelas equagdes (3.23) e (3.31), que representam, respectivamente,
o balanco de massa da fase aquosa e a conservacao do surfactante, levando em conta o

mecanismo de particao instantanea entre as fases gasosa e aquosa, conforme apresentado

na Secao 3.3:
0 0
2(85) + () =0,
(4.8)
0 0Css 0 B
§t<¢(swcsw + Sgcsg)) + (1 - ¢) ot + %(Cswuw + Osgug) - Q7
onde 2 é dado por (3.32). Para o termo u,,, adotamos a seguinte expressao [92]:
dP,
U = Ufy + K frsdg——n Gl (4.9)

9777
dS, Ox
onde K representa a permeabilidade do meio. Consideram-se as variaveis S, e Cy,,
que correspondem a saturacao da agua e a concentracao de surfactante na fase aquosa,

respectivamente. A pressao capilar P.(S,) é dada como fun¢do da saturagao de agua

(52, 58]:
B o) (1 =S8y —Sg)° B
Pe(Su) = Gug)| - 00227520 =001, (4.10)

Assumindo a tensao superficial gas-dgua oy, igual a 0,03 N/m como em [3] e utilizando

os parametros ¢ e K da Tabela 1, obtemos

(1 =Sy — Sg)°

P =
(Su) = 3307 =m0

¢=0.01. (4.11)
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Neste trabalho, procuramos solugoes do sistema de EDPs (4.8) na forma de um
problema de Riemann, com condigoes iniciais descritas por uma funcao auxiliar, conforme

apresentado em (2.4):

S, 1 <0, C-, z <0,
Sw(z,0) = e C(z,0)= (4.12)
Stox >0, C*, z>0.

w

Para expressar o sistema de EDPs (4.8) através de um sistema de EDOs, realizamos
uma mudanga de varidveis (z,t) — ({ = x — vt,t) para coordenadas viajantes, onde v é
uma constante que representa a velocidade da onda viajante. Consideramos, entao, as

fungoes transformadas na nova variavel:

Sw(z,t) = gw(é)a

4.13
C(z,t) = C(&). 413)

Observagao 4.2.1. Para simplifica¢io da notagao, os tildes em (4.13) serao omitidos a

partir deste ponto.

A partir dessa mudanca de variaveis, aplicamos a Regra da Cadeia para reescrever

a primeira equagao do sistema (4.8) da seguinte maneira:

dS, 9 du, 9

— =0 4.14
d¢ ot d§ Oz ’ (4.14)
obtendo assim " p
u
o T . 4.1
(o i + i 0 (4.15)
Rearranjando os termo de (4.15), podemos reescrevé-la como
068 + 1) = 0 (4.16)
i VPSy, + Uuy) = 0. .

Integrando com respeito a em £, obtemos a expressao
—UPSy + Uy = Q1 (4.17)

onde (); é uma constante.

Ao assumirmos uma solugao na forma de ondas viajantes para as variaveis S, e C,

conforme visto em (4.6), temos:

lim (€)= Sy, lim C(€) =%,

E—*doo
. dgw ' N, (4.18)
Jm e =0 dim e =0

Considere a velocidade parcial da fase aquosa wu,, dada em (4.9). A partir de (4.18), temos

dP,. dS,

wa)\gﬁal—5 =0, quando & — +o0. (4.19)
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Ao tomar os limites quando £ — +oo em (4.17), obtemos o seguinte sistema:

_Uﬁbslt +u ;)r - Qh

(4.20)
—vpS, +uf, = Q1.
Resolvendo o sistema, obtemos:
v fo —fu
2y =tw Jw 4.21
T (421)

onde vy denota a velocidade da onda viajante. A partir da equagao (4.17) e do sistema
(4.20), temos:
—VPSy + Uy = —vPST + ufi. (4.22)

Expandindo u,, dado em (4.9), obtemos:

dP,. dS,

Portanto, manipulando algebricamente (4.23), obtemos

dSw _ ulvs(Sw — Sy) + (fi = fu)]

e K fudg 3L

. (4.24)

Observacao 4.2.2. A passagem da equagao (4.23) para (4.24) exige que os termos

dP,
97 dSw

presentes estejam bem definidos, o que requer que K, f,,, A sejam diferentes de zero.

A seguir, discutiremos brevemente as condigdes que asseguram a validade dessas
expressoes. A permeabilidade do meio K é assumidamente maior do que zero. Para
garantir f, # 0, é necessario que \,, > 0, o que, por sua vez, implica S, > S,.. De forma
analoga, A\, > 0 implica S, < 1 — S,,. Por fim, para garantir que al # 0, basta que

dSy
P.(S,) seja uma fungdo mondtona, o que é verdadeiro para P.(S,,) definido em (4.10).

Agora, analisaremos a segunda componente do sistema (4.8). Para isso, lembremos
que, segundo (1.1), Cyy = K4 Csyp. Além disso, consideremos as substitui¢oes G(Cy,,) =

Css(Cyyp) € C = Cyyp, de modo que a equacao se torne:

0 oC oG
(1 — ngw)a(SwC') + QSKSWE +(1— ¢)5
0 oC .
+(1— ngw)%(uwC) + uKSgw% =Q, (4.25)
onde o termo do lado direito de (4.25) é dado por:
L0 oC
0= 2 (65049055 ). (4.20

com

B=0K:, e 7= 0K, K. (4.27)



35

Adotando a mudanga de varidvel £ = x — vt e usando vy = v¢/u dado em (4.21),

podemos reescrever a equacao (4.25) da seguinte maneira:

—uvs(1 — Kygw) [C’dc}i + Su dg] vs(1/0 — 1)d§

it d ac
+(1 - sgw) [Cg + Uy gl + UKSQU)(l - US) dg - (I)’ (428)
onde

o= ((ﬁSw (1 - sw))dc> , (4.29)

d
de dé
(

Sabemos, pelas equagoes (4.21) e (4.22), que:

Uy = ufvs(Sy — SH) + £F]. (4.30)

Como u, v, S e fi sdo constantes, segue que:

dity, dSy,
Substituindo esse resultado em (4.28), observamos que alguns termos se cancelam, levando

a uma simplificacao:

dcC dG d dC
a— — 60— = BSw + — Sw ) : 4.32
e S (CORRTIE R (432
onde
@ = u[Kggu(1 —vs) + (1 — Kggu)(fi —vsS))], € 6 = uvg(1/¢ —1). (4.33)
Reorganizando os termos, obtemos:
d e
& (aC 0G — (BSw + (1 — Sw))d§> =0. (4.34)
Integrando em &, segue que
dC
aC —0G — (BSy +7(1 — Su))— i = ()2, (4.35)
onde () é uma constante. Como
_ ; A _
fazendo £ — +o00 em (4.35), obtemos
aCt — 060G = Q., (4.37)
: dC
pois em aC' — 0G — (BSy, + v(1 — Sw))d—g, temos que
v(1 — Sw)g =0, quando & — +o0. (4.38)

dg



36

Observagio 4.2.3. A equagio (4.38) tende para 0, pois C(z,t) = C(£), onde limg_, oo C(€)

c.
Temos que
ac'
aC —6G — (BSw + (1 — Sw))dif = aCt — 6G™. (4.39)
Entao ic
—(BSy + (1 — Sw))d—é_ =a(CT-C)+46(G—GH). (4.40)
Finalmente
E_a(C—C*)—l—(S(GJF—G) (4.41)

Note que como [ e v sdo diferentes de zero, (4.41) esta bem definida para os valores de

S, no dominio considerado. Portanto, a partir de (4.8), obtemos o seguinte sistema:

dSw _ ulvs(Sw — S3) + (fu — fu)]

dé K fulg 35 ’

(4.42)
dC  a(C - C") +46(GT - G)
¢ BSu+y(1-5,)
onde «, 3, v e ¢ sao definidos em (4.27) e (4.33). Na secdo seguinte localizamos os pontos

de equilibrio de (4.42), considerando o estado direito (S;, C") conhecido.

4.3 LOCALIZACAO DOS PONTOS DE EQUILIBRIO

Para verificar as condigoes necessarias para a existéncia de solugoes na forma de
ondas viajantes do sistema (4.8), devemos determinar os pontos de equilibrio do sistema
dindmico dado por (4.42). Esses pontos de equilibrio (ver Definigdo 2.2.3), correspondem

a estados (S, C) € R? para os quais o lado direito do sistema (4.42) se anula:

dSe _ o dC
g~ de

A fim de simplificar o sistema (4.42), assume-se que nao ha adsorgao do surfactante

= 0. (4.43)

na matriz porosa, ou seja, considera-se G(C) = 0. Esta simplificagdo coincide com o
discutido em [71, 93], onde é indicado que alguns surfactantes nao idnicos (que sao soluveis
em COy), como as aminas etoxiladas, apresentam menor adsor¢gdo em comparac¢ao aos

surfactantes ionicos e demonstram baixa adsor¢ao em reservatérios carbonaticos saturados

com CO,.
Os equilibrios (S, C) € R? satisfazem:

w(s(Sw = S4) + (fu = fu)) =0, (4.44a)
a(C —CT) =0, (4.44D)
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De (4.44b) temos a = 0 (definido em (4.33)) ou C' = C* ou ambas. Neste trabalho s6
consideramos o caso a # 0 . Isto significa que, para cada C~ = C* fixado, os equilibrios
associados ao campo vetorial (EDOs) estao na mesma curva de fE¥ = f,(S,, nkF (S, CT)),
que se torna apenas uma fun¢do de saturagdo da agua. Isso ocorre porque, tomando
C~ = C* constante, a textura da espuma em equilibrio local n%F deixa de depender da
concentracdo como varidvel livre, fazendo com que fEE se torne uma fungio apenas de
S,. Chamaremos esta fungao fEF de funcao de fluxo fracionario em equilibrio local. A

equagao (4.44a) representa a intersegao entre a reta
R, (Sy) = vsSw + (fF —v,S)), (4.45)

que passa entre os pontos (S,,C7) e (S},CT) com inclinacdo vy dada em (4.43) e a
curva de fluxo fraciondrio em equilibrio local. Na verdade, R,, representa a familia de
retas que passam por (S, CT) e com inclinagao v,. Por meio de andlise numérica! do
comportamento de fLF concluimos que existe um valor critico para a concentragao C

(denotado por C?) tal que:

o se C < (' afungao fL¥ possui um ponto de inflexdo.

e 10 outro caso, fLF possui trés pontos de inflexdo.

Para os parametros listados na Tabela 1, obtém-se C? ~ 3.6139 x 107. A Figura 4 mostra

a funcio fL¥ para C~ = C* =1, na qual apresenta trés pontos de inflexao.

Todos os parametros dessa tabela foram extraidos de [93], exceto o expoente ¢ da
curva de pressao capilar, que foi considerado como em [3]. O valor K4, = 4 foi escolhido
por representar um dos trés coeficientes de parti¢ao discutidos em [93], especificamente
para modelar um cenario de elevada parti¢cao do surfactante da fase aquosa para a fase

gasosa.

4.4 NUMERO DE PONTOS DE EQUILIBRIO

A partir da equacao (4.44b), sabemos que, se U = (S, C') é um ponto de equilibrio
do sistema (4.42), entdo necessariamente C~ = C*. Com isso, ao fixarmos CT, os
possiveis equilibrios passam a ter a forma U = (S,,C"), e os valores admissiveis de
Sy devem satisfazer a equagao (4.44a). Portanto, a andlise dos equilibrios se reduz ao
estudo grafico da fungao fLE(S, C*). Dependendo do valor fixado de C'F, o sistema pode
apresentar dois, trés, quatro ou até cinco pontos de equilibrio. Para identifica-los, fixamos
o estado a direita U = (S}, C*), o que equivale a considerar o ponto (S}, fLE(SF CT)).

1

Infelizmente, a caracterizagao analitica dos pontos de inflexdo da funcio fL¥ ndo foi possivel

devido a forma nao explicita da funcao de fluxo fracionario f,,, que depende de expressdes

empiricas e ndo lineares associadas a textura da espuma nf)E .
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Parametro Descricao Valor Unidade

10} Porosidade 0.25 -

K Permeabilidade le-12 m?

u Velocidade superficial total de Darcy 7.0555e-5 m/s
Loy Viscosidade da fase aquosa 2.4e-4 Pa -
fg Viscosidade da fase gasosa 4.5e-5 Pa -
Ko, Permeabilidade relativa do ponto final da agua 0.2 -
kY, Permeabilidade relativa do ponto final do gés 0.94 -
N Expoente de permeabilidade relativa da agua 4.2 -
Ng Expoente de permeabilidade relativa do gas 1.3 -
Swe Saturacao da agua conata 0.05 -
Sor Saturacao do gas residual 0.05 -
Kz, Tensor de dispersao da saturacao na fase aquosa | 1.7204e-7 -
Kz, Tensor de dispersao da saturagao na fase gasosa | 1.7204e-7 -
c Expoente na curva da pressao capilar 0.01 -
fmmob Reducao maxima da mobilidade do gas 500 -

fmsurf Parametro da resisténcia de espuma 2 g/L

epsur f Concentragao de surfactante na CMC 1 mol /m?

fmdry Limitante da saturagao da agua 0.25 -
epdry Abruptidao do colapso da espuma 500 -
Kgw Coeficiente de particao do surfactante 4 -
L Comprimento do reservatorio 0.3048 m
t Tempo de simulagdo dimensional 540 S

v Velocidade intersticial total de Darcy 2.8222e-4 m/s
Pe,, Numero de Peclet na fase aquosa 500 -
Pe, Numero de Peclet na fase gasosa 500 -

Tabela 1 — Parametros do Modelo.

Em seguida, escolhemos um valor S, e construimos a reta R, (S,) que liga os pontos
(Sy, fEE(S, CT)) e (SF, fEE(ST, CT)). O ntimero de intersegdes entre essa reta e o grifico
da fungao fLF(S,,CT), no intervalo (S, 1 —

do sistema para o valor fixado de C*. Por exemplo, a Figura 4 mostra o procedimento

Sgr), determina o nimero de equilibrios

tipico para encontrar o equilibrio para um caso particular, onde C*t =1 e S = 0.9499999,
caso este que f,, apresenta trés pontos de inflexdo. A escolha do valor de S, = 0.9499999
justifica-se pelos seguintes fatores. No artigo de Zeng [93], considera-se que, inicialmente,
o nucleo de formacao unidimensional estd completamente saturado com agua, na auséncia
de surfactante, ou seja, S, = 1. Essa hipdtese foi analisada na sua forma adimensional.
Ao converter esse cenario para o contexto dimensional deste trabalho, é necessario subtrair
a saturacdo de gés residual, S,,, obtendo-se assim a condigao S, =1— S, = 0.95. Porém,
em [92], por exemplo, ha limitagoes no modelo matematico utilizado neste cenario onde o

meio esta totalmente saturado com agua.

Conforme discutido na Observacao 4.2.2, as fung¢oes que descrevem a evolugao

do sistema s6 estao bem definidas dentro de certos intervalos de saturacao. Quando
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Figura 4: Intersecoes entre a funcio fLE e as retas R.

1 F T | ]
— [:E S”., 1
081 . (Zé*f,( L,E<)s+.>) _

—~~ - Rv Sw
— 06 B s( ) )
04} _
€3]
Ss
—02f ey |

0 (Sues0) _ //’//(S'z‘fg)\};v_}///

(Sl-fl)/ \(b fu)

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Sy se aproxima de 1 — S, o modelo perde validade ou apresenta singularidades, o que
impossibilita uma analise rigorosa de solugoes na forma de ondas viajantes. Sendo assim,
ajustar S; para um valor ligeiramente inferior, como S; = 0.9499999, torna-se necessério
para assegurar a consisténcia matematica do modelo e a viabilidade das comparagdes com

os estudos anteriores.

Observagao 4.4.1. A partir deste ponto denotaremos fL¥ por f,. Além disso, denotare-
mos fu(Sw,C) por fu,(Sw) quando fitarmos C' = C™.

Antes de enunciarmos a Proposicao 4.4.2, introduzimos algumas defini¢oes que
serao uteis na caracterizagado geométrica dos pontos ilustrados na Figura 4. Ao tomarmos
S., = Swe, obtemos a reta R,,, definida em (4.45), a qual conecta os pontos (Sye, fu(Swe))
e (S3, fu(SH)). Denotamos por (S, f,(S%)) o ponto de intersecio entre essa reta e o

grafico da funcao.

Definimos (57, fu(S;)) como o primeiro ponto de tangéncia entre o grafico de f, e
uma reta da familia R, (S,,), isto é, uma reta que conecta (S;, f,(S;})) a um ponto da
curva em que hé contato tangencial. Os pontos (S3, fu,(S3)) € (S5, fuw(S5)) sdo definidos
como os pontos colineares com (S, f,,(S%)) e (Si, fu(SF)), completando as possiveis
intersecoes com essa reta tangente.

Analogamente, o ponto (Ss, f,,(S2)) representa uma segunda tangéncia com outra
reta da familia R, (S,) que também parte de (S}, f,(S;)). Os pontos (S1, fu(S1)) e
(S6, fuw(Se)) sdo colineares com (Ss, f,,(S2)) e o ponto fixado a direita, caracterizando

outra configuracao de interse¢oes. Finalmente, o ponto (Sy, fi,(Ss)) é o terceiro ponto de
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tangéncia da fungdo com uma reta da mesma familia. Esses elementos geométricos serao

essenciais para a proposicao seguinte, e estao todos representados na Figura 4.

Proposicao 4.4.2. Considerando C* = 1, a reta R, (Sy) = vsSw + (f — vsS)) da
Equagao (4.44a) pode intersectar a curva do fluzo fraciondrio da dgua em dois, trés, quatro

ou cinco pontos de equilibrio, nas sequintes condigoes:

1. Se S; =S, ou S, €]St, S| o0s tinicos pontos de equilibrio sio U~ e U™.

2. Se Sy € [Swe, S1[, Sy €]53,S4[, S, €]S4, S5] ou S, €]Ss, SL[, existem trés pontos
de equilibrio, U~, UT e U°®.

3. SeS: =25, S, =55, Sz =S, Sz =855 S

w w

pontos de equilibrio, U~, UT, Ut e U2,

=S5 ou S, = Sg, existem quatro

4. Se S, €]51,Sk], S, €]Sk, Sa[, S, €]52,S3[ ou Sy, €]Ss, Se[, existem cinco pontos
de equilibrio, U—, U™, U, U e U®.

Antes de classificar os pontos de equilibrio do sistema, é necessario estudar o
comportamento da func¢do de fluxo fracionario f,(S,). A seguir, apresentamos uma
proposicao que estabelece a monotonicidade de f,, em relagao a saturagao da agua, sob

hipéteses fisicas especificas.

Proposigao 4.4.3. Seja f,,(Sy, C) definida conforme (3.10), onde consideramos C~ = C™T.
Entao
Ifw

E(Sw’ C) >0 para todo Sy € (Swe, 1 — Syr), (4.46)

isto €, fu(Sw,C) é mondtona crescente em relagao a S, nesse intervalo.

Demonstracao. De fato,

w aAg
afw — ggw )\g - Aw 8Sw (4 47)
08y (Aw +Ag)2 ‘

Note que (A, + Ay)? > 0. Resta mostrar que filgw Ag — )\w% > 0. Com efeito, como

Ao _ Ay Kyt Su = Sue \"7 (4.48)
gdSw _,uwl_ch_Sgr 1_ch_Sgr ’ ‘
dAy,
segue que )\gg > 0. Agora, temos
dkrg OMRF
P _ A sy MBE = Frg Tog, (4.49)

05w 1 MRF? !

onde

g kg 1— 8 — S, \™ "
_ 4.
08y~ 1=Sw—S5, \1=Sw—25,) = (4.50)
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e
MRF
OMRE = fmmob - epdry >0, (4.51)
0Sw T (1 + (epdry(S, — fmdry)) )
0Ny dX, ONg O fuw
1 —= E —= ——
0g0 Ay 95, < 0. ntaods)\ — A\w v3s, > 0 e, portanto, 95, > 0. O

4.5 CLASSIFICACAO DOS PONTOS DE EQUILIBRIO

Na sec¢ao anterior, determinamos o niimero de pontos de equilibrio do sistema de
EDOs, dependendo do valor fixado de C' e da posicao de S,,. Nesta se¢ao, nos propomos a
classificar esses pontos de equilibrio em suas respectivas vizinhangas, com base no Teorema

de Hartman-Grobman.

ds,, dC
Sejam Fj = A e Fy = €& conforme definidos no sistema (4.42). A matriz
Jacobiana do campo vetorial f = (F}, Fy)T, avaliada em um ponto U = (S, C), é dada
por:
oF oF,
0S8, oC
Jp= ,
oF, o,
25, oC

onde as derivadas parciais sao explicitadas a seguir. A derivada de F; em relagao a S,

assume a forma:

oF,  uk (vs— %) (Fudg2) —uK [52 (furg )] 0a(S0 — S5) + (£ — fu)

= 4.52
05y (wa/\gggc)z , (4.52)
com
dP. O fw P, d’P,
pumy . 4-
a5, (f“’ 9d5w> ( TS, f“’ >d5w+f“’Agdsg, (4.53)
Analogamente, a derivada de F} em relacao a C' é:
dP, 0f, dP, O\
—uk i Y cZ’9 _ g+ + _
or " (f “7dS, aC> ’ [f "ds, ac] [0s(Sw = S3) + (fi = fu)] o
oc K dpP,\> ’ '
fw gE
As derivadas parciais de Fy sao dadas por:
05 [8Sw + (1= S,))? ’ ‘
e
0F; 1 dG
= —0— . 4.
OC ~ BSy+(1— Su) (“ dO) (4.56)

Em seguida, calculamos os autovalores da matriz Jacobiana resolvendo a equacgao caracte-
ristica:

det(J(U) — M) = 0. (4.57)
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Contudo, como é possivel verificar a partir da condigao G(C) = 0 e da equagao (4.44b),

OF.
tem-se que # = 0 para todo U = (S,,C). Portanto, a matriz Jacobiana torna-se
triangular supe?ior, e seus autovalores sao dados pelos elementos da diagonal:
oF, OF5
A= — A= —. 4.58
' s, STe. (4.58)

A analise dos autovetores dependera do valor de C', resultando em dois casos distintos:

F
Caso 1: C < fmsurf (isto é, 8863 #0)

Neste cendrio, onde \; = 8751’ temos, para vy = [v, vp]1:
(Jf — )\1])1}1 =0 = 1,=0, (459)

de modo que podemos tomar como autovetor:

v = [(1)] . (4.60)

OF:
Para Ay = 8763’ assumindo que A; # A9, 0 sistema associado nos da, para para vy = [v, vd]T:
or,
oC
OF; OF: oF
(asl - ac) vt Gta=0 = n= ' (461
- ok, _oF,
oS, oC

No caso especial em que \; = )\, a matriz J; apresenta multiplicidade algébrica
maior que a multiplicidade geométrica, e, portanto, nao ¢é diagonalizavel, possuindo um

bloco de Jordan associado.

Caso 2: C' > fmsurf (isto ¢, on _ 0)

oC
Nesse regime, a matriz Jacobiana torna-se diagonal:
oF, 0
Jy = &sw oF, (4.62)
oC

Assumindo que os autovalores sao distintos, os autovetores correspondentes sao os vetores

da base canonica:

1 0
v = [O} (associado a A1), Vg = L] (associado a Ag). (4.63)

Finalmente, se A\; = )y, entdo J; é multiplo da matriz identidade, e qualquer vetor de R?

é autovetor, indicando uma multiplicidade geométrica plena.
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A seguir, serd feito um estudo do sinal dos autovalores A; e Ay, com o objetivo de
classificar os pontos de equilibrio esquerdo (U™) e direito (U™T), observando a mudanca de
sinal das autofuncoes associadas ao mesmos (A;, e )\fQ, respectivamente). Enunciaremos

a seguinte proposicao:

Proposicao 4.5.1. Seja vy fizo dado em (4.43). Considere o sistema de EDOs (4.42)
descrito por U' = F(U), com U = (S,,C), onde C = C" e o0s autovalores dados por

oR R
- 2T aC

Os sinais de A1 e Ay sdo determinados pelas sequintes condicoes:

1. Para A\, temos que:

. )\1>056%>v5;

e N\ =0 se —gf;w = Vs,

. )\1<Oseg%<vs.

2. Para \s, temos que:
(1—ngw)f$+KSgw .
(I—ngw)sjz;“l‘ngw’

(1-Ksgw) fo +Ksgw .
(1_ngw)s$+ngw ’

(1=Ksgw) fab +Ksgu
(I_ngw)SjJ‘i'ngw ’

e My >0 sea >0, isto ¢ se vy <

e \a=0sea=0, isto ¢, se vy =

e My <0 sea<0,isto ¢, sevs >

Demonstragio. A partir de (4.58) e (4.52), temos

N — oF,; _ uk (Us - %) <fw>‘gc(zi§:)
'8, (K fuhg2Ee)2

9 dSw
uK [60‘53)} [vs(Sw = 55) + (fif = fu)]
(wa/\ ch>2

9 dSw

(4.64)

Como o denominador de \; é sempre positivo, basta analisar o numerador. Ao investigar

o comportamento dos equilibrios, por (4.44a), consideramos vs(S, — S;5) + (fif — fw) = 0.

Além disso, note que uK > 0 e f, A, jgc < 0. Logo, resta analisar o comportamento de

% — v, para determinar o sinal de \;. Agora, por (4.58) e (4.56), temos:

_8F2_ «
B ocC B ﬁsw+’y(1_5w)’

A2 (4.65)

onde «, § e v sao definidos em (4.33) e (4.27). Note que, para S, € (Sye, 1 — Syr),

temos 1 — 5, > 0. Como (3,7 > 0, entao o denominador de Ay é maior que zero,
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isto é, (8 —)Sw + 7 > 0. Agora, estudaremos o comportamento de a. Manipulando

algebricamente a equacao (4.33) obtemos
@ = u[(KsguwS, — Ksgw — S vs + (1 — Kggu) [ + Ksgu)- (4.66)

Como o termo constante Ky, S — K — S < 0, segue que

(1 _ gw)f:;_ + ngw
(1 = Kygu) S + Kogu
(1-

e a < 0 quando vy >

+ ngw
+ ngw,

K
. :0 d s =
« quandao v I%

(1

(1
1

K

Ksgw) [
sqw) S

Kgw) fuy + Ksgu

e « > 0 quando v, < )
d Koyw)St + Kygu

]

Exemplo 4.5.1. Com o objetivo de ilustrar a Proposicao 4.5.1, consideremos os parametros
listados na Tabela 1 e fitamos CT = 1. Nessas condigoes, os coeficientes B e v sdo

calculados da sequinte forma:
B =0.25-1.72042667 - 10~" = 4.301066675 - 10~°, (4.67)

v =0.25-1.72042667 - 107 - 4 = 1.72042667 - 10~". (4.68)

Verifica-se que 8 <y, e a diferenca entre os dois valores é dada por:
v — B =1.2903200025 - 107 ". (4.69)
A Proposicao 4.5.1 estabelece que o sinal do denominador depende da comparacio entre

Sw € 0 quociente v/(y — ). Assim, calculamos:

v 1.72042667 - 1077

Sy < =
vy—0 1.2903200025 - 107

~ 1.333. (4.70)

Portanto, o denominador considerado na proposicdo é positivo sempre que S, < 1.333.
Além disso, do ponto de vista numérico, o valor de [ = f,(S},1) € dado por f = 0.9999.
Dessa forma, a constante que delimita as mudancas de sinal de Ay no grifico de v, é

dada por:
(1= Kygu) fif + Kogw  —3-0.9999 + 4

(1 — Kogu)Si + Kogw  —3-0.9499999 + 4

Concluimos, portanto, que:

~ 0.8696. (4.71)

e AT >0 sew, < 0.8696;

e AT <0 sew, > 0.8696; e
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e AT =0 sew, =0.8696.

Para a andlise do autovalor \|, é possivel verificar numericamente que:

gﬁ”(sg, 1) = 0.0012. (4.72)

Aplicando novamente a Proposicao 4.5.1, temos:

e A\ >0 sewv, <0.0012;
e A\ <0 sewv,>0.0012; ¢

e A\ =0 sewv, =0.0012.

Contudo, como serd demonstrado mais adiante (ver Proposicio 4.5.2), vale que \{ <
0 Y(Su,C) pertencente ao dominio de interesse. Por fim, ressaltamos que a andlise do
autovalor \| requer maior cautela, uma vez que o valor de O fw/dS,,(S,,) depende do ponto

especifico S,, considerado, e a fungao f,, pode apresentar um ou trés pontos de inflexdo.

Nas Figuras de 5 a 8 é possivel classificar o ponto de equilibrio esquerdo (U~) e
direito (U™) com base na Proposi¢io 4.5.1, considerando um caso particular em que C' = 1.
A andlise fundamenta-se na mudanga de sinal dos autovalores correspondentes, Ay, e )\fz,

que refletem a natureza dos equilibrios em cada ponto.

Figura 5: Comportamento do autovalor \; avaliado no estado U~.

><104

5000 ' : : . -
0.244 0.246 0.248 025 0.252 0.254
S,
| | | | L

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Sw
Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

A proposicao 4.5.2 estabelece que, ao fixarmos C' = C'" e considerarmos o limite
S, — St o ponto de equilibrio U atrai todas as drbitas suficientemente préximas na

diregao v; = [1 0]7, no sentido de que estas pertencem a variedade estavel W*(U™) do
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Figura 6: Comportamento do autovalor Ay avaliado no estado U~.
1500 . w .

1000

_500 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sw
Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Figura 7: Comportamento do autovalor \; avaliado no estado U™.

><1O7

_5 | | 1 |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Su
Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

sistema dindmico. Assim, U™ é um ponto de equilibrio assintoticamente estével ao longo
da direcao da onda viajante, e as solugoes que partem de sua vizinhanga convergem para

ele a medida que & — 4o00.

Proposigao 4.5.2. Seja Ut = (S}, CT) um ponto de equilibrio do sistema dindmico
(4.42). Seja também S¢, a coordenada do ponto tangente mais préximo de S;. Suponha
que a fungao f, seja diferenciqvel em S e que
0 fu
052

para Sy, € (Si,,1—S,) e que, além disso, existe um tinico valor S° € (Sye, 1 — S,) tal

que f,(S2,CT) = v,[S} — Sb]. Entdo, o autovalor \; da matriz jacobiana avaliado em
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Figura 8: Comportamento do autovalor A\, avaliado no estado U™.
1500 . T . .

1000

500

-500

_1000 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

S
Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Ut satisfaz

AT <0. (4.74)
Demonstracao. Pela Proposicao 4.5.1,
of
AT <0 —2 (St s- 4.75
F<0se SE(s)) < (175)

Mostremos que esta desigualdade é valida para todo (S,,C). Primeiro, para qualquer
(Sw, C), existe um tnico S’ tal que o par (S°, f,(S%)) representa a intersecio entre a
(S, fw(SH)). Além disso,

sabemos que a func¢ao f,(S,, C') possui um ou trés pontos de inflexdao. Seja S’ o ponto de

fungao f,(Sy) e a reta que conecta os pontos (Swe, fu(Swe)) €

inflexdo mais préximo de S . Existem dois casos a serem analisados:

Figura 9: f,,(S2) > f.,(S%). Figura 10: f,,(S},) < fu(S3).

1 T T T T wad 1 T
fw(Sw) _fw(Sw)
- = _Rﬂs(Sw) - = _R’Us(s'w)
08| © S , 08| © S,
® Pontos de Inflexdo R © Pontos de Inflexdo
0.6+ 061
e (85, fu(S5)) o2

04r 04+
02 B Ve 02 [

) — : ' ‘ 0 ‘ : :

0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6
S o

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

w




48
« Caso 1: fu(Sh) > fulSL).
Este caso estd ilustrado na Figura 9. Dividimos o intervalo [Sy., S| em dois intervalos,

sendo eles [Sy., S| e (S8, SF]. Por hipétese, temos que

0 fu

552 <0,VS, €(S,1-8,), (4.76)

o que implica que f,, é estritamente concava no intervalo S, € (S, S*], pois S¢ < S°.

Como consequéncia,
Ofw
0Sw

Agora, tome S, € [Sye, S?]. Lembremos que f,, ¢ monétona crescente e que, como S° é

o (85) <. (4.77)

tnico neste intervalo, todo ponto (S, C') nesse intervalo esta abaixo da reta de inclinagao
Vs, que conecta (Sye, fu(Swe)) € (S, fu(SH)). Seja v¥ a inclinagdo da reta que passa por

(Sw, fw(Sw)) e (S, fu(S;)). Por um argumento geométrico, segue que vy < v*. Logo,

9 fu

+
95, ——(S,) < vs < vl (4.78)

Portanto, em ambos os subintervalos, temos gg’“ (S;) < w,, 0 que implica \f < 0.

« Caso 2: fu(Sh) < fu(SD).

Este caso é andlogo ao anterior e esta ilustrado na Figura 10. Basta separar o intervalo
[Swe, Si] em dois intervalos, sendo eles [Sy., S%] e (S%,S}]: Para S, € (S:,SF], o
raciocinio segue idéntico ao do intervalo (5%, S;F] no Caso 1. Para S, € [Sye, S%], usamos
novamente o fato de que f,(S,) é mondtona, S% é tnico, e que qualquer inclinacio v’ de
uma reta que conecta (Sy, fu(Sw)) a (S, fu(S})) satisfaz:

9 fuw

+
75, ——(S,) < vs <.

Como os dois casos cobrem todas as possibilidades, segue que A] < 0 para todo (S, C). O

Dado S fixo, as Proposigoes 4.5.1 e 4.5.2 permitem classificar o espago de fase
[Swes 1 — Sgr] X [0, +00) nas regides I, I e I11, conforme resumido na Tabela 2. A Figura
11 apresenta a classificacdo dessas regides no espaco de fase, obtida por duas metodologias
distintas: (i) analitica, indicada pelas linhas vermelhas, a partir das Proposicoes 4.5.1 e
4.5.2; e (ii) numérica, indicada pelas linhas pretas tracejadas, calculadas por meio da matriz
Jacobiana. Os valores de fmsurf e fmdry (linhas tracejadas verdes) sao especificados na
Tabela 1. Note que, para C' > fmsurf, a forma da fungdo f,, ndo muda, além de possuir
apenas um ponto de tangéncia ST. Sendo assim, o comportamento dos pontos no espago

de fase para C' > fmsurf é o mesmo.
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Figura 11: Classificacdo dos equilibrios no espaco de fase [Sye, 1 — Sgr] x [0, 4+00), conside-
rando S} = 0.9499999.

257
—Analitico
fmsurf == ~Numérico
2
1.5}
O 117 17 I
1+t
0.5 '
0 ‘ fmdry ‘ .--—-k--".--_-..:-h&_h-‘
0.4 0.6 0.8
S
Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
Regido (8.C7) (S, C")
| Repulsor(Source) A\f > 0eA; >0 | Sela (Saddle) A7 <0e A3 >0
I Sela (Saddle) A7 >0e A, <0 | Atrator (Sink) A <0e)y <0
11 Atrator (Sink) A7 <0e)\; <0 | Atrator (Sink) A <0elAf <0

Tabela 2 — Classifica¢ao dos equilibrios (S,,,C~) e (S;,C*) para cada regiao mostrada
na Fig. 2.

Agora, verificaremos o comportamento dos pontos de equilibrio do espago de fase

OF;
onde —~ = 0. Observa-se que esses pontos correspondem aos pontos tangentes de f,, a

0Sy

reta que conecta S, e S;f. Isso resulta em uma bifurcagdo quando S, transita entre as
regioes [[ e I11.

Observagao 4.5.3. Fizemos C~ = CT. Seja ST € (Swe, 1 — S,r) a coordenada de
saturagio correspondente ao ponto de tangéncia entre o grifico da funcgio fEE e a reta
que passa por (S}, fLE(SH)). Podemos determinar numericamente o valor de fEF(ST),

associado ao ponto tangente (ST, fLE(ST)), a partir da sequinte equagio:
afw fw(s+)_fw(sg)

ZJw T — w —
95, (S.,) ST Vs. (4.79)

A proposicao a seguir formaliza a caracterizagao geométrica, no espaco de fase,
dos pontos criticos (SZ,CT) que delimitam a transicdo entre as Regides IT e I11. Tais
pontos correspondem as condigoes sob as quais o sistema dinamico associado deixa de ser
hiperbdlico, caracterizando, portanto, a ocorréncia de uma bifurcacao local. Essa mudanca

) ) )
qualitativa na natureza do sistema, evidenciada pela colisao ou coalescéncia de autovalores
da matriz jacobiana, implica na reconfiguracao do retrato de fase e na emergéncia de novas
)

solugoes ou na perda de estabilidade das existentes.
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Proposigao 4.5.4. Seja C~ = C™ fizo. Seja f,(Sw,CT) uma fungio continua, diferencid-
vel e mondtona crescente no intervalo [Sye, 1 — Syr], € seja \y = 0F1/0S,, o autovalor da
matriz Jacobiana J; dado em (4.52) onde [ = f, (S}, CT). Entdo A\ =0 se e somente
se S, = ST.

0F,
0Sy

Demonstra¢io. Suponha inicialmente que \{ = ——(.S,;) = 0. A partir da equagao (4.52),

segue que:

Of. d d d ) .
0= (0= 52 (ronfier ) = g (Ao er ) (oS = 5204 £ = 1ulS) - (450)

Agora, como estamos interessados em saber o comportamento dos equilibrios, podemos
supor que o segundo fator da segunda parcela (o colchete direito) também se anula,

conforme a anélise da equagao (4.44a), ou seja:
vs(Sy = Si) + fu = fu(Sy) =0, (4.81)

Reorganizando essa equacao obtemos v; como dado em 4.21. Substituindo essa expressao

de v, na primeira parcela:

8fw — f+_fw(si) afw _
L — = Jw w/ ) 4.82
e e (Sa) = Tt e (S,) (482
Como a derivada de F} é nula, essa diferenca deve ser zero, ou seja:
+ _ —
afw _ fw fw(Sw> (483)

93, o) = St — S

Isso mostra que a derivada de f,, em S, coincide com a inclinacao da reta secante entre
os pontos (S, fi) e (S,, fu(S,)), 0 que caracteriza a tangéncia entre a curva f, e essa

reta. Assim, pela defini¢do da tangéncia adotada na equagao (4.79), segue que S, = SI.

Reciprocamente, suponha que S, = S. Entdo, pela equagao (4.79), tem-se:

O o = fulS3)
e, como
o f{};_ B fw(S;)
Vs = Terog (4.85)
concluimos que
v Ofw ——(5,)=0 (4.86)
° 0S8, ' '

Substituindo na expressao da derivada de Fj, vemos que a primeira parcela se anula.

Além disso, a suposicao de ser um ponto de equilibrio, como na equacao 4.81, implica

TSI(S;) = 0, o que conclui a

demonstracao da equivaléncia. O

que a segunda parcela também se anula. Assim, \| =
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A partir da Tabela 2, podemos concluir que:

e Se (S,,C") pertence as Regioes I ou II, hd possibilidade de haver conexao de U~

para U™.

e Se (S,,CT) pertence a Regiao III, ndo ha possibilidade de haver conexao de U~

para U™.

O proéximo resultado garante que a reta C'= C'" é um subconjunto invariante do
espaco de fase para o sistema considerado. Isso significa que quaisquer érbitas que partem
de um ponto Uy na vizinhanca dos equilibrios U~ ou U™, na direciao desses equilibrios e

situadas sobre essa reta, permanecem confinadas a ela ao longo da evolucao do sistema.

Proposicao 4.5.5. Seja I' o conjunto definido por
[ ={(S4,C)€EE; Spe <S8y <1—-85, eC=C"}.
Entao, T' é invariante sob o fluzo do sistema de EDOs (4.42) associado.

Demonstragio. Seja Uy = (Syo, CT) € T'. Mostremos que ¢¢(Up) € I' para todo £ € R.
Primeiro, suponha que Uy seja um ponto de equilibrio. Isso implica que o campo vetorial
F(Uy) =0, isto é,

dUu )

— = F(U) é zero em U = U.

dg
Consequentemente, se Uy é um ponto de equilibrio, entao ¢¢(Uy) = U, para todo £ € R.
Logo, ¢;(Uy) € T'. Agora, suponha que Uy nao seja ponto de equilibrio. A trajetéria que

passa por esse ponto é dada por

pe(Uo) = (Sw(8), C(8)),

a qual é uma solucao do sistema de EDOs que passa por Uy. Como Uy € T, temos C' = C',

e, sabendo que

e
~ _ R
df 2(511)70)7
e que Fy(S,,C") =0, segue que
©_,
e

para cada valor de S,. Logo, C(§) é constante ao longo da trajetéria ¢¢(Up), e como
C(&) = CT, concluimos que C(§) = C* para todo € R. Portanto, p¢(Up) € T' para todo

&, e o conjunto I' é invariante. O
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4.5.1 Estudo numérico dos pontos de equilibrio

Primeiro, sabemos que a Regiao I estd localizada a direita da Regiao 11 no espaco
de fase, isto é, na reta C~ = CT, o valor nos pontos S, pertencentes a Regido I1 sao
menores do que para S, pertencente a Regiao /. Além disso, a partir de estudos numéricos
é possivel verificar que, para todo C'~ escolhido, os pontos (S%,C) (tal que (S, f,(S%))
pertence & reta que conecta os pontos (Sye,0) e (S, fF)) (para S° definido na Proposigiao
4.5.2) pertencem a Regido I1. Sendo assim, a regido I é delimitada para valores S, > S°.
Logo, conforme visto na Proposicao 4.4.2, ha apenas dois equilibrios na regiao I, sendo
eles os estados U~ e U™ onde o equilibrio esquerdo U~ é um repulsor e o equilibrio direito

U* é uma sela. Assim, hé possibilidade de solugao na forma de onda viajante.

Por outro lado, também ¢é possivel verificar numericamente que a Regiao 17
apresenta casos nos quais nao temos ondas viajantes. Isto é devido a distribuicao dos
equilibrios ao longo da variedade invariante O~ = C'. Por tal motivo, estamos interessados
em determinar, para cada U~ € 1, a quantidade de equilibrios e suas respectivas posigoes

ao longo da reta C' = C™.

De forma analoga ao que foi feito para a Regiao I, para U~ pertencente a Regido
I1 existem pontos tais que se S, > S°, entdo hd somente dois equilibrios, sendo eles os
estados U~ e U™ onde o equilibrio esquerdo U~ ¢ uma sela e o equilibrio direito U' é um
atrator. Denotamos a sub-regiao onde isso ocorre, para todo (S, ,C~), por I1; ver Figura
12. J& a sub-regiao I1, corresponde aos estados U~ aos quais geram trés equilibrios, sendo
eles os estados U¢, U~ e U™ onde o equilibrio extra U¢ é um atrator, o equilibrio esquerdo
U~ é uma sela e o equilibrio direito UT é um atrator. Por fim, ambas as sub-regioes 113 e
11, possuem cinco equilibrios, mas sao separadas pela posicao do equilibrio esquedo U~

no espaco de fase. A Figura 12 ilustra as sub-regioes Iy, 15, 13 e 11, no espago de fase.

Os itens a seguir correspondem as sub-regioes de I da Figura 12 :

1. Se U™ € I1;, tém-se dois pontos de equilibrio, onde o equilibrio esquerdo U~ é uma

sela e o equilibrio direito U™ é um atrator.

2. Se U~ € II,, tém-se trés pontos de equilibrio, onde o equilibrio extra U¢ é um

atrator, o equilibrio esquerdo U~ é uma sela e o equilibrio direito Ut é uma atrator.

3. Se U™ € 113, tém-se cinco pontos de equilibrio, onde o primeiro equilibrio extra U®
¢ um atrator, o segundo equilibrio extra U é uma sela, o terceiro equilibrio extra
U¢ é um atrator, o equilibrio esquerdo U~ é uma sela e o equilibrio direito U™ é

um atrator.

4. Se U™ € 11, tém-se cinco pontos de equilibrio, onde o primeiro equilibrio extra U®

é um atrator, o equilibrio esquerdo U~ é uma sela, o segundo equilibrio extra U® é
) q q ) q
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um atrator, o terceiro equilibrio extra U é uma sela e o equilibrio direito Ut é um

atrator.

Figura 12: Subdivisdes da Regidao I1 de acordo com o nimero de equilibrios e suas posi¢oes
no espaco de fase.

2.5 T T 1 T

1.5

0.5

T

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Figura 13: Subdivisoes da fronteira que separa as Regides 11 e Regido 111 .
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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Neste trabalho, estudamos um sistema de EDOs do tipo
U' = F(U,v,). (4.87)
Ao fixar v, o sistema de EDOs se reduz a uma forma auténoma, dada por
U' = F(U), (4.88)

onde F(U) depende exclusivamente de U. A analise da dindmica associada a este sistema, no
contexto do escoamento bifasico em meio poroso, revelou a ocorréncia de bifurcagoes, cuja
fundamentagao tedrica foi discutida na Segao 2.2.3. Conforme abordado ali, bifurcagoes
locais correspondem a mudancas qualitativas na configuracao dos equilibrios do sistema
quando um parametro é variado, como no caso de bifurcacgoes sela-no, que envolvem a

colisdo e o desaparecimento de dois pontos de equilibrio [92].

Neste contexto aplicado, observamos que a transicao entre as Regides [1 e I11
no espago de parametros é determinada por esse tipo de bifurcacdo. Nesse contexto,
introduzimos a fronteira de transi¢ao 7 (ver Figura 13) como o conjunto dos pardmetros
para os quais o autovalor A\ associado ao estado a esquerda U~ se anula. Tal condigao
sinaliza a perda da propriedade de hiperbolicidade e delimita precisamente o limiar da
bifurcacdao. A fronteira 7 nao é uniforme, podendo ser subdividida em subconjuntos com
diferentes configuracoes topoldgicas dos equilibrios no espaco de fase. A seguir estudamos
essa classificacao, descrevendo as quatro possiveis configuragoes de pontos de equilibrio na
fronteira de transicao 7, de acordo com a localizagao do estado esquerdo U™ no espago de

parametros.

Logo, a subdivisao da fronteira de transicdo T pode ser interpretada como o
conjunto de transicoes entre a regiao 11 e diferentes sub-regides de I'1. Em todas essas
transigoes, observou-se a ocorréncia de uma bifurcagao do tipo sela-no, conforme descrito
na Secao 2.2.3. A distingao entre os componentes de fronteira de T esta relacionada tanto
a quantidade de equilibrios que emergem quanto a sua posicao relativa no espaco de fase.
Portanto, podemos dividir a fronteira 7 nos seguintes componentes de fronteira, conforme

ilustrado na Figura 13:

1. Se U~ € 71, tém-se dois pontos de equilibrio, onde o equilibrio esquerdo U~ é um

né e o equilibrio direito U' é um atrator.

2. Se U™ € Ty, tém-se quatro pontos de equilibrio, onde o equilibrio esquerdo U~ é um
noé, o primeiro equilibrio extra U é um atrator, o segundo equilibrio extra U® é

uma sela e o equilibrio direito UT é uma atrator.

3. Se U~ € Ts, tém-se quatro pontos de equilibrio, onde o primeiro equilibrio extra U®!
¢ um atrator, o equilibrio esquerdo U~ ¢ um no, o segundo equilibrio extra U® é

uma sela e o equilibrio direito U" é uma atrator.
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4. Se U~ € T4, tém-se quatro pontos de equilibrio, onde o primeiro equilibrio extra U®!
¢ um atrator, o segundo equilibrio extra U é uma sela, o equilibrio esquerdo U~ é

um né e o equilibrio direito UT é uma atrator.

Observacgao 4.5.6. Note que, para (S,,C~) pertencente a Ty e Ty, hd possibilidade de

solugdo na forma de ondas viajantes.

A analise desenvolvida ao longo dos capitulos anteriores permitiu caracterizar a
estrutura dos pontos de equilibrio e suas respectivas classificagoes, bem como descrever
como esses equilibrios se organizam nas diferentes regioes do espaco de parametros. Com
base nesses resultados, é possivel estabelecer condigbes precisas que garantem a existéncia
de perfis de ondas viajantes heteroclinicas, ou seja, trajetorias que conectam os estados
U~ e U" no espacgo de fase do sistema dinadmico associado. O teorema a seguir formaliza
esse resultado, estabelecendo a existéncia de solugoes na forma de ondas viajantes para
os casos em que o estado inicial U~ pertence as Regioes I, Iy, I15, I13. Este constitui o

principal resultado deste trabalho.

Teorema 4.5.7. Considere o sistema de EDOs dado por (4.42), com v, fixo, conforme
definido em (4.43), e com os valores dos parametros do modelo especificados na Tabela 1.
Seja Ut = (0.9499999, CT) o estado a direita e U~ = (S,,,C™) o estado a esquerda, com
C~ =C*. Suponha que U~ € {I, 11,11, 113}.

Entao, existe uma solugdo (S,(t),C(t)) na forma de ondas viajantes do sistema
(4.42) tal que:

Jim (S,(8), C(1)) = (0.9499999, C*) (4.89)
Jim (S, (1), C(1) = (S, C7). (4.90)

Demonstracao. Queremos demonstrar a existéncia de uma solugdo na forma de onda
viajante que conecta os estados U~ = (S,,C7) e Ut = (S}, CT) por meio de uma érbita

heteroclinica do sistema dindmico associado.

Conforme discutido, quando U~ € I, I1;, o sistema dindmico apresenta exatamente
dois pontos de equilibrio, U~ e U, com U~ sendo um repulsor (em /) ou uma sela (em
I1), e UT uma sela ou um atrator, respectivamente. Para U~ € I, I3, ha equilibrios
adicionais no espago de fase, mas todos localizados a esquerda de U™, de modo que o

intervalo entre U~ e U™ contém unicamente esses dois equilibrios.
A Proposicao 4.5.5 garante que a reta I' = {(S,,,C) € E | C = C"} é invariante
sob o fluxo do sistema. Portanto, qualquer trajetoria que tenha inicio em I' permanecera

contida nessa reta. Restrito a essa reta invariante, o sistema de equagoes diferenciais
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reduz-se a equacao escalar

dSuy _u [05(Sw — S3) + (f — fuw(Sw))]

ds K fu)g 45 ’
cujos pontos de equilibrio coincidem com os estados U~ = (S,,CT) e UT = (S}, CT).

A matriz Jacobiana do sistema completo avaliada em qualquer ponto U = (.S,,, C)
possui forma triangular superior, e os autovalores e autovetores sao dados pelas expres-

soes (4.58) e (7?7). Em particular, o autovetor correspondente ao autovalor A\; é v; = [1 0]7.

Pelo Teorema de Hartman-Grobman, existe uma vizinhanca V5, de Ut na qual
o fluxo do sistema nao linear é topologicamente equivalente ao seu sistema linearizado.
Em particular, pela Proposicio 4.5.2, temos que A] < 0, ou seja, existe pelo menos uma
dire¢do de entrada em U™, o que garante que a variedade estével local W _(U™") intersecta
a reta C' = O, pois a variedade estével local é tangente ao autovetor v;. Além disso,
também pelo Teorema de Hartman-Grobman existe uma vizinhanca V; de U™ que contém

algum ponto pertencente a variedade instavel local W (U ™).

Como C' = C* é invariante, e nao existem outros pontos de equilibrio entre U~ e
U sobre essa reta nos casos considerados, a unica possibilidade topoldgica admissivel é
que a variedade instével global W*(U~) e a variedade estavel global W*(U™*) coincidam

sobre a reta C' = C'", formando uma érbita heteroclinica que conecta U~ a U™.

Portanto, existe uma trajetéria ¢(§) C T tal que

lim &) =U", lim p(&)=U", (4.91)

£——o0 {—+oo
isto é, existe uma solucao na forma de onda viajante que conecta U~ a U™ ao longo da

reta invariante C' = CT.

]

Observacao 4.5.8. Desconsideramos os casos em que U™ € T, pois, nessa regido, o
autovalor \| = 0, o que torna o sistema nao hiperbolico. Como consequéncia, teoremas
classicos como o de Hartman-Grobman e o da variedade estavel nao sao aplicdveis, e o
estudo das conexodes neste caso exigiria uma andlise qualitativa mais refinada, o que nao

serd abordado nesta dissertagdo.

4.6 VALIDACAO NUMERICA

Nesta se¢ao, realizamos simulagdes numéricas utilizando o software Reaction Con-
vection Diffusion Equations Solver (RCD), com o objetivo de validar os resultados analiticos
associados as solucoes apresentadas no Teorema 4.5.7. Para isso, emprega-se o algoritmo
ode23s, método disponivel no MATLAB para a resolucao de EDOs.

O o0de23s é um método de passo unico, implicito, baseado em um esquema de Ro-

senbrock modificado, indicado para problemas que exigem maior estabilidade numérica [77].
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As solugbes obtidas por meio desse algoritmo sao consideradas como solugoes verdadeiras,
no sentido de apresentarem precisao suficientemente elevada para serem utilizadas como

referéncia comparavel a solu¢oes analiticas.

Por sua vez, o RCD emprega o esquema implicito de Crank-Nicolson, que é simétrico
em relagao ao tempo e apresenta ordem de precisao dois, tanto nas direcoes temporal quanto
espacial [55]. Esse esquema é acoplado a um método de Newton, utilizado na resolugao
iterativa do sistema nao linear resultante da discretizagao das equacoes diferenciais parciais

envolvidas.

As simulagoes no RCD foram conduzidas em um dominio unidimensional com
malha espacial uniforme contendo 1000 pontos, correspondente a um comprimento total
de 0,3048 metros. Adotou-se um passo de tempo fixo de At =1 x 1072 s, com tempo final

de simulagao de 540 s, equivalente a aproximadamente 0,5 volumes porosos (PV).

Quanto as condi¢oes de contorno, impos-se na extremidade esquerda do dominio
uma condicao de Dirichlet, fixando a saturacao de injecdo. Essa escolha representa
fisicamente a especificacao da razao entre as fases aquosa e gasosa na mistura injetada.
Na extremidade direita, aplicou-se uma condi¢do de Neumann homogénea (sem fluxo),
representando uma fronteira aberta, onde nao ha variacao do fluxo fracionério ao longo
do tempo. Finalizada a apresentacao das metodologias numérica e analitica adotadas,

procedemos a andlise de casos especificos, buscando validar os resultados obtidos.

Primeiramente, estudamos o caso em que o estados esquerdo U~ permanecem na
regiao I. Pelo Teorema 4.5.7, conclui-se que existe uma solugao na forma de onda viajante,
uma vez que o estado esquerdo é classificado como repulsor, o direito como sela, e nao
ha equilibrios extras entre eles. Assim, existe uma 6rbita heteroclinica conectando U~ a
U*. A figura 77 mostra espaco de fase para os sistema de EDOs considerando os estados
U~ =(0.7,1) e U™ = (0.9499999,1). A Figura ?? apresenta a comparacao dos perfis
em dois instantes, 0.25 PV e 0.5 PV, entre a solugdo numérica (4.8) (linhas sdlidas) e a
solucdo analitica (4.42) (linhas tracejadas) do problema de Riemann (4.12), evidenciando

a presenca da onda viajante.
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Sistema Em seguida, analisamos o caso em que o estado esquerdo pertence a regiao
II5. Pelo mesmo Teorema 4.5.7, concluimos novamente que ha solugdao na forma de onda
viajante, ja que o estado esquerdo é classificado como sela, o direito como atrator, e
nao existem equilibrios intermediarios. A Figura 14 mostra o espago de fase do sistema
de EDOs para os estados U~ = (0.3646,1) e UT = (0.9499999, 1), observamos que os
equilibrios U, U®? e U encontram-se a esquerda de U~. Portanto, existe uma oOrbita
conectando U~ a UT. A Figura 15 apresenta a comparacao entre os perfis da solucgao
numérica (4.8) (linhas sélidas) e da solugao analitica (4.42) (linhas tracejadas) associada ao
problema de Riemann (4.12) para os instantes 0.25 PV e 0.5 PV, confirmando a presenga

da onda viajante.

Figura 14: Espaco de fase do Sistema de EDOs  Figura 15: Perfis da solucio numérica

para (5,,,C7) = (0.3646,1). para (S, C™) = (0.3646,1).
197 I Num. An‘a.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025). Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Em continuidade, analisamos o caso em que o estado esquerdo U™ pertence a regiao
I11. Conforme indicado na Tabela 2, neste caso nao ha solugdo na forma de onda viajante,
pois ambos os estados U~ e UT sdo classificados como atratores. A Figura 16 apresenta o
espago de fase do sistema de EDOs para os estados U~ = (0.2,1) e UT = (0.9499999, 1),
observando-se a presenca de um equilibrio U entre eles, o que impede a existéncia de
uma Orbita conectando U~ a UT. A Figura 17 apresenta os perfis da solugdo numérica do
problema de Riemann (4.8)—(4.12) em trés instantes (0.17 PV, 0.33 PV e 0.5 PV), nos
quais nao se observa a formacao de ondas viajantes pois tem uma mudanca nos perfis da

saturagao da agua ao longo do tempo.

Finalmente, comparamos a solu¢ao numérica obtida no RCD com o Caso I: COs
Displacing Water (drenagem) estudado por Zeng et al. [93]. Nesse caso, o COq é
continuamente injetado para deslocar a 4gua em um meio unidimensional inicialmente

saturado apenas com dgua e sem surfactante. Assim, a condicao inicial (estado direito) é
dada por S =1e CT =0.

Para a condigao de injegao (estado esquerdo), o surfactante é injetado juntamente
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Figura 16: Espaco de fase do Sistema de EDOs  Figura 17: Perfis da solucdo numérica

para (S,,C7) = (0.2,1). para (S,,,C7) = (0.2,1).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025). Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Figura 18: Comparacao numérica da solucao obtida no RCD com o Caso I de Zeng et
al. [93].
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

com a fase gasosa com concentracao Cl; = 2,5 g/L, valor ligeiramente superior a fmsurf.
Considerando K4, = 4, obtemos C~ = C,, = 0,625 g/L, ja que em nosso modelo
consideramos C' = Cy,,. Além disso, com base na Figura 5 de Zeng et al. [93], e utilizando
S, =1—fmdry, temos S, = fmdry = 0,25.

A Figura 18 apresenta os perfis de saturacao da dgua, do gas e concentracao de
surfactante na fase aquosa, onde a linha tracejada representa os perfis obtidos por Zeng et
al. [93] e a linha sélida os perfis obtidos através do RCD. Verifica-se que esses resultados
estao qualitativamente de acordo com os perfis da Figura 5 de Zeng et al. [93]. No entanto,
conforme discutido na Secao 4.3, uma condicdo necessaria para a existéncia de ondas

viajantes é que C~ = Ct. Como neste caso C~ # C*, os perfis obtidos ndo mantém sua
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forma ao longo do tempo. Tal fato é visivel na Figura 18, onde ndo se observa um perfil
estacionario se propagando, evidenciando, portanto, a inexisténcia de ondas viajantes

neste caso.

Para comparar os resultados numéricos do RCD com os dados de Zeng et al. [93]
(Figura 18), os valores de referéncia foram extraidos das curvas publicadas por Zeng et al.
e posteriormente interpolados nos mesmos pontos utilizados nas solugoes numéricas, de
modo a possibilitar a comparacao ponto a ponto. Os resultados mostraram que o erro
relativo médio foi de aproximadamente 13,3% para a saturagao do gas S, e de 37,7%
para a concentracao de surfactante C, indicando que, apesar de discrepancias locais, a
tendéncia global das solugoes obtidas pelo RCD acompanha satisfatoriamente os dados de

Zeng et al.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho, estudamos um modelo matematico que descreve o deslocamento de
espuma, em meios porosos, incorporando o efeito de particdo do surfactante entre as fases
aquosa e gasosa. O principal objetivo foi investigar a existéncia de solu¢ées do problema
de Riemann associadas a esse modelo, considerando solucdes na forma de ondas viajantes.
A analise baseou-se na reformulacao do sistema de equagoes diferenciais parciais em um
sistema de equagoes diferenciais ordinarias, permitindo uma investigacao qualitativa do

comportamento dindmico das solugdes no espaco de fase.

Classificamos os possiveis estados de injecao S, em trés regioes: I, I e I1],
conforme ilustrado na Figura 11. Na Regiao I, demonstramos a existéncia de solugoes
do tipo onda viajante conectando os estados U~ e UT. Na Regiao II, identificamos
subdivisoes ([1y,I1, 113 e I11;) de acordo com o ntmero e a posigao dos equilibrios
sobre a reta C~ = C". Em cada sub-regido, verificamos a existéncia (ou ndo) de drbitas
heteroclinicas que viabilizam solugdes do problema de Riemann na forma de ondas viajantes.

Na Regiao 111, foi verificado que nao existem solugoes na forma de onda viajante.

Na fronteira de transicao 7, analisamos o comportamento qualitativo do retrato
de fase e identificamos, nos componentes de fronteira especificos (77 e 73), a possibilidade
de existéncia de solugdes do tipo onda viajante. Adicionalmente, demonstramos que os
pontos (S,,C) € T pertencem a reta tangente a curva de fE¥ no ponto (S}, CT). Essa
configuracao geométrica indica que tais pontos atuam como fronteiras criticas entre regioes

com dinamicas distintas no espaco de fase.

Toda a andlise tedrica foi validada por meio de simula¢des numéricas: o sistema
de equagoes diferenciais parciais foi resolvido com o c6digo RCD, enquanto o sistema de
equagoes diferenciais ordinarias que descreve o perfil das ondas viajantes foi integrado
numericamente utilizando o algoritmo ode23s do MATLAB. Além disso, realizamos
uma comparacao quantitativa entre os perfis obtidos e um caso de referéncia disponivel
na literatura, apresentado por Zeng et al. [93], verificando boa concordancia entre os

resultados numéricos, o que reforca a consisténcia do modelo adotado.

5.1 TRABALHOS FUTUROS

O presente estudo foi realizado fixando-se um valor especifico para o coeficiente
de particao K,g,. Como desenvolvimento natural, propomos investigar a influéncia da

variacao de K4, sobre o diagrama de classificacao das regides no espaco de fase.

Outra diregao relevante para estudos futuros envolve a inclusao da adsorcao do
surfactante no modelo, por meio de considerar a fungao G(C') # 0. Tal modificagao altera
a equacao de conservacao do surfactante e pode impactar tanto a existéncia quanto a

forma das solugoes do tipo onda viajante, além de influenciar a classificacao das regioes
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no espaco de fase.

Também é de interesse considerar o caso mais geral em que C~ # C*t. Essa
generalizacao pode introduzir novas dindmicas no retrato de fase e permitir a existéncia

de solugoes com estruturas mais complexas.

Por fim, sugerimos analisar o comportamento do sistema quando se considera o = 0

na equagao (4.33).
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