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Resumo

Nos ultimos anos, modelos fisicos baseados em algebras nao comutativas tém atraido
consideréavel interesse, pois fornecem uma estrutura para investigar teorias envolvendo
um parametro fundamental na escala de Planck, frequentemente associado a aspectos
semiclassicos da gravidade quantica. A geometria nao comutativa modifica a estrutura
subjacente do espaco de fase, podendo conduzir a novos entendimentos sobre problemas
ainda em aberto na fisica tedrica. Nesta tese, adotamos uma abordagem cléssica para
realizar uma analise termoestatistica dos potenciais de interagao de Yukawa e Lee — Wick em
espacos de fase nao comutativos. Utilizando a algebra nao comutativa, obtemos as equagoes
de movimento associadas a esses potenciais e investigamos grandezas termodinamicas,
como a densidade de estados, a funcao de particao, a energia média e a capacidade térmica.
Empregamos os formalismos dos ensembles microcanonico e canénico no contexto da
mecanica estatistica de Boltzmann — Gibbs. Nossos resultados mostram que a introducao
do parametro de nao comutatividade © induz modificagoes nao triviais nas quantidades
termodinamicas, incluindo mudancas qualitativas na capacidade térmica. Em particular,
podem emergir regioes com capacidade térmica negativa, as quais interpretamos como
assinaturas das limitagoes do tratamento semiclassico e perturbativo, e nao como efeitos
fisicos definitivos. A analise é realizada sob as hipdteses de nao comutatividade fraca e
|8V (r)| < 1, o que restringe o regime de validade dos resultados. Dentro desse dominio,
nossos achados destacam o papel da geometria do espaco de fase na determinacgao do

comportamento termodinamico.

Palavras-chaves: Potencial de Yukawa. Potencial de Lee-Wick. Nao Comutatividade.

Analise termoestatistica.



Abstract

In recent years, physical models based on noncommutative algebras have attracted con-
siderable interest, since they provide a framework for investigating theories involving a
fundamental parameter at the Planck scale, often associated with semiclassical aspects of
quantum gravity. Noncommutative geometry modifies the underlying phase-space struc-
ture, potentially leading to new insights into unresolved problems in theoretical physics.
In this thesis, we adopt a classical approach to perform a thermostatistical analysis of the
well-established Yukawa and Lee — Wick interaction potentials in a noncommutative phase
space. Using the noncommutative algebra, we derive the equations of motion associated
with these potentials and investigate the corresponding thermodynamic quantities, includ-
ing the density of states, partition function, mean energy, and heat capacity. Both the
microcanonical and canonical ensemble formalisms are considered within the framework
of Boltzmann — Gibbs statistical mechanics. Our results show that the introduction of
the noncommutative parameter © induces nontrivial modifications in thermodynamic
quantities, including qualitative changes in the heat capacity. In particular, regions with
negative heat capacity may emerge, which we interpret as signatures of the limitations of
the semiclassical and perturbative treatment rather than definitive physical effects. The
analysis is carried out under the assumptions of weak noncommutativity and |3V (r)| < 1,
which constrain the regime of validity of the results. Within this domain, our findings

highlight the role of phase-space geometry in shaping thermodynamic behavior.

Keywords: Yukawa potential. Lee-Wick potential. Noncommutativity. Thermostatistical

Analysis.
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1 INTRODUCAO

As teorias de espago de fases nao comutativas (NC) surgiram como uma estrutura
promissora na fisica tedrica, desafiando as concepcoes convencionais de continuidade do
espaco-tempo e oferecendo novos insights sobre a estrutura microscopica da matéria e
das interagoes. Essas abordagens sao motivadas por diversas indicagoes independentes,
desde teorias fundamentais da gravidade até sistemas de matéria condensada em condigoes
extremas, nos quais o proprio espaco-tempo pode possuir uma estrutura discreta ou

deformada em distancias muito curtas.

Estruturas NC também tém sido amplamente exploradas em diferentes areas da
fisica tedrica, como teorias de altas energias e teorias quanticas de campos, nas quais
divergéncias surgem naturalmente. A introducao de uma algebra NC nesses contextos
busca mitigar tais divergéncias ao impor uma escala fundamental de comprimento no
espago-tempo, regularizando naturalmente as divergéncias ultravioletas (UV)[1-21|. Em
escalas de comprimento muito pequenas, a invariancia de Lorentz pode ser efetivamente
violada. No entanto, no limite em que o parametro de NC tende a zero, os resultados

comutativos convencionais sdo recuperados |1, 2, 21-27].

As formulacoes de espaco de fase NC oferecem uma alternativa complementar as
abordagens convencionais baseadas em renormalizagao, particularmente diante de suas
limitagoes conhecidas [20, 28|. Ao preservar a invaridncia de escala, essas estruturas
fornecem uma descri¢ao unificada em diferentes escalas de energia, do ultravioleta (UV)
ao infravermelho (IR) [4, 29]. Como resultado, permitem a construgao de modelos cujas
previsoes podem, em principio, ser confrontadas com dados experimentais ou observacionais

em uma ampla variedade de regimes.

Estudos recentes tém explorado as implica¢oes das estruturas NC em diversos
contextos, incluindo relagoes de incerteza modificadas, termodindmica quantica e maquinas
térmicas. Nesses cenarios, mostrou-se que a nao comutatividade pode alterar os espectros de
energia, a entropia e a eficiéncia de ciclos termodinamicos, levando a desvios potencialmente

observéveis em relagao as previsdes da teoria convencional [30-33].

Embora as formulagoes NC sejam frequentemente desenvolvidas no contexto da
mecanica quantica e de teorias de campos baseadas em operadores, o presente trabalho
adota uma abordagem complementar fundamentada na deformagcao da estrutura do espaco
de fase. Essa perspectiva permite investigar diretamente como modificagoes geométricas
afetam a dinamica cléssica e, consequentemente, as propriedades termoestatisticas de

sistemas interagentes.

Diferentemente da maior parte dos estudos disponiveis na literatura, que se concen-
tram em sistemas de particula tnica ou em aspectos estritamente quanticos da termodina-

mica, nossa analise considera sistemas interagentes descritos por potenciais centrais de
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curto alcance. Dessa forma, estabelece-se uma conexao entre a geometria nao comutativa

do espaco de fase e a mecanica estatistica.

Apesar do crescente interesse por sistemas nao comutativos, ainda sao relativamente
escassos os trabalhos dedicados a investigacao termoestatistica de potenciais centrais em
espagos de fase nao comutativos. Em particular, até onde sabemos, nao se identifica na
literatura uma anélise sistemética unificada dos potenciais de Yukawa e Lee—Wick que
trate simultaneamente os ensembles microcanonico e candénico dentro de uma abordagem
classica em espaco de fase nao comutativo. Essa lacuna motivou o desenvolvimento da

presente tese.

Nesse contexto, o objetivo deste trabalho é investigar de que maneira deformagoes
induzidas pela nao comutatividade alteram o comportamento termodinamico de sistemas
interagentes. Para isso, sao considerados dois importantes modelos de interagao de curto
alcance, os potenciais de Yukawa e Lee—Wick, amplamente empregados em diferentes areas
da fisica, incluindo teorias nucleares, fisica de plasmas e teorias efetivas de campos [34-38|.
A questao central é se correcoes NC podem induzir mudancas qualitativas nas propriedades
termodindmicas, como o surgimento de regimes nao triviais ou comportamentos andémalos,
mesmo em sistemas que nao sao intrinsecamente de longo alcance. Essa questao ¢ ainda
motivada pela perspectiva mais ampla de que propriedades termodinamicas podem codificar
informacoes sobre a geometria subjacente do espago de fase, um ponto de vista que tem

recebido atencao em diferentes abordagens de gravidade emergente.

Explorar a termodinamica de sistemas com estruturas deformadas de espaco de
fase pode fornecer insights sobre como modificagbes geométricas em nivel microscopico
influenciam observaveis macroscopicos e possivelmente mimetizam caracteristicas tipica-
mente associadas a sistemas fortemente correlacionados ou de interagao de longo alcance.
Além disso, uma motivacao adicional para investigar a termodinamica de potenciais de
curto alcance reside na conexao entre interagoes de alcance finito e fendomenos emergentes

em gravidade e cosmologia.

Nos ultimos anos, trabalhos como os de Jacobson [39] e Verlinde [40] exploraram a
ideia de que a gravidade pode emergir como um fenémeno entrépico, ligado a termodinamica
de horizontes e a principios holograficos. Nesse contexto, uma compreensao detalhada de
como potenciais de curto alcance influenciam quantidades termodinamicas, como entropia,
temperatura e capacidade térmica, pode fornecer insights sobre a origem microscopica da
dinamica gravitacional e sobre a descri¢ao termodinamica de sistemas confinados, incluindo
estrelas, nucleos atémicos e modelos cosmolégicos com interagoes efetivas de curto alcance
[44-49].

Motivada por essas questoes, esta tese investiga os efeitos da nao comutatividade
sobre potenciais centrais de curto alcance e suas propriedades termoestatisticas em espagos

de fase nao comutativos. Para isso, a presente tese esta organizada da seguinte forma. No
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Capitulo 2, apresenta-se uma revisao sobre espacos de fase NC e mecénica classica, na qual
discutimos a algebra nao comutativa e sua aplicacao a um sistema hamiltoniano confinado
composto por duas particulas arbitriarias. No Capitulo 3, apresentam-se as extensoes
NC dos potenciais de Yukawa e Lee—~Wick, detalhando-se a derivacao dos Hamiltonianos
modificados, bem como das equacoes de movimento e das quantidades conservadas. No
Capitulo 4, realiza-se a analise no ensemble microcandnico, na qual sao calculadas a
densidade de estados e a temperatura para os potenciais de Yukawa e Lee-—Wick na
estrutura NC. No Capitulo 5, desenvolve-se a anédlise no ensemble canénico, obtendo
as funcoes de particao, as energias médias e as capacidades térmicas para os potenciais
mencionados anteriormente, com dependéncia explicita do parametro NC. O Capitulo
6 apresenta as conclusoes e perspectivas para trabalhos futuros. Por fim, no Apéndice
A, apresentam-se algumas das passagens mateméticas mais importantes dos céalculos

desenvolvidos ao longo da tese.

Parte dos resultados obtidos nesta tese foi publicada no artigo Thermostatistical
analysis and negative heat capacities of Yukawa and Lee—Wick potentials in noncommutative
phase spaces 62|, evidenciando a relevancia das investigagoes realizadas sobre os efeitos

termodinamicos da NC em potenciais centrais.
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2 MECANICA CLASSICA E POTENCIAIS CENTRAIS EM ESPACOS
DE FASE NAO COMUTATIVOS

Neste capitulo, apresenta-se uma revisao da mecéanica classica em espagos de fase NC,
estabelecendo as bases tedricas necessarias para a analise dos sistemas fisicos considerados
ao longo deste trabalho. A motivagao para essa abordagem reside na possibilidade
de incorporar, em um contexto semiclassico, efeitos associados & NC do espaco-tempo,
frequentemente relacionados a escalas da ordem do comprimento de Planck. Inicialmente,
discutimos o conceito de espago de fase NC e sua conexao com a estrutura algébrica da MQ
e da NCMQ), nas quais relacoes de nao comutacao entre observaveis desempenham papel
fundamental. Em seguida, apresentamos a deformacao da estrutura simplética cléssica por
meio da introducao de colchetes de Poisson generalizados, os quais codificam a NC entre
as coordenadas do espago de fase. Posteriormente, aplicamos esse formalismo ao estudo de
sistemas sujeitos a potenciais centrais, obtendo as equagoes de movimento modificadas
pela estrutura NC e discutimos suas interpretacoes fisicas. Para esta revisao, utilizamos

como base as referéncias [50-54].

2.1 ESPACO DE FASE NC

As teorias de espaco de fase NC sao um conceito importante em fisica tedrica,
referindo-se & ordem em que as operagoes sao realizadas. Embora, em alguns contextos
fisicos, a ordem das operagoes seja irrelevante e as quantidades possam ser comutativas,

existem casos em que ela desempenha um papel fundamental.

Um exemplo ocorre na MQ, onde operadores x e p satisfazem a relagao de comutacgao
a seguir
[z, p] = ih, (2.1)

a qual esta associada ao principio da incerteza de Heisenberg. Esse principio estabelece
que posicao e momento linear nao podem ser determinados simultaneamente com precisao
arbitraria. Em vez disso, ha uma relacao de incerteza que envolve constantes fundamentais,
como h, a constante de Planck [53, 54].

Além da MQ), a teoria de espaco de fase NC também aparece em diversos contextos
da fisica teodrica, como a teoria das cordas, a teoria quantica de campos e a gravidade
quantica. Em tais abordagens, sugere-se que o espaco-tempo pode apresentar uma estrutura
NC em escalas extremamente pequenas, da ordem do comprimento de Planck [21]. Isso
significa que as coordenadas espaco-tempo nao comutam entre si nessa escala, levando a

uma modificagao das equagoes fundamentais da fisica.

Embora a teoria NC esteja mais formalizada e aplicada nas teorias da fisica quantica,
ela pode ser entendida, em sintese, como um aspecto especifico de certos formalismos

teodricos, seja na matematica ou na fisica. Um exemplo disso é o estudo dos espagos NC,
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que se aplica a uma variedade de areas, desde a algebra NC associada & mecéanica cléssica
até as teorias quanticas e a fisica da matéria condensada, como no Efeito Hall quantico, no

qual a ndo comutatividade aparece em suas coordenadas canénicas e nos momentos [51].

Na teoria NC, como uma realizacao particular dessas estruturas, ela é caracterizada

pela relacao de comutacgao entre operadores de coordenadas espaciais, isto é,

onde ©;; ¢ uma matriz real antissimétrica que define o parametro de nao comutatividade
(0), o qual possui dimensao de area, e h = 1 é a constante de Planck em unidades naturais,

adotada ao longo deste trabalho.

Tais espacos NC tém encontrado numerosas aplica¢oes, incluindo estudos de buracos
negros e gravidade massiva na relatividade geral, modelos efetivos em fisica da matéria

condensada e varias formulagoes na teoria de cordas [26, 27].

2.1.1 Produto estrela e a Estrutura Simplética

No caso estritamente classico, podemos incluir uma deformacao modificando a
estrutura simplética usual, gerando uma algebra A, — conjunto de fun¢oes infinitamente

diferenciaveis— equipada com o produto estrela [41, 42, 43, 44|, dado por

() = exp (G ) f2)g(@)] (23)

r'=x

onde f e g sao fungoes diferenciaveis, e ay;, é a nova estrutura simplética dada por

gy = Ou 0u) (2.4)

As coordenadas espaciais x; e os componentes do momento linear p; satisfazem os

colchetes de Poisson
{iUi,%j} = éija {mi,pj} = 5@'3" {Pz‘,pj} =0, (2-5)

onde 0;; ¢ a delta de Kronecker.

A matriz antissimétrica ©,; pode ser escrita em termos do tensor de Levi-Civita

como

éij = Eijk@k. (26)
Essa relacao sera ttil ao longo deste trabalho, pois, no formalismo hamiltoniano, ©*
é o parametro de NC que aparecera nas equagoes de movimento. A relagao completa
entre o produto estrela e a estrutura simplética deformada, bem como a construcao do

mapeamento nao comutativo no formalismo simplético, é apresentada em [45].
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2.2 MECANICA CLASSICA NO ESPACO NC

A MCNC constitui uma extensao da mecénica classica tradicional, na qual certas
variaveis fisicas passam a obedecer relagoes nao comutativas. Na mecéanica classica
convencional, grandezas como posicao e momento sao descritas por nimeros reais que
satisfazem as regras comutativas usuais da algebra. Entretanto, na formulacao NC, essas
variaveis podem apresentar relacoes de nao comutacao, de modo que a ordem das operagoes

pode influenciar os resultados.

No ambito dessa abordagem, espacos de fase NC podem ser tratados a partir
da extensao da estrutura do espaco de fase classico. Consideremos, inicialmente, um
conjunto de variaveis canonicas «,, com a = 1,...,2n. Na literatura, essas variaveis sao
frequentemente denotadas por ¢* [51]; entretanto, neste trabalho adotaremos a notagao
a, por conveniéncia. Para o caso de interesse deste trabalho, o espaco de fase é definido

pelas coordenadas
Qg = (xhpi)a (27)

com (i = 1,2,3). No formalismo hamiltoniano, a evolu¢ao temporal de qualquer observével
é determinada por seus colchetes de Poisson com a Hamiltoniana H(a,). Assim, as

equacoes de movimento assumem a forma
ay = {ag, HY, (2.8)

onde &, = da,/dt. De maneira equivalente, para uma fungao arbitraria f definida no

espago de fase, tem-se

f=1r.1}. (2.9)
Em particular, para as coordenadas de posi¢ao e momento, temos

Usando os colchetes de Poisson dados pela Eq. (2.5), e considerando as fungoes
arbitrarias f(z,p) e g(x,p), o colchete de Poisson entre essas fung¢oes assume a forma

generalizada

b= af@+(af dg g 8f)'

O primeiro termo representa a correcao associada & NC espacial, enquanto o segundo

(2.12)

termo corresponde ao colchete de Poisson usual da mecanica classica.

Considerando a Hamiltoniana de um sistema de duas particulas sujeitas a um
potencial arbitrario V(z), ‘
_pip'

24

i +V(x), (2.13)
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onde p; representa o momento linear e i é a massa reduzida, temos que as equagoes de

movimento se tornam

OH ~ OH
t; ={x;, H} = — — 2.14
Z; {SCZ, } A, + @Zj axj ( )
Como oH OH V()
Pi T
— = = 2.1
opi  p’ ox; ox; (2.15)
segue que
_ b5 V()
T P + 0,5 P (2.16)
. OH
o que fornece
. 0V(2)
P = — o (2.18)

onde usamos a Eq. (2.13) nas Egs. (2.10) e (2.11). As Egs. (2.16) e (2.18) representam as

equagoes de Hamilton modificadas pela estrutura do espaco de fase NC.

Para obter uma equacio do tipo newtoniana, derivamos a Eq. (2.16) em relagdo ao

tempo,

. pi o~ d [(OV

== i — . 2.1

z u—i_@jdt(@arj) (2.19)
Aplicando a regra da cadeia,

d (oV 02V

— = j 2.20

dt ((%:j) 8xj8xkxk’ (2.20)

e utilizando a Eq. (2.18), encontramos

1oV - 0V

T, = ———— T 2.21
v 1% 8% J (9xj8xk Tk ( )
Multiplicando ambos os lados por pu, obtemos
. oV (x) - 0*V(x) .
;= — i ——— Tk 2.22
. Ox; e Oz 0y, T (2.22)

A Eq. (2.16) representa uma generalizacao da segunda lei de Newton no contexto da
mecanica nao comutativa. O primeiro termo corresponde a forga conservativa usual
derivada do potencial, enquanto o segundo termo representa uma forga efetiva induzida
pela nao comutatividade do espago. Diferentemente da forca conservativa, essa contribuicao
depende explicitamente da velocidade da particula e da Hessiana do potencial, indicando
que a resposta dinamica do sistema é sensivel tanto a geometria local do potencial quanto ao

estado de movimento da particula. Além disso, como o tensor de nao comutatividade ©;; é
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antissimétrico e pode ser escrito na Eq. (2.6), essa forga introduz um acoplamento direcional
que pode ser interpretado como uma rotacao local da forga efetiva, andloga ao efeito
produzido por forgas giroscopicas ou magnéticas, embora sua origem seja exclusivamente
geométrica e decorrente da estrutura nao comutativa do espaco de fase. No limite

comutativo ©;; — 0, recupera-se imediatamente a equacao usual da mecanica classica,

i oV (z)

(2.23)

2.3 POTENCIAIS CENTRAIS NO ESPACO DE FASE NAO COMUTATIVO

Consideremos agora um potencial central V (r), com r = /z;x;, onde adotamos a

convencao de soma de Einstein, segundo a qual indices repetidos implicam soma sobre
L. h 3 . .

as componentes espaciais, isto é, z;z; = Y. 27. Nesse caso, a hamiltoniana dada na

Eq. (2.13) assume a forma

DiDi

H= Vir). 2.24
LV (2.21)
Aplicando a Eq. (2.11) ao caso de um potencial central, temos
—_— = —— 2.25
Ox; dr r (225)
Substituindo a Eq. (2.24) na Eq. (2.16), obtemos
. Di 1dV
=P e 2.26
x u+€]k@kr drxj ( )
onde usamos a rela¢ao dada na Eq. (2.6). Definindo
1d
- 14V (2.27)

= O
que pode ser interpretada como a velocidade angular no espago de fase NC. A Eq. (2.26)
pode ser reescrita como

Di = P& + p€ixEdx,. (2.28)
Esta equagao representa os momentos de uma particula vistos a partir de um sistema
nao-inercial com velocidade angular €; [51].

Derivando a Eq. (2.26) em relagao ao tempo, obtemos

HT; = —?% + ,uajkijk + Mc‘:‘ijk%’Qk, (2'29)

onde foram usadas as Eqgs. (2.18) e (2.25).

A Eq. (2.29) corresponde a equagao de Hill-Clohessy—Wiltshire generalizada. Alter-

nativamente, pode ser interpretada como uma equacao de movimento anéloga a dinamica
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em um referencial efetivamente nao inercial. O primeiro termo descreve a forca central
conservativa derivada do potencial V(r). O segundo termo apresenta a estrutura tipica de
uma forga do tipo Coriolis generalizada, sendo linear na velocidade efetiva do sistema e
responsével pelo acoplamento entre os graus de liberdade radiais e angulares. O terceiro
termo, proporcional a €, pode ser interpretado como uma forca do tipo Euler, associada
a variacao temporal da rotacao efetiva. Esse termo é identificado como o termo de Euler e
contribui apenas quando a estrutura nao comutativa apresenta dependéncia explicita do

tempo, desaparecendo no regime estacionario em que €2 é constante.

2.3.1 Quantidades Conservadas

Embora o Hamiltoniano na Eq.(2.24) seja uma constante de movimento, as com-
ponentes do momento angular L; nao sao conservadas no formalismo NC, uma vez que

deixam de gerar rotagoes no espaco de fase deformado, isto é,

Para verificarmos a nao conservagao do momento angular dado na Eq. (2.30), fazemos a

derivada em relacao ao tempo,

. d
Li = pegy 7 (i)
= W Eijk TjT + [LEijk Tj T,

= [LEijk T; {—7% + pEkm T + UERIMTI

2 , 2 :
= WEijkEkimTj L1 + U7 EijkEkim T T8

= 1 (S — (@)% + (s — 126
70, (2.31)

ou seja, devido aos termos proporcionais a €); < ©;, surgem contribuigoes adicionais na
derivada temporal do momento angular. Dessa forma, o torque efetivo induzido pela nao
comutatividade quebra a conservagao do momento angular orbital usual no espago de fase
NC. Ainda assim, existe uma quantidade conservada associada as rotacoes em torno da

direcao definida pelo vetor O,
1
L@ = @ijxipj + §@mpj@lkpk (232)

Adotando, sem perda de generalidade, o vetor de NC orientado ao longo do eixo z,
0; = (0,0,0), a NC permanece restrita ao plano xy, preservando a simetria axial do

sistema. Nesse caso, o gerador conservado assume a forma

Op?
2

Lo = O |(vpy — yp:) — OuV(r) — +OuH| . (2.33)
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Sendo a Hamiltoniana uma quantidade conservada, podemos identificar a seguinte
constante de movimento,
O p?

b (2.34)

M =ap, —yp, —OuV(r) — 5

o que também constitui uma quantidade conservada. A constante M generaliza a com-
ponente candnica do momento angular L, = xp, — yp, na presenca do NC. Os termos
adicionais proporcionais ao parametro © NC surgem da deformacao da estrutura do espaco
de fase e codificam correcoes a dindmica orbital padrao. Nesse sentido, M pode ser
interpretado como uma quantidade conservada deformada associada a simetria rotacional

na estrutura NC.

2.3.2 Equagoes de Movimento em Coordenadas Esféricas

Uma escolha apropriada, quando estamos trabalhando com potenciais centrais, é
utilizar coordenadas esféricas (r, 6, ¢). Fazendo entdo as transformagoes de coordenadas,

temos para o potencial central

i (r — 76 — r¢? sin2(¢9)> = —%(:) + urQesin?(6); (2.35)
u% <r29> — ur?d? sin(f) cos(0) = pr?Qg sin(6) cos(6); (2.36)
i (ur2dsin®(9)) = - rsin(0) L (12 sin(9)) (2.37)

dr \I a dt ' '

Considerando o caso especial de orbitas equatoriais, ou seja, 8 = 7/2 [50, 51],

obtemos:
. dV .
. 2 _ % .
] (r reo ) o + purQe; (2.38)
d - d
pr (/w%) = —MT%(TQ)- (2.39)

Em termos dessas coordenadas, a constante de movimento M dada pela Eq. (2.34)

se torna
M = pr? ((;5 + Q) —OuV(r), (2.40)

e, a Eq. (2.24) se torna, desconsiderando o termo de p?r?Q? que é de segunda ordem em
o,

o

)
5 5 tur QL+ V(r) (2.41)




Da Eq. (2.40), temos

- M +2
= +(W

i 2 )@V(T%

assim a Eq. (2.41), pode ser reescrita na forma

2

_H.9 M
H= 57t 22 + 7"_2@ Vir)+V(r),
ou,
_ MK
H = 57” +‘/ef(7">,

22

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

Neste capitulo, trabalhamos o formalismo da mecanica classica em espagos de fase

NC e aplicamos a sistemas sujeitos a potenciais centrais. A introdugao dos colchetes

de Poisson deformados levou a corre¢oes nas equagoes de movimento, interpretadas

como efeitos induzidos pela geometria nao comutativa do espago de fase. Em particular,

verificamos que potenciais centrais passam a apresentar termos adicionais analogos a forcas

inerciais, modificando a dinamica classica usual. No proximo capitulo, aplicaremos esse

formalismo ao estudo de potenciais de Yukawa e Lee-Wick.
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3 MODELO NAO COMUTATIVO DOS POTENCIAIS DE YUKAWA E
LEE-WICK

Neste capitulo, investigamos os efeitos da NC do espaco de fase em sistemas descritos pelos
potenciais de Yukawa e Lee—Wick. Para isso, incorporamos as corre¢coes NC no formalismo
hamiltoniano e obtivemos as Hamiltonianas efetivas associadas a cada potencial. Em
seguida, derivamos as equacoes de movimento radiais, analisando as modificacoes introdu-
zidas pelo pardmetro de © na dinamica do sistema. Também discutimos o comportamento
dos potenciais efetivos e suas corregoes NC, destacando que os efeitos da NC tornam-se

mais relevantes em escalas microscopicas.

3.1 POTENCIAL YUKAWA NO ESPACO DE FASE NC

O potencial de Yukawa, proposto originalmente por Hideki Yukawa [34, 35|, descreve
interacoes de curto alcance entre particulas mediadas por bésons massivos. Esse potencial
possui ampla aplicacao em Fisica Nuclear, Fisica de Particulas e Fisica Atdémica, sendo
utilizado na descri¢ao de forcas efetivas de alcance finito. Sua principal caracteristica é o

decaimento exponencial da interacao com a distancia, sendo dado por

Vy(r) = —k—, (3.1)

onde k é a constante de acoplamento e p € um parametro efetivo relacionado & massa
reduzida do sistema de dois corpos, que define a escala de comprimento de interacao
caracteristica, e r corresponde a distancia radial entre as particulas. O termo exponencial
e " introduz o cardter de curto alcance da interacao, fazendo com que o potencial decaia
rapidamente para grandes distancias. Além disso, no limite p — 0, o potencial de Yukawa

reduz-se ao potencial Coulombiano [44].

Para um sistema de duas particulas interagindo por meio do potencial de Yukawa
no espago de fase NC, utilizamos a Eq. (2.43) e substituimos V(r) = V4 (r). Assim, a

Hamiltoniana do sistema pode ser escrita como

W, M M eHr err
H == —0O | -k —k 3.2
2T+2ur2+r2 r r’ (32)

onde utilizamos a Eq. (3.1) na Eq. (2.43).
A Hamiltoniana pode ser reescrita na forma
By M2

H== Vi 3.3
9 e+ 2 + Vveye(r), (3.3)

em que

ke "  OMke "
r r3 ’

VNCYP(T) = — (34)

A Fig. (1) ilustra o potencial de Yukawa NC. No painel esquerdo, compara-se o

potencial de Yukawa puro Vi (r), o termo de corregao nao comutativo Vyc(r) e o potencial
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resultante Viyey p(r). Observa-se que o potencial de Yukawa apresenta o comportamento
tipico de curto alcance, decaindo exponencialmente com a distancia, enquanto a contri-
buicao NC modifica significativamente o potencial em pequenas distancias, deformando
a interacao em relacao ao caso comutativo. No painel direito, apresenta-se o potencial
de Yukawa NC para diferentes valores do parametro ©. Verifica-se que o aumento de ©
intensifica as corre¢oes nao comutativas, sobretudo na regiao de curto alcance. Para valores
maiores de r, as curvas tendem a coincidir, indicando que os efeitos da nao comutatividade
tornam-se despreziveis em longas distancias, preservando o comportamento assintotico do

potencial.

0

-20

= Vylr)
Vncl(r)

— Vnerelr)

-60}:

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 - 0.5 : 10 15 2.0 2.5 3.0
r r

Figura 1 — Painel esquerdo: comparagao entre o potencial Vy (r), a corregao Vye(r) e o
potencial resultante Viyoy p(r) em fungao da distancia radial r. Painel direito: comporta-
mento de Vycyp(r) para © = 0.3, © = 0.7 ¢ © = 0.9 (em unidades de éarea).

Como a Hamiltoniana representa a energia total do sistema, £ = H, utilizando a
Eq. (3.2) e derivando em relagao ao tempo, obtemos a equagao de movimento radial

M? ke (L4 pr) MOk

o (o + 3
urs 72 r

1 .

pit = (3.5)
A Eq. (3.5) descreve a dindmica radial do sistema, incorporando os efeitos do termo

centrifugo, do potencial de Yukawa e da corre¢ao associada a NC do espago de fase.

3.2 POTENCIAL LEE-WICK NO ESPACO DE FASE NC

O potencial de Lee-Wick (LW) pode ser interpretado como a subtragao do potencial
de Coulomb pelo potencial de Yukawa [44], sendo finito na origem, isto é, Vo (0) = k.
Este potencial também incorpora efeitos de curto alcance e é dado por
1—e#r
Usando Eq. (3.6), e considerando V(r) = Vi (r) e substituindo na Eq. (2.43),
temos a hamiltoniana para o sistema de interagao via potencial LW

2

M
H=Ep4

2 2MT2 —+ VNCLWP(T) s (37)



25

onde Viyerw (r) € o potencial de Lee-Wick no contexto NC, dado por

MEO©

r3

k
Vciwp(r) = - (1—e™)+ (L—e™). (3.8)
A dependéncia radial do termo NC na Eq. (3.8) ¢ proporcional a 773, ¢ o NCLWP

diverge na origem quando © # 0.

A Fig. (2) ilustra o potencial de Lee-~Wick em comparac¢ao ao NCLWP. No painel
esquerdo, observa-se a comparagao entre o potencial puro Vi (r), a corre¢ao NC Vieo(r) e
o potencial resultante Vycrwp(r), evidenciando que a contribui¢ao NC modifica significa-
tivamente o comportamento do potencial, principalmente na regiao de curto alcance. No
painel direito, verifica-se o efeito da variacao do parametro ©, mostrando que o aumento
da NC intensifica as deformacoes do potencial, tornando-o mais profundo nas proximidades
da origem. Em ambos os casos, as curvas tendem a coincidir para grandes distancias,
indicando que os efeitos da NC tornam-se despreziveis no regime assintético, permanecendo

relevantes apenas em escalas microscopicas, como esperado fisicamente.

—200"

V()

-30|

2 a 3 8 10 2 a 6 8 10

Figura 2 — Painel esquerdo: comparagao entre o potencial puro Vi (1), a corregao Ve (r)
e do potencial resultante Vycpwp(r) em fungdo da distancia radial r. Painel direito:
comportamento de Vycrwp(r) para © =0, © = 0.1, © = 0.5 e © = 0.9 (em unidades de
area).

Voltando a Eq. (3.7) e substituindo a Eq. (3.8) a expressao geral para a hamiltoniana
via interagao LW no espacgo de fase NC se torna,
i M* K MEk©

H:_'2 _1_ —pur
2 +2/M“2+7“< )+ r3

(1—e). (3.9)

Como a hamiltoniana corresponde a energia do sistema, isto € H = E, fazemos a
derivada segunda da (3.9) e obtemos a equagao da érbita, cuja solucao sera investigada

em trabalhos futuros.

M? 1 pe k"
F=——k|——=(1—e*
L e 7’2( e ')+ .

o
} — Mk© {—%(1 e+ 1 310

T T



26

A Eq. (3.10) representa a equagao radial de movimento do sistema sob a influéncia
do potencial de Lee-Wick no contexto NC. O segundo termo corresponde a contribuigao
centrifuga associada ao momento angular da particula, atuando como uma barreira
efetiva que dificulta a aproximacgao a origem. Os termos seguintes descrevem a forga
derivada do potencial de Lee-Wick, cuja estrutura exponencial regulariza o potencial
em pequenas escalas. Os dois dltimos termos incorporam as correcoes associadas a NC,
introduzindo contribuigbes adicionais dependentes de poténcias mais elevadas de 1/r, que
se tornam mais relevantes no regime de curto alcance. Assim, a presenca do parametro ©
modifica a dindmica radial do sistema, produzindo desvios em relagao ao caso comutativo,

principalmente em escalas microscopicas.

As Egs. (3.5) e (3.10) representam as equagoes de movimento associadas as forgas
centrais efetivas no espacgo de fase NC para os potenciais de Yukawa e Lee-Wick. Devido a
presenca de termos nao lineares, nao se espera, em geral, uma solugao analitica fechada para
r(t). Dessa forma, a investigagao do sistema pode ser realizada por métodos aproximativos,
como expansoes perturbativas ou integragao numérica, permitindo analisar as modificagoes
introduzidas pela NC. Entretanto, como a obtencao dessas solugoes nao constitui o foco

central desta tese, tal analise é deixada para trabalhos futuros.

Com base na Hamiltoniana obtida para cada potencial estudado neste capitulo
no regime classico NC, o préoximo capitulo sera dedicado a investigacao das propriedades

termodinamicas desses sistemas por meio dos formalismos canénico e microcandnico.
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4 PROPRIEDADES TERMODINAMICAS DOS POTENCIAIS DE YU-
KAWA E LEE-WICK EM SISTEMAS NC

Neste capitulo, introduzimos o formalismo da mecanica estatistica para a anélise das
propriedades termodinamicas dos potenciais NCYP, NCLWP. Como ja mencionado, esses
potenciais sao de curto alcance e, em sistemas com esse tipo de interagao, ¢ comum
que a descricao microcanonica seja equivalente & do conjunto candnico, uma vez que,
nesse regime, lidamos com integrais mais simples da funcao de Boltzmann. Na mecanica
estatistica de Boltzmann, para interacoes de curto alcance, tanto a energia quanto a
entropia sao aditivas em relagao aos subsistemas [44]. Neste contexto, estabelecemos o
arcabouco termoestatistico em um espago de fase NC, com o objetivo de investigar como a
introdugao do parametro © modifica as grandezas termodinamicas de sistemas governados
por interagoes do tipo Yukawa e Lee-Wick. Ao longo deste capitulo, obtemos e analisamos
a densidade de estados e o inverso da temperatura. Para esses estudos e anélises nos
baseamos nas Refs.[44, 57|

4.1 ENSEMBLES CANONICO E MICROCANONICO

Quando trabalhamos com o ensemble candnico, consideramos o sistema a uma
temperatura fixa, o que permite analisar propriedades termodinamicas como a energia
interna. Por outro lado, no ensemble microcanoénico, fixa-se a energia do sistema para
estudar grandezas como a densidade de estados, a temperatura e a capacidade térmica.
Nesse ensemble, a energia do sistema, £ = H, permanece constante. A partir dessa
descrig¢ao, é possivel obter diversas propriedades termoestatisticas, sendo a densidade
de estados g(E) uma quantidade fundamental, pois permite o calculo da entropia, da

temperatura e da capacidade térmica.

Para construir a descricao estatistica do sistema em anélise, iniciamos com a
formulacao do ensemble microcanonico, considerando um sistema representado por um
Hamiltoniano definido no espaco de fase das coordenadas de posicao e momento. Assim, a

densidade de estados é dada por

1

9(E) = N

/5 [E — H(r,p)] d°r d°p, (4.1)

onde r e p representam, respectivamente, os vetores posi¢ao e momento, enquanto N!g(E)

corresponde ao volume do espago de fase associado & superficie de energia constante [44].

Consideramos que a coordenada radial r varia no intervalo (b, R), assumindo que
as particulas podem ser tratadas como esferas rigidas de raio /2. Além disso, o sistema

encontra-se confinado em uma regido esférica de raio R. Integrando a Eq. (4.1), obtemos

g(E) = AR? /b "R E VP dr. (4.2)
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onde A = 647°u3/3, e b corresponde ao raio das particulas. O limite superior rp., ¢
determinado pela condigdo V (rmax) = E, sujeito a restri¢do geométrica b < ryax < R.

A Eq (4.2) sera a expressao utilizada para a analise dos potenciais de NCYP e
NCLWP.

Para obtermos o inverso da temperatura em termos da energia para o potencial

V(r), utilizamos a equacdo da entropia S(E), dada por
S(B) = ng(E), (43)

onde consideramos a constante de Boltzmann kg = 1 (normalmente a expressao da entropia
é S(F)=kglng(FE)). Esta se relaciona com a temperatura na forma
1 0S(FE
L 05E)
T(E) 0(E)

sendo f(E) = ﬁ, onde todas as propriedades termodinamicas interessantes do sistema

(4.4)

podem ser compreendidas a partir da curva T'(E) [56, 57].

A partir dessas expressoes, aplicamos o formalismo aos potenciais de Yukawa e
Lee—~Wick no contexto NC, obtendo as correspondentes relagoes para a densidade de

estados e a temperatura do sistema.

4.1.1 Densidade de estado e temperatura para o potencial Yukawa no espaco
de fase NC

Para construir a descricao estatistica do sistema em anélise, comegaremos com
a construgao do conjunto microcanénico. Usando a Eq. (3.4), na Eq. (4.2), obtemos a

expressao para a densidade de estados do NCYP
gNCYP(E> = AR,?)/ 7“2 [E — Vych(T) ]2 dT (45)
b

Portanto, considerando termos até primeira ordem no parametro O, a densidade de estados
g(E) pode ser escrita como
T'max 2FEke " 2EOkMe " k?e2¢m 20k Me 20T
gNCYP(E) = AR3/ T2 |:E2 + + + +
b

r r3 72 rd

(4.6)

Realizando os célculos necessarios, encontramos a densidade de estados em termos
da energia, desconsiderando os termos de ©%. Avaliando as integrais na Eq. (4.5), obtemos,

até primeira ordem em O, o seguinte resultado

gnove(E) = 9p(E) + O gUh(E) . (4.7)
onde gg)])g(E) é a densidade de estados para o caso comutativo [44]
ARPE? 3k?
0 —4ZUTmax -
ggfl)—"(E) = 3 {T?nax — b - 2E2,u (6 o —€ 2Mb)

6k 1 1
—  — e Hrmax | _ rmax) — ek (— + b)] } , 4.8
Ep { (u It (48)
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e ggl)g(E) é a correcao correspondente ao termo NC da densidade de estados, dada por

AP(E) = 2AR3kM{E[Ei<ub>—Eiwmn

e—?,ub 6—2,urmax

. k[ L +zu<Ei<2ub>—Ei<2mmax>>]}, (49)

Tmax

onde Ei é a funcao integral exponencial, e r., ¢ a distancia radial maxima, determinada
pela condicao Vyeoyp(r = rmax) = F, com e #max ~ 1 — prp.. e considerando até a

primeira ordem em O, é dada por

Pimax X~ _kku — M];E@, (4.10)
para,
kew"*  ©kMe " FE ke tt Ok M e HE
— = <T <R - 7 : (4.11)
€
ro = R, T ORMet B (4.12)

R R3 k
O resultado da Eq. (4.7) mostra como a introducao do parametro NC © modifica o

comportamento termostatico do sistema em comparacao com o caso tradicional (© = 0),

no qual o resultado usual é recuperado [44].

Usando as relagoes para a entropia e o inverso da temperatura em fungao da energia

para o caso NCYP, até primeira ordem em O, obtemos

1 _ 1 aQNCYP(E)
TNCYP(E) gNCYP(E) 0E
(0) (1)
_ 1 agYP(E) 4 @agYP<E) . (4.13)
gneyp(E) 1)) OF

Utilizando as Egs. (4.8) e (4.9), calculando suas derivadas em relagao a energia e substi-

tuindo os resultados na Eq. (4.13), obtém-se

(0) 3 —ur
1 1 QgYP(E) AR’E { 4 ( Ge # "‘a")
= — BE)+Erp |1 ———
TNCYP(E) QNCYP(E) { E k ( ) Ermax

k3 Er? 9
—_ J— _ ___max —4MTmax __ —2ub

= |(1- T ) e -}

, E? koo 1P .

+ 2AR’kMO ~52 {rmax + 5° a ma"} + [Ei(ub) — Ei(prmax)]

" T} -
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com as fung¢oes B(F) e C(F) definidas como

6k 1 1
B(E) = — le"”m” (rmax + —) —e (b + —ﬂ : (4.15)
Ep It It
HTmax _Zﬂrmax _Zﬂrmax 2//”"max
C(E)=-BES“— +k {e 2t —out 1 (4.16)
Tmax 7”'Ina‘x Tmax Tmax

Analisando a Eq. (4.7) e a Eq. (4.14), e comparando com os resultados apresentados
na Ref. [44], a principal diferenga esta nos termos adicionais devido a inclusdo do parametro
©. Em outras palavras, na analise em regime semiclassico para o potencial de Yukawa
NC, surgem correcoes relevantes tanto na densidade de estados quanto no inverso da

temperatura.

4.1.2 Densidade de estado e temperatura para o potencial Lee-Wick no espaco
de fase NC

A densidade de estados para o potencial de Lee-Wick no espaco de fase nao

comutativo (NC) é definida por
gNCLWP(E> = ARg/ 7”2 [E — VNCLWP(T)]2 dr N (417)
b

onde Vycrwe(r) ¢ dado na Eq. (3.8). Realizando a integral e considerando termos até

primeira ordem em O, o resultado da densidade de estados é

gnerwr(E) = g5 p(B) + 0 gy p(E) | (4.18)
0)
2ARY’E | pk

onde g(LW p(E) & a densidade de estados para o caso comutativo [44]
0

E 3 3
(=5=) (- %)
W k k
1 e~ Hrmax 1 1
— e Hrmax | _ (] — _Z —
g () a ()
1 e Hb 1 1
_ —pb | = _ - )Y_Z _
‘ [E(l 4) k(b+u)]}, (4.19)
(1)

e g;wp(E) é a correcao correspondente ao termo NC da densidade de estados, dada por

giwp(B) = —2ARM { Bk log (52 = [Ei(—pirnas) — Ei(—pb)

1
+ k2 [ [1 — g Hrmax(Q — e_’”m‘”‘)} + 2p [Ei( = prmax) — Ei(—2p7max)]

/rmax

— % [1—e (2 —e )] +2u[Ei(—ub) — Ei(—Q,ub)]} } : (4.20)
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onde a distancia radial maxima 7y, ¢ determinada pela condigdo Vnorwp(r = Mmax) = F,

que ¢é dada por

V2 E M@[u—% u—%}
Tmax ~ —— - 5 )
k
: 2= ) (Fr-F-3)
para,
k Mk®O E k Mk®©
Z(1—eH l—e ™) <« Z < Z(1—e 8 1 — e 1R 4.21
b( e ") + bg( 6)<k<R( )+ Rg( ), (4.21)
€

MFk©
R3

max = R, para % (1—e ) + (1—er < % <oo. (4.22)

A Eq. (4.18) mostra que a NC modifica a estrutura funcional do espago de fases,
introduzindo correcoes explicitas nas quantidades termodinamicas. Embora a anélise seja
desenvolvida apenas até primeira ordem no parametro ©, essas contribuicoes alteram a
forma analitica das expressoes, em vez de apenas produzirem pequenos deslocamentos
numéricos. Os termos logaritmicos e as integrais exponenciais presentes na solugao refletem

os efeitos cumulativos das interacoes de curto alcance.

No limite comutativo, © = 0, recupera-se a densidade de estados classica associada
a um potencial de curto alcance [44]. J& no regime NC, mesmo pequenas corregoes
modificam perceptivelmente o comportamento da densidade de estados. Em particular, a
exXpressao para Tmax passa a depender do parametro NC, alterando os limites de integragao
na definicao de gnorw(F) e, consequentemente, toda a regiao de energia acessivel ao
sistema. A partir da Eq. (4.18), o inverso da temperatura em fungao da energia para o
potencial NC LW &

1 _ 1 dgncrwp(E) 1 89(LOV)VP(E) n @89(le)VP(E)
Tnerwp(E)  gnerwre(E) oF gnewp(E)

B OF OF :
(4.23)

Utilizando as Egs. (4.19) e (4.20), calculando suas derivadas em relagdo a energia e
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substituindo os resultados na Eq. (4.23), obtém-se

(0) 37.2
1 1 FE QAREE | 2 1
_ gLW( ) o —Al(E) + A2(E)
TNCLWP(E) gNCLWP(E) E H E #k‘T‘maX
2 2
_ M ax b 1_E7“max —b 1_E_b
2FE2 2T max k k
—I— 6_/»”"max 6_/14Tmax + E —pr E2
— e max __ ____
E2 4 4,uk7“max /L2k2rmax
e Hb e Hb EE | u Er 2
1-— QARSKMOL — | - (1 — —==&
o (1) oo S (- Bp)

1 (1 e“”‘ma") 1 ( N 1)
e - — 7 | Tmax -
E 4 k W
e uoo_ 1
MTmax I Hrmax __

+ e ( ok k)

1 __ p—MTmax 1 __ p—MTmax 2
Ee_ﬂc(_#

_ Me_li""max

Ay(E) — | log (“2) — Ei(— i max)

+ Ei(—ub)| — =

4 —HUTmax __ *2H7'max 2 kj
L At ‘ )} |2 , (4.24)
T'max 2uk\ pk — FE

K Erma \° Eb\*®
AE) = G [(1— K ) —(1—?
1 e~ HTmax 1 1
— _ o, MTmax | 1 _ - —
A2(E> € |:E ( 1 ) K (Tmax—i_ M):| )
E
1
—_— = u —_ —
A3(E) .

(2 - DY)

Esse resultado mostra que as corregoes introduzidas pela nao comutatividade modificam os

Tmax

?

limites de integracao e introduzem efeitos da estrutura espacial quantica no comportamento
térmico do sistema. Para pequenas faixas de energia F, os efeitos de © podem dominar a
dindmica térmica. Em regimes de energia mais elevados, os termos exponenciais decaem
rapidamente, e o sistema tende a apresentar comportamento cléssico. O resultado usual

apresentado em [44] é recuperado quando © = 0.
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5 A ABORDAGEM NAO COMUTATIVA NA MECANICA ESTATIS-
TICA DE BOLTZMANN-GIBBS

Neste capitulo, investigamos as propriedades termodindmicas associadas aos potenciais de
Yukawa e Lee—Wick no contexto de espagos de fase NC. Para isso, utilizamos o formalismo
da mecénica estatistica de Boltzmann-Gibbs no ensemble canénico, tomando como ponto
de partida as Hamiltonianas obtidas no capitulo anterior. A partir da fungao de particao,
determinamos a energia média e a capacidade térmica dos sistemas, analisando os efeitos
introduzidos pelo parametro © nas quantidades termodindmicas. Além disso, discutimos o
regime de validade das aproximacoes utilizadas, considerando o tratamento semiclassico

do sistema e a expansao perturbativa nas contribuigoes da NC.

5.1 PROPRIEDADES TERMODINAMICAS

Para obter as propriedades termodinamicas dos sistemas descritos pelos potenciais
de Yukawa e de Lee—Wick nos espacos de fase NC, utilizamos o formalismo da mecénica
estatistica de Boltzmann-Gibbs. Nesse contexto, a funcao de particao para um sistema de

duas particulas interagindo por meio de um potencial central V(r) é dada por

ZD:/ e PHAP zdPp, (5.1)

[e.o]

onde 8 = T~!, considerando a constante de Boltzmann kz = 1, H é a Hamiltoniana do
sistema e D representa o nimero de dimensoes do espaco. Assim como no calculo da

densidade de estados, assumimos que a coordenada radial varia no intervalo (b, R).

A energia média do sistema é obtida a partir da funcao de particao por meio da

relacao
U)(T) = ~ - 2(5) (5.2
=33 , )
enquanto a capacidade térmica é dada por
_ o) x9U)
ColT) = -5 =P 05 (5.3)

As quantidades termodindmicas serao calculadas dentro de um formalismo semi-
classico, utilizando uma expansao perturbativa tanto no parametro © quanto no fator
de Boltzmann. Portanto, é essencial especificar claramente o regime de validade dessas
aproximagoes. As corre¢oes NC sao consideradas até primeira ordem em O, assumindo
que a contribuicao NC permanece pequena em comparagao com as escalas tipicas de

comprimento do sistema. Mais precisamente, requer-se

oM
5 <1 (5.4)
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onde M é a quantidade conservada definida na Eq. (2.40), e r representa a escala radial
relevante da interacao. O fator %—ng corresponde a correcao NC relativa ao termo principal
do potencial, tanto para os potenciais de Yukawa quanto de Lee—Wick, e mede a importancia
da contribuicao NC em comparacao ao potencial usual. Isso garante que contribuicoes de

ordem superior em © permanecam subdominantes.

Além disso, no ensemble canénico, assume-se o regime |GV (r)| < 1, permitindo
expandir perturbativamente a exponencial e=?V ("), Essa aproximacao é valida no regime
de altas temperaturas ou quando o potencial de interacao permanece suficientemente fraco
no dominio radial considerado r € (b, R). Para o potencial de Yukawa, essa condi¢ao é
geralmente bem controlada devido ao seu decaimento exponencial. Entretanto, para o
potencial NC de Lee-Wick, a situacao é mais sutil. Embora o potencial comutativo de
Lee-Wick seja finito na origem, a correcao NC introduz um termo com comportamento r 3,
o que pode aumentar a magnitude de SV (r) proximo ao limite inferior » = b. Portanto, a
expansao perturbativa é confidvel apenas se

v 1 5.5
B max [V(r)] <1, (5.5)

0 que impoe uma restricao combinada sobre a temperatura, a escala de limite b e a

intensidade da interacao.

Por fim, o tratamento estatistico assume um regime classico no qual o espaco de
fase é tratado como continuo. Isso requer que a escala tipica de acao do sistema seja
suficientemente grande em comparagao com h (tomado igual & unidade neste trabalho), de
modo que efeitos de interferéncia quantica possam ser negligenciados. Nesse contexto, o
parametro © introduz uma deformagcao do espaco de fases classico, modificando a estrutura
geométrica subjacente, mas sem incorporar corre¢oes quanticas completas além do nivel

classico efetivo.

5.1.1 Capacidade Térmica para o Potencial Yukawa nao comutativo

Substituimos a Hamiltoniana do sistema de duas particulas interagindo via o
Potencial Yukawa NC dada na Eq. (2.24), onde V(r) = Vycyp(r), na Eq. (5.1), obtendo

a funcao de particao

2T 3/ (R
Zyneyp(B) = 4n (7) / e AVnove(My2 gy (5.6)
b

e, considerando a condigao |SV(r)| < 1, podemos escrever a Eq.(5.6) como

2mp\¥? (R ke™m  ©kMe b
Zveve(B) = ar () [ e s (P4 2
I5] b r r3

62 (k2€_2’" N 2@k2M6—2;w):|

+7 72 rd

(5.7)
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mantendo termos até primeira ordem em ©. Integrando termo a termo, obtemos a forma

final da funcao de particao

2\ 1
Zyeyp(B) = 4n (%) {[0 + Bk AL+ BOkM Ay 4+ B K Ay + © k2MA4] ,
(5.8)
onde definimos as constantes A; (i = 1,2,3,4) e Iy como
1 _ _
A = 2 [e7 ™ (1+pub) —e ™ (1+uR)] ,
Ay = Ei(ub) — Ei(uR)
A3 _ €f2ub _ e*ZMR |
1
e—2,ub e—2,uR
Ay = TR + 2u [Ei(2ub) — Ei(2uR) ]
R3 — b3
fo=——5—. (5.9)

Plotamos a funcao de partigao, Eq. (5.8), em fungao de 8 na Fig. (3) para diferentes
valores de ©. Como podemos observar, em altas temperaturas (quando 5 — 0), as
contribuicoes devidas ao parametro © sao muito pequenas, mas crescem significativamente

em baixas temperaturas (§ — 00).

60000 — 0=0

40000}

Zycvp

20000~

o 50 100 150 200
B

Figura 3 — Fungao de partigao para o potencial de Yukawa NC em funcao de 3, para
©=0,0=0360=07¢0 =0.9 (em unidades de area).

A partir da funcao de partigao, podemos determinar grandezas termodinamicas
como a energia média e a capacidade térmica. Usando a relagdo dada na Eq. (5.2) e

substituindo a Eq. (5.8) obtemos a energia média dada por

3 1 kA; + OkM Ay + %BkZAg + 2B0Kk*M A,

U _ 31 5.10
(U)neyp (B) 28 By + BkA, + BOKM Ay + 132k2 A5 + B2OK2M Ay’ (5.10)

onde as constantes A;, (i = 1,2, 3,4) sao definidas na Eq. (5.9).
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Plotamos a energia média, Eq. (5.10), em funcao de 5 na Fig. (4), para diferentes
valores de ©. Observa-se que a energia média aumenta & medida que /3 cresce até atingir um
valor maximo, passando entao a decrescer. Note que, quanto menor a correcao associada

ao parametro ©, maior é o pico da energia média em baixas temperaturas.

10(

(U)ncve

v

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
B

Figura 4 — Energia média para o potencial Yukawa NC em funcao de 8. Utilizamos © = 0,
© =0.3,0 =0.7 e © = 0.9, neste grafico (em unidades de area).

Para a capacidade térmica do potencial Yukawa NC, usamos a relagao dada pela
Eq. (5.3), substituimos a Eq. (5.10) e obtemos

3 2N N D-ND
Cyerr(p) = 27 BD Tt (5.11)

em que as constantes N, D, N’ e D’ sdo definidas por
1
N=kA +0OkMA,+ §6k2A3+2@5k2MA4 ,
1
D:Io+ﬁl€A1+®ﬁk;MA2+152k2A3+52@k2MA4,
1
N/ - §k2A3+2@k2MA4 5
1
D’:k:A1+@kMA2+§6k2A3+2®ﬂk2MA4. (5.12)
A capacidade térmica, Eq. (5.11), como fungao de 3, é ilustrada na Fig. (5),
para diferentes valores de ©. Observa-se que a capacidade térmica CYY? decresce
monotonicamente com o aumento de 5. Note que essa diminui¢cao é mais rapida para
valores maiores do parametro ©.

5.1.2 Capacidade térmica para o potencial Lee-Wick NC

Assim como fizemos para o potencial Yukawa NC, aqui substituimos a Hamiltoniana

do sistema de duas particulas interagindo por meio do potencial de Lee-Wick NC Eq. (2.24),



37
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Figura 5 — A capacidade térmica para o potencial NCYP em funcao de (3, para os valores
de®=0,0=0.3,0=0.7e ©=0.9 (em unidades de area).

onde V(r) = Vneorwp(r), na Eq. (5.1) obtendo a fungao de partigao

onu\>? B
ZNCLW(ﬂ) =47 (TN) / e BVNeLw (r),.2 1, (5'13>
b

Considerando o potencial de Lee-Wick NC dado na Eq. (3.8) sob a condigao
|8,V (r)] < 1, obtemos a func¢do de partigdo correspondente até primeira ordem no

parametro ©

3/2 /R
Znciw(B) = 4m (27T_M> / 2 {1 — Bé (1 — e_’“") - 50O g (1 — e—w)
b

g
2 2
e et epet e—w)ﬂ r (5.14)

Apos as integracoes radiais, a funcao de particao é

47V (27
Znorwp(B) = (_,u

3/2
1
- (5 ) [10 —p1" + 557 L) —pern” + 5 @15”1 . (5.15)
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onde as constantes sdo definidas como

RS _ b3
IO = 3 )
2 _ 12 —uR _ o—hb
[1(0) — L {R b n e (1+ pR) _ e M (14 ,ub)] ’
2 %
a R . .
IV = Mk |ln 3 Ei(—puR) + Ei(—pb) | |
I(O) — /{22 |:(R _ b) + z(eﬂiR _ e*ub) o L(Q*ZI‘R o 62,ub):|
2 m 2'u )
1 —2e M0y e=2b ] Qe HE 4 g=2uR
[(1) = M 2 o
: o —
+2uMk? [Ei(—2ub) — Ei(—2uR) — Ei(—ub) + Ei(—uR)] . (5.16)

Plotamos a fungao de partigao, Eq. (5.15), em fungao de § na Fig. (6). Como
podemos observar, as contribuicoes devidas ao parametro NC © sao muito pequenas em

altas temperaturas (6 — 0), mas crescem significativamente em baixas temperaturas

(B — ).

150+

50-

[} 20 40 60 80 100
B

Figura 6 — Func¢ao de particao para o potencial de Lee-Wick NC em funcao de 3, com os
valores de © =0, © =0.3, © = 0.7 ¢ © = 0.9 (em unidades de area).

A partir da funcdo de parti¢ao Eq. (5.15), aplicando na relagao dada na Eq. (5.2)

calculamos a energia média e obtemos

3 5" -pn Y —oprV  p” — i) - pLY)
(U)ncwp = 25+—Do(5) +0 Do) + Do(B)2 7

(5.17)

onde .
Do(B) =1y =81 + 5 5° 1" . (5.18)
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A energia média, Eq. (5.17), em funcdo do inverso da temperatura (), é ilustrada
na Fig. (7). Observamos que, quanto maior o parametro ©, maior é o crescimento inicial
da curva em altas temperaturas, e ela decresce com (8 até atingir um valor minimo, que
representa um regime em que o sistema esté mais fortemente acoplado devido ao potencial
de Lee-Wick. A NC intensifica esse acoplamento, resultando em um pogo mais profundo.
Todas as curvas convergem lentamente para valores proximos entre si & medida que (8

aumenta (ou quando a temperatura diminui).

0.15¢

0.10¢

(U)nLwe

0.05;

0.00

-0.05;

0 20 40 60 80 100

Figura 7 — A energia média para o potencial de Lee-~Wick NC em fungao do inverso da
temperatura (f), para © =0, © = 0.3, © = 0.7 ¢ © = 0.9 (em unidades de éarea).

A partir da Eq. (5.17) e usando a relagao dada na Eq. (5.3), obtemos a capacidade

térmica para o potencial de Lee-Wick NC como

cpeme = 3 [IQ(O)Do(ﬁ) - g(]g;_mﬁo))z] (5.19)
g [212(1)170(6) + (11" 261"\ Di(B) _ B'(B)Dol(B) — 2BDY(B) ] |
D3 (5) D(5)
onde
D) = 1"+ 55",

B(B) = (1 - - ") - 5 [ B0 - 1) + 1001 - 5 1) .

Plotamos a capacidade térmica, Eq. (5.19), em fun¢ao do inverso da temperatura
(8) na Fig. (8). Observamos que as curvas para diferentes valores do parametro © do
potencial de Lee-Wick NC revelam que o termo proporcional a © desempenha um papel
na modificagao da resposta térmica do sistema. Embora sua influéncia seja minima em

altas temperaturas, ela se torna dominante no regime intermediario, resultando em picos
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mais altos e deslocados, intensificando a dinamica térmica. Em baixas temperaturas, a
NC reforca os efeitos da aproximacgao perturbativa, resultando em capacidade térmica

negativa dentro do modelo truncado.

CNCLWP

[ 20 40 60 80 100
s

Figura 8 — A capacidade térmica para o potencial de Lee-Wick NC em fungao de (/3), para
os valores de © = 0,0 =0,3, © =0,7 e © = 0,9 (em unidades de &rea).

5.2 CAPACIDADES TERMICAS NEGATIVAS E EFEITOS DA NAO COMUTATIVI-
DADE

Enquanto o sistema de Yukawa NC exibe corre¢oes termodinamicas suaves, o sistema
de Lee-Wick NC desenvolve fortes intensificagoes em curtas distancias que modificam

qualitativamente sua estabilidade termodinamica.

O aparecimento de capacidades térmicas negativas no presente modelo requer uma
interpretacao fisica cuidadosa. E bem conhecido que capacidades térmicas negativas nao
constituem necessariamente um problema, mas podem surgir naturalmente em classes

especificas de sistemas.

Um exemplo é fornecido pelos sistemas autogravitantes, nos quais a energia total
¢é negativa e a temperatura aumenta a medida que energia é removida, levando a C' < 0
[58, 59|. Nesses sistemas, a natureza de longo alcance da interagao leva a quebra das

hipoteses termodinamicas padrao, incluindo a equivaléncia entre ensembles estatisticos.

Mais recentemente, capacidades térmicas negativas também tém sido discutidas
em um contexto mais amplo, incluindo sistemas com interagoes efetivas e estruturas nao
triviais do espago de fases. Em particular, os trabalhos de [60, 61] mostram que anomalias

termodinamicas, como capacidade térmica negativa, podem surgir em sistemas nos quais a
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dindmica subjacente ou a geometria induzem fortes correlagoes ou distribuigoes de energia

nao usuais.

De maneira mais geral, sistemas com interagoes de longo alcance ou fortes cor-
relagoes podem exibir anomalias termodinamicas, como capacidade térmica negativa,
especialmente no ensemble microcanonico [52|. Essas caracteristicas estao frequentemente

associadas a transicoes de fase, estados metaestaveis ou instabilidades dinamicas.

No presente caso, embora o potencial de Lee-~Wick seja intrinsecamente de curto
alcance, a correcao NC introduz um termo proporcional a r~3, o qual intensifica signi-
ficativamente a interacao em curtas distancias. Essa contribuicao modifica a estrutura
efetiva do espago de fases e pode induzir comportamentos semelhantes aos observados em

sistemas com interagoes de longo alcance ou fortes correlagoes.

Sob essa perspectiva, o surgimento de capacidade térmica negativa pode ser in-
terpretado como uma manifestacao da sensibilidade das quantidades termodinamicas &
geometria implicita do espaco de fases, bem como a presenca de fortes correlagoes em
curtas distancias. Ao mesmo tempo, é importante enfatizar que esse resultado é obtido

dentro de um formalismo perturbativo baseado na condigao

1BV (r)| < 1. (5.21)

O conceito de capacidades térmicas negativas tanto para buracos negros quanto
para sistemas classicos interagentes, como estrelas, é atualmente bem compreendido. A
estrutura fisica de muitos formalismos termodindmicos conhecidos é dificil em ambos
os casos devido ao papel fundamental desempenhado pela gravitagao. Um sistema com
capacidade térmica negativa aquece ao perder calor e esfria ao ganhéa-lo. Assim, se o calor
flui do quente para o frio, qualquer diferenca de temperatura em relacao ao reservatorio

produzira fluxos de calor que aumentam essa diferenca [46].

A NC introduz uma modificagao estrutural e profunda na mecanica estatistica
e, consequentemente, na termodindmica. O principal efeito é que o espaco de fases
deixa de ser cléssico, e isso altera a contagem de microestados, bem como a func¢ao de
particao e todas as quantidades termodinamicas relacionadas, incluindo a capacidade
térmica, que é importante em nossa analise. Como a élgebra NC na Eq. (3) deforma
o volume elementar do espago de fases, ela modifica o espectro de energia dos sistemas
quanticos. Consequentemente, esses efeitos propagam-se diretamente para a termodinamica,
considerando que a funcao de particao é modificada. Além disso, a densidade de estados
g(F) apresenta corregoes dependentes de O, e as integrais no espago de fases passam a

conter termos corretivos.

A NC nao gera capacidade térmica negativa por si s6, mas modifica a estrutura do
espaco de fases de tal maneira que regioes de instabilidade termodindmica podem emergir

ou ser intensificadas.
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Tanto a entropia quanto a capacidade térmica sao conhecidamente afetadas por
qualquer perturbagéao da microestrutura do sistema. A nao comutatividade pode, em
circunstancias bem definidas, induzir ou preservar uma capacidade térmica negativa,
principalmente em sistemas gravitacionais e, em nosso caso, em modelos efetivos nos
quais a nao comutatividade atua como uma deformagcao geométrica do espaco de fases.
Em outras palavras, a nao comutatividade altera a estrutura termodinamica de modo a

permitir, preservar ou até remover regioes nas quais C' < 0.

Tecnicamente, podemos afirmar que o parametro © introduz uma nova escala dada
por

My ~ (VO)™!, (5.22)

e as consequéncias basicas sao as seguintes: para M > My, temos C' ~ Cyagsic < 0; para
M ~ My, o valor de C' pode divergir, mudar de sinal ou tender a zero; e para M < My, o
sistema pode tornar-se estavel. Assim, para sistemas confinados em espacos NC, a nao
comutatividade reduz o ntmero efetivo de microestados, introduz uma espécie de limite

geométrico e transforma a entropia em uma func¢ao nao extensiva. Como

oS
=T— 5.23
valores negativos de C' implicam que
9%S
— .24

o que ¢é tipico de sistemas nao extensivos [47, 48, 49]. Portanto, é importante compreender
que a nao comutatividade nao cria um comportamento com C' < 0, mas reorganiza

transicoes de fase e pode induzir instabilidade térmica em sistemas efetivos nao extensivos.
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6 CONCLUSAO

Nesta tese, trabalhamos uma formulagao de mecénica classica baseada na NCMQ),
derivada das regras de comutagao da mecénica quantica convencional. As relagoes modifi-
cadas conduzem a equagoes de movimento que incorporam explicitamente o parametro de
nao comutatividade O, permitindo investigar os efeitos de deformagoes do espaco de fase

sobre sistemas fisicos em escalas microscopicas.

A anélise foi realizada no contexto de sistemas de duas particulas interagindo por
meio dos potenciais centrais de Yukawa e Lee-Wick em um espago de fase com geometria
modificada, dada pela Eq. (2.5). Utilizando a formulagdo em termos de colchetes de
Poisson, obtivemos equacoes de movimento modificadas e investigamos, nos formalismos
canonico e microcandnico, os efeitos da nao comutatividade sobre a densidade de estados,
a funcao de partigao, a energia média e a capacidade térmica. Nesse contexto, a constante
de movimento M, associada ao gerador de rotagoes, desempenhou papel fundamental na

dindmica dos sistemas analisados.

Os resultados mostram que as correcoes induzidas pelo parametro ©, embora
pequenas em magnitude, produzem efeitos qualitativos relevantes sobre o comportamento
termodindmico dos sistemas. Em particular, observamos modificagoes na capacidade
térmica, incluindo o surgimento de regides com valores negativos, indicando possiveis

instabilidades termodinamicas associadas a geometria modificada do espago de fases.

Um resultado central deste trabalho ¢ a diferenca qualitativa entre os dois potenciais
investigados. Enquanto o potencial de Yukawa NC produz correcoes termodinadmicas suaves
e controladas, o potencial de Lee-Wick NC apresenta fortes intensificagoes de curto alcance
devido & contribuicao proporcional a =3 na distancia radial, alterando significativamente a
estabilidade termodinamica do sistema. Esses resultados sugerem que a nao comutatividade
nao gera instabilidades por si s6, mas modifica a geometria do espaco de fases de modo a

favorecer o aparecimento ou a intensificacao de regimes termodinamicamente instaveis.

Entretanto, tais efeitos emergem em uma regiao na qual as condi¢oes perturbativas
1BV (r)| < 1e ©M/r? < 1 podem ser satisfeitas, especialmente préximas ao limite de curta
distancia. Dessa forma, os resultados obtidos devem ser interpretados como indicativos de
instabilidades subjacentes, e nao como previsoes quantitativamente exatas. Nesse sentido,
uma anéalise nao perturbativa completa da funcao de particao seria necessaria para verificar

a robustez fisica desses efeitos.

De modo geral, os resultados obtidos mostram que deformacoes NC do espago
de fases introduzem uma escala geométrica efetiva capaz de alterar qualitativamente o
comportamento termodinamico, especialmente em sistemas onde as interagoes de curta
distancia sao intensificadas. A estrutura desenvolvida aqui pode ser estendida a outros

potenciais de interacao, sistemas confinados ou campos externos, abrindo novas perspectivas



para a investigacao dos efeitos NC em mecéanica estatistica e termodinémica.
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A APENDICE - DEMONSTRACOES COMPLEMENTARES

Neste apéndice apresentamos os desenvolvimentos matemaéticos utilizados na obtencao de
algumas das principais equagoes da tese. O objetivo é explicitar etapas intermediarias das
deducoes realizadas ao longo do texto, tornando mais clara a construcao do formalismo

em espagos de fase NC.

A.1 - Calculos do Capitulo 2
e Dedugao da Eq. (2.12)

Partindo dos colchetes fundamentais do espago de fase NC,
{2:,2;} = Oy, {zi,p;} = 04, {pi,pi} =0, (A1)

e considerando fungoes arbitrarias f(x,p) e g(z,p), o colchete de Poisson generalizado é

escrito como

af 9g af g af 9g
{f7 g} axl 8])] {xupj} + axz axj {xlwrj} apz axj {‘rj7pl} ( )

Substituindo os colchetes fundamentais, obtemos

af 9y of og 99 Of

{f.g}=6

e Dedugoes das Egs. (2.33) e (2.34)

A quantidade conservada associada a simetria rotacional deformada é dada por

Lo = ©;jz;p; + %@ijpj@ikpk. (A.4)
Escolhendo o vetor de nao comutatividade ao longo do eixo z,
0, =(0,0,0), (A.5)
a matriz antissimétrica possui apenas as componentes
O12 = —602, =06, (A.6)
sendo os demais elementos nulos. O primeiro termo da Eq. (A.4) torna-se

Oijxip; = ©O12x1p2 + O21 290y
= Ozp, — Oyp,
= O(xp, — yps)- (A.7)



Para o segundo termo da Eq. (A.4), temos

1 0?2
§@ijpj@ikpk = 5 (3 + 1)
@2
= o (p2 - pﬁ)

Utilizando a Hamiltoniana do sistema,

podemos escrever

P? = 2ulH - V(r)].

Substituindo essa relagao na expressao anterior, obtemos

e? e?
- W =p2) = O°p[H V()] -
2
= Ol — OV ()~

Substituindo os dois resultados obtidos na Eq. (A.4), segue que

2
Lo = O(xp, —yp,) + O’uH — O*uV(r) — @_pz

2
Op?
= O |(zpy —yp:) — OV (r) — —=+OuH| .
Como Lg e H sao conservados,
dLe dH
— =0 — =0
dt ’ dt ’
a combinagao
L@ — @2 uH
também é conservada.
Definimos entao I
M==2_0OuH
o) K
Substituindo a expressao obtida para Le,
Op?

M = TPy — YPx — @:U/V(T) -

20

(A.8)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)
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A.2 — Calculos do Capitulo 3

e Obtencao da Eq. (3.2)

A partir da Eq.(2.43), e usando a da Eq. (2.40), isolando ¢, obtemos

.M ev(r)
=0 . A17
¢ R (A.17)
Elevando a Eq. (A.17) ao quadrado, obtemos
. M 2
¢2 — -0 =+ @V(T’)
e 2
2 21,2
_ M +QQ+@V () _2MQ+2M®V(7’)_2@QV(7’). (A1)
1274 A (12 [ 2

Como o interesse esta nas correcoes de primeira ordem introduzidas pela NC, desprezam-se
os termos quadraticos e mistos nos parametros de deformagao, isto €, as contribuigoes

roporcionai . im
oporcionais a ©2, 0?2 e O). Assim,

M?2MQ | 2MOV(r)

2 Lt

¢ ~ (A.19)

Tt

Substituindo as Egs. (A.17) e (A.19) na Hamiltoniana dada na Eq. (2.43), obtemos

"2 2/ M? 2MQ  2MOV
H = ﬂ‘i‘&( oA 5 + 4<T))
w2r ur o

2 2
oV (r)

72

+pur?Q (% - Q+ ) + V(r). (A.20)

Desprezando novamente os termos de ordem ? e ©X), resulta

-2 M? M
H:£_|_ _MQ_F@—V(T)

5 oy = + MQ+V(r). (A.21)

Observa-se que os termos lineares em {2 cancelam-se mutuamente, conduzindo & expressao

-2 M2

_ e MO
H="-+ S +V(r) (1 + ) . (A.22)

Para o potencial de Yukawa dado na Eq. (3.1) a Eq. (A.22) torna-se

ur?  M? ke Hr B kMO©e Hr

_ A.23
2 * 212 r r3 ( )

e Obtencao da Eq. (3.5)
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Como o sistema é conservativo, a Hamiltoniana nao depende explicitamente do

tempo. Portanto,

dH
— =0. A.24
o (A.24)
Utilizando a Eq. (A.23) e derivando-a em relagao ao tempo, obtemos
M? d (e Hr d (e Hr
i — ——17 — MOk— — k— =0. A.25
prr ,ur3r dt( r3 ) dt< r > ( )
Usando y . (1 ) p . (3 )
e "N e ML+, d e\ e M@+ pr).
dt < r > o r2 T dt ( 3 ) = A r. (A.26)

Dividindo ambos os lados por 7 e reorganizando os termos, obtemos

MQ —pr(q —ur
i = M ke ) g e Bt )

= : A.27
T o (A.27)

e Obtengao da Eq. (3.9)

Usando a Eq. (A.17) e a Eq. (A.18) e substituindo a Eq. (3.6), e mantendo apenas
termos de primeira ordem em ©, obtemos
M kO 2
| FOlr +2) (1—e). (A.28)

0= "
Elevando a Eq. (A.28) ao quadrado, segue que

2

M kO(ur+2)

A R e G
M2 2MEO(ur +2
= ot u(vir T2 (1) 1 002, (A.29)

Desprezando os termos de ordem ©2, resulta

: M?*  2MEO(ur + 2)
2 —ur

9" = it = (1—e). (A.30)

Substituindo as Eqgs. (A.28) e (A.30) na Eq. (2.43), e desconsiderando termos de segunda

ordem em O, obtemos

) 2
U M k _ MEO
H=— — (1 —e#
2 +2pm2+7‘< ¢ )+ 73

(1—e). (A.31)

e Obtengao da Eq. (3.10)



Derivando a Eq. (A.31) em relagao ao tempo,

M? d |1 d |1
e ML Al L R
wri MT3T+ o [T(l e )} +M/<:@dt [7"3(1 e )} 0

Utilizando 4 ) L
_ _ pe Hr |
—|-1l=-e")| =|-=1—-e")+—
dt {r< ° >} [ 7"2( )+ r }r,
¢ d |1 3 H
S| N
E |:ﬁ(]_—€ K ):| = |:_'r’_4(1_€ B )+T:| r,
obtemos a equacao radial de movimento
. M? 1 o pETHT o peTHT
uT:F—k{—ﬁ(l—eu)‘F }—Mk@[—ﬁ(l—e")—k 7”3 :|

A.3 — Calculos do Capitulo 4

e Obtengao da Eq. (4.7)

23

(A.32)

(A.33)

(A.34)

(A.35)

Usando a Eq. (4.5) e expandindo o integrando até primeira ordem em ©, encontra-

1mos

e kT e—2;u‘
+ k27 4 2k2 MO
r r?

r*[E -V (r)]* = E*r* + 2FEkre ™™ + 2EkMO

Dessa forma,

gNCYP(E) = AR?

EQ/ r2dr + 2Ek:/ re *dr
b b

Tmax ,—uUr Tmax
+2Ek‘M@/ dr—i—k‘2/ e 2 dr
b r b

Tmax ,—2UT
+2k2M© / —dr|.
b T

As integrais s@o dadas por

3
/T2d7’ = r—,
3
—ur 1
/re‘”dr S (r + —) )
I I

e M
/ . dr = —Ei(—pur),

—2ur
/B_QWdr:—e "
2u

(A.36)

(A.37)

(A.38)
(A.39)
(A.40)
(A1)

(A.42)
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Substituindo os resultados acima aplicando os limites de integracao b e ry.x, obtemos

E2
gnoyp(E) = AR?’{?(TI?;&X - 53)

2Ek 1 1
o ()=o)
I 1 I

k2 2 2ub
_ ﬂ (6 HTmax __ e 14 )
— 2EkM®© [Ei(_:urma)c) - Ei(—p,b)]
—2UTmax —2ub
or?Me| - & ¢
rmax b
- 2:“ (Ei(_Z,UTmax) - Ei<_2:ub))] } (A43)

A expressao acima pode ser reorganizada na forma

gnevp(E) = gWh(E) + 0 g\ L (E), (A.44)

onde g§9])3(E) corresponde a contribui¢do comutativa usual e ggl)D(E) representa a corre¢ao

de primeira ordem em O,
) AR?’EQ{ 5 g3 3k?
3

Tmax 2E2[u (e_z,urmax - e_QMb)

6k 1 1
—  — e Hrmax [ — 4 ’r'max) - eiub <— + b):| } ) A4S
Ep { </~L H e

gYP(E) = QAngM{E [El(lu’b) - Ei(ﬂrmax)]

_|_

k {e_b” L o (Bi(2ub) — Ei(QMT‘max))} } . (A6)

rmax

e Determinagao da Eq. (4.10)

Para determinar 7.y, usamos a condi¢ao Vyoy p(rmax) = E, sendo Vyeyp(r) dada

na Eq. (3.4), e no regime ur < 1, utiliza-se a aproximagao e *" ~ 1 — ur, de modo que

k OkM
E—ky~-— - (A.47)
rmax rmax
Multiplicando por 73, obtém-se a equagao ctibica
(B — ku)rd,  +kr2, +6kM =0, (A.48)

cuja solugao exata foi obtida com o software Mathematica. Selecionando a raiz real que

recupera o limite comutativo quando ©® — 0 e desprezando termos de ordem superior
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em O, obtém-se uma expressao aproximada para rp,... A solucao exata fornecida pelo
Mathematica contém radicais associados as trés raizes da equagao cubica. Para a raiz

fisica, utilizamos as identidades
(RS =k, (k% = 2, (A.49)

das quais segue que o termo independente de © é dado por

k2 — k(—k3 1/3 k3 2/3 k
W MR A R , (A.50)
3k(E — ku) E —kpu
enquanto o termo linear em © reduz-se a
k [k*+ (—=k%)*3] ME®© ME
kR A KT MES | MES (A51)
2(—k3)4/3 k
Portanto,
k MEO©
max — - . A 52
" E—ku Kk (A.52)

e Obtengao da Eq. (4.14)

A partir da a Eq. (4.13) calculamos a temperatura microcanonica associada ao
potencial de Yukawa NC. Para efetuar essas derivadas, é necessério considerar a dependéncia

do Tmax com a energia, dada na Eq. (A.52), consequentemente, temos

O max B k MO

- - A .53
Além disso, sao utilizadas as relagoes
9 or
o MTmax __ __ —UTmax max
aEe e OF (A.54)
e
a Hilmax 6 max
—Ei<,u7"max) ¢ r (A55)

OF T o OE

A contribuigao comutativa para a densidade de estados é dada pela Eq. (A.45). Derivando
essa expressao em relagao a energia, aplicando a regra do produto e utilizando a Eq. (A.53),

obtém-se

dgyp(E)  2000(E) ARYE B(E) I
OF E k max —

E 4
T Ermax

3 Er2
_% |:(1 N r];nax) 6—2/1/7‘11121)( _ 6_2Mb:| }7 (A56)
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onde

B(E) = g—i {e—f"max (rmax + %) — e (b + %)} : (A.57)

Para a corre¢ao NC a densidade de estados é fornecida pela Eq. (A.46). Utilizando as
Egs. (A.53)-(A.55), obtém-se

ag(Yl)P(E) 3 E2 k — MK max ’ ] 3
a—E = 2AR’EM<{ — @ Tmax T+ Ee K + [El(,ub) — El(,urmax)]
k
—C(F A.58
onde definimos
MTmax —QMTmax _2ll7"max 2,U/V'max
OB) =B k| (A59)

Substituindo as Eqgs. (A.56) e (A.58) na Eq. (4.13), obtém-se a expressao final para a

temperatura microcanénica do potencial de Yukawa NC.

e Obtengao da Eq. (4.18)

Usando a Eq. (3.8) e substituindo na Eq. (4.17), temos a expressao

axorwe(E) = AR / 1 o 2(1 ey — Mr O e ar (A.60)
Definindo N MEG
A(r)=F — ;(1 —e M), B(r) = = (1 —e#), (A.61)
temos
[A(r) — B(r)]* = A(r)? — 2A(r)B(r) + B(r)% (A.62)

Como o interesse estd nas corregoes lineares em O, desprezamos o termo B(r)? ~ ©2%
obtendo

k > 2MkO k
[E — Vxerwe (r)]® = [E - ;(1 - G_W)} T3 (I—e) {E - ;(1 - 6_’")} - (A.63)
Expandindo o primeiro termo,
k 2 2Ek K
[E — ;(1 - e—f“”)] = E% — T(1 — e H) 4 §(1 — e )2, (A.64)

Substituindo na Eq. (A.60), resulta

gnewe (E) :ARg/ E?*r* — 2Fk r(l—e )+ k‘z(l — e‘ur)z
b

2EMEO 2MK*©
S ey T
r r

(1 —e "2 |dr. (A.65)
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Separando as contribui¢coes comutativa e nao comutativa,

gxerwe (E) = giwe () + © giyip(E), (A.66)
onde gﬁ%z,P representa a contribuicao comutativa e gS,E,P a correcao linear em ©. Definindo
2 fmax —pr\2 2 2k2 —pur —ub k2 —2ur —2ub
13:]{; (1_6N)dr:k’(rmax_b)+_(e Nmax_eﬂ)__(e Nmax_e N)7
b ju 21
(A.67)
onde utilizamos o
/e"”dr = : (A.68)
0
€ 6—2/”“
/ez“rdr =— ) (A.69)
2

Substituindo os resultados das integrais na contribuigao comutativa, obtém-se

E2
gI(_J(\)isz<E) = ARB{_(riax - b3> + Ek(rfnax - b2)

3
2Fk 1 1
+ e*,urmax (Tmax + _) o e*,ub (b+ _)
It I I
2k
+k2(rmax - b) + — (e*,LLTmax - ei'ub>
M
k.2

_ﬂ (e_Ql“”max — e_QNb) } (A?O)

A contribuigao proporcional a © é

Tmax | _ o—pT Tmax (] _ o—HT)2
oD (E) = 2ARKM E/ = v k/ E= ] am
b r b r
Definimos
Fmax | _ g=hr max) | 1o :
J, = / ——dr=1In (T) + E1<_Mrmax) - El(_:ub)7 (A72)
b r
e

Tmax (1 _ e—,ur)Q 1 1 e HTmax e—,ub
Ty = U=z gy = (-- 2 -
? /b 72 " b Tmax * Tmax b

6*2/“"max 672,ub
+2:u [Ei<_:urmax) - El(_:ub)] - r + b

_2:u [Ei(_Qurmax) - El(_QILLb)] ) (A73>

onde utilizamos a solugao da integral dada na Eq. (A.38) e a solucao da integral seguinte

e rr e rr .
/ dr = — — pEi(—pr). (A.74)

r2 r
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Portanto,

gb (B) = 2AR3kM{E In (”2“) + Bi(— ptrmax) — Ei(— )

+ kjg}. (A.75)

e Obtencao da Eq. (4.21)

A distancia radial maxima é determinada pela condi¢do Vycorwp(rmax) = E.
Substituindo o potencial de Lee-~Wick NC dado na Eq. (3.8) obtém-se

" (1—etme) —Q—— (1 —e #m>) = E. (A.76)

T"max r

Como a Eq. (A.76) ndo admite uma solu¢ao analitica simples para 1.y, consideramos
o regime de curto alcance purp., << 1. Nesse caso, a expansao de Taylor da exponencial
fornece e #max ~ 1 — pry.. + % Substituindo essa aproximagcao na Eq. (A.76) e
retendo apenas termos até segunda ordem em prpy.,, obtemos uma equagao algébrica
aproximada para 7p.. Em seguida, introduzimos uma expansao perturbativa em primeira

ordem no parametro de nao comutatividade ©,

Tmax = 7o + @Tl, (A77>

onde r( representa a solucao comutativa e r; corresponde a corre¢ao linear em ©. Substi-
tuindo essa expansao na Eq. (A.76) e retendo apenas termos até primeira ordem em O,

obtém-se inicialmente a equagao de ordem zero,

k
(1= P = F A.T8
L) =p, (A75)
cuja solucao pode ser escrita como
2 E

I k

Em seguida, considerando os termos lineares em © e resolvendo para ry, encontramos

1 E
Mly-£E _ -
H™5 k
1 (ASO)
o EN[V2 [, _E_3
k 14 k2
Portanto, a distancia radial maxima é dada por
Mo [u — B/ — E}
Trax = @ B 2 i ) (A.81)

PR 2D [ e
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e Obtencao da Eq. (4.24)

A partir da Eq. (4.23) calculamos a temperatura microcanonica associada ao poten-
cial de Lee-Wick NC. Para efetuar essas derivadas, é necessario considerar a dependéncia

do rmax com a energia, dada na Eq.(A.81), que sua derivada corresponde a

Olmax V2

9E —Qk\/lj + O A3(E), (A.82)
k
onde
v 1 1 - E
As(E) = K 2 k (A.83)

(D) (D) (B

Como a densidade de estados foi obtida até primeira ordem em O, Eq. (A.66), além disso,
utilizando as derivadas apresentadas nas Eqgs. (A.54) e (A.55) e a
0 e Hmax O

—Fi(— max) — )
g Hma) = =5

(A.84)

e aplicando a regra do produto e a regra da cadeia as Eqs. (4.19) e (4.20), obtém-se as

expressoes para

d9iw(E) _ giw(E) 24RWE [ 2 1
= — —A(E E
OF E T\ BN B A
E Ermay \ Eb\?
I VA L Braa\T ) BD
2E2 LT max k k
e_NTmax e_ﬂrmax o E2
+ _ e HTmax
E2 4 4,U/krmax /1’2k T'max

e~Hb eHb
- A.
+ <1 . )} (A.85)



gy (E)

0FE
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—HMTmax i —HMTmax __ l
e <4E6 k

_ m(“za"> — Bi(—ptrmax) + Ei(—pb)]

[ 1 __ p—MTmax 1 __ p—MHTmax 2
B Ee_%(_g

T'max TIZnaX
4 —HUTmax __ *Zﬂrmax 2 k
e ‘ )} |2 . (A.86)
T'max 2,U,I€ ,Uk —F

Substituindo esses resultados na Eq. (4.23), chega-se a expressao final para a temperatura

microcandnica do potencial de Lee-Wick ndo comutativo apresentada na Eq. (4.24).

A4

— Calculos do Capitulo 5

e Obtengao da Eq. (5.8)

com

Para a Fungao de Parti¢ao, podemos reescrever a Eq. (5.1) na forma

1
Znovp(B) = 75 /e_ﬁHd?’I“d?’p, (A.87)
p?
H = 2% + Vneoyp(r), (A.88)

e Vyeyp(r) dada na Eq. (3.4). Fazendo a integragdo sobre os Momentos,

p? 27w 3/2

R
/e—ﬁVNCYP(T)dfir — 47r/ e BVwove(r),.2 7y (A.90)
b

Fazendo a expansao para a exponencial para resolver divergéncias

B 1
e PVNeype) 1 — BVneoype) + §B2V1\2/CYP(T)

ket OkMe
—1+5(€T +@ e )

r3

1, (ke OkMe+\?
- . A91
* 26 ( r * 73 ) (A.91)
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Utilizando os resultados das integrais obtidas nas Eqgs. (A.34)—(A.38), e aplicando os

limites de integracao, temos

1. .
Alzﬁ[e W1+ pub) — e M (14 uR)] (A.92)
Ay = Ei(ub) — Ei(uR) , (A.93)
—2ub _ ,—2uR
A=~ (A.94)
1
672ub 672MR
Ay = T R +2p [Ei(2ub) — Ei(2uR) ] (A.95)
3 b3
Iy = il ) (A.96)
3
Assim a Funcao de Particao Final é
A (2mp 3/2 1 5.9 919
Znevp(B) = B\ 5 Iy + BEkA; + BOKM A, + Zﬁ k“As + B°OK*MA,| . (A.97)

e Obtengao da Eq. (5.10)

Para a energia média partimos da Eq. (5.2), usamos a Eq. (A.100) e definimos

1
F(B) = I+ BkAr + BORM Ay + 2 8%K* Ay + 3*Ok* M Ay, (A.98)
Assim,
4
Zeve(B) = 35 (2w 5P F(8). (4.99)
Tomando o logaritmo,
47 3 3
Como 5
(U)nevp(B) = —%ln Zneyp(B), (A.101)
obtemos
3 1 dF
Overe®) = =35+ #1375
3 1 dF
= = = o A.102
25 F(B) df (A-102)
sendo
dF IR )
il =kA; + OkM A, + 561{: Az +2B0Ok“MA,. (A.103)
obtemos
3 kA, + OkM A, + k2 Ag + 20K>M A
(U)novr(B) - 2 - - (A.104)

T 28 I+ BkA, + BOKMA, + L322 A5 + BPOKM A,
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e Obtencao da Eq. (5.11)

Para a capacidade térmica usamos a Eq. (A.104) na Eq. (5.3) e derivando em

relagao a 3
op 2% 0B ‘ '
Aplicando a regra do quociente,
o0 (N N'D— ND'
onde N D
N = 2% D == Al
Assim,
8(U)Ncyp:_ 3 _N’D—ND’ (A.108)
op 232 D? ' '
Substituindo esse resultado na definicao da capacidade térmica, obtemos
N'D — ND’
NCOYP _ 2 Al
o} + (A109)
com
1
N = kA, + ©OkMA; + §ﬁk2A3 + 2B80k*M Ay, (A.110)
1
D = Iy + BkA; + BOKM Ay + ~ %k* Az + B*OK* M A,. (A.111)
4
Compactamos as formas para
1
] = ]CAl, g = k’MAQ, g3 = Zk‘QAg, Yy = k‘QMA4. (A112)
Utilizando as expressoes explicitas de N () e D(3),
1
N' = 51@2,43 + 20k M Ay, (A.113)
¢ 1
= kA, + OkM A, + §5k2A3 + 26Ok>M Ay, (A.114)

e Obtengao da Eq. (5.15)

Da Eq. (A.85) até a Eq. (A.88) aplicando ao potencial Lee-Wick NC, obtemos a

expressao para a funcao de particao

dr (2mp\*? (R
Zncrwp(B) = h_z <%,u) / e PVnorwr )2y, (A.115)
b
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Para obter uma expressao analitica da integral radial, expandimos a exponencial até

segunda ordem em J3,

2
e PVverwr) o 1 — BVyerwp(r) + %szzchwp(T)- (A.116)
Substituindo o potencial da Eq. (3.8), obtém-se
_ . k . MEO .
eBVNCLWP()zl_ﬁ[;(l_e'U«)_’_ 3 (1—6‘“)]
2 [k MFk© ’
+ % {; (1—e )+ 3 (1- 6_’”)} : (A.117)

Mantendo apenas até os termos lineares em O, o quadrado do potencial torna-se

k> a2 2ME?O 2
Vierwp(r) & 2 (1—e™)"+ i (1—e*)". (A.118)
Consequentemente,
_ , k o MFkKO o
e/BVNCLWP()zl_B;(l_eN)_ - (1—6”)
Bk’ B*Mk*O

tgy (L) = (me) (A.119)

Substituindo esta expansao na integral radial, segue que

R R R
/ e BVNeLwp(r) 2 gy o / r2dr — 51{:/ T (1 — e_‘“") dr
b b b

_ o
— BMkO / 1=y,
62k2/ B

R

+ > ), ( )d'r’
R 1 — e Hr 2

+ B2 MK2O / (71;2)0%. (A.120)
b

Portanto, a fungao de particao pode ser escrita como

Ar (2 \ P | RS — b3 R
Zncwp(B) = W (T/L) 3 Bk/ r(l—e)dr
b

R 1 o 2k2 R
—5Mk@/ — i+ 52 / (1—e ) dr
b r b

R —pr\2
+ B2 MK2O / &dr]. (A.121)
b

r2




64

Utilizando as integrais ja calculadas na obtencao de gﬁ(\)%,P(E) e gﬁ%,P(E), introduzimos as

quantidades
3 13
I, = i g b , (A.122)
2 _ 12 —uR 1 _ ,—ub 1
19 = k{R e (+“R)2e (Jr”b)}, (A.123)
2 %
Y = Mk {lng—Ei(—uR)jLEi(—,ub)} : (A.124)
2 1
Y = & {(R —b)+ ;(e_“R — ) — ﬂ(e-M - 6_2’”’)} , (A.125)
1 —2e Mo e 2mb ] Qe HE 4 om2R
IV = Mk —
s —
+2uME?* [Ei(—2ub) — Ei(—2uR) — Ei(—ub) + Ei(—uR)] . (A.126)

Portanto, escrevemos a funcao de particao final na forma

3/2
1
5 —) {10 —81Y+ 552" —pern’ + 5*e 15”} , (A127)

Inemwr(d) = ATV (27;71

e Obtencao da Eq. (5.17)

A partir da funcdo de partigdo, Eq. (A.130), definimos

1
Do(B) = Io = 1" + 56°1,7. (A.128)
de modo que
ArV [ 2mm\ ¥

Znewwe(B) = =5 <7> [DO(B) — per® 4+ ﬁ2@1§”} . (A.129)

Tomando o logaritmo,

47V 3

In ZNCLWP =In |:%<Q7Tm)3/2:| — 5 1[16 + In |:D0<5) — 6@[1(1) + ,82612(1):| . (A130)

Como estamos interessados apenas até os termos de primeira ordem em O,

47V

anNCLWP =In [—(27rm)3/2] - gh’lﬁ + tho(B) +06

61" + 1Y
h3 '

Do()

(A.131)

Como a energia média ¢ dada por

(U)neLwp = —% In Znciwp(B). (A.132)
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Calculando a derivada e mantendo apenas termos lineares em O,

3 1% —pr
(U)ncrwp ﬁ—FT@
D opr) B W — gV
R

e Obtengao da Eq. (5.19)

A partir da Eq. (5.4) reescrevendo para o potencial de Lee-Wick NC, capacidade

térmica a volume constante é definida por

o)
NCLW _ _ ;32
Cy B 95 (A.134)
Calculando a derivada do primeiro termo,
3 3
— 2 _ e
55— a5 (25> 5 (A.135)
Para o segundo termo, usando a regra do quociente,
Dy(B) = -1 + 15", (A.136)
e
o [10 g7 ~1Do(8) — (117 - 81" D) .
op Do(B) Bl D3 (B) ' ‘
Assim,
2
a0 198107 BQIZ(O)Do(ﬁ) (17 - 1) (A138)
B | Do(B) D (B) '
Definindo
B(3) =5 (11" - 1) (11" - 818"). (A.139)
temos
B’(ﬁ) _ <[§0) 8IS 0)) ( 7@ 61@)) B [I( ([(1) ﬁf ) ) (éo) _ BIQ(O))] _
(A.140)
Logo

oNOIW 3 + B2

B'(8)Do(8) — 2B(8) Dy (8)
_ 55 } . (A.141)
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que ¢ a expressao final da capacidade térmica para o potencial de Lee-Wick nao comutativo.
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