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RESUMO

Este trabalho apresenta duas abordagens algébricas para o estudo de variedades
diferenciaveis: as cohomologias de de Rham e singular. Inicialmente, fundamentando-
se na teoria de complexos de cadeias, introduzem-se os conceitos abstratos das teorias
homolégicas e cohomoldgicas. Em seguida, apresenta-se a cohomologia de de Rham
- ferramenta baseada no quociente entre formas diferenciais fechadas e exatas - e a
cohomologia singular, construida como o dual algébrico da homologia singular. Na
primeira abordagem, calculam-se de forma rigorosa os grupos de de Rham de variedades
conhecidas. Na segunda, prioriza-se a construcao tedrica, dada a complexidade inerente ao
calculo direto de exemplos nessa teoria. Por fim, enuncia-se e demonstra-se o Teorema de
de Rham, o qual estabelece que os grupos de cohomologia de de Rham de uma variedade
sdo isomorfos aos seus grupos de cohomologia singular, integrando as duas perspectivas e

viabilizando a obtencao de resultados topoldgicos via ferramentas analiticas.

Palavras-chave: cohomologia de de Rham; cohomologia singular; Teorema de de Rham.



ABSTRACT

This work presents two algebraic approaches to the study of differentiable manifolds:
de Rham cohomology and singular cohomology. Initially, based on chain complex theory,
the abstract concepts of homological and cohomological theories are introduced. Next, de
Rham cohomology - a tool based on the quotient between closed and exact differential
forms - and singular cohomology, constructed as the algebraic dual of singular homology,
are presented. In the first approach, the de Rham groups of known manifolds are rigorously
calculated. In the second, theoretical construction is prioritized, given the complexity
inherent in the direct calculation of examples in this theory. Finally, de Rham’s theorem is
stated and proven, which establishes that the de Rham cohomology groups of a manifold
are isomorphic to its singular cohomology groups, integrating the two perspectives and

enabling the obtaining of topological results via analytical tools.

Keywords: de Rham cohomology; singular cohomology; de Rham Theorem.
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1 INTRODUCAO

Na década de 1880, Henri Poincaré (1854 - 1912) investigou as condigoes necessérias
para que formas diferenciais fossem exatas. Em 1895, no artigo fundamental [22], Poincaré
demonstrou que, em dominios contrateis como o R", ser fechada é uma condigcdo necessaria
e suficiente para que uma forma seja exata (resultado hoje conhecido como Lema de
Poincaré). No mesmo trabalho, o autor introduziu conceitos essenciais de homologia e
cohomologia, relacionando a existéncia de formas fechadas que ndo sdo exatas a presenca de
ciclos nao-triviais em uma variedade arbitraria - termo utilizado para descrever a existéncia
de “buracos” na variedade. No contexto da topologia de superficies, essa caracteristica

estd intrinsecamente ligada ao género e é quantificada pelos Numeros de Betti.

Embora Poincaré tenha estudado essas ferramentas anteriormente, as formas
diferenciais e sua lgebra exterior s6 foram formalizadas em 1899 por Elie Cartan, (1869 -
1951) em [3]. Em 1928, Cartan conjecturou em [5] que as propriedades descritas em [22]
sugeriam uma dualidade entre a estrutura algébrica das formas diferenciais e a estrutura
dos ciclos geométricos (chamada hoje de homologia singular). Essa dualidade estabelece
que a estrutura das formas fechadas (médulo as exatas) é o dual algébrico da estrutura
dos ciclos, o que viria a ser demonstrado rigorosamente por Georges de Rham (1903 -
1990) em sua tese de doutorado, publicada em 1931. O Teorema de de Rham, nome
atual do resultado provado por de Rham, consolidou uma unido entre andlise e topologia,

formalizando o que conhecemos como cohomologia de de Rham.

No que tange a homologia singular, sua primeira formalizacio rigorosa ocorreu
em 1944, com a publicacao do artigo Singular Homology Theory [14] pelo matemético
Samuel Eilenberg (1913 - 1998). Nesse trabalho, Eilenberg estabeleceu as definigoes e
os resultados fundamentais dessa teoria, permitindo sua aplicagdo a espagos topoldgicos
gerais. No mesmo artigo, introduziu-se a cohomologia singular, que atua como o dual
algébrico da homologia. Quando calculada com coeficientes no corpo dos ntimeros reais,
a cohomologia singular revela-se, pelo Teorema de de Rham, isomorfa a cohomologia
de de Rham para variedades diferenciaveis, estabelecendo uma ponte definitiva entre as

propriedades topolégicas discretas e as propriedades analiticas continuas de um espaco.

O objetivo deste trabalho, portanto, é apresentar os conceitos principais das
cohomologias de de Rham e singular, realizando um estudo sistemético de cada uma.
Por fim, serd enunciado e demonstrado o Teorema de de Rham, cujo propdsito, como
mencionado nos paragrafos anteriores, é relacionar as duas cohomologias. Estruturalmente,

serd utilizado como referéncia o livro [15] e algumas complementagoes baseadas em [12].

No Capitulo 2, introduziremos a teoria algébrica abstrata da homologia e coho-
mologia. Na primeira se¢do, definiremos os complexos de cadeias, uma sequéncia de

pares de médulos e homomorfismos da qual serdao obtidos os grupos de homologia. Em



11

seguida, serdo definidos os grupos de cohomologia, construidos através de complexos de
cocadeias. Além disso, serd apresentada uma maneira de obter uma cohomologia a partir
da dualizacdo de uma homologia conhecida. Na terceira parte, abordaremos o conceito
de homotopia algébrica. Essa ideia é primordial, pois a partir dai podemos relacionar os
grupos de cohomologia dos complexos. Por fim, estudaremos as sequéncias exatas, obtendo,

por exemplo, as sequéncias de Mayer-Vietoris, ferramenta essencial para futuros calculos.

O intuito do Capitulo 3 é trabalhar com um exemplo particular da teoria apresentada
anteriormente, a cohomologia de de Rham, cujos complexos de cocadeias sao compostos
pelos médulos formamos pelas formas diferenciais definidas em variedade diferencidveis.
Apos obtermos os grupos de de Rham, apresentaremos duas maneiras de alcangar uma
homotopia algébrica no caso abordado: invaridncia por difeomorfismo e homotoépica. O
segundo tipo de invaridncia é uma ferramenta poderosa, pois garante que duas variedades,
nao necessariamente difeomorfas, mas obtidas através de uma homotopia, por exemplo,
possuam grupos de cohomologia de de Rham isomorfos. Por fim, serdo calculados de
maneira rigorosa os grupos de cohomologia de de Rham de algumas variedades diferenciaveis
conhecidas. As técnicas utilizadas para os respectivos exemplos variam desde o célculo
direto, difeomorfismo entre variedades, até estratégias mais elaboradas como o uso de

Mayer-Vietoris.

A finalidade do Capitulo 4 ¢é incluir os conceitos da homologia e cohomologia
singular, outro exemplo particular da teoria feita no Capitulo 2. Na primeira se¢do do
capitulo, sera definida a homologia singular, cujo propdsito é trabalhar aplica¢bes continuas
dominadas em simplexos, uma espécie de generalizacao n-dimensional de tridngulos, com
contradominio em espacos topolégicos quaisquer. Tais fungdes serao chamadas simples
singulares. Como no terceiro capitulo, estudaremos a invaridncia homotdpica e a sequéncia
de Mayer-Vietoris para o caso singular. Dai, serd possivel sistematizar a cohomologia
singular, um tipo de dual algébrico da homologia singular, uma vez que seus elementos (as
cocadeias) sdo fungoes que associam valores escalares aos ciclos da homologia. Por fim, na
ultima secao do capitulo veremos a teoria da cohomologia singular aplicada a variedades
diferenciaveis, espagos onde temos o isomorfismo entre as cohomologias de de Rham e

singular.

Com o escopo de relacionar as duas cohomologias vistas nos capitulos anteriores,
serd apresentado no Capitulo 5 o Teorema de de Rham, obtido a partir do homomorfismo

de de Rham, formalizado na primeira se¢ao do capitulo.

Este texto pressupoe que o leitor tenha um conhecimento introdutério sobre os

seguintes topicos:

o Algebra Linear, incluindo conceitos como espaco vetorial, espago dual, transformagoes

lineares, algebra de matrizes e o Teorema do Nicleo-Imagem:;



12

« Algebra Abstrata, em especial teoria de médulos;
¢ Anélise matematica, em particular, derivacdo e integragdo no espago euclidiano;

¢ Geometria Diferencial elementar, em particular, nogoes de superficies, parametriza-

coes e espacos tangentes;

e Topologia, com familiaridade em nog¢oes como abertos, fechados, continuidade,

conexidade, compacidade e topologia quociente;

« Topologia diferencial, com afinidade em conceitos de variedades diferenciaveis e

formas diferenciais.

Esses pré-requisitos sdo essenciais para acompanhar o desenvolvimento do trabalho. No

final serao incluidos apéndices que resumirao os tépicos anteriores.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA DA HOMOLOGIA E COHOMOLO-
GIA

O objetivo desse capitulo é apresentar, de maneira abstrata e resumida, os conceitos
algébricos da teoria da homologia e da cohomologia, os quais sao utilizados nos capitulos

posteriores em casos particulares. A escrita do mesmo é beseada no Capitulo I de [15].

2.1 HOMOLOGIA

Para o decorrer do capitulo, consideremos A um anel comutativo com unidade.

Definicao 2.1.1 (Complexo de cadeias). Para cada p > 0 inteiro, seja C, um A-médulo e
0, : C,, — C,,_1 um homomorfismo. Dizemos que a sequéncia C = (C),, d,) é um complezxo
de cadeias com coeficientes em A se 0, 0 0,11 = 0. Ademais, chamamos o médulo C,, de
modulo p-dimensional de C, o homomorfismo d, de operador bordo p-dimensional e cada

x € C, de uma p-cadeia em C.

Para facilitar a interpretagao, representaremos o complexo C da seguinte forma:

0, 0, Op— O 1o} O
C: o —Cp1 25 Cy 5 Cpy 235 250 25 Cy -2 0.

Definicao 2.1.2 (p-ciclo e p-bordo de um complexo de cadeias). Sejam C = (C,, d,) um
complexo de cadeias e x € C,, uma p-cadeia. Dizemos que z é um p-ciclo de C caso d,z = 0.

Além disso, se © = 0,41y, para algum y € Cpyq,  é dito um p-bordo de C.

Vamos mostrar que é possivel tomar o quociente dos conjunto dos p-ciclos de C,
denotado por Z,(C), pelo conjunto dos p-bordos, denotado por B,(C). De fato, primeiro
observe que Z,(C) = ker 9, e B,(C) = Im 0,41, ou seja, ambos os conjuntos sao submédulos
de C,. Ademais, temos que B,(C) C Z,(C), pois para cada x € Cpi1, (0,0 0pi1)r =0 ¢,
portanto, B,(C) ¢ um submédulo de Z,(C) sobre A. Com isso, podemos entdao definir o
grupo quociente Z,(C)/B,(C), o qual pelo Teorema A.1.1 é um A-médulo, como definido

a seguir.

Definigao 2.1.3 (Grupo de homologia). Dado C = (C,, d,) um complexo de cadeias, para

cada inteiro p > 0, chamamos o A-mddulo quociente
H,(C) = 2,(C)/B,(C)
de grupo de homologia p-dimensional do complexo C. As classes de equivaléncia
(2] =24 By(C) = {2z + Opp1z;x € Cpi1}

sao ditas classes de homologia dos p-ciclos z € Z,(C).
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Definicao 2.1.4 (Ciclos homologos). Sejam z e 2’ p-ciclos de um complexo de cadeias C.

Caso [z] = [¢/], dizemos que z e 2’ s@o ciclos homdlogos.

Um fato importante é que caso z e 2z’ sejam p-ciclos homdlogos em C, por definicao,

existe uma (p + 1)-cadeia = em C tal que z = 2’ 4+ 0,12, ou seja, z — 2’ = O,y 2.

Definigao 2.1.5 (Subcomplexo de cadeias). Seja C = (C), d,) um complexo de cadeias tal
que, para cada inteiro p > 0, existam submédulos C;, de C, com 9,4,C,,, C C, para todo

p- Entdo, escrevendo 9, = 0,|C}, a sequéncia C' = (C;, 0, é dito um subcomplezo de C.

Observacio 2.1.1. E claro que Op|C, 0 9p11|C, 4y = 0, ou seja, qualquer subcomplexo de

cadeias de um complexo de cadeias é um complexo de cadeias.

Exemplo 2.1.1 (Intersecdo e soma direta de subcomplexos de cadeias). Sejam C' =

(C,,0,) e C" = (Cy,07) subcomplexos de um complexo de cadeias C = (Cp,d,), onde

0, = 0,|C}, e 0y = 0|C;]. Afirmamos que as sequéncias C'NC" = (C, N C},9,|C, N C)) e
Cael'=(C,eC), ), comy,:C,®&C) — C,_; &C} | sendo definido como

’Yp(xa y) = (81)55; apy)a

sao complexos de cadeias. Ora, para C'NC” é claro pois, em particular, é um subcomplexo

de C. Em relagio a C' & C", note que dado (r,y) € C;, © C), segue que

Yp-17(2,Y) = Yp-1(0p, Opy) = (Op-10pT, Fp-10,y) = (0,0),

demonstrando o que queriamos. O

Uma maneira inteligente de associar complexos de cadeias é utilizando-se de

morfimos.

Definigao 2.1.6 (Morfismo entre complexos de cadeias). Sejam X = (X,,,0,) e Y = (Y}, 0,)
complexos de cadeias. Uma sequéncia de homomorfismos {F, : X, — Y, },>0 entre

modulos, representada por F': X — ), tal que
Fp(Ops12) = Opr1Fpia (),
para todo z € X4, é dita um morfismo entre complezos de cadeias.

Podemos representar o morfismo F' como

Op+1 Op
Xpi1 5 Xy == Xy ——> - —> X

inﬂ le le—l J/FO'
0,

Op+1 P
Vo1 =Yy —2= Yy ——= o ——= Y
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Afirmamos que o homomorfismo F), : X, — Y, para todo p > 0, transforma
p-ciclos (respectivamente p-bordos) de X' em p-ciclos (respectivamente p-bordos) de ),
isto é, F,(Z,(X)) C Z,(Y) e F,(B,(X)) C B,(Y). Com efeito, 0,F,(x) = F,_1(0yz) e

F,(0p417) = Ops1Fpi1 (), para todo o € X,4;. Sendo assim, F), induz um homomorfismo

(Fp)e: Hy(X) — Hy(Y)
[z] = (Fp)lz] = [Fu(2)],

onde z € Z,(X), chamado o homomorfismo induzido por F,.

Observacao 2.1.2. Dados morfismos F': X — Y e G : Y — Z entre complexos de

cadeias, observe que para cada [z] € H,(X) temos que

(Gpo Fp)ulz] = [(Gp o Fp)(2)] = (Gp)u[Fp(2)] = ((Gp)s © (Fp)4)[2],

ou seja, (GpoF,), = (Gp).0(Fy).. Dizemos assim que o homomorfismo induzido é induzido

naturalmente.

2.2 COHOMOLOGIA

2.2.1 Complexo de cocadeias

As defini¢oes e propriedades da teoria da cohomologia sdo andlogas as defini¢bes e

propriedades da homologia.

Definicao 2.2.1 (Complexo de cocadeias). Para cada inteiro p > 0, sejam C? um A-
médulo e d, : CP — CP*! um homomorfismo. Dizemos que a sequéncia C = (C?,§,) é um
complezo de cocadeias com coeficientes em A se 9,100, = 0. Ademais, chamamos o médulo
C? de mddulo p-dimensional de C, o homomorfismo d,, de operador bordo p-dimensional e

cada u € CP de p-cocadeia em C.

Escrevemos o complexo de cocadeias como
5 st —1 Sp— 5P
c:C' %t ... ot 2o S ot —

Observe que diferente de um complexo de cadeias, no qual ocorre a diminuicdo da
dimensao de seus médulos, em um complexo de cocadeias acontece o aumento da dimensao

de seus médulos ao longo da sequéncia de operadores cobordos.

Definigao 2.2.2 (p-cociclo e p-cobordo de um complexo de cocadeias). Sejam C = (C?,6,,)
um complexo de cocadeias e u € CP uma p-cocadeia. Dizemos que u é um p-cociclo de C

caso d,u = 0. Além disso, se u = d,_1v, para algum v € CP~!, u é dito um p-cobordo de C.
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Anélogo a homologia, temos que o conjunto dos p-cociclos de C, denotado por Z?(C),
o qual é o nucleo de 9, ¢ um submédulo de CP. Além disso, para p > 1, o conjunto dos
p-cobordos de C, isto é, a imagem de §,_1, denotado por BP(C), é também um submédulo
de C?. Consideremos By(C) = {0}. Como d,00,_1 =0, B?(C) C Z?(C), o que nos permite,

novamente, tomar o médulo quociente entre Z?(C) e B?(C).

Definigao 2.2.3 (Grupo de cohomologia). Dado C = (C?,§,) um complexo de cocadeias,

para cada inteiro p > 0, chamamos o A-moédulo quociente
H?(C) = Z7(C)/B*(C)
de grupo de cohomologia p-dimensional do complexo C. As classes de equivaléncia
[u] =u+ B(C) = {u+d, v ; veC’'}
sao ditas classes de cohomologia dos p-cociclos u € ZP(C).

Definicao 2.2.4 (Ciclos cohomélogos). Sejam u e u' p-cociclos de um complexo de

cocadeias C. Caso [u] = [v/], dizemos que u e u’ sdo cociclos cohomdlogos.

Anélogo a homologia, temos que se u e u’ sdo p-cociclos cohomologos, existe uma

(p — 1)-cocadeia v tal que u — v’ = d,_;v.

Definigao 2.2.5 (Subcomplexo de cocadeias). Seja C = (C?,§,) um complexo de cocadeias
tal que, para cada inteiro p > 0, exista um submédulo C”? de CP com 6,0 C C'PFL.

Entdo, escrevendo &), = 0,|C"?, chamamos a sequéncia C' = (C'?,6,) de um subcomplezo de

C.

Exemplo 2.2.1. Como no Exemplo 2.1.1, dados C" = (C",6,) e C" = (C", ;) subcom-
plexos de um complexo de cocadeias C = (C?,0,). Afirmamos que as sequéncias C' N C" =
(C/p N Cl/p) 5p‘c/p N Cllp) e C/ o) C// — (C/p o) Cllp’ 7}))7 com 7, : C'p o) c'r — C/p+1 o Cvllerl

sendo definido como
’Yp(xv y) = (5p$, 5py)7
sao complexos de cocadeias O

Definicao 2.2.6 (Morfismo entre complexos de cocadeias). Sejam X = (X?,6,) e Y =
(Y? 6,) complexos de cocadeias. Uma sequéncia de homomorfismos {F), : X? — YP}, 5

entre modulos, representada por F' : X — ), tal que
Fpr1(0pu) = 0pFp(u),

para todo u € XP, é dita um morfismo entre complexos de cocadeias.
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O homomorfismo F' pode ser representado como

X0 % y1 e X Xl
lFo iFl \LFP \LFPH
yo_% _y1 . ye_ O yel

Sejam X e ) complexos de cocadeias. Andlogo ao que acontece com morfismos
entre complexo de cadeias, um morfismo F': X — ) entre os complexos de cocadeias X
e )V, transforma p-cociclos de X em p-cociclos de Y e p-cobordos de X em p-cobordos de

Y, ou seja, podemos definir o homomorfismo dado por

Fr: HP(X) — HP(Y)

[u] = [Fp(w)],

chamado de homomorfismo induzido por F,.

Novamente, analogo ao que acontece na homologia, dados morfismos F : X — Y

e G:Y — Z entre complexos de cocadeias, temos que
(Gpo Fyp)s = (Gp)i 0 (Fp)s,

o que faz com que o homomorfismo induzido seja dito induzido naturalmente.

2.2.2 Dual algébrico de um complexo de cadeias

A partir de um complexo de cadeias, € possivel construir um complexo de cocadeias,
o qual serd visto como uma espécie de dual algébrico do complexo de cadeias em questao.
Para isso, considere C = (C),0,) um complexo de cadeias de A-médulos. Para todo
inteiro p > 0, tomemos o mddulo dual C? = Hom (C,, A), no qual seus elementos sao
homomorfismos u : C,, — A. Definamos o operador 4, : C? — CP*! como o operador

adjunto (9,)" de 9,11 : Cpyy — C,, isto &,
(Opu) - © = w(Fp417),

para u € C? e x € Cpyy. Sobre o operador adjunto, vide Segao 3 do APENDICE A.
Temos entdo o complexo de cocadeias C* = (CP,6,), o qual dizemos ser o dual algébrico do

complexo de cadeias C.

Definigao 2.2.7 (Grupos de cohomologia de um complexo de cadeias). Seja C* o dual
algébrico de um complexo de cadeias C. Para cada inteiro p > 0, dizemos que os grupos de

cohomologia HP(C*) sdo os grupos de cohomologia do complexo de cadeias C de dimensao

p.
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Vamos mostrar que C* é de fato um complexo de cocadeias. Ora, observe que para

cada u € C? e x € Cp,42 quaisquer, segue que
(Opt16pu) - & = 6t - (Opg2x) = u(Opy10p10) = u-0 = 0.

Logo, 0,41 06, = 0.

Como C? = Hom (C,, A), podemos nos perguntar como H?(C*) se relaciona com

Hom (H,(C), A). Em relacao a isso tem-se o resultado a seguir.

Proposigao 2.2.1. Sejam C = (C,,0,) um complexo de cadeias de A-modulos. Se A é
um corpo (em particular, cada C, serd um espago vetorial) entao, para todo inteiro p > 0,

o grupo de cohomologia HP(C*) é isomorfo ao A-médulo Hom (H,(C), A).
Demonstracdo. Tomemos a aplicacio

¢: HP(C*) — Hom (H,(C),A)

[u] = plu],

onde (pfu])[z] = u(2).
Afirmamos que ¢ estd bem definida. De fato, sejam v € ZP(C*) e z, 2’ € Z,(C) tais

que [z] = [#'], ou seja, existe x € Cpyq tal que z — 2’ = d,112. Logo,

(elu))[z] = (plu))[] = u(z) = u(z) = u(z = &) = W(Op17) = (dpu)x = 0.

Ademais, sejam u e v’ p-cociclos homdlogos em C*, ou seja, existe v € CP~! tais que

u—u' = 0,10, e z € Z,(C). Com isso,

(lu)[2] = (][] = u(z) = v'(2) = (Gp-1v)2 = v(p2) = v(0) = 0,

o que demonstra a boa definicao de ¢.

Agora, sejam n € Hom (H,(C),A) e 7 : Z,(C) — H,(C) a aplicacdo quociente.
Consideremos uma extensao natural u : C;, — A do homomorfismo no 7 : Z,(C) — A
(ora, sendo Z,(C) um subespaco vetorial de C,, existe D um subespago vetorial de C), tal
que C, = Z,(C) & D e, entdo, basta tomar u =nom em Z,(C) e u =0 em D). Sendo

assim, para cada = € Cpy1, segue que
(Gpu)z = w(Ops12) = n o T(Opr12) = N[Op12] =n-0=0,
ou seja, u € ZP(C*). Para z € Z,(C), temos que
(plu)[2] = u(z) = nom(z) = nl,

o que conclui que @ ¢é sobrejetora.
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Resta mostrar que ¢ é injetora. Com efeito, seja [u] € HP(C*) tal que p[u] = 0.
Entédo, para todo z € Z,(C), tem-se que

(¢lu])[z] = 0

e, dai, u(z) = 0. Concluimos assim que Z,(C) C keru. Pela Proposicao A.1.2, existe

% — A tal que u(z + Z,(C)) = wu(z). Além disso,
novamente pela Proposi¢do A.1.2 e por 0, : C, — B,_1(C) e Z,C = ker 0,, existe um
CP
Zp(C)

homomorfismo o d : B, 1(C) — A. Como

um tnico homomorfismo @ :

tnico isomorfismo 9 :

— B,_1(C). Seja ¢ : C,—; — A uma extensao natural do

(6p-1Q)r = ((Opz) =0 5(apx) = u(z),

para todo x € C),, entdo u = 6,_1(, o que faz com que [u] = 0, concluindo que ¢ é injetiva.

]

Agora, suponha que F': X — ) seja um morfismo de cadeias. Consideremos o
adjunto de F dado por F'' : Y* — X* isto é, um morfismo entre Y* e X* tal que, para
todo inteiro p > 0, Fp—r :YP — XP ¢é definido como

(FJv)-x=v-Fy(z), vEYP ex € X,

p

Temos que F'' ¢, de fato, um morfismo, pois para v € Y? e z € X1,

(F;L-lépv) = (6pv) - Fpra (@) = v(Opi1Fp11 () = 0(F(Opr17)) = (F;v)(ap-l-lx)
= (6,F v) - a.

T s T 50 T
Logo, F,, 10,0 = 0,F, v e, entao, F, 4

0p = 0pF.

Para cada inteiro p > 0, denotemos o homomorfismo induzido pelo morfismo
FT:X — Y simplesmente por (F},)*, o qual chamaremos de homomorfismo induzido por
F,.

Sejam F': X — YV e G : Y — Z morfismos de cadeias. Temos que
(GoF)"=F"oG": H?(Z) — HP(X). (2.2.1)

Com efeito, (Go F)*[u] = (Go F)][u] = [(GoF)Tu] = [FTG"u| = FJ[G"u] = F*|GTu] =

(£ o G*)[u]. Vamos mostrar que vale a terceira igualdade. De fato, seja = € X, entao

(GoF)'w)-2 = v-(GoF)(z)=v-G(F(x))=(G"v)- F(x) (2.2.2)



20

2.3 HOMOTOPIA ALGEBRICA

Uma técnica que auxiliard em futuros célculos é relacionar dois morfismos de
maneira homotoépica. Consideremos, no que se segue, X = (X,,0,) e Y = (Y,,0,)

complexos de cadeias.

Definicao 2.3.1 (Homotopia algébrica em homologia). Sejam F,G : X — ) morfismos
entre complexos de cadeias. Quando existe uma sequéncia de homomorfismos de A-mddulos
{D, : X, — Y,11}p>0 tais que 9,11D, + D10, = I, — G, : X, — Y}, para todo p > 0,

dizemos que F' e G sd@o morfismos algebricamente homotdopicos e, nesse caso, €scCrevemos
F~G@G.

Chamamos a sequéncia {D : X, — Y,+1} de homotopia algébrica entre F e G.

X, X,
F,—G
D, p—Gp D,
Y, 1 Y,
p+ Opi1 P

A relagao anterior é uma relagao de equivaléncia. Com efeito, sejam £ um morfismo

entre X e Y e, para cada p > 0, O, : X, — Y,4; a aplicacao nula. Como
Op410, + 0,210, =0 =F, — F,,

temos que F' ~ F. Agora, sejam F,G : X — ) morfismos tais que F' ~ G, com
homotopia algébrica entre F' e G dada pela sequéncia {D, : X, — Y,11},>0. Entdo,

tem-se que
Op41Dp + Dp10, = F, = Gy < Opy1(=Dy) + (=Dp-1)0, = G, — F,

ou seja, {—D, : X, — Yj,4+1}p>0 ¢ uma homotopia algébrica entre G e F. Logo, G ~ F.
Ademais, sejam F, G, H : X — ) morfismos tais que

F~GeG~H,

com {D, : X, — Y,41}p>0 uma homotopia algébrica entre F'e G e {€, : X, — Y, 11}p>0

uma homotopia algébrica entre G ¢ H. Logo,
Fp - Hp = Fp - Gp + Gp - Hp = p+1Dp + Dpflap + apHEp + gpflap
= Op11(Dp+ &) + (Dpi1 + Epi1) Iy = Opi1 Fp + Fp-10p,
onde F, =D, + &, : X, — Y, 41, ou seja, [’ ~ H.

Como uma homotopia algébrica podemos obter a igualdade entre os homomorfismos

induzidos.
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Proposicao 2.3.1. Sejam F,G : X — Y morfismos algebricamente homotdpicos, entdo

08 homomorfismos induzidos por F' e G nos grupos de homologia coincidem.

Demonstragao. Seja {D, : X, — Y,11},>0 uma homotopia algébrica entre F' e G. Se

2 € Zy(X), tem-se Jpz = 0, entdo escrevendo y = Dyz € Y11, segue-se

Fp(2) = Gp(2) = Op1Dpz + Dyp10p2 = Opi1y.

Assim,
[Fp(2) = Gp(2)] = [Ops1y] = 0.
Portanto,
(Fp)ul2] = [Fo(2)] = [Gp(2)] = (Gyp).l2],
ou seja, (F,), = (Gy)- 0

Analogamente, podemos definir uma homotopia entre complexos de cocadeias.

Definicao 2.3.2 (Homotopia algébrica em cohomologia). Sejam F,G : X — ) morfismos
entre complexos de cocadeias X = (X,,,0,) e Y = (Y}, d,). Quando existe uma sequéncia de
homomorfismos de A-mddulos {D? : X, — Y,_1 },>0 tais que d,, DP + DP*15, = F, — G, :
X, — Y, para todo p > 0, dizemos que F' e G sao morfismos algebricamente homotdpicos

e, nesse caso, escrevemos
F ~G.
Chamamos a sequéncia {D : X, — Y,,_1} de homotopia algébrica entre F' e G.

Como no caso da homologia, temos a proposi¢ao a seguir, demonstrada de maneira

analoga.

Proposicao 2.3.2. Sejam F,G : X — Y morfismos algebricamente homotdpicos, entdo

0s homomorfismos induzidos por F' e G nos grupos de homologia coincidem.

Observacao 2.3.1. A partir de uma homotopia algébrica de morfismos entre complexos
de cadeias, é possivel obter uma homotopia algébrica entre os morfismos adjuntos. Ora,
dados complexos de cadeias X = (X,,,0,) e Y = (Y,,,0,) e F,G : X — Y algebricamente

homotépicos com homotopia algébrica dada pela sequéncia {D, : X, — Y,+1}, segue que

8p+1Dp — Dp_lﬁp = Fp — Gp : Xp — Y;, (231)
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Afirmamos que a sequéncia dos operadores adjuntos de cada D, serd uma homotopia

algébrica entre F'' e G'. Com efeito, para u € Y? e z € X,,, temos que

(D;Ha; + 8;712);;)14 ‘T = (D;H@;u + 8;12);!11) ST = D;l@;u T+ 8;12),;% -
= 0 u(Dy-x) +D,yu(d, x) =u(0ps1Dy - x) + u(Dp_10,2)
= w(0pt1Dp+Dp_10,) - Definigio 23.1 uwF—G)-x
= (F' =GNu-=, (2.3.2)

ou seja, D

010y +0) D) =FT -G

2.4 SEQUENCIAS EXATAS

Até agora, estudamos grupos de homologia como invariantes isolados. No entanto,
a verdadeira forca da topologia algébrica reside na capacidade de relacionar a homologia

ou cohomologia de um espago complexo com a de suas partes constituintes.

As sequéncias exatas fornecem a linguagem para essa traducio. Elas atuam como
um mecanismo de contabilidade algébrica onde a “perda” de informacao em um estagio é
recuperada com precisdo no proximo. Veremos que a exatiddo transforma diagramas de

grupos em ferramentas de calculo poderosas.

2.4.1 Sequéncias exatas e o Lema dos Cinco

Definicdo 2.4.1 (Sequéncia exata). Dizemos que uma sequéncia {¢, : C,, — Cp_1}p>0
de homomorfismos de A-médulos é ezata se o nicleo de cada ¢, é igual a imagem do

homomorfismo 1, isto é, ker ¢, = Im ¢, 11, para todo inteiro p > 0.

Observacdo 2.4.1. Note que, ¢, 0 ¢,41 =0, 0 que faz com que a sequéncia C = (C,, ¢,)
seja um complexo de cadeias. Além disso, nesse caso temos que Z,(C) = B,(C) e, entdo,
os grupos de homologia medem, de certa forma, o quanto um complexo de cadeias deixa

de ser uma sequéncia exata.

Observacao 2.4.2. Dentro de uma sequéncia exata, a natureza de um homomorfismo
estd intrinsecamente ligada aos seus vizinhos. Por exemplo, a injetividade de ¢, equivale
a nulidade de ¢, 1, enquanto a sobrejetividade de ¢,;1 ocorre se, e somente se, ¢, for o
homomorfismo nulo. Essa dindmica permite identificar casos fundamentais: a sequéncia
0 — C - O’ é exata precisamente quando ¢ é injetiva; analogamente, C' o004
exata quando j é sobrejetiva. Combinando esses conceitos, obtemos a chamada sequéncia
exata curta:

0—C -0 Ly —o.
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Exemplo 2.4.1. Seja ¢! um submédulo de um A-modulo C. Definamos i : ¢/ — C'

como a aplicacao inclusao e j : C' — & como a aplicagao quociente. Entao
0—C' -0 -L0/C —0

¢ uma sequéncia exata curta. Com efeito, a injetividade de i e a sobrejetividade de j sao
claras. A igualdade entre a imagem de i e o ntcleo de j valem pois j(i(C")) = j(C") =0 e,

além disso, j(x) = 0 se, e somente se, x € C', ou seja, x € ITm 7. O

Podemos associar duas sequéncias exatas da seguinte forma:

Definicao 2.4.2 (Morfismo entre sequéncias exatas). Sejam X = (X, p,) e Y = (Y, ¥,)
sequéncias exatas. Uma sequéncia de homomorfismos {F, : X, — Y, },>0 tais que

F,_10¢, =1, 0 F),, representada por

Xp+1 Pp+1 Xp Pp Xp—l e XO
i p+1 le le—l J/FO'
Yp+1
Yo 2y, Y, e Y

é chamada um morfismo entre X e ).

Uma vez estabelecida a estrutura das sequéncias exatas, surge a necessidade de
comparar diferentes extensdes de mddulos ou cadeias de homologia. O Lema dos Cinco
surge como o resultado fundamental nessa diregao, oferecendo um critério de rigidez para
diagramas comutativos. Ele afirma que, em um diagrama onde as linhas sdo sequéncias
exatas, o comportamento do homomorfismo central estd completamente determinado pelos

homomorfismos periféricos.

Proposicao 2.4.1 (Lema dos Cinco, [15], pp. 7-8). Sejam

X5 X4 X3 X2 —> X1 (241)
e
Vs v My, By, 2y, (2.4.2)

duas sequéncias exatas e {F; : M; — N;}2_, um morfismo entre as sequéncias, represen-
tado pelo diagrama
©5 P4 ®3 P2
Xs Xy X3 Xo X1

N O O N}

Ys Y, Ys Ys Y

Y5 pa P3 P2

Se Fy, Fy, Fy e F5 sdo isomorfismos, entao Fs também € um isomorfismo.



24

Demonstracdo. Consideremos a sequéncia
5 Fy, F5lop
X; 25 x, Ry, TN x, 22 (2.4.3)

Vamos mostrar a exatiddo de (2.4.3), ou seja, demonstrar as seguintes afirmacoes:

1. Im @5 = ker(¢4 o Fy);
2. Im (14 0 Fy) = ker(Fy ! o 43);
3. Im (Fy ' o43) = ker ps.

1) Seja = € X;5. Entao,

defini¢ao

(s 0 Fy)(i05(2)) “"= (Fy 0 04)(05(2)) = Fy(palips(x))) T F3(0) = 0.

Logo, Im @5 C ker(¢4 o Fy). Além disso, seja © € X4 tal que (¢4 o Fy)(z) = 0. Por
exatidao, Fy(x) € Im 15, ou seja, existe y € Y5 tal que Fy(x) = 95(y). Por definigdo,
Fy(r) = 5(y) = (Fyo @50 F5 ')(y). Como Fy é um isomorfismo, = ¢5(F; ' (y)), o que
mostra que ker(¢, o Fy) C Im ¢s.

2) Seja = € X4. Entdo, (Fy ' ots)((¢40 Fy)(z)) = (Fy ' othg01hy0 Fy)(x) 0,
ou seja, Im (4 o Fy) C ker(Fy ' o43). Agora, seja o € Yj tal que (Fy ' o)s)(z) = 0.

Pelo isomorfismo de Fy, ¥3(x) = 0. Por exatidao, z € Im 1)y, isto é, existe y € Y, tal

h301p4=0

que x = 4(y). Pelo isomorfismo de Fj, existe z € X, tal que y = Fy(z). Sendo assim,
x = (Y4 0 Fy)(2). Logo, ker(Fy ' o3) C Im (14 0 Fy).

3) Seja € Y3, Entdo, (ps0 Fy'owy)(x) "= (B oy 0 y)(x) T
F1(0) = 0. Logo, Im (Fy ! o13) C ker . Ademais, seja x € X, tal que py(z) = 0. Pela
exatidao de (2.4.1), existe y € X3 tal que x = 3(y) Definicao (Fy ! o430 F3)(y), ou seja,
ker gy C Im (Fy ' o 43).

Utilizando das afirmacbes acima, demonstraremos agora o isomorfismo de Fj.

Primeiro, analisemos a injetividade. Seja = € X3 tal que F3(x) = 0. Por definicao,
@3(x) = (Fy ' otz 0 F3)(x) = 0.

Pela exatidao de (2.4.1), x = ¢4(y), para algum y € X,. Entao,

(tha 0 Fa)(y) " (Fy 0 ) (y) = Fa(w) = 0.

Pela afirmacao (1) feita anteriormente, existe z € X5 tal que y = ¢5(z), ou seja,

pa0p5=0
p— 0’

x = @a(y) = (pa 0 p5)(2)

o que mostra a injetividade. Para finalizar, seja y € Y3. Pela exatiddao de (2.4.3),
©0a((Fyt o4p3)(y)) = 0. Novamente por exatidao, (Fy ' o v3)(y) = @s(z), para algum
x € X3. Logo,

(Fy ! ot 0 Fy)(z) =% ga(a) = (Fy o 4h)(y).



25

Como Fy é um isomorfismo, (13 o F3)(z) = ¥3(y), e, entdo ¢3(y — F3(x)) = 0. Por
exatiddo, existe z € Yj tal que y — F3(x) = ¢4(2) Definicao (F3 0 @40 Fy 1) (2). Logo,

y = F3(x + (p4 0 F; 1)(2)). Demonstrando a sobrejetividade de Fj.

Portanto, F5 é um isomorfismo. O

2.4.2 Sequéncias de Mayer-Vietoris

Um outro resultado fundamental da algebra homoldgica é a transicao de sequéncias
curtas de complexos para sequéncias longas de homologia. O teorema a seguir demonstra
que uma sequéncia exata curta de complexos de cadeias nao apenas preserva a relagao
entre os objetos, mas induz uma estrutura muito mais rica: uma sequéncia exata longa que
conecta grupos de homologia em diferentes dimensoes através de um homomorfismo de
conexao. Esse resultado é a base para ferramentas de calculo essenciais, como a sequéncia

de Mayer-Vietoris, a qual sera apresentada mais a seguir.

Proposicao 2.4.2 (Lema do zig-zag em homologia, [15], Teorema 1, pp. 8-10). Seja
0—C ¢ -5C"— 0 uma sequéncia exata curta de morfismos entre complexos de

cadeias C' = (C,,0,), C = (Cy,0,) e C" = (C},0)), representado pelo diagrama comutativo

p’-p
0 0 0
o/ ol
i pt+1 / P '
Cp+1 Cp Cpfl
Pp+1 Pp $p—1
Op+1 Ip
CPH Cp Cpfl
¢p+1 ¢'p wpf 1
8" o
" p+1 " P "
Cp+1 Cp Cp—l
0 0 0

Eziste, para todo p > 0, um homomorfismo A : H,(C") — H,_1(C’) tal que a sequéncia
s H,(€) T 1,(0) S Hy(C") 2 Hya (€)Y H i (€) —

¢ exata.

Demonstragao. Conferir em [15], Teorema 1, pp. 8-10. O

O homomorfismo A, o qual chamamos de homomorfismo de conexdo das sequéncias
de homologias, é obtido de uma maneira complexa. Dado [2”] € H,(C"), como 1, é
sobrejetor, existe x € C), tal que 1,(z) = 2. Como ¥, 1(0,x) = Opthy(x) = 92" = 0, pois

2" € ZP(C"), segue-se que existe 2’ € C,_; tal que p, 12’ = 9,v € C),_;. Temos assim
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que 2" € ZP71(C'). Ora, @, 5(0),_17') = Op_1pp—12' = 0,_10,2 = 0. Sendo ,_» injetivo,
0, 12" = 0. Podemos entdo entao definir A como A[2"] = [2/].

Corolario 2.4.1 (Sequéncia de Mayer-Vietoris em homologia). Sejam complexos de

cadeias C' = (C,,0,), C" = (C},9)), tais que 0, = 9, em C, N C}/, e C = (C},0,), onde

p p p %
Cp,=C,®Cy, para todo p > 0 e o operador bordo dado por

Op: CloC) —C o0,
(x,y) > (O,x,0,x).

Entdo, a sequéncia de homologia
oo Hy(C'NCY) 5 Hy(C) @ Hy(C') L5 Hy(C) 2 Hy 1 (C'NC") — -+, (2.4.4)
¢ exata, onde v, ¥ e A sdao dados como na Proposicdo 2.4.2.

Demonstragio. Como visto no Exemplo 2.1.1, os submédulos C;NC}/, formam um complexo

de cadeias denotado como C’' NC".
Para cada p > 0, os homomorfismos

©Op C’I’,OC’;’ —>C;,€BC’;;

x — (z, )

by CLaCl — G,

(z.y) +—x—y
compdem a sequéncia curta
0— ClNCl 25 e Cl 22 ¢, — 0,

a qual é exata. Com efeito, sejam z,y € C, N C] tais que g,(x) = ¢,(y), isto &,
(z,2) = (y,y). Entao, segue que z = y, ou seja, ¢, ¢ injetiva. Ademais, dado = € C,, note

que ¥,(z,0) =z — 0 = z, 0 que mostra que v, é sobrejetiva.
Pelo Teorema (2.4.2), a sequéncia exata curta de complexos de cadeias
0—Cne" & ac” 25— 0
induz a sequéncia exata de homologia

e H(C'NCY) S Hy(C' o) L Hy(C) B Hy oy (C'NC") — -+ (24.5)
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Observe que temos o seguinte isomorfismo

Z (C/ ) C”) Z, (C/) P Z (C”) Proposicao A.2.1 Z (C,) Z, (CN)
HA(C' oo = 2 _ P G P P
WCOC) = B eee) ~ BC) o B0 B, 7 B,

= H,(C) & Hy(C"),

o que mostra que podemos representar os grupos de homologia de C' & C” por H,(C') ®
H,(C"). A segunda igualdade vale por defini¢ao. Ora, Z,(C' & C") = Z,(C") & Z,(C") é

equivalente a dizer que
ker 0, = ker 9, @ ker 9 (2.4.6)
e B,(C'® (") = B,(C") @ B,(C") é equivalente a
Im 0,1 =Im 0, , ®Im 9, _,. (2.4.7)

Mas, (2.4.6) e (2.4.7) valem por definicao.

Sendo assim, a sequéncia (2.4.5) pode ser representada por

o Hy(C'NCY) 5 Hy(C) @ Hy(C') L Hy(C) 2 Hy y(C'NCY) = -

a qual vimos ser exata. 0

Chamamos a sequéncia (2.4.4) de sequéncia de Mayer-Vietoris da decomposi¢io
c=C+cC".
A seguir sdo apresentadas as versoes cohomoldgicas dos resultados enunciados

anteriormente.

Proposicio 2.4.3 (Lema do zig-zag em cohomologia). Seja 0 — C' -2 C e —0
uma sequéncia erata de complezos de cocadeias, C' = (CP,4,), C = (C?,4,) e C" = (CP,4)).

Entao, existe um homomorfismo A : HP(C") — HPT(C') tal que a sequéncia longa

s HP(C) s B5P(C) s HP(C) 2 HPP(C) S () — -

¢ exata.

Dizemos que A é o homomorfismo de conexdo das sequéncias de cohomologia,

obtido como o homomorfismo de conexao das sequéncias de homologia.

Corolario 2.4.2 (Sequéncia de Mayer-Vietoris em cohomologia). Sejam complexos de
cocadeias C' = (C?,4,), C" = (C},6,), tais que §, = 5, em C, N CJ e C = (CP,4,), onde

p’rp
C=Cacl", isto ¢, Cp, = C, @ Cy, para todo p > 0, com operador cobordo dado por

(z,y)  — (6,7, 0,y).
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Entao, a sequéncia de cohomologia
e HP(C'NCY) £ BP(C) @ HP(CY) L HP(C) S HPHC'NC!) — -+, (2.4.8)

¢ exata, onde @, 1 e A sdo dados como na Proposi¢cio 2.4.3.

2.4.3 Dual algébrico de uma sequéncia exata

Agora, podemos nos perguntar se, dada uma sequéncia exata de A-mddulos
¢ @
coo— Cpia p—+§Cp—p>Cp,1 —

sua sequéncia dual
.

T
-oo — Hom (Cy_1, A) 25 Hom (g, A) 225 Hom (Cpy1, A) —> -+

é também exata. Geralmente, isto ndo é verdade, o que podemos confirmar com o exemplo

a seguir.
Exemplo 2.4.2. Consideremos sequéncia exata curta
0-—2 -7 %7, —0,

onde ¢(n) = 2n, para todo n € Z e ¥(n) = 0, se n é par, e ¥(n) = 1, se n é impar. Para
argumentar a exatiddo, devemos mostrar que ¢ ¢é injetiva, Im ¢ = ker e 1) é sobrejetiva.
Com efeito, sejam ny,ny € Z tais que 2n; = 2ns, 0 que é equivalente a dizer que n; = ng,
ou seja, ¢ é injetiva. Agora, seja n € ker ), isto é, 1»(n) = 0. Nesse caso, pela definigdo
de v, segue que n é par, sendo assim, pertence a Im ¢, o que implica que kert) C Im ¢.
Ademais, dado n € Im ¢ qualquer, temos que n é um inteiro par. Com isso, ¥(n) = 0, isto
é, n € ker 1), entdo, Im ¢ C kert. Além disso, ¥ é sobrejetiva pois, note que (2) =0 e
P(1) = 1.

Porém, a sequéncia dual, dada por
0 —» Hom (Zs, Z) **s Hom (Z,Z) £ Hom (Z,Z) — 0
nao é exata. Ora, note que para v € Hom (Z,7Z) e n € Z segue-se
(p'v) n=v-p(n)=v-(2n) = (20) -n,

o que implica que ¢ v = 2v. Concluimos entdo que ' nio é sobrejetivo, pois dado
w : Z — Z, definido como w(n) = 2n + 1, isto é, a aplicagdo que cobre todos os inteiros

impares, nao existe v € Hom (Z, Z) tal que 2v = w. O
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Porém, adicionando algumas hipoteses, vamos obter uma sequéncia dual exata a
partir de uma sequéncia exata curta. Consideremos a sequéncia dual de uma sequéncia

exata do tipo

0— Cl i> 02 i> Cg — 0, (249)
isto é, a sequéncia
0 — Hom (C3; A) *’, Hom (Cy; A) s Hom (Cy; A) — 0. (2.4.10)

Afirmamos que 1" ¢ injetiva e Im 10" = ker . De fato, como Im ¢ = ker), go f =0,
ou seja, pela Equacdo (2.2.2), ¢ op" = (po )T = 0. Logo, Im 7 C kerp'. Além
disso, seja v : Oy — A é um homomorfismo tal que ¢ 'v = 0. Sendo 1 sobrejetiva, pela

exatidao de (2.4.9), podemos definir um homorfismo u : C3 — A como

para todo y € C5 e € Cy tal que y = ¢(x). Note que u estd bem definido, pois caso
w(x) =1(y), para x,y € Cy, tem-se que (x — y) = 0, ou seja, novamente pela exatidao

da sequéncia (2.4.9),  —y = p(2), para algum z € C;. Como ' v = 0, temos que

v(z —y) = v(p(2)) = (pTv) - 2 = 0.

Com isso, v(z) = v(y). Por construcdo, note que v = ¢ u. Agora, seja u € Hom (C3; A)

tal que ¢ "u = 0. Por definicdo de aplicacdo adjunta,

u((z)) = (¥ u) -z =0, (2.4.11)

para todo x € Cy. Sendo uma aplicagio sobrejetiva, para todo y € Cjs, existe x € Cy tal

que y = ¢(x). Pela Equagao (2.4.11), temos que

ou seja, u = 0, provando assim a injetividade de /7. Com isso, para provar a exatidao da
sequéncia (2.4.10), resta mostrar que ¢ é sobrejetiva. Para isto, introduzamos a seguir o

conceito de sequéncia separavel.

Definicao 2.4.3 (Sequéncia separdvel). Seja 0 — C; —= C N C3 — 0 uma
sequéncia exata. Se existe um submédulo B C Cy tal que Cy = ¢(Ch) @ B, dizemos que

esta sequéncia é separdvel.

Caso a sequéncia 0 — C; —= C, N C3 — 0 seja separavel tal que Cy =
©(C1) ® B, sendo B um submédulo de Cy, dizemos que a mesma é equivalente a sequéncia

curta

0— C; L/> C,® C3 i> Cg — 0, (2412)
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onde ¢'(x) = x+ 0 e ¢'(x +y) = y, no seguinte sentido: existe um isomorfismo 7 : Cy —»

C1 & Cs5 tal que o diagrama

Ca
/ i X
n
0H01i01@03L>03*>0

é comutativo.

Para obter o isomorfismo n : Cy; — €} ® Cj3, primeiro observemos que cada
z=ux+y € Cy, onde x € (Cy) e y € B, é escrito de modo tnico. Definamos entao 7

CcOo1mo

n(z) =nz+y) = @ (2), (),

sendo ¢ : C; — ¢(C}) um isomorfismo, pois ¢ é, por definigdo, injetiva. Para mostrar
que 7 é um isomorfismo, resta mostrar que 1|g : B — C5 é um isomorfismo. Primeiro,
observe que 1(z) = 0, para todo = € ¢(C}), ou seja, sendo 1 : Cy = p(Cy) @ B — Cs
sobrejetiva por defini¢do, podemos conluir que 9| é sobrejetiva. Além disso, seja y € B
tal que ¢(y) = 0. Como Im ¢ = ker ¢, por definigao, y = ¢(x), para algum = € Cy, porém,
como Cy = ¢(C}) @ B, y = 0, ou seja, ¥|p é injetiva, demonstrando assim que é um

isomorfismo. Dado = € C; temos que

P(@) = (2,0) = (¢ (@), U(p())) = n(p(x) = (n° @) ().

Ademais, para (z,y) € Cy = p(C) @ B segue que

Won(z+y) = ¢n+y) =¥ (e (2),¢W) = ¥y) = 0+ ¥(y) = ¥(@) + ¥(y)
= (@ +y)

Logo, como nop = ¢ e ¢ on = 1, o diagrama acima é realmente comutativo, pois
também temos que 1) o ¢ =1’ ooy =Y’ o ¢'. Portanto, caso uma sequéncia exata do

tipo (2.4.9) seja separével, é equivalente trabalhar com a sequéncia (2.4.12).

Lema 2.4.1. Seja
0—C1 -5 0y -2 Gy — 0 (2.4.13)
uma sequéncia exata curta. Caso C3 seja um mddulo livre, entdo (2.4.13) é separdvel.

Demonstragao. Sendo C3 um modulo livre, o0 mesmo possui uma base () )xep. Sendo 9
sobrejetiva, ou seja, C3 = ¥(Cy), definamos um homomorfismo ¢ : C3 — Cf, associando

cada elemento « da base a um elemento ¢(ay) = 2y, onde z, é um elemento pertencente
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ao conjunto Y1 ({ay}), isto é, ¥(z,) = ay. Estendamos ¢ para todo Cs linearmente da

seguinte forma:
n
¢(Z) = Z a;z,
i=0

sendo z = a1 + - - - + apay, elemento de Cs, o qual é escrito de maneira tnica. Observe

que ¢(z) é escrito de maneira tnica, pois cada ¢(ay) = z, foi fixado. Além disso, note que

P(0(2)) = arp(B(ar)) + - - + anth(dlan)) "B qyay + - A Ao = 2. (24.14)

Denotemos por B a imagem de ¢. Vamos mostrar que Cy = ¢(C1) @ B. Com efeito,
seja x € Cy, 0 qual pode ser escrito como z = (z — ¢(¥(x)) + ¢(¥(z)). Pela exatidao da

sequéncia (2.4.13), como

(2.4.14)

() —p(z) =0,

temos que x — (¢ (x)) € p(C1). Ademais, ¢(1)(x)) € B. Resta mostrar que ¢(Cy) N B =
{0}. Ora, caso y € ¢(C1) N B, y = ¢(z), para algum z € C3 e y = ¢(x), para algum
z € Cy. Logo, 2 = 1(¢(2)) = ¥(y) = ¢(p(z)) = 0. Portanto,

Teorema 2.4.1. Seja uma sequéncia exata
0— Cy -2 Oy -2 C5 — 0. (2.4.15)
Caso C3 seja um modulo livre, entdo a sequéncia dual
0 — Hom (C5; A) % Hom (Cy; A) 2%y Hom (C1;A) — 0
¢ exata.

Demonstragdo. Como comentado anteriormente, para demonstrar a exatidao da sequéncia
(2.4.16), basta mostrar que ¢ é sobrejetiva. Pelo Lema 2.4.1, a sequéncia 0 — C} LN
Cs N C3 —> 0 é separavel, ou seja, é equivalente a sequéncia exata padrao (2.4.12).
Sendo assim, para mostrar a sobrejetividade de ', é equivalente mostrar a sobrejetividade
de ¢'T, homomorfismo dado como na sequéncia (2.4.12). Ora, seja v € Hom (C1, A) e

u : Hom (C] @ C5, A) uma extensao de u. Por definigao,
(¢"") - x = a(¢(z)) = u(z + 0) = u(x),

para todo x € C;. Portanto, ¢'"% = u, o que demonstra a sobrejetividade de ¢'". O]
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3 COHOMOLOGIA DE DE RHAM

Um caso particular da teoria algébrica estudada no Capitulo 2 é o estudo dos
quocientes entre formas fechadas (o nicleo da derivada exterior) e formas exatas (a imagem
da derivada exterior). Esses quocientes definem os espagos de cohomologia de de Rham,
fornecendo um invariante topoldgico robusto para variedades diferencidveis. A escrita
deste capitulo é baseada, principalmente, em [12], [15], [17] e [26], além de utilizar como

parametro alguns exemplos calculados em [1] e em [23].

3.1 COMPLEXO DE DE RHAM

No que se segue, consideremos M uma n-variedade diferenciavel. Seja a sequéncia

dada por
Q' (M) : QO (M) 25 QY (M) — -+ — QY (M) 2 QM) — 0, (3.1.1)

dita o complezo de de Rham da variedade M, onde dj : Q*(M) — QF+1(M) é a derivada
exterior de grau k de M, a qual é uma transformagao linear. Note que, pelo item 2
Proposi¢io D.5.1, d> = 0, o que faz com que a sequéncia (3.1.1) seja realmente um

complexo de cocadeias. Observe que os subespagos
ZFQN (M) = {w € Q*(M); dw = 0} = kerd
e, para cada inteiro k > 1,
BF(Q(M)) = {w € Q*(M); w = da, para algum a € Q"' (M)} = Im d),_4,

sdo os conjuntos das formas fechadas e das formas exatas, respectivamente. Como néao
existem O-formas exatas em M, teremos que By(Q2*(M)) = {0}, andlogo ao que foi
considerado na Secio 2.2. Pela igualdade d? = 0, tem-se que B*(Q*(M)) C Z*¥(Q*(M)), ou
seja, podemos tomar o espaco quociente entre Z*(Q*(M)) e B¥(Q*(M)), fazendo sentido

assim a defini¢do a seguir.

Defini¢ao 3.1.1 (Grupo de cohomologia de de Rham). O espago quociente

ZH(Q (M)

HZ;R(Q*(M)) = Wa

é dito o grupo de cohomologia de de Rham da variedade M em dimensao k, cujos elementos

sao as classes de equivaléncia
(W] = w+ B¥(Q*(M)) = {w + do; o € Q"1(M)},

chamadas classes de cohomologia das formas fechadas w € Z*(Q*(M)).
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No que se segue, para facilitar a escrita, representemos os médulos Z*(Q*(M)),
BR(Q*(M)) e H*(Q*(M)) por Z*(M), B¥(M) e H*(M), respectivamente, para todo inteiro
k>0.

Os grupos de grau zero, Hi,(M), representam o caso mais elementar da cohomologia
de de Rham para M.

Proposicao 3.1.1. Seja M uma variedade diferencidvel com r componentes conezxas.
Entdo, H}z(M) = R".

Demonstragao. Note que Q°(M) é o espago das 0-formas diferenciais definidas em M,
isto ¢, funcdes reais de classe C* definidas em M. E claro que B°(M) = {0}. Com
isso, Hiz(M) = Z%(M)/B°(M) = Z°(M), espago das O-formas fechadas, ou seja, se
g € HI,(M), entdao dg = 0. Seja {(U,, fo)} uma estrutura diferenciavel para M. Pela
Observagao D.3.2, temos que f*(g) D32 g o fo = go ¢ a representacao de g em U,. Como
visto na Subsecao D.5.1, a representacao de dg em V,, = f,(U,) é dada por
99a
dge = Z 8—%613:1

Note que, dg, = 0 se, e somente se, % = 0, para todo i, o que é equivalente a g,
7

ser constante em V,. Isso ocorre se, e somente se, g é constante em U,, para cada «.
Concluimos, entdo, que g é constante em cada componente conexa de M. Como M possui
r componentes conexas, podemos identificar cada g € H{z(M) por (z1,...,z,) € R".
Logo, Hp(M) =TR". O

Exemplo 3.1.1 (A cohomologia de de Rham de R, [26], Exemplo 24.3, p. 276). Vamos
calcular os grupos de cohomologia de R. Como R é conexa, pela Proposicao 3.1.1,
HY:(R) = R. Além disso, como R é unidimensional, H%;(R) = 0 para k > 2 inteiro, pois
a unica k-forma em R, para k& > 2, é a forma nula. A maior dificuldade do exemplo é
calcular H},(R). Dado w € Q'(R), temos que dw € Q*(R), entdo dw = 0, isto ¢, toda
I-forma em R é fechada (Z'(R) = Q'(R)). Note que w = fdx € B}(R) se, e somente se,

existe uma O-forma diferencial em R, g : R — R, tal que
fdx = dg = ¢'dx,
onde ¢’ é a derivada de g. Seja f € Q'(R), podemos definir g como

g(@) = [ o).
Pelo Teorema Fundamental do Calculo, ¢'(z) = f(z). Entdo, toda 1-forma em R é exata,
ou seja, B (R) = QY(R). Portanto, Hjp(R) = Z'(R)/B'(R) = 0, o que nos faz concluir
que
R, se k=0,
0, se k> 0.

H gR(R) =
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O

O Exemplo 24.4 de [26] apresenta o célculo da cohomologia de de Rham do circulo

unitdrio (S'), no qual obtemos que
R, se £k =0,1;
0, se k> 2.

H§R<Sl) =

A seguir apresentaremos uma outra maneira de obter essa cohomologia, utilizando da

sequéncia de Mayer-Vietoris, introduzida na Se¢do 2.4 como auxilio.

Caso haja uma relacdo entre duas variedades, podemos também relacionar seus
grupos de cohomologia. Dada uma aplicacdo diferenciavel F' : M — N entre duas
variedades m e n-dimensionais, tomemos o pulback F* : Q¥(N) — QF(M), para cada
inteiro k > 0. Denotemos por Fj o pullback na dimensao k. Pelo item 3 da Proposicao
D.5.1, Fi(dg—1w) = dg_1(F}_ w), o que torna F* : Q*(N) — Q*(M) um morfismo, o qual
é representado pelo diagrama

QO(N) 2w QL(N) —> -+ —— QF(N) — 2 QFH(N) — ..

e S

QO(M)LQ%M)H...HQk(M)ﬁng(M);)_“

Para cada k > 0, o pullback F} : Q¥(N) — Q¥(M) induz o homomorfismo
Ff: Hig(N) — Hjp(M)
W] = B () = [Frwl,
chamado o pullback em cohomologia. Sejam F' : M — N e G : N — P aplicagdes
diferencidveis entre variedades. Temos que (G o F)# = F'# o G¥, o que faz com que o
pullback em cohomologia esteja definido naturalmente. A partir de agora F# serd denotada

simplesmente por ™, utilizando-se da mesma notacao que o pullback F* : Q*(N) —

QO (M).

3.2 INVARIANCIA NA COHOMOLOGIA DE DE RHAM

O Exemplo 3.1.1 foi calculado de maneira direta pela simples estrutura do espago
R. Porém, para algumas variedades, ndo temos a mesma facilidade, principalmente pela
estrutura complexa das mesmas. Para solucionar este impasse, podemos utilizar da

invariancia entre certas variedades, simplificando assim os calculos.

3.2.1 Invariancia por difeomorfismo

O caso mais simples de invaridncia entre variedades é a invaridncia por difeomor-
fismo, ou seja, se duas variedades s@o difeomorfas, seus grupos de cohomologia de de Rham

sao isomorfos.
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Lema 3.2.1. Sejam M uma variedade diferencidvel e Iny : M —> M a identidade de M.

Entao, para todo inteiro k > 0,

(In)i = IH(’i“R(M)a

onde Iy () € identidade de HE(M).

Demonstracao. Note que, pela defini¢ao de pullback, dados p € M e vy,..., v € T,)M,

temos que
Iyw(p)(v, - ok) = w(lar(p))(d(Iae)p (1), - - -, d(Inr)p(vi)) = w(p)(vr, - - ve)-
Logo, I};w = w. Com isso, se [w] € H5,(M),
Il = 3] = ]
Concluimos, entao, o Lema. O]

Proposicao 3.2.1. Sejam M e N n-variedades diferencidveis. Se F': M — N € um
difeomorfismo com inversa G : N — M, os grupos de cohomologia H*(N) e H*(M) sdo

isomorfos para todo k > 0 inteiro.

Demonstracdo. Observe que
G* o F* = (F o G)* _ (IN)* Lema 3.2.1 [Hk(N) e F*o G* = (G ° F)* _ ([M)* Lema 3.2.1 [Hk(M),

ou seja, F* : H¥(N) — H¥(M) possui inversa dada por G* : H*(M) — H*(N).
Portanto, H*(M) = H*(N) para todo inteiro k > 0. O

Sendo assim, dado um intervalo aberto (a,b) € R por exemplo, concluimos pelo

Exemplo 3.1.1 que

R, se k=0,
0, se k > 0.

Hip((a,b)) =

3.2.2 Invaridncia homotdpica

Uma outra forma de obter isomorfismo entre grupos de cohomologia de de Rham
de duas variedades quaisquer é por meio da invaridncia homotépica, a qual ndo exige
variedades difeomorfas, mas as quais, por exemplo, se relacionam por uma deformacao

diferenciavel.

Definicao 3.2.1 (Aplicagoes homotépicas). Sejam F,G : M — N aplicagoes diferen-
cidveis entre variedades. Dizemos que F' e G sdo aplicagdes homotdpicas se existe uma
aplicagdo diferencidavel H : M x R — N tal que H(z,0) = F(z) e H(z,1) = G(z). Nesse

caso, H é dita uma homotopia de F para G.
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Observacao 3.2.1. Podemos substituir R, no dominio de H : M x R — N, por um

intervalo qualquer I contendo [0, 1].

Podemos considerar uma relagao de equivaléncia ~ sobre o conjunto das aplicacoes

diferencidveis de M em N a qual

F ~ G <& F e G sao homotdpicas.

Afirmamos que ~ é uma relagao de equivaléncia. Com efeito, sejam F, G, H : M —
N aplicagoes diferenciaveis entre M e N. A aplicacao diferenciavel H : M x R — N
definida como H(x,t) = F(x) é uma homotopia de F' para F, ou seja, F' ~ F. Além disso,
vamos supor que F' ~ (G, isto é, existe uma aplicagdo diferencidavel H; : M x R — N
tal que Hi(x,0) = F(z) e Hi(z,1) = G(x). Note que Hy : M x R — N definida
como Ha(z,t) = Hi(z,1 —t) é diferencidvel e Ho(z,0) = Hi(x,1) = G(x) e Ho(z,1) =
Hi(z,0) = F(x), entdo G ~ F.

Além disso, suponhamos que F' ~ G e G ~ H. Entao existem aplicagdes Hq, Hs :
M x R — N diferencidveis tais que #H;(z,0) = F(z), Hi(z,1) = G(z) = Ha(z,0) e
Ho(x,1) = H(z). Para obter uma homotopia entre F' e H poderiamos definir a aplicagao
Hz : M xR — N como

Hl(x’Zt)7 té ]-/27

H3(f)§,t) =
Ho(x,2t — 1), t >1/2.

Porém, é possivel que em ¢ = 1/2 nao haja diferenciabilidade. Para resolver este problema,
vamos construir uma fungao ¢ : R — R, diferencidvel constante igual a 0 em uma
vizinhanga de t = 0 e constante igual a 1 em uma vizinhanca de ¢t = 1 e definir H; :
M xR — N como

Hi(z, p(2t)), t <1/2,

H3 xZ, =
o Ha(x, p(2t = 1)), t > 1/2,

garantindo assim a diferenciabilidade de Hj e, portanto, garantindo que F' ~ H. Ora,

para isso, tomemos a funcao diferencidvel ¢ : R — R definida como

(1) =0
eVt t >0,

com grafico dado na Figura 1. Agora, seja a funcio

£€: R —R

t—g(t) =
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Figura 1 — Gréfico da fungao .

_____________________________________________________

Fonte: Nogueira (2024, p. 53).

Figura 2 — Grafico da funcao &.

__________________________

Fonte: Nogueira (2024, p. 54).

cujo o grafico é dado como na Figura 2. Observe que a fungao é contante igual a 0 para
t < 0 e constante igual a 1 para t > 1, o que ainda nao resolve o problema. Para isso,
realizaremos uma mudanga linear de variaveis. Seja a funcao ¢ : R — R como

t—(1/4)
(2/3) = (1/4)

Com isso, definamos a fungdo ¢ = £ o (, a qual satisfaz o que queriamos (vide Figura 3),

() =

pois é constante igual a 0 para t < 1/4 e constante igual a 1 para ¢t > 2/3.

Definicao 3.2.2 (Invaridncia homotépica). Seja F': M — N uma aplicagao diferencidvel
entre variedades. Dizemos que F' é uma equivaléncia homotdpica se existe uma aplicacao
diferenciavel G : N — M tal que Go F' e F oG sejam aplicagdes homotdpicas as aplicagoes

identidades Iy e Iy, respectivamente, ou seja,
GoF~IyeFoGr~Iy.

Caso exista uma equivaléncia homotopica entre M e N, dizemos que M e N possuem o

mesmo tipo de homotopia. Além disso, G é dita a inversa homotépica de F.
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Figura 3 — Grafico da funcao ¢.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2026).

A seguir demonstraremos que uma invariancia homotépica entre duas variedades

induz um isomorfismo entre os grupos de cohomologia.

Proposigao 3.2.2. Caso as aplicagoes F,G : M — N entre as variedades M e N sejam

homotéopicas, entdo, para cada inteiro k > 0,
F* =G HE(N) — HEL(M).

A demonstragao da Proposi¢ao 3.2.2 segue direto da proposicdo a seguir, a qual
afirma que os pullbacks de duas aplicacoes homotopicas sdo algebricamente homotépicos

e, portanto, pelo que foi provado na Se¢ao 2.3, segue direto a igualdade.

Proposicao 3.2.3. Sejam M e N variedades quaisquer. Se F,G : M — N sdo aplicagoes

homotopicas, entdo F* e G* sdo algebricamente homotdpicas.

Antes de demonstrar a Proposicao 3.2.3, apresentaremos o conceito de vizinhanga
tubular, parte da qual tem escrita baseada em [17]. Para isto, utilizaremos fortemente
que uma variedade arbitraria pode ser mergulhada em um espaco euclidiano de dimensao
suficientemente grande, afirmacao a qual tem validade garantida pelo Teorema do Mergulho
de Whitney.

Proposicao 3.2.4 (Teorema do Mergulho de Whitney, [12], pp. 134-135). Dada uma

n-variedade diferencidvel qualquer M, existe um mergulho diferencidvel entre M e R**T1,

Assim, consideremos M C R™™™ uma n-variedade diferencidvel com co-dimensao

m. Pelo Teorema do Merdulho de Whitney, consideremos que m ¢ igual a no minimo n + 1.
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Tomemos entdao o conjunto
Bt (p,e) = {p+v; ve N,M,|v| < e},

chamado a bola normal aberta de raio € em p € M, onde N,M, dito o espaco vetorial
normal a M em p, é o conjunto dos vetores w € R™ tais que (w,v) = 0, para todo
vel,M.

Figura 4 — Bola normal aberta de raio € de M em p.

M

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Agora, é possivel construir o conceito de vizinhanga tubular, o qual serd apresentado

no Teorema a seguir.

Proposigao 3.2.5 ([17], Teorema 7, p. 82). Seja M C R™*™ uma n-variedade diferencidvel.

Existe uma funcdo diferenciavel positiva € : M — R, com as sequintes propriedades:

1. Para quaisquer p # q em M, as bolas normais abertas B*(p,e(p)) e B+(q,e(q)) sdo

disjuntas;

2. A reuniao V.(M) = U B*(p,e(p)) é um aberto de R**™;

peM
3. A aplicagio 7 : V.(M) — M, definida por 7(q) = p se ¢ € BX(p,e(p)), é diferenci-
dvel;
4. Para todo q € V.(M), w(q) € o unico ponto de M situado a distancia minima de q

(ou seja, se p € M ep #7(q) entdo ||g —7(q)| < |lg—pll).

Definicao 3.2.3 (Vizinhanca tubular e aplicagao projegao). Chamaremos a reuniao V. (M)
e a aplicagao 7 : V.(M) — M, respectivamente, de vizinhanga tubular de M e projegao
de V.(M) em M.

Os préximos resultados foram baseados na Secao 3.2 de [17].
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Lema 3.2.2. Seja M uma variedade diferencidvel. Temos que M e sua vizinhanca tubular

V.(M) possuem o mesmo tipo de homotopia.

Demonstragao. Vamos mostrar que a proje¢ao de V.(M) em M, 7 : V.(M) — M é uma
equivaléncia homotopica, isto é, possui uma inversa homotopica. Ora, consideremos a
aplicagao inclusdo i : M — V.(M). Observe que, moi = I, identidade de M. Agora,

seja a aplicacao
H:Ve(M) x [0,1] — V(M)

definida como H(p,t) = (1 — t)p + tw(p). Note que H estd bem definida, pois sejam
q € BX(p,e(p)) e t € [0,1]. Temos que

|H(q, ) —p| = (1 =t)g+trx(q)—p| =|(1—t)g+tp—p|
= [[(1=t)g— A —=)p| =1 —t)(q—p)ll
= [1—t[llg—pl < llg —pll <ep),

ou seja, H(q,t) € B (p,e(p)) C V.(M), o que faz com que H(V.(M) x [0,1]) C Vo(M).
Segue que H(p,0) = p = Iy.(p), identidade de V.(M) e H(p,1) = w(p) = i o w(p), ou seja,

H ¢ uma homotopia entre i o 7 e Iy, (ar), concluindo, assim, o que queriamos mostrar. [J

Lema 3.2.3 ([17], Teorema 2(*), Secao 3.2, pp. 62-64). Se F,G : U — N sao aplicagies
homotdopicas, onde U C R™ € um aberto e N uma variedade diferencidvel, entao F* e G*

sao algebricamente homotdpicas.

Demonstracdo. Como F e G sdo aplicagdes homotopicas, existe uma aplicagao diferenciavel
H:U xR — N tal que H(z,0) = G(z) e H(x,1) = F(z). Tomemos, inicialmente, para

cada t € R, a aplicagdo inclusao
w: U —UxR
r — (z,1).
Agora, note que w € QF(U x R) pode ser escrita de maneira tnica como w = dt A o + f3,

onde a = Y aydry é uma (k — 1)-forma em U x R e =3 bydr; uma k-forma em U x R,
T J

pois w =Y crdxp = > ¢y, dxy, A -~ Ndxg,, com x,41 = t. Definamos entao
L 1<hi <<l <n+1

a aplicagdo K : QF(U x R) — QF1(U) onde Kw € Q¥ 1(U) ¢ definida como

(Ke)a) = | Ll t)dt = Y (f 1 . 1)t ) dar. (3.2.1)

1

Vamos mostrar que

Kdw + dKw = ijw — ijw.
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Ora, temos que
dw=d(dt Na+ ) =d(dt Na)+dB =d(dt) Na—dt Nda+ df = df — dt A da,

pois d(dt) = 0. Como
L 8&]

doz:ZdaI/\dm:Z(Zax dx )/\dx[+2dt/\dx1
I

1 i=1

e
obs
B = Z Z Ade+Z—thde7
J
entao
" dby dar
dw = > | —day /\da:J+Z—dt/\de—dt/\Z Z Adz;
J \j=1 Ox; xl
= dth Z D1 ey~ 5 2% g 1 iy Z ab"dxj Aday.
ot T ox;
Logo,

Kdw(z) = /01( L t)dwy — Z;MI

(x,t)dx; A d:r;) dt

1 97Ti
1 8&]
= > (/ (x,t) dt) dey—> ( (x,t)dt) dr; Ndxr. (3.2.2)
7 77 \Jo ox;

Ademais, pela Equacao (3.2.1), tem-se que

1
dw(x) = d (Z (/ a(x,t) dt) dx;) Zd (/ ar(z,t) dt) Adxp
7 O I
"9 fy ag(x,t)dt 1 dar(z,t)
= 2 dx; | Ndxp = /7dt dx; A\ dz(3.2.3
zl: (; ox; . e ; 0 ox; . & )
A quarta igualdade vale pois, dado zg = (21, ...,2s0) € U fixo, temos que
8]01 a[([L'(), t)dt o hm fol (Z](Z'Lo, Ce 7xi,0 + STiy ... ,.Z'mo, t)dt — fol (Z](.Z'L(), e ,$n707t)dt
0x; 550 s
. 1 <a1(x1,o, e T+ STy T, t) — ap(X1 0, .., Tno,s t)) gt
s—0.Jo S

1 day(xg,t)
/O ot

Somando as Equacoes (3.2.2) e (3.2.3), segue que

Kdw(z) + dKw(z) = (/01 %?(x,t)dt) dry = (bs(z,1) — by(x,0))dz,,

J J
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pelo Teorema Fundamental do Célculo.

Observe que o pullback da aplicagao inclusdo i; é dado por

fwr) = (dtAda+iB)(@) = (d(iit) At + itB)(x) = (d(to i) Adta +itf)(x)
= (d(1) Nija+B)(z) = (0 Ao +418)(z) = 118(x)
= b)), (i1)n(2), (1) (2))d(ir) s = 3 by, 1)da. (3.2.4)

A argumentacdo para as igualdades da Equacio 3.2.4 pode ser vista no APENDICE

De maneira andloga, temos que

igw(z) = ZJ: by(x,1)dx,. (3.2.5)

Realizando (3.2.4) — (3.2.5), tem-se que

hw(z) — ijw(z) =Y (bs(z,1) — by(z,0))dz,.

Entao,
Kdw + dKw = i1w — ijw. (3.2.6)

Agora, definamos a aplicagao linear D : Q*(N) — Q*1(U) como D = K o H*. Portanto,
para w € QF(N), pela Equacdo (3.2.6),

D(dw) + d(Dw) = K(H'dw)+ d(KH'w) =K(dH'w) + d(KH'w) = i](H'w) —i5(H w)
= (Hoi)'w+ (Hoip)'w=Fw—Gw.

]

Demonstragao da Proposi¢io 3.2.3. Considere U = V.(M) uma vizinhanga tubular de M,
m:U — M a projegdo de U em M e i : M — U a aplicagdo inclusdo. Além disso,
tome H : U x R — N a homotopia entre F' e G. Afirmamos que H : U x R — N,
definida como H(z,t) = H(n(x),t) é uma homotopia entre as aplicagdes F',G : U — N,
definidadas respectivamente por F' = For e G = Gon. Com efeito, H(z,0) = H(n(z),0) =
G(n(z)) = G(z) e H(z,1) = H(n(x),1) = F(n(x)) = F(z). Pelo Lema 3.2.3, F ¢ G sio

algebricamente homotdpicas, isto é, existe uma aplicacio D : QF(N) — Q¥ 1(U) tal que
Ddw+dDw =F w—G w.
Por definicéo,
Fruo—Gw = Foi)w— (Goi)w=1Fw—-i"Guw=i"(Fw-Gw)
= *(Ddw + dDw) = (i*D)dw + i*dDw = (i*D)dw + d(i*D)w
— Ddw + dDuw,
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onde D = i*D : QF(N) — Q¥1(M) é a homotopia algébrica entre F'* e G*.
U]

Coroléario 3.2.1 (Corolario da Proposi¢ao 3.2.2). Se F': M — N possui uma homotopia

mversa, entao
" Hip(N) — Hin(M)

€ um isomorfismo.

Demonstracdo. Seja G : N — M a homotopia inversa de F. Entao
GoF~IyeFoGn~Iy.

Pela Proposicao 3.2.3,

FroG'=(GoF) =Uy) = Ty ) € G'oF*"=(FoG) =(nN)"= T (-
Portanto, H%,(M) e HEL(N) sdo isomorfos. O

Agora, seguem aplicagoes do Corolario 3.2.1.

Exemplo 3.2.1 ([26], pp. 297 - 298). Sejam S™ a esfera de dimensdaon > 1, i: S" —
R — {0} a inclusdo de S™ em R — {0} e r : R® — {0} — S™ a aplicacio definida
como r(z) = o Como (roi)(z) =r(z) = ] = & pois |z|| = 1, para todo z € S™,
entdo r o i = Ign é a aplicagao identidade de S™. Logo, r oi ~ Ign. Agora, vamos mostrar

que i o1 ~ Ignt1_gy. Com efeito, seja a aplicagio
{0}

H: R —{0} xR — R™™ — {0}
(z,1) — (1 —t)2x+t2||xu.
x
Observe que H (R —{0} xR) c R*" —{0}, pois H(z,t) = 0 se, e somente se, (1—1)% = 0
e HtTQH = 0, o que é equivalente a dizer que t = 1 e t = 0, uma contradi¢ao. Além disso,

H(z,0) =x e H(zx,1) = el

Este Exemplo mostra que podemos escolher ou S™ ou R"** — {0} para calcular os

grupos de cohomologia de de Rham de ambas as variedades. O

Definigao 3.2.4 (Variedade contratil). Quando uma variedade M possuir o mesmo tipo

de homotopia de um ponto, dizemos que M é contrdtil.

Exemplo 3.2.2 (Espaco euclidiano, [26], Exemplo 27.6, p. 298). O espago euclidiano R™ é
contratil. Ora, seja p € R™. Consideremos a inclusao i : {p} — R" e a aplicacdo constante

r: R* — {p}. Note que, r oi = I, isto é, a identidade de {p}, pois r(i(p)) = r(p) = p.
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Vamos mostrar que ¢ o r ~ Ign, aplicagdo identidade de R™. Com efeito, tomemos a
aplicacdo H : R" x R — R" definida como

H(g,t) = (1 — t)Ign(q) + ti(r(q)) = (1 — t)q + tp.

H é uma homotopia de i o r para Ign, pois H(q,0) = q e H(q,1) = p. Logo, R" e {p}

possuem o mesmo tipo de homotopia. Sendo assim,

R, se k=0,

H(];R(Rn) - {O se k>0

pois {p} tem dimensao nula.

Com argumento analogo, podemos concluir que, se M é uma variedade contratil,

entao

R, se k=0,
H5R<M) :{

0, se k>0,

O Exemplo 3.2.2 demonstra o Lema de Poincaré.

Teorema 3.2.1 (Lema de Poincaré). Sejam M uma variedade diferencidvel contratil e w
uma k-forma diferencial fechada em M, para k inteiro maior ou igual a 1. Entdo, w é

exata, isto €, existe uma (k — 1)-forma diferencial « em M tal que dov = w.

3.2.3 Retrato por deformagao

Uma ultima maneira de obter uma invariancia entre duas variedades é deformando
de maneira diferencidavel uma delas para obter a outra. Na verdade, esta maneira é um

exemplo particular de invariancia homotoépica, o que sera demonstrada mais a seguir.

No que se segue, sejam M uma variedade diferenciavel e S uma subvariedade de
M (veja Definicao C.4.1).

Definigao 3.2.5 (Retragdao). Uma aplicagao r: M — S tal que
r(s)=s, Vs€ S

é dita uma retragdo de M para S. Quando existe tal retracdo de M para S, dizemos que

S é uma retragcio de M.

Definicao 3.2.6 (Retrato por deformagao). Seja uma aplicacao diferenciavel H : M X

R — M tal que, para todo p € M, valem as seguintes propriedades:

1. H(p,0) = p;
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2. existe uma retragao r : M — S tal que H(p, 1) = r(p);

3. H(s,t)=s, VseSeteR.

Chamamos H de retrato por deformaciao de M para S. Se tal aplicagdo H existe, dizemos

que S é um retrato por deformagao de M.

Proposicao 3.2.6. Se S é um retrato por deformacao de M, entdo S e M possuem o

mesmo tipo de homotopia.

Demonstracdo. Sejam r : M — S a retracdo de M para S ei: S — M a aplicacio
inclusdo de S em M. Note que r oi = Ig, onde Ig é a aplicacdo identidade de S.
Resta mostrar que i or ~ Iy, no qual Iy, é a aplicacao identidade de M. Com efeito,
existe uma aplicagao diferencidvel H : M x R — M tal que H(z,0) = z = Iy (z) e

H(z,1) =r(z) =ior(z). Portanto, S e M possuem o mesmo tipo de homotopia. O

Sendo assim, S e M possuem os mesmos grupos de cohomologia de de Rham. O

Exemplo 3.2.2 é um exemplo de retrato por deformacao.

3.3 APLICACOES DA INVARIANCIA PARA O CALCULO DE GRUPOS DE COHO-
MOLOGIA DE DE RHAM

O objetivo desta Segao é apresentar exemplos de grupos de cohomologia de de Rham
de algumas variedades, utilizando de ferramentas, como a invariancia entre variedades por

exemplo, para facilitar as operagoes.

3.3.1 Sequéncia de Mayer-Vietoris na cohomologia de de Rham

Uma outra ferramenta essencial para teoria da cohomologia é a sequéncia de
Mayer-Vietoris.

Seja M uma variedade diferencidvel, com cobertura aberta {U,V}, eiy : U — M
ety : V. — M as inclusdes de U e V, respectivamente, em M. Temos que o pullback de
iy

ir QR (M) — QF(U)
¢ a restrigdo de uma k-forma definida em M em U, isto é, if;w = w|y. O mesmo ocorre

para ij,. Ademais, sejam jy : UNV — U e jy : UNV — V as inclusdes de UNV em U

e V, respectivamente. Analogo ao que foi afirmado anteriormente, segue que jjw = w|uny
(§] ]‘*/w = w|Uﬁv.
Neste sentido, consideremos os seguintes homomorfismos:
i QM M) — QFU) @ QR (V)

w — (i[w, ipw) = (w|r,w|v)
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i QU QH(V) — QNUNV)
(w,w) — JvW — jpw = Bluav — wluav-
Proposicao 3.3.1 ([26], Proposigao 26.2, pp. 289-290). A sequéncia
0 — QFM) -5 QMU) 8 QF (V) -5 QHUNV) — 0

é exata, para cada inteiro k > 0.

Pelo Teorema 2.4.3, a sequéncia 0 —s QF(M) — QF(U) @ QF(V) -1 QF(U N

V) — 0 induz a sequéncia exata longa

i* j* A i*
s Hijp(M) = HJR(U) © Hijp(V) == Hip(UNV) = Hgh'(M)

— HYPNU) @ HYPH (V) — -+, (3.3.1)

onde
i*[w] = [iw] = ([w]v], [w]v]) (3.32)
7 ([w], [@]) = [i(w, )] = [@luav — wloav]. (3.3.3)

O homomorfismo A, dito o homomorfismo de conexdo, é obtido de uma maneira mais
complexa. Dado [w"] € HE,(U NV), como j é sobrejetor, existe (n,7) € QF(U) & QF(V)
tal que j(n,7) = w”. Como j(dn,dr) = dj(n,7) = dw” = 0, pois " € Z¥U NV),
segue-se que existe w’ € QM) tal que iw’ = (dn,dr) € Q1(U) @ QF1(V). Temos que
W' € ZH(M). Ora, i(dw') = diw' = d(dn,dr) = 0. Como i é injetivo, dw’ = 0. Definamos
entdo Alw”] = [W].

Além disso, dizemos que a sequéncia (3.3.1) é a sequéncia de Mayer-Vietoris em
cohomologia de de Rham da cobertura {U,V'} de M.

3.3.2 Exemplos de cohomologia de de Rham

A seguir serdo apresentados uma série de exemplos nos quais, com o auxilio de
ferramentas introduzidas anteriormente, serdo feitos os calculos dos grupos de cohomologia

de de Rham de variedades conhecidas.
Proposicao 3.3.2. Seja
00— Ag 25 A B 4,255 4, —0

uma sequéncia exata de espagos vetoriais de dimensdes finitas. Entdo

> (=1)*dim Ay, = 0.

k=0
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Demonstracdo. Pelo Teorema do Nicleo-Imagem, temos que
dim A; = dim kerd;, + dim Im dj,

para cada 0 < k < m. Logo,

m

> (—1)Fdim A, =

k=0

(=1)*dim kerd; + >_(—1)*dim Im d,
0 k=0

NE

>~
Il

—ker m—1
o diehor de (=1)*dim kerdy + > (—1)"dim ker dy+1
k=0

NE

b
i
o

_l’_

—~

—1)"dim Im d,,

— dim kerdy + > (—1)"dim kerd,
k=1

+3 (=1)*'dim kerdy, + (—1)"dim Im d,,
k=1
= dim kerdy + (—1)"dim Im d,,, =0+ 0 = 0.
0J

Exemplo 3.3.1 (Cohomologia de de Rham de S*, [26], Secio 26.2). Primeiramente, como
St é conexa, pela Proposicao 3.1.1, H°(S') = R. Além disso, sendo S uma superficie
de dimensdo 1, temos que H*(S') = 0, para todo k > 2. A dificuldade fica em calcular
H'(SY). Para isso, utilizaremos Mayer-Vietoris. Uma cobertura para S' é a uniao de dois

arcos abertos que se intersectam como na Figura 5. Note que U NV = AU B, ou seja,

Figura 5 — Cobertura para o circulo unitario

u

B
\

Fonte: Elaboradadada pelo autor (2025).

a unido de dois arcos abertos em S'. Com isso, temos que a sequéncia de cohomologia

determinada por
0 — QF(SY) -5 QMUY @ Q5 (V) - QFUN V) — 0
é a sequéncia

i s d* i
coo— Hyp(S") = Hjp(U) ® Hjp(V) == Hjp(A) ® Hip(B) — HiE'(S") —
— HYPHU) @ HYPH (V) — - (3.3.4)
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Podemos identificar qualquer arco aberto em S' como um intervalo aberto em R
por meio de um difeomorfismo. Nesse caso, os grupos de cohomologia de arcos abertos em

S1 sdo isomorfos aos grupos de cohomologia de R. Logo,

X ) R& R, se k=0,
HdR(U)EBHdR(V) =
0,sek>1
e
R®R, se k=0,

HgR(U N V) = H(I;R(A) D HgR(B) =
0, se k> 1,

Nesse caso, a sequéncia exata
0 — Hipp(S") " Hip(U) & Hifp(V) 2= Hip(A) & Hip(B) 5 Hip(S") -
— Hyp(U) ® Hyp(V)
pode ser reduzida a sequéncia exata
0—>R-5SROR SRR DS HLL(SY) — 0.
Pela Proposicao 3.3.2, tem-se que
—dim R +dim (R ® R) — dim (R @ R) + dim H},(S") = 0.
e, entao,
dim Hjp(S') =dim R = 1.
Dai, concluimos que

R, se k =0,1,
0, se k > 2.

HfR(Sl) =

O

Observacgao 3.3.1. Pelo Corolario 3.2.1 e pelo Exemplo 3.2.1, temos que os grupos de

cohomologia do plano perfurado sdo dados por

R, se k =0,1,
0, se k> 2.

Hap(R* —{0}) =

Exemplo 3.3.2 (Cohomologia de um cilindro). Os grupos de cohomologia do cilindro

S1 x R sdo os mesmos que os grupos do circulo S*. Para concluir isto, vamos mostrar



49

que S' x R possui 0o mesmo tipo de homotopia de S'. Ora, consideremos a aplicacio

diferencidvel
f: S'xR — St
(p,t)  +——p.

Basta mostrar que f é uma equivaléncia homotdépica. Tomemos a aplicagio i : St —
St x R, definida como i(p) = (p,0). Note que, (f oi)(p) = f(i(p)) = f(p,0) = p, ou seja,
foié a aplicagdo identidade de S'. Ademais, (io f)(p,t) = i(f(p,t)) = i(p) = (p,0).

Definamos a seguinte aplicacao:

H: (S'xR)xR — S'xR
(pt,s) = (L=5)(p,t) + s(p,0).

Observe que

H(p,t,0) = (p, 1)

H(p,t,1) = (p,0).

Concluimos, entdo, que a aplicacdo i o f é homotépica a aplicacao identidade de S x R.

Portanto,

R, se k=0,1,
0, se k > 2.

Hip(S' x R) =

O

Exemplo 3.3.3 (Cohomologia do plano perfurado em dois pontos, [15], Exemplo 4, pp.
30-31). Sejam p,q € R? distintos e R? — {p, q}. Segue que

R, se k =0,
Hip(R* —{p,q}) ={ROR, se k =1,
0, se k > 2.

O célculo de H3,(R? — {p, q}) segue direto da Proposigao 3.1.1, pois R? — {p, ¢} é conexa.
Além disso, sendo R? — {p, ¢} bidimensional, temos que H*(R?* — {p, ¢}) = 0, para todo
k > 2. Resta encontrar H},(R?* — {p, q}) e H3z(R* — {p, ¢}). Podemos supor, sem perda
de generalidade, que p = (—1,0) e ¢ = (1,0). Uma cobertura aberta para R? — {p, ¢} é
dada pelos abertos U = {(z,y) € M; = < 1/2} e V = {(z,y) € M; z > —1/2}, o que
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Figura 6 — Plano perfurado em dois pontos

(1.0

q=(1,0

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

pode ser visto na Figura 6. Os abertos U e V sao difeomorfos a R? — {0}, ou seja, os

grupos de cohomologia sao isomorfos e, portanto,

R, se k =0,1,
0, se k> 2.

HgR(U)a HtliCR(V) =

Ademais, como U NV = {(z,y) € M; —1/2 <z < 1/2} é contratil, segue que

R, se k=0,
0, se k> 1.

A sequéncia de Mayer-Vietoris,

* i da*
c s HE(R? — {p,q}) S HE(U) @ HY, (V) 25 HE,(UNV) -5 HEYR? — {p,q})
5 HFWU) @ HEH(V) — -

associada a decomposicao R? — {p,q} = U UV pode ser identificada pela sequéncia exata

0 —>R-SROR -SR-S HLR2 - {p,¢}) -5 RER — 0 —>
— Hip(R® = {p,q}) — 0.

Olhando para o trecho 0 — H35(R? — {p,q}) — 0, sendo a sequéncia exata, temos que
HZ,(R?* — {p,q}) = 0. Agora, tomemos o trecho

ReR R LS HL(R2-{p,q}) 5> R&R — 0.

Temos que a aplicacao j*([w], [@]) = [j(w,@)] = [@|lunv — wlunv] pode ser identificada

pela aplicacao j*(x,y) = x — y, a qual ndo é identicamente nula, ou seja, concluimos que
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é sobrejetiva pelo Teorema do Ntcleo-Imagem. Note que kerd* = Im j* = R, isto é, d*
¢ identicamente nulo. Logo, keri* = Im d* = 0, o que nos faz concluir que * ¢é injetiva.
Ademais, i* é sobrejetiva, pois Im i* é igual ao nicleo da aplicacao R @ R — 0, isto é,
R @ R. Sendo assim, i* : Hjp(R* — {p,q}) — R @& R é um isomorfismo. O

A seguir, calcularemos a cohomologia de uma esfera n-dimensional S™, para n > 2

inteiro. Para isso, é necesséario definir conceitos e enunciar alguns resultados importantes.

Defini¢cao 3.3.1 (Caminhos livremente homotépicos). Sejam X um subconjunto de
R™ e 49,71 : [a,b] C R — X caminhos fechados, ndo necessariamente com pontos de
extremos fixos, isto é, yo(a) = v1(a) e 70(b) = 71(b). Se existe uma aplicagao diferencidvel
H :[a,b] x R — X tal que H(a,t) = H(b,t) , H(s,0) = vo(s) e H(s,1) = 71(s), dizemos
que Yo e 1 sao livremente homotopicos. Além disso, a aplicacao H é dita uma homotopia

livre entre v € ;.

Por conveniéncia, escrevamos vy ~ 7, quando os caminhos vy e v, forem livremente

homotépicos. E facil mostrar que a relacdo ~ é de equivaléncia.

Definicao 3.3.2 (Conjunto simplesmente conexo). Seja subconjunto é X C R" conexo por
caminhos. Quando qualquer caminho fechado 7 : [a,b] — X é livremente homot6picos a

um caminho constante, X é dito simplesmente conexo.

Como ja visto, uma variedade arbitraria pode ser mergulhada em um espaco

euclidiano, ou seja, podemos enunciar a proposicao a seguir.

Proposicao 3.3.3. Sejam M e N wvariedades diferencidveis mergulhadas em R™ e R™,
respectivamente, com o mesmo tipo de homotopia. Se M é simplesmente conezxa, entao N

€ simplesmente coneza.

Demonstracio. Como M e N possuem o mesmo tipo de homotopia, existe uma equivaléncia
homotépica F': M — N. Suponhamos que M é simplesmente conexa. Afirmamos que
N é simplesmente conexa. Com efeito, sendo F uma aplicacio diferencidvel, F' induz
a conexidade por caminhos de M para N. Resta mostrar, entdo, que todo caminho
fechado em N é livremente homotépico a um caminho constante. Sejam 7 : [a,b] — N
um caminho fechado em N e G : N — M a homotopia inversa de F. Temos que
Go~:la,b) — M é um caminho fechado em M. Como M é simplesmente conexa, G o~y

é livremente homotopica a p € M. Com isso, segue que
F(p)~FoGoy~Iyoy=7r,

ou seja, v é livremente homotépica a F(p). Portanto, N é simplesmente conexa. O]
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Lema 3.3.1 ([17], Teorema 6, Se¢ao 1.3). Sejam U um aberto de R™, w uma 1-forma

diferencial em U e ~y,n : [a,b] — U caminhos fechados livremente homotdpicos. Entao,

Jyw=J,w.

Lema 3.3.2 ([17], Teorema 4, Se¢ao 1.2). Seja U um aberto de R. Entio w € QY (U) é

exata se, e somente se, f,yw = 0 para todo caminho fechado contido em U.

Proposicao 3.3.4. Sejam um aberto U C R", simplesmente conexo, e w uma 1-forma

fechada em U. Entdo, w é exata.

Demonstracio. Como U é simplesmente conexo, todo caminho fechado em U é livremente
homotépico a um caminho constante. Seja 7 : [a,b] — U um caminho fechado em U, o
qual é livremente homotodpico a um caminho constante igual a p € U, denotado por {p}.
Pelo Lema 3.3.1,

/w:/ w=20.
y {r}

Logo, pelo Lema 3.3.2, w é exata.

O

Proposicao 3.3.5. Seja M uma variedade diferencidvel simplesmente conexa. Entdo,
Hle(M) =0.

Demonstracdo. Seja V' O M uma vizinhanga tubular no espaco euclidiano no qual M
estd mergulhada. Pelo Lema 3.2.2, a projecao 7 : V.(M) — M é uma equivaléncia
homotépica, ou seja, V.(M) e M possuem o mesmo tipo de homotopia. Nesse caso,
como M é simplesmente conexa, pela Proposi¢ao 3.3.3, V.(M) é simplesmente conexa.
Seja w uma 1-forma diferencial fechada em M, o pullback 7*w € QY (V.(M)) é fechada,
pois d(m*w) = 7*(dw) = 0. Sendo V.(M) aberto, pela Proposi¢ao 3.2.5, 7*w é exata
pela Proposigao 3.3.4. Entdo, existe uma fungao diferencidvel f : V.(M) — R tal que
df = 7*w. Como 7|M = I, isto é, aplicacao identidade de M, temos que w = (Ip)*w =
(r|M)*w = d(f|M). Concluimos que w é exata. Portanto, Z'(M) = B(M), ou seja,
Hln(M) =0.

A igualdade (7| M)*w = d(f|M) vale pois, se p e M e v € T,M C T,V, temos que

([ M) w(p)(v) = w(rM(p))(dx[M),(v)) = wx(p))(dry(v)) = m*w(p)(v) = df (p)(v)
= d(f|M)(p)(v).
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Exemplo 3.3.4 (Cohomologia da esfera n-dimensional S™, [15], Exemplo 6, p. 32). Vamos
mostrar que os grupos de cohomologia de S™ sdo
5 s om R, se k=0ouk =n,

Higp(S™) = .

0, caso contrario .

O caso em que n = 1 ja foi calculado no Exemplo 3.3.1. Agora, temos o interesse em
calcular os grupos de cohomologia de esferas de dimensoes maiores ou iguais a 2. A esfera
n-dimensional S™ é uma superficie simplesmente conexa mergulhada em R"™ (conferir

Exemplo 8, Capitulo 1 de [17]), ou seja, pela Proposigao 3.3.5,
H(S™) = 0. (3.3.5)

Para k > n, é claro que H%,(S™) = 0. Além disso, como S™ é conexa, pela Proposicio
3.1.1, HJ,(S™) = R. Resta calcular os grupos de cohomologia nos casos em que 0 < k < n.
Para isso, utilizaremos Mayer-Vietoris. Consideremos a cobertura aberta {U,V'} de S™,
onde U =85"—{N} eV =8"—{S},onde N =(0,...,0,1) e S =(0,...,0,1). Temos
que a projecio estereografica (confira o Exemplo C.1.3 da Secio 1 do APENDICE C)
nos dé um difeomorfismo entre U (respectivamente V') e o espago euclidiano R", ou seja,

HY.(U) e H%. (V) sao isomorfos aos grupos de cohomologia de R™. Pelo Exemplo 3.2.2,

L . R, se k=0,
HdR(U)v HdR(V) = (3.3.6)
0, se k> 0.
Consideremos, entao, a sequéncia de Mayer-Vietoris
o Hip(S") " Hi(U) @ Hip(V) = Hip(UN V) =5 Hip'(S") =
— Hg'(U) @ Hgg' (V) — -+

associada a decomposicao {U,V'}. Por (3.3.6), para qualquer inteiro & > 1, temos a

sequéncia exata curta
0— H'(UNV) — H*S™) — 0,

ou seja, Hix' (U NV) é isomorfo ao grupo H%5,(S™). Note que, U NV = S™ — {N, S}, ou
seja, U NV é difeomorfo a R™ — {0}, o qual possui o mesmo tipo de homotopia da esfera
S"=1 pelo Exemplo 3.2.1. Logo, H5,(S™) é isomorfo a H*~1(S"!) para todo inteiro k > 1
en > 1. Dal,

Hyp(S") = Hip ' (S"71) =+ = Hap(S") =R

Hin(S") = Hi (57) =+ = Hip(5" ) =0,

pela Equagao (3.3.5), poisn —k+ 1> 1. O
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Observagao 3.3.2. Como no Exemplo 3.3.1, os grupos de cohomologia do espaco euclidiano

perfurado sao

L i R, se k=0 ou k =n,
Hap(R™™ —{0}) =
0, caso contrario .

Exemplo 3.3.5 (Grupos de cohomologia do toro, [26], Se¢ao 28.1). Considere o toro
bidimensional denotado por 1. Afirmamos que
R, se k=0ou k =2,
HY(T) ={R@OR, se k=1,
0, caso contrario .
Ora, como T possui dimensdo 2, H,(T) = 0, para todo k > 2. Ademais, sendo T' uma

superficie conexa, pela Proposicio 3.1.1, HJ5(T) = R. Resta calcular entdo H},(T) e

H2,(T). Tomemos uma cobertura aberta {U,V} de T como na Figura 7.

Figura 7 — Decomposigao {U,V'} do toro bidimensional.

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Seja a sequéncia de Mayer-Vietoris

o HE(T) S B (U) @ HEQ(V) 25 HE(U N V) 25 HES(T) 223
s HEVU) @ HEEA(V) — -+

associada a decomposi¢ao {U, V'}. Consideremos uma parte da sequéncia anterior como a

seguir:

H(U) & Hp(V) -5 HY(U N V) %5 Hi(T) 55 Hip(U) & Hip(V) 2
— Hjp(UNV). (3.3.7)

Recapitulando, pelas Equagoes (3.3.2) e (3.3.3), temos que

iplw] = (wlo], wiv]) e ji(lw], [©0]) = [©loav = wlvav].



95

Os conjuntos U e V sdo difeomorfos ao cilindro e U NV possui duas componentes
conexas, as quais denotaremos por A e B, difeomorfas ao cilindro. Pelo Exemplo 3.3.2; os
grupos de cohomologia sio HY,(U) & H5(V) =R®Re H},(UNV) = HE(A® B) =
HY.(A)® HE(B) = R®R, para k = 0,1 e nulos caso contrdrio. Sendo assim, a sequéncia

(3.3.7) pode ser representada por
o da* i* -
R? 2 ROR % Hi(T) 5 RBR 25 R R. (3.3.8)
Nesse caso, as aplicagoes j; e j; podem ser escritas como

jg(aa b) = (ba b) - (CL, a) e j;(w?w) = (waw) - (waw)'

Observe que [W|yny — w|uny] foi escrito como (b, b) — (a,a) e (W,w) — (w,w). Isso

ocorre, pois, como comentado anteriormente, U NV = A ® B.

Note que kerj; = {(a,b) € R? (b,b) — (a,a) = 0} = {(a,a); a € R}, ou
seja, dim kerj; = 1. Raciocinio analogo pode ser feito para jj. Pela exatiddao da
sequéncia (3.3.8), dim Im ] = dim ker 57 = 1. Ademais, pelo Teorema do Nucleo-Imagem,
dim keri} = dim Im d} = dim R? — dim kerd} = 2 — dim Im j;. Novamente, pelo

Teorema do Nucleo-Imagem, dim Im j; =2 — 1 = 1. Entao,
dim kerij =2—-1=1.
Logo,
dim Hjp(T) = dim kers} +dim Im #§ =1+ 1 =2

e, portanto, Hjp(T) = R® R.

Agora, tomemos a sequéncia exata
Hin(U) ® Hip(V) 25 Hig(UNV) 5 Hip(T) =% Hip(U) © Hip(V),
a qual pode ser representada por
RGR 5 ROR -2 H2,(T) 2 0.
Pela exatidao da sequéncia
dim kerd; = dim Im j; = 1.

Pelo comentéario feito na Observacao 2.4.2, dj é sobrejetiva. Com isso, pelo Teorema do

Ntcleo-Imagem e pela sobrejetividade de dj, segue que
dim H3,(T) =dim Im df =dim R* —1=2—-1=1,

ou seja, H3(T) =R. O
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A seguir temos o interesse em calcular os grupos de cohomologia de variedades de
género g maior que 1, as quais denotaremos por 3,4, mais especificamente, o toro de género

g > 1.

Lema 3.3.3. A funcdo ¢ : Hjn(S') — R, definida como

ool = [ v

é um isomorfismo.

Demonstragdo. Como visto no Exemplo 3.3.1, H!;(S') = R. Pelo Teorema do Nicleo-
Imagem, uma transformacao linear entre espacos vetoriais unidimensional ou é um iso-
morfismo ou é identicamente nula. Afirmamos que ¢ estd bem definida. De fato, sejam
w,w € ZY(S") tais que [w] = [w]. Entdo, w = w + df, onde f : ST — R ¢ uma O-forma

diferencial. Temos que

Llw:41w+df:[91w+/:gldf:[91w,

pois [¢1 df = 0 (conferir em [19], Segao 7.8, Corolario do Teorema 16, p. 383).
Além disso, temos que ¢ é ndo-nula. Ora, seja v = i*1 a 1-forma, onde 7 : S* — R?
é inclusdo de S' em R? e 7 ¢ a 1-forma em R? dada por

T = —x9dr1 + T1dx>.

Como

dv — d(j*T) Proposig‘é:O D.5.1(3) ]*(

= ]*(le'l A d.CUQ),

dr)

entao pelo Teorema de Stokes,

/ v= [ jr :/ dr = 2/ dry A dis (3.3.9)
St St B B

onde B é a bola em R? cujo bordo é S'. Confira o Exemplo 15, p. 330, de [19], sobre a

forma dxq A dxs. Além disso, novamente em [19], confira na Se¢do 7.6, pp. 357-358, que
/ dy A das = vol B, (3.3.10)
B

isto é, o volume do conjunto B (sobre isto, confira em [19], p. 287). Portanto, como
vol B > 0, pelas Equagoes (3.3.9) e (3.3.10), temos que [q v > 0, o que demonstra que ¢

é nao-nula.

Sendo assim, ¢ é um isomorfismo. OJ
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Proposigao 3.3.6 ([26], Lema 28.3, Se¢ao 28.3). Sejam M uma superficie reqular bidi-
mensional compacta sem bordo, p € M ei:C — M — {p} a inclusio de um “pequeno
circulo” ao redor de p em M — {p}. Entdo, a aplicagio i* : Hjp(M — {p}) — Hjp(C),

induzida por i, € nula.

Observacao 3.3.3. Antes de demonstrar a Proposi¢cdo anterior, vamos mostrar que é
possivel tomar um conjunto difeomorfo a um “pequeno circulo” ao redor de p. Com efeito,
seja {(Ua, fo)} uma estrutura diferencidvel de M. Existe a qualquer tal que p € U,, ou
seja, fo(p) € Vo = fo(U,). Como V,, é um aberto de R?, existe € > 0 tal que f.(p) €
B(fa(p),e) C V,,. Note que, em particular, d(B(fa(p),/2) C B(fa(p),c/2) C B(fa(p),e).
Como f, : Uy, — fuo(U,) é um difeomorfismo, temos que f;'(d(B(fa(p),c/2)) =
O(f5 1 (B(fa(p),/2))) é difeomorfo a O(B(fa(p),£/2).

Figura 8 — Disco delimitado por C.

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Demonstragao da Proposi¢io 3.5.6. Pela Observagio 3.3.3, podemos concluir que H,(C') =
HJ}p(S"). Lembrando que pelo Exemplo 3.3.1, Hi,(S') = R. Seja [w] € Hjp(M — {p}),
onde w é uma 1-forma fechada em M — {p}. Note que C' é a fronteira da superficie M — D,

onde D é o aberto em M delimitado por C. Entao, pelo Teorema de Stokes, temos que
/i*w: / w = / dw =0,
c d(M—D) M=D

pois w é fechada, ou seja, dw = 0. Pelo Lema 3.3.3, a integracao, restrita as formas fechadas,
¢ um isomorfismo, ou seja, i*w = 0. Sendo i*[w]| = [i*w], concluimos que i*[w] = 0, o que

demonstra o resultado. O

Observagao 3.3.4. Considere a variedade M e um circulo C' como na Proposic¢ao 3.3.6.

Com argumento analogo, este Lema pode ser generalizado da seguinte forma: Sejam M
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uma n-variedade diferencidvel compacta sem bordo, p € M e i: C — M —{p} a inclusdo
de um espago ao redor de p em M — {p}, homotdpico a um “pequeno circulo”. Entéo, a

aplicacdo i* : Hip(M — {p}) — H}(C), induzida por 7, é nula.

Exemplo 3.3.6 (Cohomologia do toro perfurado). Seja p € T' um ponto qualquer do
toro. Vamos calcular os grupos de cohomologia de T'— {p}. Sendo 7" — {p} 2-dimensional,
Hko (T — {p}) =0, para k > 2, Além disso, T — {p} é conexo e , entdo, pela Proposicio
3.1.1, HI5(T — {p}) = R. Resta calcular entido H5,(T — {p}), para k = 1,2. Tomemos a
decomposi¢do T'= DU (T — {p}), onde D é um disco aberto ao redor de p (confira Figura

9) e consideremos a sequéncia de Mayer-Vietores

iE ]'* d* i*
- — Hip(T) =5 Hjjp(D) @ Hig(T — {p}) = Hjp(D — {p}) = Hiz'(T) =
— Hyt (D) & Hyt (T — {p}) — -+ (3.3.11)

associada a decomposigao {D,T — {p}}.

Figura 9 — Decomposigao T'= D U (T — {p}).

Fonte: Elaboradada pelo autor (2025).

Note que DN (T — {p}) = D — {p}. A parte da sequéncia (3.3.11) dada por

J i

HO%(D) & Hop(T — {p}) 2 HY(D — {p}) = Hip(T) = Hip(D) & Hip(T — {p})

L

d* ix Sk
— Hjp(D = {p}) = Hip(T) =2 Hip(D) @ Hip(T — {p}) =2 Hip(D — {p})
pode ser representada por
ROR R O RER D HL(T— (p) R LR -2 g2,(T - {p) 2@.3.12)
Observe que H}5(T) e H3(T) foram calculados no Exemplo 3.3.5 ¢ D — {p} possui
o mesmo tipo de homotopia de S* (argumento anélogo ao feito para o plano perfurado),

ou seja, Hip(D — {p}) = Hir(S') =R e H3z(D — {p}) = H3x(S') = 0. Ademais, D é

contratil, o que é demonstrado de maneira similar ao que foi feito para o espago euclidiano.
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Sendo assim,

k R, se k =0,
Hipr(D) = .
0, caso contrario.

Por construgao, ji(jw], [@]) = [@|vny — w|uav], ou seja, pelo comentario anterior,

w = 0. Sendo assim, jj([w],[@]) = *([@]), na qual i é a aplicacdo inclusdo. Como

R = H},(S") = H},(OD), pela Proposi¢io 3.3.6, j; ¢ nula, ou seja, ker j; = Hjn(T — {p}).
Logo, pela exatidao da sequéncia (3.3.12) e pelo Teorema do Niicleo-Imagem,

dim H (T — {p}) = dim kerj; = dim Im i} = dim R* — dim keri} (3.3.13)

= 2 —dim Im dj. (3.3.14)

Por argumentos similares feitos na Equagao (3.3.13), segue que
dim Im dj = dim R — dim kerdj =1 — dim Im j;. (3.3.15)

Note que j; : R? — R pode ser escrita como ji(u,v) = u—v. Logo, dim Im ji = 1.
Substituindo na Equagao (3.3.15), tem-se que dim Im dfj = 0. Concluimos, pela Equacao
(3.3.13), que Hix(T — {p}) =Ra&R.

Utilizando argumentos analogos aos feitos anteriormente, é possivel concluir que
H3a(T = {p}) = 0.
Portanto,
R, se k =0,
Hjp(T — {p}) = RP®R, se k=1,
0, se k > 2.

O

Exemplo 3.3.7 (Cohomologia do toro perfurado por dois pontos). Considere o toro T
perfurado por dois pontos distintos p,q € T. Considere a corbertura aberta {D, (T —
{p,q})} de T —{p}, onde D é um aberto de T ao redor de ¢ ndo contendo p. Similarmente

ao que foi feito no Exemplo 3.3.6, concluimos que
R, se k=0,
Hin(T —{p.q}) = {R3, se k =1,
0, caso contrario.
Com efeito, tomemos a sequéncia de Mayer-Vietoris
iy Jr dy, g1
+r = Hip(T) —+Hjp(D) © Hip(T — {p}) = Hip(D — {p}) = Hgg'(T) =
— Hgt'(D) @ Hy (T — {p}) — -+
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associada a decomposigao {D,T — {p,q}}. Agora, considere a parte da sequéncia anterior

dada por
j* d* Z‘T
Hgr(D) ® Hop(T —{p,a}) —= Hgp(D — {q}) = Hir(T —{p}) —
;% d*
— Hjp(D) & Hip(T — {p,q}) = Hip(D — {q}) —>
— Hjp(T —{p}) = Hig(D) & Hig(T — {p,q}) = Hip(D — {q})
Pelo Exemplo 3.3.6, por D ser contrétil, por T"— {p,q}, D e D — {q} serem conexos e

por D — {q} possuir o mesmo tipo de homotopia de S*, podemos representar a parte da

sequéncia por
ROR LRI ReR -LHLT - {pq}) 25 R -5 02 H2,(T — {p,q})
250, (3.3.16)
Pela exatidao da sequéncia, H2,(T — {p,q}) = 0. Além disso, pelo Teorema
do Nicleo-Imagem e pela exatiddo da sequéncia, temos que dim H),(T — {p,q}) =
dim Im j7 +dim kerj; = 1 +dim Im ¢ = 1+ 2 — dim keri] = 1 + 2 — dim Im dj =

1+2—1+dim kerdj = 14+2—1+dim Im j} = 2+1 = 3. Portanto, H)(T —{p,q}) = R>.
O

Com o auxilio do Exemplo 3.3.7 calcularemos a seguir os grupos de cohomologia
de uma superficie de género 2, ¥y, em particular, o bitoro. No restante do trabalho, 11

representa a unidao disjunta, apresentada na Seciao 4 do APENDICE B.

Proposigao 3.3.7. Sejam M uma superficie reqular bidimensional compacta e sem bordo
e C, e Cy dois “pequenos circulos” ao redor de p,q € M, respectivamente, em M — {p, q},

tais que C, N Cy = &. Entdo, a aplicagcdo
i Hyp(M —{p,q}) — Hir(Cp) ® Hap(Cy),
induzida pela inclusao i : C, 11 Cy — M — {p, q}, é nula.
Demonstracdo. A aplicacdao induzida
@ Hig(M = {p,q}) — Hip(Cy) ® Hip(Cy),
¢ definida como
w] = (lig,wl, lic,w)),

onde i, e ic, sao as inclusées de C, e C; em M — {p, ¢}, respectivamente. Pela Proposicao

e
3.3.6, i¢, e ig, sao nulas. O
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Observagao 3.3.5. Como comentado na Observacao 3.3.4, podemos estender a Proposigao

3.3.7, para espagos homotopicos aos “pequenos circulos”.

Exemplo 3.3.8 (Cohomologia de ¥3). Vamos provar que a cohomologia de de Rham de
Y9 é dada por

R, se k=0,2,

Hip(3) ={R*, se k=1,
0, caso contrario .
Uma superficie de género 2 pode ser construida anexando uma “al¢a” F' (a qual

possui 0 mesmo tipo de homotopia de um cilindro S; x (0,1)) a um toro 7" perfurado em

dois pontos como na Figura 10. Sobre isso confira [10], Defini¢ao 4.8, p. 69.

Figura 10 — Toro com alga.

Fonte: Elaboradada pelo autor (2025).

Sejam p, g € T pontos distintos e discos abertos B, B,, C, e C,, tais que B, C C, e
B, C Cy, ao redor de p e g, respectivamente, tais que C,NC, = &. Seja U = T — (B,11B,)
e consideremos F anexado a U de tal modo que UNF = (C, — B,) I (C;, — B,). Note

que {U, F'} é uma cobertura aberta de ¥s. Seja a sequéncia de Mayer-Vietoris

ik j* _ _ a*
S H(IicR(E2) — HS:R(U) D H(}icR(F) = HgR(Cp - Bp) D H(}igR(Cq - Bq) —

— HEEN (D) 25 HEEWU) @ HEEW(F) — - (3.3.17)
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associada & decomposigao {U, F'}.
Como ¥, é uma superficie conexa, temos que H)p(32) = R.
Ademais, sendo B, e B, contriteis, U possui o mesmo tipo de homotopia de
T — {p,q}. Entao, como calculado no Exemplo 3.3.7, temos que
R, se k=0,
Hip(U) =< R3, se k=1,

0, caso contrario.
Pelo Exemplo 3.3.2,

R, se k=0,1,
0, se k > 2.

HZICR(F) =

Além disso, de maneira analoga ao feito para R™ — {0}, podemos concluir que

C, — B, e C, — B, possuem o mesmo tipo de homotopia do circulo, ou seja,

k _ X — R, se k=0,1,
HdR(Cp - Bp)a HdR(Oq - Bq) = 0 > 9
, se k> 2.

Com isso, podemos representar parte da sequéncia (3.3.17), onde k = 0, 1,2, por
0—>RLRER L ROR D HL(D) L REGR LS ROR -2 H2(S,) — 0
Pela exatidao da sequéncia e pelo Teorema do Ntcleo-Imagem, segue que
dim H3p(X) = dim Im d} = 2 — dim kerd; = 2 — dim Im j;, (3.3.18)
pois dj é sobrejetora e kerdj = Im j7.
Além disso, i é injetora, o que faz com que dim ker ¢§ = 0. Sendo assim, novamente

pelo Teorema do Nucleo-Imagem, dim Im ¢, = 1. Seguindo utilizando a exatidao da

sequéncia e o Teorema do Nucleo-Imagem, podemos concluir que
dim Hjp(X) = 1+ dim ker j;. (3.3.19)
Note que, para calcular H1r(35) e H3p(2s), basta analisar a aplicagio j;, a qual é
dada por j; : Hip(U) @ H)p(F) — H}p(C, — B,) ® H)p(C, — B,) definida como
Ji (W], [@]) = [iFw — jpw] = [@|UN F —w|U N F],

onde jy : (C,— B,)11(C,— B,) — U e jp: (C,— B,) 1 (C, — B,) —> F sao as inclusoes
de (C, — B,)I1(C, — B,) em U e em F, respectivamente. Pela Proposicio 3.3.7, j;; é nula

e, entdo, podemos escrever

Ji (W], [@]) = [jFw] = @|U N F. (3.3.20)
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Como Hp(U) @ Hijp(F) = R*® R e Hyp(C, — By) ® Hyp(Cy — By) = RO R,

podemos representar (3.3.20) como

ji(a,b) = (b,0),

com a € R? e b € R. Com isso, dim Im j} =1 e dim ker j; = 3 e, portanto, substituindo
os valores em (3.3.18) e em (3.3.19), concluimos que dim H3,(2s) = 1 e dim Hj,(2s) = 4.
O

Prosseguindo de maneira indutiva, é possivel mostrar que a cohomologia de de
Rham de uma superficie de género g, sendo g um inteiro qualquer maior ou igual a 1, é

dada por

R, se k =0,2,
Hip(Zy) = {R¥, se k =1,

0, caso contrario.

A seguir, temos o objetivo de calcular os grupos de cohomologia de de Rham do
espago projetivo real n-dimensional RP" = S"/(xz ~ —x), o qual tem sua construgao feita

no Exemplo C.1.4.

Lema 3.3.4. Para todo inteiro n > 1, seja j : S® — R a inclusdo da esfera n-
dimensional em R, Entdo, a classe de cohomologia de de Rham da n-forma diferencial

v = j*1, onde

n+1
T = Z(—l)l_lxid:cl VANEERIVAN d[El VANREIRAN d[En_H,
i=1

gera Hlp(S™).

Demonstragcdo. Primeiro, observe que

Proposigdo D.5.1(3)

dv = d(j7) J*(dr)
n+1 ) -
= 7Y (1) e Adry A Adag A A dTng
i=1
= (n + 1)]*(d$1 A A d$n+1)

Observa&éo D.1.1

= (n+1)(dxy A+ ANdxpiq)|sn 0,

pois S™ possui dimensdo menor que R™*! (sobre isto conferir Secao 1 do APENDICE D).

Logo, v é uma forma fechada.

Agora, vamos mostrar que v nao é exata. Com efeito, pelo Teorema de Stokes,

/ v=|[ j'T= / dr = (n+ 1)/ doy N - NdTpg (3.3.21)
sn sn B B
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onde B é a bola em R"*! cujo bordo é a esfera S™. Suponhamos, por absurdo, que v é

exata. Nesse caso, existe a € Q"71(S™) tal que v = da. Novamente, pelo Teorema de

Stokes,
/ o= do = / V.
asn Sn n

Porém, 05" = @, o que faz com que [34. @ = 0 e, entdo, [¢. v = 0, o que pela Equagao

(3.3.21), concluimos que
/B dzy A Adanss = 0. (3.3.22)
De maneira andloga a demonstracao do Lema 3.3.3, segue que
/Bd:cl A Adinsy = vol B> 0, (3.3.23)

Porém, as Equacgoes (3.3.22) e (3.3.23) nos dao uma contradigdo. Sendo assim, v nao é

uma forma exata e, portanto, [v] # 0.

Como o médulo HJ,(S™) possui dimensao igual a 1, podemos concluir que [v] gera

0 Mmesmo. n

Lema 3.3.5. A projecao 7 : 8™ — RP", definida como w(x) = [z]|, € um difeomorfismo

local.

Demonstracdo. Consideremos, paracadai=1,...,n+1, os abertos (71* ={(x1,...,Tns1) €
Sy x>0 de S"e Uy = {[z1,...,2p41] € RP" ; a; # 0}. Afirmamos que a restrigdo
7T|(7.+ : (7;“ — U; de 7 é um difeomorfismo. Com efeito, primeiro observe que a inversa de

7|5+ ¢ dada pela aplicagao

(7T|ﬁ+)_1 : U; — ﬁf
sgn (x;
(@1, ... Tpa] — gn+(1)($1’ e Tng),
W 2 @
j=1
onde sgn (z;) = 1se x; > 0 e sgn (z;) = —1 caso x; < 0. O termo sgn (x;) garante a boa

n+1

Le S :Ef que a imagem esteja realmente em S™.
/=1

definicao de (7|z+)~

Agora, seja (1, . .., ¥pi1) € U, parai=1,...,n+1. Note que S = (0,...,0,—1) ¢
U, ou seja, U;" N (S™ —{S}) = U;". Logo, (U;", ¢s) é uma carta local para (z1,. . ., Zpi1),
onde ¢g é dada como no Exemplo C.1.3. Ademais, consideremos a carta local (U;, f;) para

7|5+ (71, .., Zny1), onde f; é dada como no Exemplo C.1.4. Vamos mostrar que

fiomlgs 065" ¢s(U) CR" — fi(Ui) CR”



65

é um difeomorfismo. Para isso, seja (21, ..., z,) € ¢s(U;"). Entao,

211 2x,,
Cat a2 417

(ol 065 ctn) =07l (ot o

1—(zf+--+22)
I4+af+- - +a2

21‘1 an
:fi 2 2 Yyt 9o 2 )
ri+ - tap+1 i+ tan+1
1—(x%+~--+xi)D

l+ai+---+a2

z; 1— (a4 +a2) :
Z1 z Zn 1 n .
. (E”"’;Z""’Z’T)’ se 1 <1< n;
2z, 2% -
(1—(z%+...+x%)7 ey 1—(x%+--~+z%)) , €1 ="mn —+ 17
ou seja, uma aplicagao polinomial, a qual é de classe C*°. Ademais, dado (zy,...,x,) €

fi(U;), segue que

(QbS © (ﬂ-|[71+) © fi_1)<x17 s Tp) :(¢S 0 (7T|(71+))([1’1, e Tty L, 7xn])

1 ~ .
(X1, ooy Tim, Ly oy xp), se 1 <0 <n—1,;

n
Tn+ 1+Z I?
j=1

1

7n(x1, ey X1, 1), se i =m,
1+ 1+Zx§
j=1

a qual também é uma aplicagdo polinomial, ou seja, de classe C'°.

Observe que, até o momento, demonstramos que 7 é um difeomorfismo local em
n+l - n+1l
todo ponto de |J U;” C S™. Porém, ainda resta mostrar para os pontos de S™ — U U;'.
i=1 i=1
n+1l ~
Uma cobertura aberta para S — |J U;" é dada pela colegao de abertos {U; }7Z}', onde
i=1
paracadat=1,...,n+1,

Ui = {($1,...,.Tn+1) € S” ;T < 0}

K3
De maneira andloga a feita para mostrar que 7|5+ : U — U; é um difeomorfismo, é
i
possivel mostrar que 7|5- : U; — U; é um difeomorfismo, para cada i =1,...,n + 1.
i
Portanto, concluimos que 7 : S — RP" é um difeomorfismo local. O]

Exemplo 3.3.9 (Cohomologia de de Rham do espago projetivo real, [1], Teorema 2.2.1, pp.

6-7). Vamos mostrar neste exemplo que a cohomologia de de Rham do espago projetivo
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Sn

real RP" = é

R, se k=0,
0, se 0 < k <n,
HEL(RP™) = { R, se k = n fmpar, (3.3.24)

0, se k =n par,

0, se k >n.

Primeiro, sendo RP" um espago conexo, temos que H°(RP") = R.

Agora, consideremos, para cada inteiro k > 0, ¢* : Q¥(S") — QF(S™) o pullback

da aplicacao antipoda
v Sm — S"
(X1, Tpr1) —> (=21, o0, —Tpg1)
e o conjunto
(S = fw € QH(S) ; ¢rw = w)

das chamadas formas invariantes. Observe que a derivada exterior d : QF(S") — QF+1(S")

respeita a invaridncia no seguinte sentido: caso w € QF(S™)L, dw € QF1(S™), pois
Yrdw = dp*w = dw.

Com isso, concluimos que

O (o e O e M L L O HE S i (SO LS
é um subcomplexo de de Rham de Q*(S™). Além disso, dados w € QF(S™), p € S™ e
v, ..., € T,S", segue que

P w)P) (v, o) = @) (dep(vr), - - dpp(vr)) = @ w(=p)(=v1, - ., —vk)
= w(e(=p))(dpp(v1), ... dpy(vr)) = w(p)(v1,...,vk),

o que nos faz concluir que

onde Idge(gny ¢ a identidade de QF(S™).

Para mostrar (3.3.24), primeiro vamos provar que

0, se 0 <k <n,
Hjp(SM)" = (R, se k = n fmpar, (3.3.26)

0, se k =n par,
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onde H%,(S™)! sdo os grupos de cohomologia de de Rham do subcomplexo 2*(S™)L.

Afirmamos que a aplicagdo i* : H%,(S")! — H%,(S™), induzida pela inclusio
it QF(S™M)! — QF(S™), é um homomorfismo injetivo.

De fato, seja [w] € H*(S™)! tal que [w] = i*[w] = 0 em H¥(S™), isto é, w = dr,
para 7 € QF71(S"). Para provar a injetividade de i*, devemos demonstrar que [w] = 0 em
HY.(S™), ou seja, w = dn, para n € QF1(S™)L.

Seja

T4+ ©*1
5

Note que
X o7+ (90*)27 (3.3.25) T+ T
e n=—5 = 5

9 9 1,
ou seja, n € QF(S™M)! e

i d(7'+g0*7'> _dr+dp'T  dr + ptdT
= 2 )T 2 T 2
wte'w wtw

= W.

2 2
Portanto, [w] = 0 em H%,(S™)!.
Sendo ¢* injetivo e H¥:(S™) = 0, para 0 < k < n, temos que H%,(S™)! = 0, para
0<k<n.

Agora, vamos analisar o caso em que k = n. Ora, sejam j : S® — R™"*! a inclusdo

de S™ em R"! e v a n-forma dada como no Lema 3.3.4. Tomemos P a extensdo natural

de ¢ em R"™! isto é, p(x) = —x, para x € R""!. Observe que, para € S™, tem-se que
(Jop)(@) =j(-2) = —z=—j(z) = (Poj)(z) (3.3.27)
Entao,
* * ok . «_ (3327) -\ * k%
v = ey T=(og)T = "(poj)T=779T

(D.3.2) n+1 ] -
fd ]* (Z(—l)l1($i0<,0)d(,01/\"'/\dSOi/\"'/\dSOn-i-l)
i=1
n+1

i=1

_ n+1
(zi09)=—1; % i — T —
= J (Z(—l) xidsalA---/\de---Ad%+1)

i=1

dj=—dyp, - fa i+n .
i=1

n+1 ) o
i=1
= (—1)"j*r

= (—1)"+1y.
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Logo, v € Q"(S™)! se n é impar e v ¢ Q*(S™)! se n é par.
Como ¢* : H75(S™)! — H7-(S™) = R é injetiva, pelo Teorema do Nicleo-Imagem,
H7n(S™! =0 ou H7,(S™)! =R, pois
dim HJ(S™)' = dim ker ¢* + dim Im ¢* = 0 + dim Im ¢* = dim Im ¢*.

Note que v nio é exata, pois caso contrrio v = da, para a € Q" 1(S™) e, entao,

Teorema de Stokes
v= do = Q.
n S asn

Como 05" # &, [ygn @ = 0, uma contradicao, pois [¢. v > 0 (sobre isto, veja a demons-
tragdo do Lema 3.3.4). Ou seja, [v] # 0.

Sendo assim, caso n seja impar, o que faz com que v € Q(S™)!, temos que
] =[] #0

e, portanto, ¢* é ndo-nula, ou seja, H7(S™)! = R.

Caso n seja par, como ja visto, v ¢ Q%(S™)!. Com isso, como qualquer n-forma
diferencial em S™ é gerada por v, concluimos que nao existe uma n-forma invariante em

S". Portanto, H7(S™)! =0, o que termina a demonstragio de (3.3.26).

Agora, para provar (3.3.24), basta demonstrar que HY,(RP™) é isomorfo a H5,(S™)!,

para todo inteiro k > 1. Para isso, provaremos que Q(S™)! é isomorfo a QF(RP").

Considere a aplicacio projecao 7 : S® — RP" e seu pullback 7* : QF(RP") —
QF(S™). Como [x] = [—z], para x € S™, entdo 7o ¢ = T, ou seja
oont = (rog) ="
Sendo assim,

T (QF(RP™)) C QF(Ss™)! (3.3.28)

e, portanto, podemos considerar a aplicacio 7* : QF(RP™) — QF(S™)! a qual mostraremos

ser um isomorfismo.

Note que, dados € Q*(S")! e w € QF(RP"), temos que para 7*w = 7, é suficiente
e necessario que w(q)(wy,...,wg) = n(p)(vy,...,vx), para p € S™ tal que 7(p) = q e
para todos vy,...,v, € T,5" tais que dmy(v1) = wy, ..., dmy(vy) = wg. Suponhamos que

7w = 7. Ora, note que w(q)(ws,...,wx) =n(p)(vi,...,vx) se, e somente se,

w(m(p))(dmp(vn), ..., dmp(vr)) = n(p)(vr; .- o),

O que ocorre se, € somente se,

m*w(p)(v1, ... vk) = n(p)(v1, ..., V).
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Isso faz com que a injetividade de 7* : QF(RP") — QF(S™)! seja clara, pois caso

W =1n = 7w, para w,w € QF(RP"), teremos que

w(g)(wy, ..., wg) =np)(vy,...,v) =w(q)(wy, ..., wg).

Com isso, w = w. Em relagdo & sobrejetividade de 7* sobre Q%(S™)!, por (3.3.28), basta
mostrar que QF(S)! C 7*(Q*(RP")). Ora, dada n € QF(S)!, devemos encontrar uma
k-forma w € QF(RP") tal que 7w = n. Como 7 é sobrejetora e, pelo Lema 3.3.5,
um difeomorfismo local, ou seja, pela Proposicao C.3.1, dm, : 1,5 — Ty RP" é um

isomorfismo para todo p € S™, faz sentido definir w como

w(q)(wy, ..., w) =n(p)(vi, ..., vk,

sendo ¢ = m(p) e w1 = dmp(vy),...,wp = dmp(vg), para p € S™ e vy,...,v, € T,5™.
Pela construgao feita anteriormente, temos que 7*w = 1. Porém, note que m(—p) =q e
A o) (dpp(vi)) = d(m 0 @),(v;) "= dmp(vy,) = wi, para cada i = 1...,k, o que faz com
que

w(g)(wr, ..., wr) = n(@P))(dep(v1),. .., dop(vr)).

A boa defini¢do de w vale justamente pelo fato de 1 ser invariante, pois observe que

np)(vi, .- k) = @ np)(v1, .- k) = n(e(p))(dep(v1), . . . dpp(vr)).

Com isso, concluimos que 7*(QF(RP™)) = QF(S™)1.

Portanto, QF(S")! e QF(RP") sao isomorfos, o que induz o isomorfismo entre

H*(S™)! e H¥(RP"), concluindo assim o que queriamos demonstrar. O
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4 HOMOLOGIA E COHOMOLOGIA SINGULARES

Uma maneira inteligente para representar superficies é o que chamamos de re-
presentagao por poliedros, utilizando-se da malha poligonal, ferramenta a qual descreve
as superficies através de uma colecdo de poligonos. Essa técnica tem uma aplicacio
importante, por exemplo, em modelos computacionais (sobre isso veja [6]). No Capitulo

12 de [20], essa técnica é apresentada matematicamente.

Generalizando esse conceito, sdo introduzidas as cadeias singulares, a partir das
quais podemos construir um outro exemplo particular da teoria algébrica apresentada
no Capitulo 2, a cohomologia singular. Enquanto a cohomologia de de Rham extrai
informagoes topoldgicas através de propriedades analiticas, a cohomologia singular, a
qual surge naturalmente como o dual algébrico da homologia singular, captura a mesma
esséncia estrutural. Essa convergéncia de perspectivas — uma analitica e outra puramente
topolégica — encontra sua expressao méaxima no Teorema de de Rham, que sera discutido
no proximo Capitulo, estabelecendo o isomorfismo entre ambas as teorias para variedades

diferenciaveis.

A escrita deste Capitulo tem como referéncias principais [8], [13], [12], [15] e [25]

41 HOMOLOGIA SINGULAR

A homologia singular tem como base o estudo de aplicacoes continuas de um sim-
plexo em espagos topologicos arbitrarios, transportando assim as propriedades geométricas

de simplexos para o espaco de interesse.

4.1.1 Simplexos

No decorrer da Secéo, consideremos pontos vg, vy, . .., v No espaco euclidiano R™.
Definicdo 4.1.1 (Pontos independentes). Caso os vetores v; — vp, ..., U — Vg sejam
linearmente independentes, vg, v1, ..., v, sao ditos pontos independentes.

Definic¢ao 4.1.2 (Combinagao afim). Uma combingao do tipo p = coug + c101 + - - - + ey,
para o, c1,...,Cr € R tais que ¢g + ¢1 + -+ - + ¢ = 1, é dita uma combinagdo afim. Além

disso, caso ¢y, cy,...,c; > 0, chamaremos p de uma combinagdo convexa.

Proposicao 4.1.1. Dados pontos vy, v, . . ., Ux n0 espaco euclidiano R™, vy, vy, ..., v, € R"?
sdo linearmente independentes se, e somente se, uma combinacdo afim de vg,v1,..., v €

escrita de maneira unica, isto €, se

T T
Z CiVi =P = Z d;v;,
i=0 i=0

comcg+ci+--+ag=1ledy+d+---dp =1, entdo ¢; =d;, parai=0,...,r.
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Demonstragao. (=) Consideremos duas combinagoes afins iguais, ou seja,

ZCZ"UZ' =p= Zdﬂ}i, (411)
=0 =0

comco++e+---+cepg=1edy+dy+---+d =1. Agora, suponhamos que vy, vy, ..., U

sejam pontos linearmente independentes. Como

co=1—(cr+-+cx) (4.1.2)
e
do=1—(dy+ -+ dy), (4.1.3)
entao
vy + Z ci(vp—wvo) = v — (crug+ -+ + cpvo) + Z CiV; (4.1.4)
i=1 i=1
= [I—(a+-+e)vo+ > cu
i=1
(4é2) CoVo + Z C;U; = Z C;U;.
i=1 i=0
Analogo a Equagao (4.1.4), segue que
Vg + Z dl(’Uz - ’Uo) = Z dﬂ}Z (415)
i=1 i=0
Por (4.1.1), temos que (4.1.4) = (4.1.5), ou seja,
vo+ Y ci(vi —vo) = vo + Y di(v; — vo),
i=1 i=1
e, entao
¢i(vi —vo) =Y di(v; — vo).
i=1 i=1
Como o0s vetores v; — vy, . . . , U, — Vg S80 linearmente independentes, ¢; = d;, parai =1,...,7.

Sendo assim, ¢; + - -+ + ¢ = dy + - - - + dy, logo, (4.1.2) = (4.1.3), concluindo assim que
Cy — do.

(<) Reciprocamente, suponhamos que uma combinagao afim é escrita de maneira
Unica. Vamos supor, por absurdo, que o conjunto de vetores vy — vg, ...,V — Uy NAO seja
linearmente independente, ou seja, pelo menos um dos vetores v; — vg pode ser escrito com

combinacao linear dos demais vetores. Suponhamos, sem perda de generalizacdo, que

V1 — Vg = CQ(UQ - ’Uo) + - +Ck(Uk - UQ).
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Logo,

V1 = VYo — CUp — ' = CpUk + CoU2 + - 4 Gl

= (1—co—-—cr)vo+ Covg + - - - + Cuy.

Porém, observemos que as combinagoes vy € (1 —cg— -+ - — g )Ug + Cag + - - - + CxU), POSSUEm
coeficientes diferentes, contradizendo a hipotese. Portanto, concluimos que vg, vy, ..., vy

sao independentes. |

Definigao 4.1.3 (Simplexo k-dimensional). Quando v, vy, ..., vy forem pontos indepen-
dentes, chamaremos de simplexo k-dimensional com vértices vy, v1,..., v, 0 conjunto de

todas as combinagoes convexas dos pontos independentes vg, vy, ..., v, denotado por

S = <U0,1)1,...,Uk>.

Definicao 4.1.4 (Face de um simplexo). Seja s = (vg,v1,...,v;) um simplexo k-
dimensional. Chamaremos o simplexo (vy,, vy, - - ., v;,), se fixados {ig, 41 ...,4.} € {0,1,...,k},

de uma face de s.

Agora, seja s = (vg,v1,...,0;) um k-simplexo. Observe que existem (k + 1)!
maneiras de ordenar a sequéncia (vg,vy,...,v;). Em relagdo a isto, diremos que duas
ordenagoes de (vg, vy, . . ., Ux) s@o equivalentes se cada uma pode ser obtida da outra através
de uma permutagao par dos k + 1 vértices. Por exemplo, dado o 4-simplexo (vg, v, va, v3),
dizemos que (vg, vy, v2,v3) é equivalente a ordenacao (vy, va, vy, v3), mas nao ¢ equivalente
& ordenacao (v, vy, U2, v3). Esta relagdo de equivaléncia nos da duas classes de equivaléncia

das ordenacgoes de um k-simplexo, as quais chamaremos de orientacoes do simplexo.

Dado um k-simplexo s = (vg, vy, ...,vx), indicaremos por s = [vg,v1,..., U] a
classe de equivaléncia da ordenacao de s dada por (vg, vy, ..., v;). Temos, por exemplo,
que

[Vo, V1, V2, v3] = [v1, V2, Vo, V3).

Escrevamos —s para indicar s munido de outra orientacao. Por exemplo,

[vo, V1, V2, V3] = —[v1, Vo, V2, V3].
Dado s = [vg, vy, . . ., vg], temos que [v;, vg, vy, ..., 0;, ..., 0] = (—1)’s. Além disso,
a i-ésima face s; = (vg,v1,...,0;,...,vx) possui orientagao induzida por s dada por
'3 o~
S; = (—].) [Uo,vl,...,Ui,...,Uk}.

4.1.2 Complexo singular

Seja {eg, e1,...,e,} a base canonica de RF1 isto é, para cada i = 0,1,...,k, ¢

é o elemento cuja (i + 1)-ésima coordenada é igual a 1 e nulo nas demais coordenadas.
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Denotemos por A o simplexo com vértices eg, ey, . . ., €g, Ou seja,

Akz[eo,el,...,ek} :{(to,t1,...,tk); tizlethO, ]:0,,]{}}

k
i=0
Definicao 4.1.5 (Simplexo singular). Dado um espaco topoldgico X, uma aplicagao

continua o : Ay — X é dita um k-simplexo singular em X.

Um 2-simplexo singular pode ser visto na Figura 11.

Figura 11 — 2-simplexo singular.

e1

(]

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Definic¢ao 4.1.6 (Cadeias singulares). Seja A um anel qualquer. Os elementos gerados

pelos k-simplexos singulares de X sobre o anel A, isto é, elementos da forma

r
g = Zniai,
=0

onde r € N qualquer, n; € A e cada 0; é um k-simplexo singular em X, sdo ditos as

k-cadeias singulares de X.

Denotemos o conjunto das k-cadeias singulares de X, o qual é um A-mddulo livre,
por Si(X; A). Para facilitar a escrita, consideremos no decorrer do Capitulo, salvo mengao,

Sk(X) como um moédulo sobre o anel A.

Observagao 4.1.1. O elemento nulo de S*(X), para cada inteiro & > 0, é a cadeia

singular vazia, a qual representaremos por O.

Observacgao 4.1.2. Note que uma base para S*(X), para cada k > 0, é o conjunto dos
k-simplexos singulares, pois, além de gerar S*(X), ¢ linearmente independente. De fato,

seja uma combinacao linear finita

ngog +nio1 + - -+ n.o. =0,
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sendo n; € A e g; um k-simplexo singular, para ¢ = 0,...,r. Porém, ndo existe combinagdo

linear de simplexos singulares que anule tais simplexos. Logo, ng,ni,...,n, = 0.

Definigao 4.1.7 (Simplexo singular afim). Sejam K um subespago convexo de R" e

a(vo, V1, ... vg) t Ay — K
uma aplicagdo afim tal que e; é associado ao ponto v; € K, para cada ¢ =0, ..., k. Dizemos
que a aplicacao a(vg,v1,...,vx) é um k-simplexo singular afim.
Definigao 4.1.8 (Operador face). Os simplexos singulares afins F; , = a(eq, €1,...,6;,...,€x) :
A1 —> Ag, parai=0,...,k, sdo chamados os operadores face de Ay.

Definicao 4.1.9 (Operador bordo). Definamos o operador bordo k-dimensional O :
Sk(X) — Sk_1(X) como
k

oo = Z(—l)ia o Fi k-

=0

Observe que o o F; = olleq, ..., &, ..., e é arestricio de o ao (k — 1)-simplexo

[€0y .-, €, ... ex]. Ademais, note que J_1 0 Jy = 0. Ora, dado o € Si(X), segue que

Gk_l((?ka) = 8k_1 (Z(—l)igueo, c ,éi, ey ek}> = Z(—l)i(?k_l(a\[eo, ey éi, Ce ,ek])

=0 =0

= Z(—l)i (i(—l)ja\[eo, B R N A Z (—1)j_10|[eo,...,éi,

1=0 7=0 j=i+1
..,éj,...,ek])
= Z (—1)1(—1)j(0'|[€0,...,éj7...,éi,...,6k]—0"[60,...,éj,...,éi,...,ek])
0<j<i<k

= 0.

Sendo assim, temos o seguinte complexo de cadeias

S(X) - —8p(X) 25 Sy () 2o 2250 (x) 2 Se(X),
dito o complexo singular do espago X.

Definigao 4.1.10 (Grupos de homologia singular). O grupo quociente Hy(X) = Z;(X)/Bk(X),
onde Z(X) = ker 0 e Bg(X) =Im 0Ok_1, é 0 grupo de homologia singular k-dimensional
de X. As classes de equivaléncias de Hy(M; A) sdo ditas as classes de homologia singular

de M Ek-dimensionais sobre o anel A.
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Agora, seja F': X — Y uma aplicacdo continua entre dois espagos topolégicos.
Temos que F' induz um homomorfismo Fly : Si(X) — Sk(Y), para cada k > 0, definido

como
Fy(o)=Foo: A, —Y. (4.1.6)
Afirmamos que
FuOp = OpFy. (4.1.7)

De fato, dado o € Si(X), tem-se que

r

OFu(o) = Op(Foo)=> (-1)(Foo)lleo,...,6E,-...,ex

= ;}(—1)iF#(U|[€0,...,éi7...,€k])
= F# (;(—l)ial[eo,...,e},...,ek]>

Com isso, fica definido um morfismo induzido por F', denotado por F : Hi(X) — Hi(Y).

4.2 INVARIANCIA HOMOTOPICA EM GRUPOS DE HOMOLOGIA SINGULAR

O objetivo desta se¢io é mostrar que a invaridncia homotdpica entre duas aplicagoes
induz uma homotopia algébrica entre os homomorfismos induzidos. No que se segue,
tomemos o intervalo I = [0,1]. Sejam F,G : X — Y aplicagbes homotépicas, isto é,

existe uma aplicagdo continua H : X x I — Y tal que

H(z,0) = F(z) e H(z,1) = G(x).

Sejam Ay x {0} = [vg, v1, ..., 0] € Ag x {1} = [wo, wy, ..., wx]. Observe que Ay x [
é a uniao dos (k + 1)-simplexos [vg, v1, ..., v, w;, ..., wg], para i =0,..., k, isto é,
k
Ay x I =Jvo,v1,. .. 0w, .., wy).
=0

Agora, definamos um homomorfismo Dy, : Si(X) — Sk41(Y) como
k .
Dyo=> (=1)"Ho (o x Id)|[vo, v1, ..., v, ws, ..., wk], (4.2.1)
i=0

onde 0 X Id: Ay, x I — X x [ é a aplicacao definida como

(o x Id)(p,t) = (o(p), ).
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Afirmamos que a sequéncia de homomorfismos Dy, é uma homotopia algébrica entre

Fy e Gy. De fato, primeiro temos que

0<i<j<k

k
ak+1DkO' = Z(—l)’@kﬂ(?{o (0’ X Id)][vo,vl,...,Ui,wi,...,wk]) (422)
i=0
ko[ i . .
= > (D (=D)(=1yYHo (o x Id)|[ve, v1, ..., Vj, ..., 03 Wi, . .., W]
i=0 \j=0
—I—Z J+1HO(O'XId)|[2}071}1,...,Ui,wi,...,ﬁ]\j,...,wk])
= Z (=) (=1)H o (o x Id)|[vo, V1y oy 0y ooy Uy Wiy ., W]
0<j<i<k
+ Z ]+1HO(O'><Id)“’l}o,?)l,...,Ui,wi,...,ﬂ]\j,...,wk].
0<i<j<k
Agora, note que
k .
D100 = Z(—l)JDk,la\[vm Uiy ooy Uy, Ug) (4.2.3)
=0
k=1 [ k }
= S (=1)(=1)"" " Ho (o x Id)|[vo, V1, -+ -, Tgs e ooy Uy Wy - . ., W]
j=0 \i=j+1
ko [i-1
+Z > (- —1)'DH o (o x Id)|[vo, V1, - -, Vs, Wiy -« ., Wy - ., W]
=1 \=0
= Y (=1(-1)""Ho (o x Id)|[vo, V1., V], ..., Vis Wy, .. ., W]
0<j<i<k
+ > | 1)'H o (0 x Id)|[vo, V1, -, Vi, Wiy ..., Wi, .., W]
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Somando as Equagoes (4.2.2) e (4.2.3), segue que

8k+1Dka + Dk_lakO' = Z (—1)1(—1)]7'[ e} (O’ X Id)’[’vo, (R 75]\'7 e Ui, Wyy .. ,wk]
0<j<i<k
— Y (=1D)(-1YHo (o x Id)|[vo, V1, -, Vi Wy, -, Wy, W]
0<i<j<k
— Z (=1 (=1)H o (o x Id)|[vg, vy, . . . gy ey Uiy Wiy ooy W]
0<j<i<k
+ Z (—1)](—1)17{ o (O’ X ]d)’[l]o,?)l, e U, Wy .. ,’L/U\j, . ,wk]
0<i<j<k
= > ((—1)i(—1)j7-l o (o x Id)|[ve,v1, ...,V wi, ..., w]
0<i=j<k

+ (=Y (=1)"Ho (o x Id)|[vo, v1, ..., v, W5, . . . ,wk])

(Ho (o x Id)|[vo,v1, ..., 0pwy, ... w]

I
Mw

s
I
<)

o (o x Id)|[ve, v, ..., v Wi, ..., W)

o (o x Id)|[wy, ..., wi]| —Ho (o x Id)|vg,..., v

o+
L 2

el
|
—

(H o (o x Id)|[vg, v1, ...,V Vi1, Wiy - -+, W]

O

=

Ho (o x Id)|[ve,v1, ..., 0 W5, ..., w])

Ho (o x Id)|[wo,...,w] —Ho (o x Id)|[vo,...,vE
Ho (o xId)|Ar x {1} —Ho (o0 x Id)|Ay x {0}

= Goo—Foo=Gyu(o)— Fu(o).

m + +

Portanto, se F,G : X — Y sdo homotdpicas, podemos concluir que F, = G,
Hy(X) — H(Y), para cada inteiro k& > 0.

4.3 SEQUENCIA DE MAYER-VIETORIS NA HOMOLOGIA SINGULAR

Como no caso de de Rham, uma ferramenta de auxilio para o cdlculo de cohomologias
desconhecidas é a sequéncia de Mayer-Vietoris, a qual serd apresentada nessa Se¢do para

0 caso singular.

Sejam X um espago topolégico qualquer e {U,V} uma cobertura aberta de X.

/\

unv

\/

onde iy e iy sdo as inclusdes de U NV em U e V, respectivamente, e jy e ji as inclusoes

Consideremos entao o diagrama

(4.3.1)

de U e V, respectivamente, em X. Temos o resultado a seguir.
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Teorema 4.3.1 (Mayer-Vietoris, [13], p. 356). Dada uma cobertura aberta {U,V'} de um
espago topolégico X, para cada inteiro k > 0, existe um homomorfismo 0, : Hy(X) —

Hi_1(UNV), dito homomorfismo de conezdo, tal que a sequéncia
B HUNY) S H(U) e Hy(V) L Hy(X) 2 H ((UNV) = -+, (4.3.2)
com ix[0] = ((iv)«[o], (iv)«[0]) € ji([0], [0]) = (ju)«lo] = (jv).[o], € ezata.

Note que, pelo Corolario 2.4.1, para demonstrar o Teorema 4.3.1, precisariamos

simplesmente mostrar que a sequéncia

0= SHUNV) Z S U) ® Su(V) 2 Si(X) — 0, (4.3.3)
onde iy(0) = (iy o 0,iy 00) e ju(0,0) = juy o0 — jy 0 7, é exata para cada inteiro k > 0,
ou seja, mostrar que iy ¢ injetiva, ju ¢é sobrejetiva e ker ju = Im iy. Porém, ju nao é
sobrejetiva, pois, por exemplo, consideremos um k-simplexo singular o : Ay — X cuja
imagem nao esta contida em U ou em V. Mas, observe que qualquer k-cadeia singular
contida na imagem de j4 pode ser escrita como a soma de uma k-cadeia singular contida
em U e uma k-cadeia singular contida em V. Porém, como o(Aj) ndo estd contida nem em
U nem em V e, além disso, como ¢ néo pode ser escrita como a soma de outras k-cadeias

distintas, concluimos que o nao pertence a imagem de j.

Para contornar este problema, vamos restringir os espagos da sequéncia (4.3.3) em

subespagos que a tornem uma sequéncia exata.

Definigao 4.3.1 (Cobertura U-pequeno). Seja U uma cobertura aberta de um espaco
topolégico X. Dizemos que o € Si(X) é U-pequeno quando qualquer simplexo singular
em ¢ possui imagem em U, para algum U € U. Escrevamos S¥(X) C Sp(X) o grupo das

k-cadeias singulares U-pequenas.

Seja 0 uma k-cadeia singular U-pequena. Observe que
k

Opo = Z(—l)ia o Fik

i=0
¢ U-pequeno, pois em particular, para cada ¢ = 0,...,k, 0 o F;;, estd em o e, portanto,
podemos considerar o subcomplexo

Or—1

SUX) - 20 qU(x) Py gU (x) Zb L Py U () 9y (X)) 0,

Escrevamos HY(X) o grupo de homologia k-dimensional referente a S¥(X). No
restante da Se¢do, mostraremos que HY(X) é isomorfo a Hy(X), para cada inteiro k > 0,

e que a sequéncia
B HAUNV) S HA U)o HY(V) 2 HAX) 2 HY (UNV) — -+ (4.34)

¢ exata, provando assim a exatidao da sequéncia (4.3.2). Para isso, apresentemos conceitos

importantes.
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Definicao 4.3.2 (Operador cone). Sejam vg, vy, . . . , v elementos em um subespago convexo

K de R". Dada um k-simplexo singular afim
a=avg,...,v): Ap — K,

definamos o operador cone em o de um ponto qualquer w de K como o (k + 1)-simplexo

dado por
wx o = a(w, v, V1, ..., %) Dy — K.

Defini¢ao 4.3.3 (Baricentro de um simplexo). Seja s = [vg, v1, ..., 0] um k-simplexo em

R™. O baricentro de s é o ponto

1
k+

k
be=3"
=0

V;.
1
Veja a Figura 12.

Figura 12 — Baricentro do simplexos s = vy, § = [vg, v1] € s = [vg, vy, V2].

U1

s = [vg,v1,05]

(4

v:\o\. ()

01

Fonte: Elaborada pelo autor (2025)

Utilizando do conceito de baricentro, construiremos, a partir de uma k-cadeia
singular, uma k-cadeia singular U-pequena. Para isso, dividiremos a k-cadeia em k-cadeias
menores de maneira conveniente. Esta divisdo sera feita por um operador o qual definiremos

a seguir.

Primeiro, vamos definir este operador para simplexo singulares afins. O operador
subdivisao singular afim 0-dimensional é a operagao identidade Ky = Id do espago dos
0-simplexos singulares afins. Indutivamente, dado um inteiro k > 0, para qualquer k-

simplexo singular afim « : Ay — K em um espago convexo K de R”, definamos o
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operador subdivisdo singular afim k-dimensional de o como
Kra = a(by) * Kr_10k,

onde b é o baricentro de Aj. Agora, estenderemos o operador definido acima para

simplexos singulares quaisquer.

Definigao 4.3.4 (Subdivisdo singular). Para cada inteiro k& > 0, definamos o operador

subdivisao singular k-dimensional como

K Sp(X) — Sk(X)
o — /Ck(f = Zni(ai)#(leik),

=0

,
sendo 0 = Y m;0; uma combinagao linear finita de k-simplexos singulares e iy, : A — Ay

=0
a aplicagao identidade de Ag. Veja Figura 13.

Figura 13 — Subdivisao singular de um 2-simplexo singular.

(Kzl.z o

b() bl bO

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Lema 4.3.1 ([13], Lema 13.20, p. 360). Seja o uma k-cadeia singular afim em um espago

convero K de R". Dado um ponto w € K, temos que
Op+1(w * ) + w * Opx = av.

Lema 4.3.2 ([13], Lema 13.22, pp. 362-363). Seja X um espaco topologico qualquer. O
operador subdivisao singular Ky : S(X) — Sk(X) satisfaz as sequintes propriedades:

1. Ko fg = fu oKy, para cada aplicacao continua f: X — X;
2. Opo Ky = Ki—1 00k

3. Dadas uma cobertura aberta U de X e o uma k-cadeia singular em X qualquer,
existe um inteiro m tal que Ki'o € SY(X), isto é, Ko é uma k-cadeia singular

U-pequena em X.
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Proposicao 4.3.1. Seja U uma cobertura aberta de um espago topologico qualquer X.
Entdo, para cada inteiro k >0, o homomorfismo (iy), : HY(X) — Hy(X), induzido pela

inclusio iy : SY(X) — Si(X), é um isomorfismo.

Demonstragao. Primeiro, afirmamos que (i ). é sobrejetivo. Com efeito, seja [o] € Hg(X).

Pelo item (c) do Lema 4.3.2, existe um inteiro m tal que K'o € S¥(X). Note que

(i0)-1K7'0] = i (K7o)] = [K7o] £ [o]. (4.3.5)

—~
=

Para mostrar a igualdade (I) da Equacéo (4.3.5), demonstraremos que as aplicacoes Idg, (x)
e Kj, onde Idg, (x) ¢ a aplicagao identidade de Sj(X), sdo algebricamente homotépicas.

Antes disso, vamos construir uma homotopia algébrica entre Idg, x) e Kj.

Para k = 0, definamos Dy : Sp(X) — S1(X) como a aplicagao nula. Indutiva-

mente, definamos a aplicagdo

Dki Sk(X) —>Sk+1(X)

r

o > ni(09)p (b * (ix — Kyir, — Dy_10kix)),
i=0

onde o = Y n;0; é¢ uma combinacdo linear finita de k-simplexos singulares. Na defini¢io
i=0

de Dy, consideramos, para cada i = 0,...,r, a aplicacdo (0;)4 : Sk+1(Ak) — Sk+1(X),

definida como em (4.1.6). Observe que, by, * (i, — Kyir, — Dx_10kix) : Dpy1 —> Ap é0

operador cone em iy, — Kpip — Dp_10kis : A —> Ay de by.

Vamos demonstrar por indugao que, para cada inteiro k > 0, vale
8k+1Dka + Dy_10y,0 =0 — Ko, (436)

para todo k-simplexo singular ¢ : A, — X, sendo assim, por linearidade, vale o mesmo
para toda k-cadeia singular. Note que, se & = 0, entdo Dy = 0 = 9y e Ko = Idg,(x). Logo,
vale (4.3.6). Agora, suponha véalida a Equagao (4.3.6) para r = k — 1. Entao, se o é um
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k-simplexo singular, temos que

Ors1 Do = Opr104(by, * (1, — Ky, — Dg—10kix))
= 0401 (b * (i, — KChiyy — Di—10kx))
et o (i — Kk — Dy—1Opi)
by % (D — OKonin — O D 10kix))
= ouliy — Kyix — Dy1O4is)
04 (b # (Onir, — OfChi — D Dr_10xin))
Lema 4.3.2(b) o (i — Ko — Die ki)
by * (D — K104 — O Dp104in))
ndzgdo 04 (i — KCxix — Dy—10kix)
—0 (b * (Opty, — Ky—10kix — (Id — Ky—1)0kiy + Di—205—10kik))
020 04 (i — KCxix — Dy—10kix)
—0u (b * (Opty, — K—10ki% — Ois, + Ki—10kix))
= 04 (i — KCxix — Dy—10kix)
= outy, — 04 Kuiy — 0y Dy_10kix

J#Zk:;mk:g g — O#Kkik - U#Dk_lakik

L 4.3.2 . .
ema: (®) g — KkJ#Zk — U#Dkflﬁklk
1I .

(:) g — ICkU — Dk,laka#zk

= g — ’CkU - Dk,laka,
o que demonstra a Equacao (4.3.6). A igualdade (II) é vélida pois dada f: X — X uma

aplicagao continua, temos que Dy fx = f4Dy. Ora, dado ¢ um k-simplexo singular, segue

que

Dy fyo Di(foo) = (fo0)u(by* (ix — Kiixr — Di_10kix))

= f#O’#(bk * (Zk — ICka — Dk_lﬁkzk)) = f#DkO'.

Concluimos entao que a sequéncia de homomorfismos Dj, é uma homotopia algébrica

para Ky e Idg, (x).

Agora, temos que

lds,(x) — K = (Ids,(x) — Ki) - (Idsy ) + K+ K2+ -+ K™
G20 (e Di + Dir) Lo = Opsr DL + DyrO Lo

bema 15:2(0) Ok+1Dk Ly, + Di—1 L1, 0k,

sendo L., = Idg,(x)+ K+ K*+---+ K™ ! ¢, portanto, a sequéncia de homomorfismos
Dy, - Ly, @ Sp(X) — Sp41(X) é uma homotopia algébrica entre Idg, (xy e K™, o que

demonstra a igualdade (I). Com isso, (i)« é sobrejetivo.
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Resta mostrar que (i), é injetiva. Ora, seja [0] € HY(X) tal que (iy).[o] = 0, isto
é, existe B € Sp11(X) tal que 0 = ixo = O410. Pelo Lema 4.3.2(c), existe um inteiro m
tal que K7, 8 € SY,,(X). Como

Lema 4.3.2(b)

ak—i-lICZLJrlﬁ = KO8 = K}'o,

entao

o] @ [kmo] = 0. (4.3.7)

Observe que é claro que K{'o € S¥(X). Porém, para que a igualdade (III) seja valida

para cadeias U-pequenas, devemos mostrar que
Di(S(X)) € S (X).
Com efeito, dado v um k-simplexo singular U-pequeno, temos que
Dyry = vy (by, * (i, — Kyir, — Dg—10kix)) = v 0 (b * (i — Kgir — Dk—10kix)),
ou seja, Dyy € Sk+1(X). Sendo assim, é vilida a igualdade (4.3.7), o que conclui que
[0] = 0, ou seja, (i)« é injetiva.

Portanto, concluimos assim que (ix). ¢ um isomorfismo. O
Observacao 4.3.1. Uma outra forma de demonstrar a Proposic¢ao 4.3.1 seria encontrando
uma inversa homotépica, ¢ : S(X) — SY(X), para a inclusio i : SY(X) — S(X). Tal
inversa homotopica pode ser encontrada na demonstragdo do Teorema 2, pp. 159-162, de
[15]. Sendo assim, i induz um isomorfismo i, : HY(X) — H,(X).

Dada a cobertura aberta U = {U, V'}, para mostrar a exatidao da sequéncia (4.3.4),

vamos provar que a sequéncia

0 SYUUNV) 2L SUU) @ SUV) 2 SU(X) — 0, (4.3.8)
com ig(0) = (iy 0 0,iy 00) e ju(o,0) = ju oo — jy o 7, é exata, para cada inteiro k > 0,
utilizando assim o Corolario 2.4.1 como argumento.

Em primeiro lugar, observe que dado o € S¥(UNV) tal que ix(c) = (iyoo,ivoo) =

(0,0). E claro que o = 0, provando assim a injetividade de Ty.
Agora, seja o € SY(UNV). Tem-se que
J#ligo) = jyliv 0 0,iy 0o0) = jyoiyoo — jyoiyoo=0—0 =0,

ou seja, Im iy C ker jx. Além disso, tomemos (o, 0) € ker jyu, isto é, ju(o,5) = 0. Entao,
Juo = jya. Sendo jy e jy as inclusoes de U e V em X, respectivamente, temos que ¢ = &

e, portanto, temos que o, € S¥(U,NV). Logo,

ix(0) = (0,0),
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ou seja, ker jx C Im i4. Entao, Im iy = ker ju.

Para terminar, resta-nos mostrar a sobrejetividade de jx. Certamente, dado
o € SY(X) temos, por definicio, que qualquer simplexo de o ou estd contido em U ou
estd todo contido em V. Vamos supor, sem perda de generalidade, que ¢ é um k-simplexo
singular U-pequeno em X e estd contido em U. Entdo, j(o,0) = jyo = o. Por linearidade,
podemos concluir que se o € SY(X), existe (7,0) € SY(U) ® SY(V) tal que o = j4(5,5),
concluindo assim que jx € sobrejetiva.

Portanto, temos que a sequéncia (4.3.8) é exata, para cada inteiro k > 0, e, entao,
pelo Corolario 2.4.1, a sequéncia de Mayer-Vietoris (4.3.4) é exata. Pela Proposicao 4.3.1,
a sequéncia (4.3.2) é igual a sequéncia (4.3.4) e, entdo, é exata, o que conclui o Teorema
4.3.1.

44 COHOMOLOGIA SINGULAR

Para o caso singular, a cohomologia sera definida como o dual algébrico da homologia

singular.

Definicao 4.4.1 (Cocadeias singulares). Seja X um espacgo topoldgico. As k-cocadeias
singulares em X sdo os homomorfismos Si(X) — A, isto é, os elementos do conjunto
Hom 4(Sk(X), A), o qual denotaremos por S*(X; A).

Lembrando que o operador cobordo k-dimensional 4, : S¥(X; A) — SF1(X; A),
definido na Subsegao 2.2.2, é o adjunto do operador bordo k41 @ Sg1(X) — Sk(X),
isto é, &, = 0,1, o qual é definido como (9, ;)u -0 = u(Gyt10), para u € S¥(X;A) e

o c Sk+1<X).

Consideremos entdao o complexo de cocadeias
S(X;A) 10— SOX;A) 2 SYX;A) 2 o SE(XA) 2 SEFYXA) — -

Defini¢do 4.4.2 (Grupos de cohomologia singular). O grupo quociente H*¥(X;A) =
ZF(X; A)/B*(X; A), onde Z*(X; A) = ker 6}, e B¥(X; A) = Im 6;_1, é 0 grupo de cohomo-
logia singular k-dimensional de X sobre o anel A. As classes de equivaléncia de H*(X; A)

sdo ditas as classes de cohomologia singular de M k-dimensionis sobre o anel A.

Sejam F': X — Y uma aplicacdo continua entre espacos topoldgicos quaisquer
e Fiy : Sp(X) — Si(Y) definida como em (4.1.6). Tomemos a aplicacao adjunta de Fy
dada por Fjj : S*(Y; A) — S*(X; A) definida, para u € S*(Y; A) e 0 € Si(Y'), como

(F;u) -0 =u(Fyo).
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Note que, para u € S*(Y; A) e 0 € Sp1(X)

Fu0=0F.
5kF;u(0) = F;uakﬂ(a) = UFy0ki1(0) T =7 upy1 Fulo)

= Spully(o) = F;dku(a)

e, portanto, 5kF; = F;ék. Com isso, fica induzido um morfismo, induzido por F;,
denotado por F* : H*(Y; A) — H*(X; A) definido como

F*lu) = [F;u] . [u] € HY(X; A).

Observacao 4.4.1. Anélogo ao que foi feito na homologia singular, vamos mostrar que se
duas aplicagoes continuas entre espago topoldgicos F,G : X — Y forem homotépicas,
entdo Fy, G : S(Y; A) — S(X; A) sio algebricamente homotdpicas. Com efeito, como
demonstrado na Segao 4.2, Fy e G4 sdo algebricamente homotdpicas, isto é, existe uma

sequéncia de homomorfismo Dy, : Sk(X) — Sk1(Y), para k& > 0 inteiro, tal que
8k+1Dk — Dk,lak = F# — G# : Sk(X) — Sk(Y) (4.4.1)

Pela Observagao 2.3.1 temos que o operador adjunto de D, definido em (4.2.1), serd uma
homotopia algébrica entre F; e G; e, portanto, F* = G*: H*(Y; A) — H*(X; A).

O objetivo a seguir é mostrar que, a partir de uma cobertura aberta U = {U, V'},

conseguimos obter uma sequéncia de Mayer-Vietoris, em cohomologia singular, dada por
oo HRXGA) D HYU A) @ HYV; A) & HRU NV A) L BHM(XGA) = - (4.4.2)

onde as aplicagoes i e j sdo representadas no diagrama (4.3.1) e 9* é o adjunto do

homomorfismo de conexao 0,.

Para cada inteiro k£ > 0, consideremos a sequéncia dual da sequéncia dada como
em (4.3.8), isto é,

. .
0— SE(X; A) 225 SE(U; A) @ SE(V; A) 25 SE(UNV; A) — 0, (4.4.3)
com Sf(X; A) = Hom 4(SY(X), A) C S¥(X; A), SE(U; A) = Hom 4(SY¥(U), A) C S¥(U; A),
SE(V; A) = Hom 4(S%(V,A) C S¥(V;A) e SE(UNV;A) = Hom 4(S¥(UNV),A) C
SE(UNV;A). Além disso, lembremos que as aplicacdes z; e j; sao os adjuntos de iy e
J#, respectivamente.
Dado um espaco topoldgico qualquer, denotemos por Hf(Y; A) o chamado grupo
de cohomologia singular U-pequeno k-dimensional, obtido, como na Defini¢do 4.4.2, através

do complexo

0 so=06] 1 61=9, k Sk=0, k+1
Su(Y;A):0 = S,(Y;A) — Su(Y;A) — = SV A) — S (Y5 A) — -
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onde S¥(Y; A) = Hom 4(S¥(Y),A) C S*¥(Y; A).
Pela Observagao 4.1.2, Si(X) é um médulo livre, para cada inteiro k& > 0, ou seja,

pelo Lema 2.4.1, a sequéncia (4.4.3) é exata, a qual, entdo, induz a sequéncia exata de

Mayer-Vietoris de cohomologia singular
oo HYXA) D BEUA) e BE(VA) S BEU NV A) LD HEPY(X) > - (4.4.4)

Como no caso da homologia singular, podemos concluir que Hf:(Y; A) = H*(Y; A),
para cada inteiro k£ > 0 e Y espago topoldgico qualquer. Com efeito, pela Observacao
4.3.1, temos que o homomorfismo ¢ : Sy(Y) — S(Y) possui um inverso homotdpico
0 :S(Y) — Su(Y). Seja Dy, : Sp(Y) — Si4+1(Y) a sequéncia representando a homotopia
algébrica de poi e Idg, vy, identidade de Si(Y'). Como visto na Equagao (2.3.2), a sequéncia
de aplicagoes adjuntas (Dy)" : S*(Y; A) — S¥1(Y; A) é uma homotopia algébrica entre
(poi)t = ¢ oi e (Idgyy))" = Idgsky,a, identidade de S*(Y; A). Logo, ¢ e i’ sdo
homomorfismos inversamente homotépicos, ou seja, i' : S(Y;A) — Sy(Y; A) induz
um isomorfismo (i)* : H*(Y; A) — HE(Y; A), para cada inteiro k > 0. Portanto, a

sequéncia
oo HRXA) D YU A) @ HYVA) S HYU NV A) 2 HRY(X) = -

é exata, pois a mesma ¢ igual a sequéncia (4.4.4), a qual ja concluimos a exatidao.

4.5 COMPLEXOS SINGULARES DIFERENCIAVEIS

Até o momento, todo conteido apresentado em relacio a homologia e cohomologia
singulares foi feito para espagos topoldgicos quaisquer. A ideia a partir de agora é aplicar
esta teoria para variedades diferencidveis, com coeficientes no corpo dos reais. Consideremos

no restante do trabalho, M uma variedade diferencidvel.

Definicao 4.5.1 (Simplexo singular diferenciavel). Seja o : U — M uma aplicagdo
diferencidvel definida em um aberto U de R**! contendo o simplexo Aj. Dizemos que a

restrigdo o|a, : Ay — M é um simplexo singular diferencidvel.

Definicao 4.5.2 (Cadeias singulares diferencidveis). Os elementos gerados pelos k-

simplexos singulares diferenciaveis de M sobre R, isto é, elementos da forma

.
o= no;,
1=0

onde r € N qualquer, n; € R e cada g; é um k-simplexo singular singular em M, sdo ditos

as k-cadeias singulares diferencidveis de M.

Para cada k > 0, denotemos por Sp°(M) C Sg(M) o submédulo de dimenséo k das

k-cadeias singulares diferenciaveis em M. Ademais, sejam S*°(M) C S(M) o subcomplexo
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das cadeias singulares diferencidveis e H°(M), os chamados grupos de homologia singular

diferencidvel k-dimensionais de S®°(M), cujos elementos sdo
o] = {o + O ; € S5, (M)},

com o € SpP(M) tal que Oyo = 0, ditas classes de homologia singular diferencidvel.
Demonstraremos a seguir que toda classe de homologia singular é uma classe de

homologia singular diferencidvel, isto é, Hy(M) = HX(M).

Lema 4.5.1 ([12], Lema 18.8, pp. 474-478). Seja o intervalo I = [0,1]. Para cada
k-simplezo singular o : Ay, — M, existe uma aplicagdo continua Hy : Ay X I — M tal

que:

1. H, € uma homotopia entre o(x) = H,(x,0) e o simplero singular diferencidvel

o(x) =Hy(x,1);

2. Para cada aplicagio face Fip : Ap—1 — Ay, Hoor,, = Ho o (Fix x Id;), onde
Fig X Idp: Mgy x I — Ay x I definida como

(Fir x Idr)(x,t) = (Fir(2),1);

3. H, € uma homotopia constante H,(x,t) = o(x), para qualquer k-simplexo singular

diferencidvel o.

Proposicao 4.5.1. A aplicagio v, : H*(M) — Hi(M), induzida pela inclusao ¢ :
S (M) — Sp(M), € um isomorfismo.

Demonstragao. Para demonstrar o isomorfismo entre H°(M) e Hy(M) contruiremos, para
cada inteiro k£ > 0, um homomorfismo p : Sp(M) — S°(M) o qual induz a aplicagio
inversa pu, : Hp,(M) — HX(M) de ..

Para isso, definamos p como
M(U) =M, 011,

onde H, é a homotopia cuja existéncia é dada no Lema 4.5.1 e i; : A, — Ap x 1 éo

mergulho diferenciavel dado por i;(x) = (x,1). Note que, dado o € S,(M), temos que

k k
uoo = 7 <Z( 1 ‘7o Fi k) Z U o ]:Zk) Definigio de p. Z ,Hao]-'i)k -
=0 =0 =0
k
Lema451 ZH O zk XIdI)Oll —Z(—l)i(Ho—Oil)O Lk:a(HUOil) :8/,1,0‘
1=0 =0

A quinta igualdade vale, pois dado x € Ay, segue que

(Fig x Idr)(ir(x)) = (Fig x Idr)(z,1) = (Fir(r), 1) = i1 (Fir(2)).
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Concluimos entdo que pd = du, ou seja, fica bem definido um morfismo x : S(M) —
§°(M), induzindo, desta maneira, um homomorfismo pu, : Hy(M) — Hp°(M), para cada
k > 0, o qual afirmamos ser inverso a ¢, : H*(M) — H(M).

Com efeito, observe que, para x € Ay,

(o u)(o(x) = p(o(x)) = (Hy 0 ir)(z) = Holw,1) "= o(a),

ou seja, p ot é aidentidade de Sp°(M). Sendo assim, pi, 0 1, = (s0t), é a identidade de
H=(M).

Resta-nos mostrar que ¢, o p, é a identidade de Hy(M). Para isso, motraremos
que ¢ o s e Idg,(y) sao homomorfismo algebricamente homotoépicos. Primeiro, sejam
E? = (e;,0) eRF xR e B! = (e;,1) € R¥ xR, com i =0, ..., k. Observe que

Ay x {0} = [Ey,..., By

k .
Seja a aplicagdo Gy : Sp(M) — Sk+1(M) definida como Gyo = Y- (—1)"H, o K, onde,

i=0
para cada i = 0,...,k, K; : Agpn — Ay x I é o (k + 1)-simplexo singular afim
Kix=a(EY,...,E? E!, ... FE}). Vamos mostrar que G é uma homotopia algébrica entre

tope Idg, a isto é,
OG + Gr—10 = 1o p—Ig ().
Ora, dado 7 =0,...,k, tem-se que

Kj,k ij7k+1 = Kj7k|[€0, e ,é\j,. .. ,6]@_;,_1} = Oé(Eg, .. .,E?,E;,. . ,E,i)

— a(ES,... B, E'... Eb.
Além disso,
KiigoFiem = Kiaglleo, - 6renrern] = a(ES. . B EL| ... E})
= o(ES,....E° . E!... . E)
e, entao,
Kjp o Fypnn = (B BV BN EY) = K; 140 Fjppn. (4.5.1)

Com isso, em particular,

Ko Frrips1 = Oé(Eg; e 7E18) = 19 (4.5.2)
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KO kO ]:0 k+1 — O[(E . . Ek) (453)
onde iy : Ay — Ay x I é dado por ig(z) = (z,0).
Ademais, para 0 < 7 <i < k — 1, temos que
Ki+1,kofj,k+1 - Ki+17k|[eg ’’’’ é} 7777 (Eg, EO ""E?+17Ei1+17""Eli)
= (]:gk X Id]) O k1.
Para 0 <i < j <k, segue que
Ki,kofj+1,k+1 = (Eg,,E,?,E},,E;,,E;)
= (‘Fj’k X ]d[) ) Kz‘,kfb
Logo,
KitikoFjpr1, 12

(Fjp x Idp) o Kijy = 7 (4.5.4)
KiroFjtihyr, © <.

Seja o € Si(M). Temos que

Gr-1(00) = Gr—1 (Z(—l)jg 0.7:1',1@) Lineatidade > (=1YGr_1(o 0 Fik)
: =0

Jj=0 J
E k-1 k-1 k
— Z < (_]‘)ZHUO]:i,k o i,k‘l) — Z Z+]H00Fj,k O ik—1
j=0 \i=0 i=0 j=0
Lema 451 o &
. Z( )H_]H O(.FkXId[)OKZk 1
i=0 j=0
=y Z (_1>i+j7'la o Kit1k 0 Fjrt1
0<j<i<k—1
+ Z )™ H, 0 Ko Fjtihs- (4.5.5)
0<i<j<k
Ademais,
il Linearidad k
3(Gro) = (Z JiHy o m) e S (1) O(Hy 0 Kig)
0 i=0
k+1 k ‘
= Z D ()™M H, 0 Kig o Fjpan. (4.5.6)

=0

Separando os termos do somatorio (4.5.6) para os quais i < j— 1, i=j—1,i=jei>j,

tem-se que
IGro) = Yo ()P0 Ko Fipnt+ Y (1) He 0 K10 Fian
0<i<j—1<k 1<j<k+1
+ Z ZJH OK]kO.F]k+1+ Z H_]H OszO]:]k+1

0<j<k 0<j<i<k
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Substituindo j = 5/ 4+ 1 no primeiro somatério e i = 7' + 1 no quarto e observando que
(—1)%'=—-1e (—1)¥ =1, teremos que

i+j'+1
AGro) = > ()T H,o0KipoFjpipir — Y, Moo Kj1k0Fjpi
0<i<j'<k 1<j<k+1
i
+ > HeoKjpoFjpm+ Y, (1) H,0Kiiipo0Fjen
0<5<k 0<j<i’'<k—1
B i
— > ()" H,oKipoFjpipi1— Y, Moo Kj1k0Fjrs
0<i<j’<k 1<j<k+1
+ Z Ho 0 Kjj o Fjrs1
0<5<k
"
- Z (—=1)" " Hs 0 Kirp1k © Fjjerr. (4.5.7)
0<j<i'<k-1

Logo, somando as Equagoes (4.5.5) e (4.5.7), segue que

Gr-1(00) + 0(Gro) = Y. Moo KjpoFjpm— Y HooKjipoFjnn
0<j<k 1< <k+1

Ho o Ko 0 Foper — Ho 0 Ky © Frt jt1

Hy oty — Hy0ig = s(0) — o,

(45.1)

(4.5.2) e (4.5.3)

o que mostra que G 10 + 9Gy = p ot — Ids, ().

Portanto, p. o ¢, é a aplicagao identidade de Hy (M), ou seja, p. é 0 homomorfismo

inverso de ¢, e, assim, concluimos que Hy(M) é isomorfo a H(M). O
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5 COHOMOLOGIA DE DE RHAM vs COHOMOLOGIA SINGULAR

Construir os conceitos tedricos da cohomologia singular é uma tarefa relativamente
simples, porém, calcular grupos de cohomologia singular de certas variedades, de maneira
direta, ndo apresenta a mesma simplicidade. Para contornar esta dificuldade, existe um
resultado que relaciona as cohomologias de de Rham e singular, o chamado Teorema de de
Rham.

A escrita deste Capitulo é baseada em [12], Segdo O Teorema de de Rham, pp.
480-486.

5.1 HOMOMORFISMO DE DE RHAM

Definigao 5.1.1 (Integral de uma forma sobre um simplexo singular diferencidvel). Sejam
w uma k-forma diferencial definida em M e o : Ay — M um k-simplexo singular

diferenciavel. Definamos a integral de w sobre o como

/Uw - /Ak otw. (5.1.1)

Agora, caso 0 = E n;o; € S (M), onde cada n; € R e o; um k-simplexo singular

diferenciavel, a integral de w sobre ¢ é dada por
/w = Zm/ w. (5.1.2)
g i=0 i

Um fato importante é que, para todo inteiro k > 0, H*(M;R) = Hom(H,(M);R).
Sobre isto, confira a Proposicdo 2.2.1. Sendo assim, pela Proposicao 4.5.1, faz sentido

definir, o que chamaremos de homomorfismo de de Rham de M, a aplicagdo linear
& Hbp(M) — HY(M;R)
[w] — Eur[wl,

onde

Enfwllo] = [,
com [o] € Hp(M) = H*(M) e ¢ uma k-cadeia singular diferencidvel, tal que dyg = 0,
representando a classe [o].
Para provar a boa definicdo do homomorfismo de de Rham, consideremos o Teorema

a seguir.

Teorema 5.1.1 (Teorema de Stokes Simplicial). Sejam M uma variedade diferencidvel
k-dimensional, o € Si°(M) e w € QF1(M). Entdo

/ w:/dw.
Oo o
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Demonstracdo. Primeiro demonstraremos o Teorema para o caso em que ¢ é um k-simplexo
singular diferencidvel. Nesse caso, como A}, é uma variedade k-dimensional, pelo Teorema
de Stokes (Versao Classica),

/ dw (5;1) o dw — do*w Observaééo D.6.1 / o*w

Afirmamos que

/ ofw = w.
Ay, do

k
Com efeito, como 0A, = U 0;Ag, temos, por defini¢do, que
i=0

k

= *w. 5.1.3
/amaw ;}/BARUOJ ( )

Pelo método da Mudanca de Variaveis, sendo as aplicacoes face F; i : Ay—1 — 0;Ay, para

1 =0,...,k, difeomorfismos, segue que
/ oc'w ==+ Fipotw. (5.1.4)
iy AV
O sinal da integral [,, | JF;,0"w estd relacionado com o comportamento da orientacao
de 9;A;, de acordo com ]:i,k~ Note que F;x leva [eg, €1, ..., ex_1] em (eg,e1,...,6;,...,€x),
com orientagao induzida por [eg, €1, ..., e, ou seja,
(=1)'[eo, €1,y iy vy r).

Logo, F;x preserva a orientacio se, e somente se, ¢ ¢ par. Com isso, por (5.1.3) e (5.1.4),
segue que

k

* (5.1.1)
w = Frotw = / o ]:Z w = / w
/emk 7 / k0" Z Aj (o g Z: ooFik

=0
/
do

pms@a—UUo]ﬂk O

i=

Agora, sejam w uma (k—1)-forma diferencial fechada e o, & duas k-cadeias singulares
diferencidveis representando a mesma classe de homologia. Entao, temos que 0 —d = 0117,

para 7y € Sp5,(M). Temos que,

Enlullo] —enlullo] = [w— [0 027 [ WP = [, -0,

v

pois w é uma forma diferencial fechada, ou seja, &yrw|[o] = Ear|w][T]
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Ademais, sejam w e @ (k — 1)-formas diferenciais fechadas representando a mesma
classe de cohomologia de de Rham e ¢ uma k-cadeia singular diferenciavel representando

uma classe de homologia. Note que, w — @ = dj_on, com 1 € Q¥~2(M). Entao,

§M[w][a] B fM[f:J] [0] _ /Uw . /U@ _ /Uw o= /Udﬁ Stokes Simplicial /80 n=0,

pois Jyo = 0, ou seja, (k — 1)-simplexo singular vazio. Sendo assim, &y/w] = &[]

Com as duas afirmagoes demonstradas acima, concluimos que o homomorfismo de
de Rham ¢ estd bem definido.

5.2 TEOREMA DE DE RHAM

Nesta Secao, enunciaremos e demonstraremos o classico Teorema de de Rham, o
qual relaciona a cohomologia de de Rham com a cohomologia singular de uma variedade
qualquer sobre o corpo dos reais. Antes de enunciar o Teorema, serdo apresentados uma

série de resultados que sistematicamente auxiliarao na prova do mesmo.

Lema 5.2.1 ([12], Proposigao 18.13, pp. 482-484). Sejam M e N variedades diferencidveis

arbitrarias. Para cada inteiro k > 0, temos as sequintes propriedades.

1. Se FF': M — N € uma aplicacao diferencidvel, entdo {yF* = F*Ey, isto €, o

diagrama

HZ?R(N) L>—Hc]fR(]\/[)

N o

k(N k(S
€ comutativo.
2. Caso {U,V'} seja uma cobertura de M, entdo, A = A&mv, ou seja, o diagrama

Hi (UNV) -2 Hip (M)

EUmvl li}m

H*(UNV;R) —> H*(M;R)
A

onde A e A sdo os homomorfismos de conexdo das sequéncias de Mayer-Vietoris da

cobertura {U,V'} referentes a cohomologia de de Rham e singular, respectivamente.

Definicao 5.2.1 (Variedades de de Rham). Chamaremos uma variedade diferenciavel M

de variedade de de Rham quando o homomorfismo de de Rham de M for um isomorfismo.

A definicao anterior carece de utilidade taxon6émica, uma vez que o Teorema de de

Rham a reduz a um pleonasmo: no dominio das variedades diferencidveis, toda estrutura é,
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por heranca, de de Rham. Isso explica que a defini¢ao foi introduzida apenas para facilitar
a escrita.
Lema 5.2.2. Seja M =[] M; a unido disjunta uma familia enumerdvel de n-variedades

J
diferencidveis {M;}. Entdo, Hy(M) e[l Hjp(M;), para cada inteiro k > 0, sdo isomorfos.
j

Demonstragao. Sejam a inclusao i; : M; — M de M; em M e a aplicagao
@ Hjp(M) — HHZ;R(MJ')
j

Wl = lw]) = ([w]Mg)).

Primeiro, vamos mostrar que i* estd bem definida. Ora, tomemos w,w’ € Q¥(M) formas
fechadas tais que [w] = [w'], isto é, existe uma (k — 1)-forma diferencial & em M tal que

w — w' = da. Temos que
"w] = ([wM;]) = (W'M}]) = i*[w].

A segunda igualdade vale, pois w|M; — w'|M; = (w — W')|M; = (do)|M; = da| M.
Agora, afirmamos que ¢* é um isomorfismo, sendo i} a aplicacdo induzida por i;.
De fato, seja [w] € Hb,(M) tal que i*[w] = 0, isto é, [w|M;] = 0, para todo j. Com isso,
para cada j, existe a; € Q*"1(M;) tal que w|M; = do;. Consideremos a (k — 1)-forma
diferencial o definida em M onde «|M; = «;. Observe que o é uma forma diferencial
de classe C*, pois por construgdo as componentes M; sao abertas e disjuntas em M.
Como (da)|M; = d(a|M;) = da; = w|M;, concluimos que w = da, o que demonstra que
[w] = 0, ou seja, i* ¢ injetiva. Em relagio a sobrejetividade de i*, seja ((w;]) € [T H5z(M;).
J
Definamos w € QF(M) tal que w|M; = w;. Pelo mesmo argumento anterior, w é uma

forma diferencial de classe C'°. Logo,

0 que prova que i* é sobrejetora, concluindo-se assim que ¢* é um isomorfismo. O]

Lema 5.2.3. Seja M = [[ M; a unido disjunta uma familia enumerdvel de n-variedades
J
diferencidveis {M;}. Entdo, H*(M;R) e [1 H*(M;;R), para cada inteiro k > 0, sdo
J

isomorfos.

Demonstragao. Como na Proposicao 5.2.2, consideremos a inclusao 4; : M; — M de M;
em M. Seja a aplicacdo

(ij)# : Sk(M]7R) — Sk(M; R)

aj —>1;00;
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induzida por i;. Note que, como M; C M, temos em particular que o; € Si(M;R).

Abusando da notagao, podemos escrever i; o 0; = ;. Agora, tomemos a aplicagao

i H¥(M;R) — H"(Mj;R)

[ =] = [(0) u)-

Por definicdo, observe que ((4;) 4u)o; = u((i;)x0;) = u(0;), para todo o; € Sp(M;;R), e,
entao, (ij);u = u;, onde u; = u|Sp(M;; R) é arestricdo de u : Sp(M;R) — R a Sy (Mj; R).
Logo, i}[u] = [u;]. Portanto, de maneira aniloga a demonstragao da Proposicao 5.2.2, é

possivel provar que
it HM(M;R) — [[HF(M;R)
[u] = (Glul) = ([u])
estd bem definida e é um isomorfismo. O
Lema 5.2.4. Seja {M,;};en uma colegio enumerdvel de variedades de de Rham. A unido
disjunta M = igN M; é uma variedade de de Rham.

Demonstracdo. Pelo Lema 5.2.1, para cada inteiro k£ > 0 e 7 € N, os homomorfismos

i HcIlCR (M) — HfR(Mj)

i+ H* (M;R) — H"(Mj;R),

induzidas pela inclusao i; : M; — M de M; em M, tornam comutativo o diagrama

*

Hjjp (M) 4j>H§R(MJ‘)

Em J/ lgMj

H* (M;R) ?Hk(Mj;R)
ou seja,
Enty = 1580 (5.2.1)
Agora, note que o homomorfismo
[, T1HR(M) — TTH (M )
j J

() R e A S YA )
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é naturalmente um isomorfismo. Afirmamos que
| JESTRAEENIVE (5.2.2)
J

onde i* sdo os isomorfismos definidos nas demonstragoes dos Lemas 5.2.2 ¢ 5.2.3. Com
efeito, seja [w] € H5,(M). Entdo,

(5.2.1)

II6m "] = TT&um, (WIM]) = (€ar, [wIMG]) = (€ar,75[w]) (i5€m[w])

= Z‘*fM[W},

o que demonstra (5.2.2). Portanto, £y = (4%) 7' []&ay,7* é um isomorfismo, pois (i*)~!,

J
[1&u; e i* sdo isomorfismos, ou seja, M ¢ de de Rham. O]
J

Lema 5.2.5. Todo subconjunto aberto convexo do espaco euclidiano R™ é uma variedade
de de Rham.

Demonstracdo. Como todo aberto convexo U C R™ é contratil, pelo Lema de Poincaré
(Teorema 3.2.1), H%.(U) = 0, para cada inteiro k > 0. Além disso, pelo mesmo argumento
anterior, conclufmos, pela Proposicao 18.5(a) de [12], p. 472, que H*(U;R) = 0, para cada
inteiro k£ > 0. Logo, para cada inteiro k > 0, & : Hip(U) — H¥(U;R) é um isomorfismo
trivial. Agora, novamente pelo Lema de Poincaré, H),(U) = R, ou seja, dim HI,(U) = 1.
Ademais, pela Proposigao 18.3(a) de [12], pp. 470-471, para qualquer p € U, o grupo de
homologia Hy({p}) é gerado pela classe de homologia do 0-simplexo singular o : Ay — {p},
ou seja, dim Hy(U) = 1. Logo, sendo H°(U;R) = Hom(H,(U); R), pela Proposigao 2.2.1,
temos que dim H°(U;R) = 1, por ser o dual do espago vetorial Hy(U). Nesse caso, pelo
Teorema do Nicleo-Imagem, ou & : Hi(U) — H°(U;R) ¢ uma aplicagdo nula ou é um
isomorfismo. Observe que, dados um 0-simplexo singular o : Ag — U e f : U — R uma

O-forma constante igual a 1 em todo U. Observe que f é fechada. Segue entao que

fU[fHU}:/ng/AOU*fZ/AUfOOZ(foa)(eo):1.
O]

Definicao 5.2.2 (Cobertura de de Rham). Dizemos que uma cobertura aberta {U,} de
uma variedade diferencidvel é de de Rham caso cada aberto U, é uma variedade de de

Rham e toda intersecao finita Uy, N--- N U, é uma variedade de de Rham.

Lema 5.2.6. Toda variedade M que possua uma cobertura de de Rham finita é uma
variedade de de Rham.

Demonstragao. Seja {U;}/_; uma cobertura de de Rham finita de uma variedade M.

Vamos provar, por indugdao em r, que M é de de Rham. Caso r = 1, M = Uy, ou seja,
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sendo U; de de Rham, M é de de Rham. Agora, para r = 2, escrevamos U; = U e
U; = V. Considerando as sequéncias de Mayer-Vietoris de de Rham e singular em relacéo

a cobertura {U, V'}, obtemos o seguinte diagrama, o qual é comutativo pelo Lema 5.2.1.

Hig (U) @ Hig (V) 5 B (U) @ HE (V)

H (UNV)—2Y gy v)

Hip(M) L H*(M)

Hin(U) © Hip(V) "~ HYU) & HY(V)

Hi (UNV)—Y g U AV).

Pelos Lemas 5.2.2 e 5.2.3, Hi,(UTT V) é isomorfo a HY,(U) & HE,(V) e HY(U T V;R)
é isomorfo a H*(U;R) @ H*(V;R). Com isso, pelo Lema 5.2.4, &y @ HEZYW(U) @
Hip' (V) — H*'(U) ® H*'(V) e &y = Hip(U) © Hfp(V) — H*(U) © H*(V)
sdo isomorfismos, além disso, por hipétese, &yny @ Hi'(UNV) — HYUNV) e
Cvnv : HY (U NV) — HY(U NV) também sdo isomorfismos. Com isso, pelo Lema dos
Cinco (Proposigao 2.4.1), &y @ HYp(M) — H*(M) é um isomorfismo e, entdo, M é uma
variedade de de Rham. Por hipdtese de indugao, vamos supor que o resultado é valido
para 3 < i < r. Afirmamos que se {U;}/1] é uma cobertura de de Rham para a variedade
M, entao M é uma variedade de de Rham. De fato, escrevamos U = U; U --- U U,
eV = U,,. Note que U, por hipoétese de inducao, e V sdao de de Rham e, como
Unv = (0 Ui> NUp1 = U NU)U---U (U, NU.yq) é de de Rham, novamente
por hipétesle_iile indugdo, pois {U; N U,41}}_; é uma cobertura composta por r abertos,

concluimos que M = U UV é uma variedade de de Rham. O

Defini¢ao 5.2.3 (Base de de Rham). Dizemos que uma cobertura de de Rham é uma

base de de Rham para uma variedade M caso seja uma base para a topologia de M.

Definicao 5.2.4 (Fungio de exaustdo). Seja X um espago topolégico qualquer. Uma
fungdo de exaustdo é uma funcao continua f: X — R tal que f~1((—o0, ]), para cada

¢ € R, é um subconjunto compacto e |J f~1((—o0,c]) = X.
ceR

Lema 5.2.7. Toda variedade que possua uma base de de Rham é uma variedade de de
Rham.

Demonstragao. Sejam M uma variedade com uma base de de Rham dada por {Uy}rea €

f M — R uma fungao de exaustao para M. Para cada inteiro positivo m, definamos os



98

subconjuntos

B = fY(m-1/2,m+3/2))

de M. Observe na Figura 14 que B,, C B),.

Figura 14 — Esbogo dos subconjuntos B,, e B, de M.

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Além disso, pela continuidade de f, o subconjunto B;, é um aberto de M. Logo,

para cada p € B,,, existe um aberto base U? de {U,} tal que
pe Ul C B,

Temos entdo uma cobertura aberta {UZ } . para B,,. Ademais, como B, C f~!((—o0, m+
1]), o qual ja vimos ser compacto por definigdo, B,, é compacto, pois pela continuidade
de f, B, é fechado. Entao, a cobertura {UP } possui uma subcobertura finita {U?:}7™,.

Denotemos, para cada inteiro positivo m, o conjunto

Tm
Cn, = U UP:.
i=1
Pelo Lema 5.2.6, C,, é de de Rham. Sendo cada UP, um aberto contido em B!, , temos que
Cy, C B),, ou seja, Cy, intersecta C. somente quando m =m — 1, m =m ou m = m + 1.
Com isso, podemos concluir que se m é impar, ou m é par, igual a m — 1 ou igual a m + 1,

ou m é impar, igual a m. Sendo assim, podemos tomar as unides disjuntas

v= U Cn

m impar
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V= Cn

m par

Pelo Lema 5.2.4, U e V sdo de de Rham. Além disso, pelo comentéario feito anteriormente

UnvV = (CnnCpri1),

meN

a qual é uma unido disjunta. Observe que
Tm Tm+41 p,.
Cn N Chpgr = (U UE,’{) N U Ui |
i=1 j=1

o que podemos escrever como uma uniao finita de interse¢des do tipo UP: N U:é 11, aqual é
de de Rham, por defini¢do. Com isso, pelo Lema 5.2.6, C,,, NC,,+1 é de de Rham para todo
inteiro positivo m e, entdo, novamente pelo Lema 5.2.4, U NV é de de Rham. Portanto,
pelo Lema 5.2.6, M = U UV é de de Rham, pois {U,V'} é uma cobertura finita de de
Rham para M. O]

Com os resultados mostrados acima, a prova do Teorema de de Rham fica relativa-

mente simples.

Teorema 5.2.1 (Teorema de de Rham). Toda variedade diferencidvel é de de Rham.

Demonstracdo. Seja M uma n-variedade diferenciavel qualquer. Note que, pela Proposicao
C.1.1, M possui uma base 3 onde cada um de seus elementos é homeomorfo a uma bola
aberta de R™, a qual é uma base de de Rham; pois pelo Lema 5.2.5, cada bola aberta em
R™ é de de Rham, ou seja, cada elemento de 5 é de de Rham. Portanto, pelo Lema 5.2.7,

temos que M é uma variedade de de Rham. O
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6 CONCLUSAO

Realizamos, neste trabalho, um estudo rigoroso das cohomologias de de Rham e
singular. A abordagem algébrica feita no Capitulo 2, uma fundamentagdo comum da
teoria dos complexos de cadeias e cocadeias, garantiu uma base sélida para a compreensao

dos casos particulares vistos nos capitulos 3 e 4.

Os célculos dos grupos de de Rham de casos particulares nos fez assimilar técnicas
utilizadas na Topologia Algébrica, como a sequéncia de Mayer-Vietoris por exemplo,
mostrando a praticidade de tais ferramentas. No capitulo sobre a cohomologia singular,
observa-se que nao sao apresentados exemplos, o que seria considerado um trabalho
redundante no contexto das variedades sobre o corpo dos reais pois os calculos sdo
basicamente os mesmos em relacdo a cohomologia de de Rham. O ponto culminante desta
dissertagao foi a demonstracao do Teorema de de Rham, consolidando um isomorfismo
natural, o chamado homomorfismo de de Rham, entre as duas teorias quando calculadas

em variedades e sobre o corpo dos reais.

A anélise comparativa demonstrou que, embora a cohomologia singular possua
uma construcdo tedrica mais robusta para espacos topologicos gerais, a cohomologia de de
Rham oferece um método de calculo mais direto e intuitivo no contexto das variedades
diferenciaveis. Assim, este trabalho ndo apenas apresentou a prova de um dos teoremas
fundamentais da topologia diferencial, mas também reforcou a profunda conexao entre a

analise de fungoes diferencidveis e a topologia geométrica de um espago.
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APENDICE A — Algebra Abstrata

Neste apéndice serdao enunciados conceitos algébricos béasicos necessarios para o

entendimento do texto. O mesmo é baseado em [9] e [11].

A.1 MODULOS

No que se segue, iremos expor as defini¢bes basicas da teoria algébrica de médulos,

pré-requisito para a linguagem da algebra homolodgica.

Consideremos A um anel qualquer para o restante da secdo.

Defini¢ao A.1.1 (Médulos). Um A-mdédulo é um grupo aditivo abeliano G junto com

uma funcao

AxG —d (A11)

(a,9) > ag,
denotada por ag, tal que para todo ai,as € A e g1,92 € G:
L ai(g1 + g2) = a191 + a19s;

2. (a1 + az)g1 = a191 + az91;

3. ai(azgr) = (ara2)g1.

Se A é um anel com unidade 14 e

4. 14-9g=9,Vg € G, G é dito um A-mddulo unitdario.

Para o restante do trabalho, seja A um conjunto de indices arbitrario.

Definicao A.1.2 (Base de um modulo). Sejam G um A-médulo e 5 = (gr)aea um

subconjunto de G satisfazendo as seguintes propriedades:
1. Todo g € G é combinacgao linear finita de elementos de 3, isto é,
g=a1g1 + -+ angn,

onde a; € Ae g; € G, parai=1,...,n. Dizemos nesse caso que 3 gera G,

2. (B € linearmente independente, ou seja, se
a1gi+ -+ angn =0

onde a; € Ae g; € G, parai=1,...,n, entdo cada a; = 0.
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Dizemos, nesse caso, que 8 é uma base para G sobre A.

Definigao A.1.3 (Mddulo livre). Suponhamos que A seja um anel com unidade e G
um A-moédulo unitario. Dizemos que G é um A-mddulo livre caso G possua uma base

nao-vazia.

Se G é um mobdulo com elemento identidade da aditividade Og sobre A com

identidade da aditividade 04, entdo para cada a € A e g € G temos que
CLOG = OG (§] OAg = Og.
De fato, note que a0g = a(0g + 0¢) = a0g + a0g € 049 = (04 +04)g = 049 + 049.

Definicdao A.1.4 (Homomorfismo). Sejam G; e G m6dulos sobre o anel A. Uma fungao

f: Gy — G é um homomorfismo de A-mbdulos se para todo gy, g2 € Gy e a € A:

(g1 +g2) = f(g1) + f(g2)

flagr) = af(g2).
Se f é uma bijecdo, f é dito um isomorfismo.

Definigao A.1.5 (Submdédulo). Sejam A um anel, G um A-mddulo e H um subconjunto
nao-vazio de G. H é chamado um submoddulo de G se H é um subgrupo aditivo de G e
ah € H, para todo a € A e todo h € H.

Considerando o grupo quociente G/H de um A-médulo G sobre um submédulo
H, é possivel afirmar que o mesmo é um A-médulo. Este fato é fundamental para o que

chamamos de grupos de homologia e cohomologia.

Proposicao A.1.1. Seja H um submddulo de um A-médulo G. Entdo, o grupo quociente

% é um A-médulo com a aplicagio, como em (A.1.1), de A em % dada por:

a(g+ H)=ag+ HNVa€ AeVgeQqG.

Proposicao A.1.2. Sejam A um anel, f : G; —> G5 um homomorfismo de A-maédulos e H
um submddulo de ker f, entdo existe um tinico homomorfismo de A-médulos f : % — Go
tal que f(g+ H) = f(9),Yg € Gi; Imf = Imf e ker f = % Além disso, f é um

isomorfismo se, e somente se, f € um homomorfismo sobrejetor e H = ker f.

Corolario A.1.1. Sejam A um anel e H, e Hy submddulos dos A-mddulos G1 e Go
respectivamente. Se f : Gy — Gy € um homomorfismo de A-mdédulos tal que f(Hy) C Ho,
entdo existe um tnico homomorfismo de A-mddulos f : % — % dado por g + H; —
f(g) + Hs.
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A demonstragdo para os resultados anteriores pode ser vista na Secao IV.1 de [9].

Note que, toda a teoria introduzida sobre médulos é uma generaliza¢iao do conceito
de espagos vetoriais, os quais sdo definidos a partir de operagoes sobre corpos, exemplos

particulares de anéis.

A2 PRODUTO E SOMA DIRETA DE MODULOS

Sejam G e G5 dois grupos aditivos abelianos. O produto direto entre Gy e Gy é,
essencialmente, o produto cartesiano G; x GG dos conjuntos, onde seus elementos sdo pares

ordenados (g1, g2), com g; € Gy e g2 € Gy e a operagao de adi¢ao

(g1, 93) + (47, 93) = (91 + 91. 93, 93)

torna (G; X GG um grupo aditivo abeliano.

Em relagdo a soma direta entre dois grupos aditivos abelianos, podemos vé-la sob
duas perspectivas: externa e interna. Porém, para os objetivos do trabalho, vamos estudar
a perspectiva externa. Temos que a soma direta externa entre G; e GGo, denotado por

G ® G4, é simplesmente o produto direto entre G e Gs.

As defini¢oes do produto e soma direta de uma familia finita de grupos aditivos

abelianos sao feitas de maneira analoga.
A distingao crucial entre produto e soma direta surge quando lidamos com uma

familia arbitraria de grupos aditivos abelianos.

Definigao A.2.1 (Produto direto). Seja {Gy}rea uma familia de grupos aditivos abelianos.

O grupo aditivo abeliano G = [] G, cujos elementos sdo as A-uplas (g )aea, isto é, fungoes
AEA
definidas como

g: AN —G
A g(A) =g,

com a operacao de adi¢do definida como

(92) + (93) = (92 + 92),
¢ dito o produto direto da familia {G,}.

Definicdo A.2.2 (Soma direta). A soma direta de uma familia {G )} ca, denotado por

@ G/\7

AEA

¢ o subgrupo de [] G, das A-uplas (gx)aea tal que gy = 0, exceto para um ndimero finito
AEA
de indices em A.
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Agora, consideremos A um anel. Caso cada G for um A-mddulo, o produto direto

G = I G,, com a funcgéo
XEA

AxG —G
(a,(gx)) +— (agx)

é um A-mdédulo e dizemos ser um produto direto de A-mddulos. Nesse caso, @ G, é um
AEA
submoédulo de G e é dito uma soma direta de A-mddulos.

Proposicao A.2.1. Sejam A um anel e {G}ren, {Hx}rea familias de A-mdédulos tais

que Hy € um submdodulo de G, para cada N € A. Entdo, o produto direto [] Hy € um

AEA
submodulo de ] Gy e
A€A

1 G/ I Hx =[] (GA/H)).

AEA A€A AEA

Demonstragao. Conferir Corolario 8.11 de [9], pp. 62-63, no qual Hungerford demonstra

para grupos algébricos. O]

A.3 MODULO DUAL

Tomemos A-médulos G e G5 quaisquer e denotemos por Hom 4(G1, G) o conjunto

dos homomorfismos f : G; — G5. Considerando as operagoes

f+g G — Gy
z — f(z) +g(x)

af: G1 —>G2

r — af(x),
para f,g € Hom 4(G;,Gs2) e a € A, é facil concluir que Hom 4(G1, G3) é um A-méddulo.
Proposicao A.3.1. Seja {Gir}ren uma familia de A-mddulos. Entdo, os mddulos
Hom 4 <69 GA,A> e [T Hom A(Gy, A) sdo isomorfos.
X )
Demonstragao. Conferir Teorema 4.7 de [9], p. 202. O

Proposicao A.3.2. Sejam A-mddulos G e Gy e f : Gy — G5 um homomorfismo. A

aplicacdo
f': Hom 4(Gy, A) — Hom 4(G1, A)
g — flg=gf,

sendo gf = go f, € um homomorfismo de A-maodulos.
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Demonstragao. Sejam gy, ga € Hom 4(Ga, A) e a € A. Entao,

fT(CLg1 +92) = (agi + g2)f = agif + gof = af g1+ £ ge,
o que demonstra que f' é um homomorfismo. O]

Definigdo A.3.1 (Operador adjunto). Dados A-médulos Gy e Gy, o operador f' :
Hom 4(Gs, A) — Hom (G4, A), definido na Proposigao A.3.2, é chamamo o operador

adjunto.
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APENDICE B — Topologia

Este apéndice é um pequeno resumo sobre os conceitos tedricos de espacos topo-
légicos, o qual tem sua escrita baseada principalmente em [20]. Para mais informagoes

tedricas e demonstragoes dos resultados, conferir a mesma referéncia.

B.1 ESPACOS TOPOLOGICOS

No que se segue, suponhamos que X seja um conjunto arbitrario.

Defini¢ao B.1.1 (Topologia). Seja 7 C P(X) uma cole¢do de subconjuntos de X tal que:

l.ogereXerm

2. Dada uma colegao qualquer {Uy} ea C 7, entdo U U, € T;
AEA

3. Dada uma colecao finita {U;}?_, C 7, temos que N U; € .
=)

7

Dizemos que 7 é uma topologia sobre X. Além disso, os elementos de 7 sdo ditos abertos

da topologia 7 e o par (X, 7) é um espaco topoldgico.

Definicdo B.1.2 (Base de uma topologia). Seja 8 uma cole¢ao de subconjuntos de X tal
que:
1. U B=X,;
BEB

2. Para quaisquer By, By € 8 e x € By N By, existe Bs € § tal que x € B3 C By N By.
Nesse caso,  é chamada uma base para uma topologia de X. Ademais, a cole¢do
T={UC X ;VreU IB€ fondex € BCU}
é a topologia sobre X gerada por (.

O resultado a seguir apresenta uma forma de encontrar uma base para certa

topologia.

Proposicao B.1.1. Sejam (X, 7) um espago topoldgico e C uma subcolegio de T tal que

para cada U € T ex € U, existe C € C com x € C C U. Entdao, C é uma base para T.
Demonstragao. Vide [20], Lema 13.1, p. 80. O

No que se segue, caso nao seja necessario diferenciar duas topologias para um

mesmo conjunto X, diremos que uma base para a topologia de X é uma base de X.
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Defini¢cao B.1.3 (Vizinhanga). Dado (X, 7) um espago topoldgico, uma wvizinhanga para

um ponto x em X é um elemento U € 7 tal que x € U.

Consideremos, agora, ¥ um subconjunto de X.

Defini¢ao B.1.4 (Subespaco). Seja 7 uma topologia sobre X. A colecio iy = {UNY ; U €
7} é dita a topologia do subespago (ou a topologia induzida) de (X, T) sobre Y.

E fécil concluir que 7y é uma topologia sobre Y.
Proposicao B.1.2. Dada 5 uma base para a topologia 7 de X, entdo
By ={BNY ; Bepg}
€ uma base para Ty .

Demonstragao. Vide [20], Lema 16.1, p. 89. ]

Uma maneira complementar de definir a topologia de um conjunto é utilizando

conjuntos fechados.

Definicao B.1.5 (Fechados). Seja (X, 7) um espaco topoldgico. Dizemos que F C X é
um fechado de (X, 1) caso X — F € 7.

Proposicao B.1.3. X ¢é um espaco topologico se, e somente se, valem as sequintes

propriedades:

1. @ e X sdo fechados;
2. Interseciao qualquer de fechados de X é um fechado de X ;

3. Uniao finita de fechados de X € um fechado de X.

Demonstragao. Vide [20], Lema 17.1, p. 94. O

Defini¢ao B.1.6 (Interior e fecho de um conjunto). Sejam (X, 7) um espago topoldgico e
A um subconjunto de X. Dizemos que o interior de A, denotado por int A, é a unido de

todos os abertos de X contidos em A, isto é,

int A= U U.

UCA
Uer

Além disso, o fecho de A, denotado por A, é a intersecdo de todos os fechados que contém

A, isto é,

i= N F

ACF
X—-Fer
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Definicao B.1.7 (Espagos de Hausdorff). Dizemos que um espago topolégico (X, 7) é um
espaco de Hausdorff quando dado x1, x5 € X distintos, existem Uy, Uy € 7 disjuntos tais

que x1 € Uy e x4 € Us.

Defini¢ao B.1.8 (Espaco segundo enumeravel). O espago X ¢é dito sequndo enumerdvel

se possui uma base enumeravel.

B.2 CONEXOS E COMPACTOS

Consideremos, no decorrer desta se¢dao, (X, 7) um espago topologico.

Defini¢ao B.2.1 (Cisao). Sejam A, B € 7 conjuntos ndo-vazios e disjuntos. A unido
X = AU B é dita uma cisdo de X.

Defini¢ao B.2.2 (Espago conexo). Dizemos que o espago X é conezo se nao existe uma

cisdo de X. Caso contrario, X é dito um espaco desconezo.

Proposicao B.2.1. X ¢é conexo se, e somente se, 0s unicos abertos e fechados de X sdo
geX.

Demonstragao. (<) Suponhamos que X seja conexo, isto é, ndo existe cisdo de X. Su-
ponhamos, por absurdo, que exista um subespago Y de X aberto e fechado. Entao,

YU (X —Y) =X éuma cisdo, uma contradicao.

(=) Reciprocamente, suponhamos que os tinicos subespagos abertos e fechados de
X sao T e ele préprio. Entao, nao existe cisao de X, pois caso contrario, X =Y U W,
sendo Y e W abertos disjuntos de X nao-vazios. Mas nesse caso, W = X — Y ou seja, Y

é aberto e fechado, uma contradicdo. Portanto, X é conexo. O

Quando a conexidade de um espaco topoldgico é rompida, surge a necessidade de
identificar suas partes fundamentais. Nesse sentido, a nogao de conexidade ganha uma

perspectiva local e estrutural através da definigdo de componentes conexas.

Definamos uma relagdo de equivaléncia ~ em X da seguinte maneira:
x ~ Yy < existe um subespago conexo C' C X tal que z,y € C,

para z,y € X.

Definicao B.2.3 (Componentes conexas). Dizemos que as classes de equivaléncia [z] =

{y € X ; y ~ x}, as quais particionam X, sdo as componentes conezas de X.

Proposicao B.2.2. As componentes conexas de X sao subespacos conexos de X.

Demonstragao. Vide [20], Teorema 25.1, pp. 159-160. ]
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A compacidade é, talvez, a no¢ado mais poderosa da topologia moderna, servindo
como a ponte que permite transportar propriedades de conjuntos finitos para conjuntos
infinitos. Em esséncia, um espaco compacto é aquele onde qualquer tentativa de cerca-lo

por uma infinidade de “pedagos” abertos pode ser reduzida a uma lista finita.
Definicao B.2.4 (Cobertura aberta). Sejam A uma cole¢ao de abertos de X e Y um

subespaco de X. Se Y C U A, A é dita um cobertura aberta de Y. Dizemos que uma
AcA

subcolecao A" C A é uma subcobertura de A quando Y € | A.
AcA!

Definicao B.2.5 (Espago compacto). Um subespaco K C X é compacto se toda cobertura

aberta de K possui uma subcobertura finita.

Proposicao B.2.3. Se um subespago de um espagco compacto € fechado, entdo o mesmo é

compacto.

Demonstragao. Vide [20], Teorema 26.2, p. 165. O

Proposicao B.2.4. Todo subespaco compacto de um espaco de Hausdorff € fechado.

Demonstragao. Vide [20], Teorema 26.3, p. 165. O

B.3 CONTINUIDADE

No que se segue, sejam X e Y espacos topoldgicos e f : X — Y uma funcao

arbitraria.

Defini¢ao B.3.1 (Fungdo continua). Dizemos que f é continua se para todo aberto V' de
Y, f74(V) é um aberto de X.

Proposicao B.3.1. Seja 8 uma base para a topologia de Y. Entdo, f é continua se, e
somente se, f~1(B) é um aberto de X para todo B € 3.

Demonstragao. Confira [20], pp. 102-103. O

Proposicao B.3.2. Em relagcio a f sdo equivalentes as sequintes propriedades:

1. f ¢é continua;
2. f(A) C f(A), para todo subconjunto A de X ;
3. Se F é um subespago fechado de 'Y, f~1(F) é um fechado de X ;

4. Para cada x € X e toda vizinhanga V' de f(x) em Y, existe uma vizinhanga U de x
em X tal que f(U) C V.

Demonstragao. Vide [20], Teorema 18.1, pp. 104-105. ]
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Defini¢ao B.3.2 (Homeomorfismo). Suponhamos que f seja um bijegao continua. Dizemos
que f é um homeomorfismo de X em Y quando sua inversa também é continua.

Definicao B.3.3 (Mergulho topolégico). Se ao restringirmos o contradominio de f ao
conjunto imagem f(X), obtivermos um homeomorfismo f: X — f(X) C Y de X em
f(X), chamamos f de mergulho topoldgico.

Proposicao B.3.3. Além dos espacos X e Y, consideremos Z um espaco topoldgico.

Valem as sequintes afirmagoes:

1. Toda funcgdo constante é continua;
2. A fungao inclusao

1 AcX —X

é continua.
8. Sef: X —Yeqg:Y — Z € continua, a composta go f é continua;

4. Se f: X —Y € continua e A C X, a restricio f|a: A — Y € continua.

Demonstragao. Vide [20], Teorema 18.2; pp. 107-108. O

Proposicao B.3.4 (Lema da colagem). Sejam X eY espagos topoldgicos e A e B fechados
de X tais que X = AUB. Se f:A—Y eqg: B—Y sdo fungoes continuas tais que
f=gem AN B, entdo

x), sex € A,
vy [0
g(x), sex € B
é uma func¢do continua.
Demonstragao. Vide [20], Teorema 18.3, pp. 108-109. O

Confira em [20], Teorema 23.5, p. 150, e Teorema 26.5, p. 166, que a continuidade

preserva conexidade e compacidade.

B.4 UNIAO DISJUNTA

A construcdo da unido disjunta desempenha um papel fundamental na organizagao
de familias de objetos matematicos. Diferente da unido usual, que funde elementos
idénticos pertencentes a conjuntos distintos, a unido disjunta preserva a individualidade e

a procedéncia de cada elemento através de um mecanismo de indexacao.
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Geometricamente, permite agrupar variedades independentes em um tnico espago

topoldgico, preservando as propriedades locais e a dimensao de cada componente.

Definicao B.4.1 (Unido disjunta). Seja {X)}ea uma familia arbitrdria de espacgos

topoldgicos. Chamamos o conjunto

HX)\:{({E,A); A €A, $€XA}

AEA

de uniao disjunta.

Definamos em X = ] X, uma topologia onde um subconjunto de X é aberto se,
A€A
e somente se, sua interse¢do com cada X, é aberta em X,. Chamamos tal topologia de

topologia da uniao disjunta.

Proposicao B.4.1. A uniao disjunta de espagos de Hausdorff é um espaco de Hausdorff.

Demonstragao. Seja X = ][ X, a unido disjunta de uma familia arbitraria {X,}ea
A€A

de espagos de Hausdorff. Consideremos (z1, A1), (x2,A2) € X. Se A1 # A2 temos que
os conjuntos Xy, X {\1} e X, x {\2} s@o vizinhancas disjuntas para (x1, A1) e (22, A2),
respectivamente. Agora, caso Ay = A = Ay, como X, é Hausdorff, existem U, U, vi-
zinhangas disjuntas de z7 e x5 em X, respectivamente. Entdo, (z1,A1) € Uy x {\},
(9, A2) € Uy x {A} e (U x {A\}) N (Uy x {\}) # &, o que mostra que X é Hausdorff. [

Proposicao B.4.2. A unido disjunta de uma familia enumerdvel de espacos sequndo

enumerdveis € sequndo enumerdvel.

Demonstragao. Seja X = [ X; a unido disjunta de uma familia enumerével {X;};c; de
iel
espagos segundo enumerdveis. Para cada ¢ € I, seja uma base enumeravel 5; = {B} };c
para X;. Afirmamos que = {B/ x {i} ; i € I, j € J} é uma base enumerével para a
topologia da uniao disjunta X. De fato, é facil ver que
X = B! x {i}.

iel

jeJ
Agora, sejam By = Bfll X {i1} e By = Bf; x {is} em (3 tais que B = B; N By # &. Nesse
caso, iy =1 =iy ¢ B{* N B # @. Como f; é uma base para X;, existe B! € 3; tal que
x € Bl ¢ Bl' N B” e, entdo, (z,i) € B/ x {i} C B, o que conclui que 3 é uma base

enumeravel para X. Portanto, X é segundo enumeravel. O]

B.5 TOPOLOGIA QUOCIENTE

A topologia quociente oferece o mecanismo oposto a unidao disjunta: gera novos

espacos através da identificacido de pontos.
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Definicao B.5.1 (Aplica¢do quociente). Seja uma p : X — Y aplica¢do entre espagos
topologicos. Dizemos que p é uma aplicacio quociente se é sobrejetiva e cada subconjunto
V CY éaberto em Y se, e somente se, p~*(V) é aberto em X. Nesse caso, Y ¢ dito o

espaco quociente e p é a projecio de X em Y.

Definicao B.5.2 (Topologia quociente). Sejam p : X — A uma aplicagdo sobrejetiva

entre um espaco topolégico X e um conjunto qualquer A. Definamos uma topologia
r={VCA;p ! (V)C X éaberto}
sobre A, a qual é chamada de topologia quociente induzida por p.

E claro que em 7, a aplicacio p : X — A dada na Definicao B.5.2 é uma aplicacio

quociente.

Proposicao B.5.1. Seja 8 uma base para a topologia de um espaco X. Entdo,

B =A{p(B); Be€p}
é uma base da topologia quociente de A induzida por uma aplicagcdo sobrejetivap : X — A.

Demonstracdo. Sejam y € A e V uma vizinhanga de y em A. Dai, p~!(y) € p~(V) e, como
p é continua, p~ (V') é um aberto de X, ou seja, existe B € 3 tal que p~!(y) € B C p~1(V).
Logo, concluimos que y € p(B) C V. Pela Proposigao B.1.1, 5’ é uma base para a topologia
quociente de A induzida por p. O]

Consideremos X* = {X, ; X, C X} uma particao de X, isto é, todos elementos

de X* sdo disjuntos e cobrem X, e

p: X —X©

x> p(x),

onde p(x) = X, para todo x € X,. A topologia quociente induzida por p em X* faz de X*
um espago quociente de X por p. Em particular, caso ~ for uma relacdo de equivaléncia
em X, entdo o conjunto de classes X* = {[z] ; € X} forma uma partigdo para X. O

espago X* = X/ ~ é o espago quociente de X por ~.
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APENDICE C - Variedades diferenciaveis

Uma variedade é um espago abstrato localmente homeomorfo a espagos euclidianos.
Para formalizar esse conceito, apresentaremos a seguir uma série de defini¢bes importantes.

As referéncias principais para a escrita deste apéndice é [12] e [26].

C.1 DEFINICOES E EXEMPLOS

Definicao C.1.1 (Espago localmente euclidiano). Seja M um espago topoldgico. Se para
cada p € M, existem uma vizinhanca U de p em M e um homeomorfismo f: U — V,
sendo V um aberto de R™, M é chamado de espaco localmente euclidiano de dimensao n
(ou n-dimensional). Ademais, dizemos que o par (U, f) é uma carta local de M em p, U

uma vizinhanga coordenada e f uma aplicacdo coordenada em U.

Definigao C.1.2 (Variedade topolégica). Seja M um espago topolégico. Dizemos que
M é uma wvariedade topoldgica de dimensdo n ou uma n-variedade topoldgica caso for um

espaco de Hausdorff, segundo enumeravel e localmente euclidiano de dimensao n.

Definicao C.1.3 (Cartas compativeis). Sejam (U,, f,) e (U,, f3) duas cartas quaisquer
de uma n-variedade topoldgica M tais que U,s = U, NUs # &. Se as aplicagoes

fao f5t: f3(Uag) — fa(Uap)

fao fat: falUap) — f5(Uap),

ditas fungoes de transicdo, sao de classe C*°, chamamos (U,, f.) € (Uy, f3) de cartas

C*>-compativeis.

Defini¢ao C.1.4 (Atlas). Uma colecao {(Uy, f1)}rea de cartas C*-compativeis de uma

variedade topoldgica M é dita um atlas de M se M = |J U,. Dizemos que um atlas é
AeA
mazimal se 0 mesmo ndo esta contido, estritamente, em um outro atlas.

Definigao C.1.5 (Variedade diferenciavel). Uma n-variedade topolégica M ¢é dita uma

variedade diferencidvel de dimensdo n ou uma n-variedade diferencidvel se possui um atlas

maximal, o qual dizemos ser uma estrutura diferencidvel em M.

Confira em [26], Proposi¢ao 5.10, p 53, que qualquer variedade topoldgica é na
verdade uma variedade diferencidvel. A proposicao citada afirma que, para concluir a
existéncia de um atlas maximal, precisamos apenas encontrar um atlas qualquer, garantindo

assim a diferenciabilidade da variedade.
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Exemplo C.1.1. Superficies regulares em R? sdo exemplos cldssicos de 2-variedades

diferencidveis. O

Exemplo C.1.2. Qualquer subconjunto aberto U de uma n-variedade diferencidavel M
é uma n-variedade diferenciavel. Com efeito, seja {(Uy, f\)} uma estrutura diferencidvel
para M. Tomando o conjunto aberto Wy = Uy NU de M, temos que {(Wy, filw,)} ¢ uma

estrutura diferencidvel para U, onde fi|w, : Wy — U denota a restri¢ao de fy a Wy. ¢

Exemplo C.1.3 (Esfera n-dimensional). Considere a esfera n-dimensional S™ em R" .
Afirmamos que {(S"—{N}, on), (S"—{S}, ¢s)}, onde N = (0,...,0,1), S =(0,...,0,—1),
on:S"—{N} — R" e ¢p5: S™ — {S} — R" s@o as projegoes estereograficas, isto é,

¢N<x1,...,xnﬂ>:( B )

)
1 —xpq I —zpp

¢5(x1a s )xn-‘rl) - ( o i n > )

]-"'_xn—i-l7 .?1+xn+1

é um atlas para S™. De fato, primeiro tomemos as aplicages inversas das projegoes

estereograficas, as quais sdo dadas por

- 211 2yn vty —1
(b 1<y17"'7yn) = ( -
N yt +

R /e S T i S o - o T S SRR R A o

2y 2Yn, 1—(yf+---+yi)>

-1 o

Note que, @ # (S™ — {N}) N (S" — {S}) = S™ — {N, S}, o que nos da uma aplicagao
by o ¢t ps(S™ — {N,S}) — ¢n(S™ — {N,S}) é de classe C=. Ora, temos que

_ 2y, 2y 1—(yi+--- +yn)
o ¢t e Yn) = e n , L n
2 2 n
. y%+---ily%+1 y%+~-iy%+1
I T O e R I bl O et )]

L+yf++yp L+y++yp

_ Y1 Yn
ity Ty )
De maneira andloga, é possivel mostrar que ¢so¢y' : dn(S"—{N, S}) — ¢d5(S"—{N,S})
de classe C* e, portanto, {(S™ — {N}, dn), (S™ — {S}, ¢s)} é uma cole¢do de cartas C'-

compativeis. Como S™ = (8" — {N}) U (5™ — {S}), concluimos o que querfamos mostrar.

O
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Exemplo C.1.4 (Espago projetivo real). O Espago Projetivo Real n-dimensional, denotado
por RP", é o espaco cujos elementos sdo as retas que passam pela origem de R"*! isto é,
0 espago quociente
ap B0}
(v~ )

tal que v € R™™ — {0} e A € R — {0}. Uma maneira equivalente de escrever RP" é
restringindo os vetores de R"*! — {0} a vetores de norma 1, sendo assim,
RE" = (v NS —v)’
isto é, cada v € S™ é equivalente a sua antipoda. Denotaremos os elementos de RP"™ por
[T1, ..oy Tng1)-

Veja em [26], Corolario 7.15 e Proposigao 7.16, p. 79, que RP" é segundo enumeravel
e Hausdorft.

Vamos mostrar que RP" é uma n-variedade diferenciavel, construindo um atlas

para RP". Consideremos os subespagos de RP™ dados por
U=A{[r1,.. . xpnu1] ; 2, #£0}, i=1,...,n+ L
Note que 7 *(U;) = U;, onde
U ={(x1,...,0n1) €8™; 2, £0}, i=1,...,n+1

em:S" — RP" é a aplicagdo quociente. Como U; é um aberto de S™, concluimos que
cada U; é um aberto de RP" (veja Segao 5 do APENDICE B). Além disso, observe que

n+1
RP* = U U;.
i=1
Definamos, para cada i = 1,...,n + 1, as aplicagoes
fi: RP™ — R"
T T; x
[xl,...,xn+1:| |—><1,...,’L,..., n+1>-
Note que, para cada i = 1,...,n + 1, a aplicagdo inversa de f; é dada por
fit e, m) = 2, i, Ly, 2.
Ora,
_ T Xz
fl(fq, 1($1,...,xn)) :fi[xla"'»xi—lvlaxi)"wxn] - <T77Tn> - (xla"'vxn)
e

il ) = S (xl-w-wa, . ,%H)
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Agora, observe que f; é continua, pois dado um aberto U qualquer de R"™, sendo a aplicacéo

T T; Tn+1
(fiom)(xy, ..., xpe1) = <,...,Z,..., "+>

continua, temos que

T (7N U) = (fiom)H(U)

é um aberto de S™. Logo, pela caracterizacao de abertos de um espago quociente, concluimos
que f;H(U) é um aberto de RP" (confira Secao 5 do APENDICE B). Ademais, para provar
o homeomorfismo de f;, para cada i = 1,...,n + 1, resta mostrar que a inversa f;* é

continua. Ora, observe que f; ' = 7 o ;, onde

Q: R™ — R

(1, xn) —> (1, miy, Lxg, oo my)

é uma aplicacdo continua, ou seja, f; ' é continua por ser a composta de funcoes continuas.

Sendo assim, RP" é localmente euclidiano de dimensao n. Afirmamos que a
colecao {(Us, f;)}i ! é um atlas de RP". Com efeito, sejam i,j = 1,...,n + 1 tais que
Uj = U;NU; # @. Observe que os pontos de f;(U; ;) sdo da forma (yi,...,y,), onde
Y=y = Sy, = By, = L com @, 25 # 0. Entdo, supondo que

J J J J

1 < j, temos que

(fio £y Dwissym) = fillyrs -y, Lyss -5 Ynl)
_ (yl U g 1oy yn>

ey g ooy s Ty T )

vy vi vy

Caso j < 1, segue que

_ Y1 yi-1 1y Yi Yn
(fiofjl)(ylv-"ayn):<7"" 2 »7]7"'77'”7)'
Yi Yi Yi Yi Yi Yi

Em ambos os casos, f;o f;'

Concluimos ent@o que as cartas (U, f;) e (Uj, f;) sdo C*-compativeis, o que querfamos

¢ de classe C'°, o que ocorre analogamente com f; o f;.

mostrar. O

Exemplo C.1.5 (Unido disjunta enumeravel de variedade). Seja M = I M; a unido dis-
junta uma familia enumerdvel { M; };c; de n-variedades diferencidveis, sencfgl{(U Nis i) Faeas
uma estrutura diferenciavel de M;, para cada i € I e A; um conjunto de indices. Po-
rém, sem perda de generalidade, podemos supor que os conjuntos de indices sdo iguais,
adicionando pares (U, ;, fr;) tais que Uy; = & se necessario. Seja entdo A; = A. Para
mostrar que M é uma variedade diferenciavel, primeiro note que, pelas Proposicoes B.4.1
e B.4.2, M é Hausdorff e segundo enumeravel. Resta-nos encontrar entao uma estrutura

diferenciavel para M.
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Afirmamos que {(17,\7“.7:,\,0}@.6[, onde Uy; = Uy, x {i} e
AEA

f)\ﬂ' : U)\J' — R"
(p>Z) — F)\(p7l) = f)\,i(p)

é uma estrutura diferenciavel para M. Com efeito, é facil verificar que

M= ((7&14).

el
AEA

Ademais, observe que a aplicacio .7-";11 : f)\,i((})\,i) — (7,\#4, definida como f;ll(x) =

(f;ll (x),1) é inversa a aplicagdo F) ;. Ora,

FailFri (@) = Faalfri (@), 0) = falfsi(@) =

Fri (Faip, ) = F5i(frap) = (fxi (Fra)), 1) = (p,9).

Dado um aberto V de R”, temos que

FNV) = [ (V) x {i}

Como fy,; é um homeomorfismo, f;ll(V) é um aberto de U, ;, ou seja, f;zl(V) x {i} é um
aberto de U \i» 0 que conclui a continuidade de F\. Em relacao a continuidade de F, N Z-l,
note que um aberto de ﬁA,i ¢ da forma U x {i}, onde U é um subconjunto aberto de U, ;.

Dado tal aberto U x {i}, segue que

f)\’i(U X {Z}) = f)\,z(U)

Novamente, sendo fy; um homeomorfismo, fy;(U) é um aberto, ou seja, F, + é continua.

Agora, sejam (Ui, Fus) € (ZU)ﬁm]:ﬁ,j) cartas locais de M. Se i # j, Upy; NUs; = @, 0

que faz com que a condi¢do de compatibilidade seja trivialmente satisfeita. Vamos supor

entdo que ¢ = j e Uyg = Uy, NUy,; # D, 0 que faz com que [7&5 = [7/\171' N (7,\27j #+ .

Como fa7i((~fa5) = fa,i(Uap) € f,&j(ﬁaﬁ) = fa,i(Uap), teremos que F, ; o ngl = fu,i© fg;

e Fgjo Fcz_zl = fgj© ojzl, 0 que conclui que {(ﬁA’i’F’\’i)}ﬁef\ ¢ uma colecao de cartas
IS

C*>-compativeis, demonstrando assim que a mesma cole¢do é um atlas para M. O

Podemos nos perguntar sobre a existéncia de alguma base para a topologia de uma
n-variedade diferenciavel M tal que cada um de seus elementos é homeomorfo a uma bola
aberta de R", as quais formam uma base para a topologia padrao de R™. Sobre isso, temos

o resultado a seguir.

Proposicao C.1.1. Toda n-variedade diferencidvel possui uma base com elementos home-

omorfos a bolas abertas em R™.
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Demonstragao. Seja M uma n-variedade diferencidvel com estrutura diferencidvel {(Uy, f1)}rea-
Para cada A, V), = f\(U,) possui uma base (3} composta por bolas abertas de R™. Afir-
mamos que By = {fy'(B) ; B € 5} é uma base para Uy. De fato, sejam x € Uy e U
uma vizinhanga de x em Uy. Temos que U é homeomorfo a um aberto V' de V). Sendo g}
uma base para V), existe B € 34 tal que fy(r) € B CV, ou seja, € fy '(B) C U. Pela
Proposicao B.1.1, 8 é uma base de U,.

Agora, vamos mostrar que U Br={fA'(B); N€ A, B€ 3} ¢éuma base para
M. Ora, seja x € M e U um aberto qualquer de M. Se U C U,, para algum A, ou

seja, pelo argumento do pardgrafo anterior, existe B € ) tal que x € fA (B) C U.
Suponhamos entdao que U nao esta contido em qualquer Uy. Como {U,} é uma cobertura
para M, U intersecta com pelo menos dois aberto em {U,}. Seja {U,} uma subcole¢ao de
{U,} tal que U intersecta cada U, de {U,}, a qual em particular é uma cobertura de U.
Suponhamos que x pertenca a U, de {U,}. Pelo argumento anterior, existe B € 3!, tal

que x € f;1(B) Cc UNU, C U. Novamente, pela Proposigao B.1.1, concluimos que | Sy
A€
¢ uma base para M. O]

C.2 APLICACOES ENTRE VARIEDADES

Mais do que ser localmente homeomorfa a um espago euclidiano, uma variedade é

localmente difeomorfa a este mesmo espaco. A seguir demonstraremos esta propriedade.

Definigao C.2.1 (Diferenciabilidade entre variedades). Uma aplicagdo F : M — N
entre m-variedade diferenciavel M e n-variedade diferenciavel N é dita diferencidvel em
p de M se existem cartas (V,g) em N e (U, f) em M, com F(p) € V e p € U, tais que
FU)cVe

goFof™:f{U)CcR™ — g(U)CR"

é diferenciavel em f(p). Caso F' seja diferencidvel em cada ponto de M, dizemos que F' é

diferencidvel em M.

Definigao C.2.2 (Difeomorfismo entre variedades). Uma aplicacdo F': M — N entre
duas variedades de mesma dimensdo, que possua inversa, é dita um difeomorfismo quando

F ¢ diferencidvel em M e sua inversa, F'~!, é diferencidavel em N.

Definicao C.2.3. Sejam F': M — N uma aplicacdo entre duas variedades de mesma
dimensao e p € M. Se existem vizinhangas U e V de p e F(p), respectivamente, tais que
F:U — V é um difeomorfismo, F é dita um difeomorfismo local em p. Caso F' seja um

difeomorfismo local em toda variedade M, dizemos que F' é um difeomorfismo local.

Proposicao C.2.1. Seja M wma n-variedade diferencidvel com estrutura diferencidvel
{(Ux, \)}ren- Para cada X € A, fr: Uy — R™ é um difeomorfismo sobre sua imagem.
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Demonstracdo. J& sabemos que cada f, é um homeomorfismo sobre sua imagem V) =
fr(Uy). Resta entdo mostrar que fy : Uy — Vi e fi': V) — U, sdo diferencidveis. De
fato, sejam p € Uy qualquer e Iy, : V) C R" — V), C R" a aplicacao identidade em V).
Dai,

Iy, 0 fro fit =Ly, : Vi — V),

a qual é diferencidvel em fy(p). Sendo p arbitrario, entdao fy é diferencidvel em Uy. Agora,

seja p € V), um ponto qualquer. Note que,
frofitoly, =1y, : Va — Vi,

a qual é uma aplicacdo diferencidvel em p. Como p é arbitrario, f, ' é diferencidvel em
Va. O

C.3 ESPACO TANGENTE DE UMA VARIEDADE

Enquanto o espago tangente 7,5 de uma superficie em R?® pode ser visualizado
como o plano formado pelos vetores velocidade de curvas em S, a transicao para variedades
diferenciaveis M exige uma abordagem mais axiomatica. Isso ocorre porque, em geral,
tais variedades nao estdo imersas em um espaco euclidiano ambiente, o que nos impede de

tratar vetores tangentes simplesmente como elementos do R"™.

Sejam M uma n-variedade diferencidvel e D,(M) o conjunto das fungoes reais
diferenciaveis no ponto p. Podemos caracterizar um vetor tangente através da nocao de

derivagao em um ponto.

Definicao C.3.1 (Derivagdo em um ponto). Uma derivagio em p € M é um operador
linear D : D,(M) — R que satisfaz a Regra de Leibniz:

D(FG) = D(F)G(p) + F(p)D(G)
para quaisquer F,G € D,(M).

Para formalizar o vetor tangente sob essa 6tica, consideramos uma aplicacio

diferenciavel v : (—¢,e) C R — M, a qual chamamos de curva em M, tal que v(0) = p.

Defini¢ao C.3.2 (Vetor tangente em uma variedade). O vetor tangente em p a curva vy

em ¢t = 0, denotado por X, ou 7/(0), atua sobre uma funcao F' € D,(M) como:

X, F = jt(Fo'y)(t) . (C.3.1)

Essa operagdo cumpre naturalmente as condigoes de linearidade e a regra do

produto, confirmando que cada vetor tangente se comporta como uma derivacio.
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Definicao C.3.3 (Espago tangente de uma variedade). O conjunto de todos os vetores
tangentes a um ponto p de M ¢é o espago tangente de M em p, denotado por T,M, que

adquire estrutura de espaco vetorial real.

Dada uma carta (U, f) em torno de p, podemos induzir uma base para T,M.
Considerando as fun¢bes coordenadas x; = r; o f, para cada i = 1,...,n, definamos as
funcgoes c‘%‘p : D,(M) — M como

0 I(Fof™)
P
Temos que {a% e ai } constitue uma base para T,M.
tlp Tnlp

Uma vez estabelecida a estrutura do espago tangente, torna-se possivel estender o
conceito de derivada para transformacgoes entre variedades. Essa extensiao é denominada
diferencial e descreve como uma aplicacao diferenciavel transporta vetores tangentes do

dominio para o contradominio.

Definigao C.3.4 (Diferencial de uma Aplicagdo Suave). Consideremos uma aplicagao
diferenciavel ' : M — N entre duas variedades. Para cada p € M, define-se a diferencial

de F' no ponto p como a aplicacao linear
de : TpM — Tp(p)N

que opera da seguinte forma: dado um vetor tangente X, € T,,M associado a uma curva
v :(—€,e) = M com v(0) = p, a imagem dF,(X,) ¢ o vetor em T,y M cuja acao sobre
uma funcdo G € Dp(,) (M) é dada por

(E(X)G = Xy(G o F) = (G0 F o)t

t=0

Essa definicao estabelece que a diferencial avalia a taxa de variacdo da composicao

de G com F' ao longo da curva -, traduzindo a geometria local de M para a de N.

Proposicao C.3.1. Seja F': M — N uma aplica¢io entre duas variedades diferencidveis.
Caso F' seja um difeomorfismo local, entio dF, : T,M — Tp@) N € um isomorfismo para
todop € M.

Demonstragao. Vide [12], Capitulo 4, Proposicao 4.8, p. 80. O
C.4 SUBVARIEDADES

Definigdo C.4.1 (Subvariedades). Sejam M uma n-variedade diferenciavel e S um

subespago topolédgico de M. Se para cada p € S existe uma carta local (U, f) de M em p
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tal que, em U NS, n —m das fungdes coordenadas de f se anulam, dizemos que S é uma
subvariedade (reqular) de dimensdo m de M. Além disso, n —m é a codimensdio de S em
M.

A Proposicao a seguir prova que toda subvariedade de dimensdo m é uma m-

variedade diferencidvel.

Proposicao C.4.1. Seja M uma variedade diferencidvel com estrutura diferencidvel
{(Ua, fa)}. Entao, dada uma subvariedade S de M, temos que a cole¢io {(Uy N S, fo)} €

um atlas para S.
Demonstragao. Conferir em [26], Proposi¢ao 9.4, p.102. O

Uma questao importante sobre variedades refere-se & orientacdo das mesmas, o que
pode ser estudado no Capitulo 21 de [26]. Porém, uma caracterizagdo que pode definir de

maneira resumida essa questao envolve as fungoes de transicdo de um atlas.

Definicao C.4.2 (Orientagao de variedades). Uma variedade diferenciavel ¢ dita orientdvel
quando possui um atlas cujas as matrizes jacobianas de suas funcoes de transicdo possuem

determinante positivo.

C.5 VARIEDADES COM BORDO E COM CANTOS

Observe que a definigdo de variedade diferenciavel M feita anteriormente nao inclui,
por exemplo, as bolas fechadas em R". Para contornar esse problema, estenderemos a
noc¢ao de variedade para incluir conjuntos com fronteira. As defini¢bes sdo as mesmas,

porém, substituiremos o espaco euclidiano R™ pelo semi-espaco
H" ={(z1,...,2,) € R"; 21 <0}

Nesse caso, M sera dita uma wvariedade diferencidvel com bordo n-dimensional ou uma
n-variedade diferenciavel com bordo. Denotaremos o bordo de M por OM e o interior por

intM. Observe que se OM = &, a defini¢do coincide com a Defini¢ao C.1.5.

Porém, tridngulos, quadrados, cubos e outros poliedros ainda nao sao incluidos
na definicdo. Generalizamos um pouco mais a nocao de variedades substituindo H™ pelo

subespaco
R" = {(x1,...,2,) €ER"; 21 <0,...,2, <0}

de R™. Nesse caso, M serd dita uma variedade diferencidvel com cantos n-dimensional ou

uma n-variedade diferencidvel com cantos.
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APENDICE D — Formas diferenciais

A teoria das formas diferenciais é uma ferramenta matematica fundamental para o
calculo multivariavel, sendo aplicada em geometria diferencial e fisica tedrica. A escrita
deste apéndice é baseada em [12], [16], [19], [21] e [26].

D.1 FORMAS ALTERNADAS

Consideremos nesta se¢do, F um espago vetorial n-dimensional arbitrario e g =

{e1,...,e,} uma base para E.

Definigao D.1.1 (Forma linear). Dizemos que ¢ : E¥ = E x --- x E — R é uma forma

k-linear no espaco E caso seja uma aplicagdo linear em cada uma de suas variaveis.

Proposigdo D.1.1. Sejam ¢, : E¥ — R formas k-lineares. Se (e, ..., e;) =
(e, ... e ), para I ={iy,... ix} uma k-upla de {1,...,n}, isto €, um subconjunto de

k elementos, entao ¢ = .

Demonstragao. Conferir [19], Segdo 7.1, Teorema 1, p. 312. O

Definicdo D.1.2 (Formas alternadas). Dizemos que uma forma k-linear ¢ : E¥ — R é
alternada em E se dada qualquer k-upla [ = {i1,...,ir} de {1,...,n}, tal que e;; = e,

para algum j e [ distintos entre 1 e k, o(e;,,...,€;,) = 0.

Denotemos o conjunto das formas k-lineares alternadas em E por Aix(E)*. Uma

caracterizagao para a definicdo de formas alternadas é a proposicio a seguir.

Proposicao D.1.2. Uma forma k-linear ¢ : E¥ — R € alternada se, e somente se, para

qualquer k-upla I = {i1, ..., i} C{1,...,n}, temos que
O(Cirs vy Ciyyeees Cipyoo oy €if) = —P(Ciyy ooy Cipye oy iy e v vy €3 ),
para j el distintos entre 1 e k.

Demonstragao. Conferir em [16], Se¢do 19, Teorema 19.2, p. 247. O]

Defini¢ao D.1.3 (Produto exterior). Sejam 1, ..., ¢, € E* funcionais lineares em FE, isto
é, formas 1-lineares em FE. Dizemos que a forma k-linear alternada o1 A---Agg : E¥ — R

definida como

(1 Ao Apr) (v, ug) = det(pi(v))),

onde (p;(v;)) é a matriz k x k tal que o elemento na linha i e coluna j é dado por ¢;(v;),

é o produto exterior entre w1, ..., Q.
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Observacdo D.1.1. Seja @1 A --- A ¢ : E¥ — R o produto exterior entre @1, ..., .

Entao, dado vy,...,7j,...,v, € F, temos que
e1(v1) @r(v2) - 0 e pr(vg)
pa(v1) palva) -+ 0 oo pr(vk)
@3@1) 803(112) o0 e @3(7%)
(1 Ao Agg) (v, .., 0521,0,041, ... ,v5) = det ) ) . )
ep(v1) @r(v2) - 0 o (k)

A nulidade de uma das colunas da matriz faz com que seu determinante seja nulo (sobre
isso, veja Secao 19 de [16]). Com isso, concluimos que @1 A- - - Ay, restrita a um subespago

com dimensdo menor que E*, é nula.

D.2 FORMAS DIFERENCIAIS

Definicao D.2.1 (Formas diferenciais de grau 1 em R™). Seja U um subconjunto aberto
de R™. Uma aplicacdo w : U — (R)* que associa um ponto p € U a um funcional linear

w(p) em R™ é dita uma forma diferencial de grau 1 ou uma 1-forma diferencial em U.

Veja em [21], Segao 2.1, que (R)* possui uma base canénica {dz, ..., dx,}, formada

por funcionais dados da seguinte forma:

dr;-e; =1, sei =7, (D2.1)
dxi-ej:(),sei;éj, o

onde {ey,...,e,} é a base canonica de R™. Sendo assim, w(p) é uma combinacao linear de
{dzy,...,dx,}, isto é,

w(p) = ai1(p)dzy + - + an(p)day,

sendo ay,...,a, : U — R funcbes definidas em U. Podemos entdo escrever a 1-forma

diferencial w como

w=a1dry + -+ a,dr,.

Caso, para cada i = 1,...,n, as fungoes a; forem de clagse C*°, diremos que w é

uma 1-forma diferencial de classe C.

Agora, vamos estender a definigdo feita para formas diferenciais a um grau k inteiro

maior que 1.
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Definicao D.2.2 (Formas diferenciais de grau k em R™). Sejam U um aberto de R" e
kE > 1 um inteiro. Uma aplicagdo w : U — A(R™)* que faz corresponder cada ponto
p € U a uma forma k-linear alternada w(p) em R™ é dita uma forma diferencial de grau k

ou uma k-forma diferencial em U.

Novamente, confira em [21], Se¢do 2.2, onde pode ser visto que uma base para o
conjunto A,(R™)* é a colecao finita de formas k-lineares alternadas (dz; = dx;, A-- - Adx;,),
onde cada I = {i; < --- <ix} C {1,2,...,n} é uma combinagao de k indices escolhidos
entre 1 e n e cada dz;; ¢ dado como em (D.2.1). Sendo assim, forma k-linear alternada
w(p), dada em (D.2.2), pode ser escrita com uma combinagao linear da colecao finita (dz;),

isto é,
w(p) = ZGJ(P)deI,
I
onde cada a; : U — R é uma fungao definida em U. Podemos escrever w entdo como

w= Zajdxl.
I

Observacgao D.2.1. Em um subconjunto aberto U C R", o grau maximo de uma forma
diferencial w nao-nula é exatamente n. Para compreender essa limitacao, considere que
cada termo da forma depende de um multi-indice I = {iy, ..., 7} que satisfaz a ordenagao
estrita 1 < iy < --- < 4 < n. Se tivéssemos k£ > n, o Principio da Casa dos Pombos
implicaria a repeticao de pelo menos um indice (i; = 4,,). Devido & natureza antissimétrica
do produto exterior, qualquer repetigdo anula o termo (dz;, A dz;,, = 0), resultando em
dx; = 0. No caso particular de uma n-forma, existe apenas uma combinagio possivel para
os indices: a sequéncia completa {1,2,...,n}. Dessa forma, toda n-forma em R" pode
ser expressa de maneira simplificada como w = adxy A -+ A dx,, onde a : U — R é uma

funcdo escalar.

Se cada ay for de clagse C*°, diremos que w é uma k-forma diferencial de classe
COO
Para construir uma algebra das formas diferenciais, definiremos a seguir operagoes

entre as mesmas.
Definigao D.2.3 (Soma e produto por escalar). Sejam w = Y ajdr; e w = Y bydx;
T T

k-formas diferenciais definidas em um aberto U de R" e ¢ uma constante real. Definamos

a soma de w e W como

w+w= Z(a[ + b])dx]
I

e o produto de ¢ por w como

c-w= an[dl'[.
T
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Defini¢ao D.2.4 (Formas diferenciais em uma variedade). Sejam M uma n-variedade
diferenciavel e k£ um inteiro maior ou igual a 1. Uma aplicacao w: M — A (T, M) que
associa um ponto p € M a uma forma k-linear alternada w(p) no espaco vetorial T, M é

dita uma forma diferencial de grau k ou uma k-forma diferencial em M.

Além disso, convencionaremos que uma funcdo f : M — R definida em uma

variedade M sera dita uma 0-forma diferencial.

D.3 PULLBACK

Esta subsecdo tem como objetivo apresentar uma maneira de representar uma forma
diferencial, definida em uma variedade, em outra variedade por meio de uma aplicacio

diferenciavel entre essas duas variedades.

Defini¢cao D.3.1 (Pullback). Seja F': M — N uma aplicagao diferenciavel entre uma
m-variedade diferenciavel M e uma n-variedade diferenciavel N. Para cada inteiro k& maior
ou igual a 1, dizemos que a aplicacdo w —— F*w, induzida por F, que leva k-formas

diferenciais em N em k-formas diferenciais em M, definida como

(Erw)(p)(vr, -y o) = W(F(p))(dFy (1), dFy(vr)),

onde pe M ewvy,...,u € T,M, é o pullback por F.

Dessa forma, podemos representar, localmente, em R™ uma k-forma diferencial
w definida em uma n-variedade diferencidvel M, com estrutura diferenciavel {(Uy,, fa)},
utilizando de suas cartas locais. A representagao local de w em V,, = f,(U,) é o pullback
Wo = (f71)*w em V,. Caso w seja uma forma diferencial de classe C*°, para todo «,

dizemos que w é uma k-forma diferencial de classe C°.

Observacgao D.3.1. O comentério anterior, em conjunto com a Observacao D.2.1, revela
que o maior grau para uma forma diferencial ndo-nula em uma n-variedade diferenciavel é

n.

Observacgao D.3.2. Dada uma aplicacdo diferenciavel F': M — N entre duas variedades

e g : N — R uma O-forma diferencial em N, vamos convencionar que
F*g=goF.

Ademais, se w e @ sdo k-formas diferenciais em M como acima e ¢ uma constante
real, definamos a representacao, em cada V,, = f,(U,), de w + w, dita a soma de w e @,

CcOo1mo

(WH+ W) =wo +Wa = fow+ fow
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e a representagao, em cada V,, de ¢ - w, chamado o produto de ¢ por w, como
(c-Wa=C-wy=c- frw.

Proposicao D.3.1. Sejam F: M — N e G : N — Z aplicacoes diferencidveis entre

variedades diferencidveis e w uma k-forma diferencial em Z. Entdo,
(Go F)'w=F"(G'w).
Um outro resultado importante é sobre a representacdo de um pullback de uma
forma diferencial definida em um espago euclidiano.

Proposicao D.3.2. Sejam F : U C R" — V C R™ uma aplicacio diferencidvel entre

abertos e w = > ardxry uma k-forma diferencial definida em V', com I = {iy,...,ix} C

T
{1,2,...,m}. Entao,

Frw=> (ajo F)dF; A---NdF
T

k7
onde F,..., F,, sdo as fung¢ées coordenadas de F.

Em relagdo as provas das proposi¢oes anteriores, conferir em [21].

Para cada inteiro k£ maior ou igual a 0, dada M uma variedade diferencidvel,
denotemos por QF(M) o espacgo vetorial sobre R das k-formas diferencidveis de classe C*°
definidas em M. Como no restante do trabalho s6 trabalharemos com formas de classe
C°, para facilitar a escrita, chamaremos as formas diferenciais de classe C'*° simplesmente

de formas diferenciais.

D.4 INTEGRACAO DE FORMAS

Nesta Secdo, temos o objetivo de introduzir a integracao de uma n-forma sobre uma
n-variedade diferencidvel. Antes disso, definamos a integragao sobre o espaco euclidiano

de mesma dimensao.

Defini¢ao D.4.1 (Suporte de uma forma diferencial). Sejam w uma k-forma diferencial,
para k > 0 um inteiro, definida em uma variedade M e um subconjunto A = {p €
M ; w(p) # 0}. O fecho do conjunto A,

supp w = A,
¢é dito o suporte de w.

Definigao D.4.2 (Integral de uma forma em um espago euclidiano). Seja w = adx; A

-+ A dx, uma n-forma diferencial definida em um aberto U de R™ com suporte compacto.
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Definamos a integral de w sobre U como a integral de Riemann da 0-forma diferencial

a: U — R sobre supp a, isto é,

/ w:/ a(x)dzy - - - dx,.
U supp a

Com essa defini¢ado, podemos avangar para definir a integral de uma forma sobre

uma variedade qualquer. Porém, hd um problema envolvendo o suporte de tal forma.

Definicdo D.4.3 (Integral de uma forma sobre uma carta local). Sejam w uma n-
forma diferencial definida em uma n-variedade diferencidvel M com suporte compacto
e {(Ux, fr)}rea uma estrutura diferenciavel para M. Se supp w C U,, para algum A,

definamos a integral de w sobre Uy como a integral de sua representagao em V = f,(U,)

oe=[ e

Suponhamos, agora, que o suporte da forma em questdo ndo esteja contido em

sobre V), ou seja,

qualquer vizinhanga coordenada. Para resolver esse problema utilizamos o conceito de

particdo da unidade.

Definigao D.4.4 (Particao da unidade). Seja M uma variedade diferencidvel com estrutura
diferenciavel {(Uy, fo)}rea. Uma familia {p) : M — R} ep de fungoes de classe C™ é

dita uma particio da unidade em M subordinada da cobertura {Uy}en se:

L X palp) =1, Vp e M;
AEA

2. A colegao {supp pa}trea ¢ localmente finita, isto é, cada ponto p de M pertence a

apenas um numero finito de elementos de {supp p};

3. supp pr C U,, para cada A € A.

Confira em [26], Teorema 13.7, pp. 347-348, que toda variedade possui uma partigao
da unidade subordinada & uma cobertura de vizinhancas coordenadas. Com isso, seja
uma n-forma diferencial w qualquer em um variedade M, com estrutura diferenciavel
{(Ux, [x) }rea, € {pa} uma partigdo da unidade de M subordinada a cobertura {U,}. Note

que, por definigdo, podemos escrever w como

W= ZpAw.

AEA

Novamente, por defini¢do, temos que supp pyw C U,. Entao, é possivel introduzir a

definicdo a seguir.
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Defini¢do D.4.5 (Integral de forma sobre uma variedade). Sejam w uma n-forma diferen-
cial definida em uma n-variedade diferenciavel M com suporte compacto, {(Uy, /1) }rea
uma estrutura diferencidvel para M e {p,} uma partigao da unidade de M subordinada
a {U,}. Definamos a integral de w sobre M como o somatério das integrais de cada pyw

sobre U,, ou seja,

/Mw =2 o,

AEA T HA

Proposicao D.4.1. Sejam M uma n-variedade diferencidvel, w,w € Q*"(M) e ¢ € R.

Entao,
/(cw—i-w):c-/ w+/ w.
M M M

Demonstragao. Confira em [19], Teorema 12, p. 355. ]

As defini¢bes e resultados para variedades com bordo ou para variedades com

cantos sao andlogas.

D.5 DERIVADA EXTERIOR

Como feito anteriormente, definiremos a derivada exterior de uma forma diferencial

em R" e depois estender a ideia para uma variedade qualquer.

Defini¢ao D.5.1 (Diferencial de uma funcao). Sejam um aberto U de R" e f: U — R

uma O-forma diferencial em U. Chamaremos a 1-forma diferencial

_\9f
df = ; &'L‘idxz

de diferencial de f.

Observe que, nesse caso, temos um operador d : Q°(U) — QY(U) que leva 0-formas

diferenciais em U em 1-formas diferenciais em U.

Definigao D.5.2 (Derivada exterior). Sejam um aberto U de R™ e w = Y a;dx; uma
T

k-forma diferencial em U, para qualquer inteiro k maior ou iguala 1 e I = {i; < --- <
ir} € {1,2,...,n}. Chamaremos a (k + 1)-forma diferencial

dw = Zdal Adxy
I

de derivada exterior de w, sendo day A\ dx; = day A\ dz;, N --- A\ dz;, .
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Novamente, por conveng¢ao, dadas uma variedade diferenciavel qualquer M, com
estrutura diferenciavel {(U,, fa)}, € w uma k-forma diferencial em M, definamos a repre-
sentacao local da (k + 1)-forma diferencial dw, chamada de derivada exterior de w, em
Vo = fa(Uy) como

(dw)o = dwy = d(fiw).

Teremos entdo, para cada inteiro & maior ou igual a 0, um operador d : Q¥(M) —
QOFL(M) que leva k-formas diferenciais em M em (k + 1)-formas diferenciais em M, o

qual chamaremos de derivada exterior (de grau k) de M.

Veja em [21] que vale a seguinte Proposigao.

Proposi¢ao D.5.1. Sejam M e N wvariedades diferencidveis, w e @W k-formas diferenciais

em N e F: M — N uma aplicacao diferencidvel. Valem as segquintes propriedades:

1. dw+w) = dw + dw;
2. d(dw) = 0;
3. d(F*w) = F*(dw).

Observacao D.5.1. Pela Observagao D.3.1, se w é uma n-forma definida em uma n-

variedade diferenciavel, dw = 0.

Defini¢ao D.5.3 (Formas fechadas e formas exatas). Seja w uma k-forma diferencial
definida em uma variedade diferencidvel M. Caso dw = 0, dizemos que w é uma forma
fechada. Se w = dp, onde ¢ é uma (k — 1)-forma diferencial em M, w é dita uma forma

ezxata.

D.6 TEOREMA DE STOKES

Um importante resultado envolvendo integracdo de formas sobre variedades é o

Teorema de Stokes.

Teorema D.6.1 (Teorema de Stokes). Seja M uma n-variedade diferencidvel com bordo

orientdvel e w uma (n — 1)-forma diferencial definida em M com suporte compacto. Entio,
/ w = / dw.
oM M
Demonstagdo. Conferir [21], pp. 65-69. O

Observacgao D.6.1. Veja em [12], Teorema 16.25, p. 419, que o mesmo resultado vale

para variedade com cantos.



