UNIVERSIDADE FEDERAL DE JUIZ DE FORA
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

Gustavo Dutra Sousa

O Bilhar no Limao Assimétrico: uma nova percepg¢ao sobre hiperbolicidade

Juiz de Fora

2026



Gustavo Dutra Sousa

O Bilhar no Limao Assimétrico: uma nova percepc¢ao sobre hiperbolicidade

Dissertagao apresentada ao Programa de Pdos-
Graduacao em Matematica da Universidade
Federal de Juiz de Fora como requisito par-
cial a obtencao do titulo de Mestre em Mate-
mética. Area de concentraciao: Matemdtica
Pura.

Orientador: Prof. Dr. José Barbosa Gomes

Coorientador: Prof. Dr. Regis Castijos Alves Soares Junior

Juiz de Fora

2026



Ficha catalografica elaborada através do Modelo Latex do CDC da

UFJF com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

Sousa, Gustavo Dutra.
O Bilhar no Limao Assimétrico :
cidade / Gustavo Dutra Sousa. — 2026.

164 f. : il

uma nova percepcao sobre hiperboli-

Orientador: José Barbosa Gomes
Coorientador: Regis Castijos Alves Soares Junior
Dissertagao (Mestrado) — Universidade Federal de Juiz de Fora, Instituto

de Ciéncias Exatas. Programa de Pds-Graduacdo em Matemaética, 2026.

1. Bilhares. 2. Lim&o Assimétrico. 3. Hiperbolicidade. I. Gomes,
José Barbosa, orient. II. Junior, Regis Castijos Alves Soares, coorient. III.

Titulo.




Gustavo Dutra Sousa

O Bilhar no Limao Assimétrico: uma nova percepcao sobre hiperbolicidade

Dissertacdo apresentada ao Programa de Pds-
graduacdo em Matematica da Universidade Federal de
Juiz de Fora como requisito parcial a obtengao do titulo
de Mestre em Matematica. Area de concentragao:
Matematica Pura

Aprovada em 28 de abril de 2026.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. José Barbosa Gomes - Orientador
Universidade Federal de Juiz de Fora

Prof. Dr. Regis Castijos Alves Soares Junior
Universidade Federal de Juiz de Fora

Prof. Dr. Reginaldo Braz Batista
Universidade Federal de Juiz de Fora

Prof2. Dr2. Sonia Pinto de Carvalho
Universidade Federal de Minas Gerais

Juiz de Fora, 29/04/2026.

—
il
Sel 5

assinatura

| eletrnica

e
sel B
assinatura

| eletrénica

— -
1
Ser 5
assinatura

| eletrnica

seil B

assinatura

| eletrénica

Documento assinado eletronicamente por Jose Barbosa Gomes, Professor(a), em 30/04/2026, as 08:20,
conforme hordrio oficial de Brasilia, com fundamento no § 32 do art. 42 do Decreto n? 10.543, de 13 de novembro
de 2020.

Documento assinado eletronicamente por Reginaldo Braz Batista, Professor(a), em 30/04/2026, as 13:36,
conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no § 32 do art. 42 do Decreto n2 10.543, de 13 de novembro
de 2020.

Documento assinado eletronicamente por Regis Castijos Alves Soares Junior, Professor(a), em 30/04/2026, as
13:42, conforme hordrio oficial de Brasilia, com fundamento no § 32 do art. 42 do Decreto n? 10.543, de 13 de
novembro de 2020.

Documento assinado eletronicamente por Sonia Pinto de Carvalho, Usuario Externo, em 07/05/2026, as 18:21,
conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no § 32 do art. 42 do Decreto n? 10.543, de 13 de novembro
de 2020.



http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_ato2019-2022/2020/decreto/D10543.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_ato2019-2022/2020/decreto/D10543.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_ato2019-2022/2020/decreto/D10543.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_ato2019-2022/2020/decreto/D10543.htm

Dedico este trabalho ao meu falecido avo, Manoel Fer-

nando Gongalves de Oliveira.



AGRADECIMENTOS

Agradego a minha mae, Raquel Dutra Oliveira; ao meu padrasto, Alexsander Pinto
da Silva; ao meu irmao, Joao Gabriel Dutra Pinto; e aos meus amados cachorros, Duda
e Zeus, pelo apoio prestado desde sempre, cada um a sua propria maneira, para que eu

sempre pudesse prosseguir.

Agradeco a minha avé, Edith de Souza Pacheco, pelo lar providenciado desde o
inicio da minha graduacao, em 2019, e por todos os beneficios inerentes a este ato, especi-
almente pela companhia, pelo cuidado, pelo carinho e por todos os momentos cotidianos

compartilhados.

Agradego ao meu falecido avo, Manoel Fernando Gongalves de Oliveira, por sempre

acreditar em mim e me apoiar na minha trajetéria académica.

Agradego aos familiares que nao citei por nome, mas que também acompanharam

0 percurso.

Agradego a todos os meus amigos que participaram dessa jornada de diferentes
formas. Em particular, agradego aos amigos Pedro Henrique Meirelles de Azevedo e

Lorran Tesch da Silva.

Agradego ao meu orientador, José Barbosa Gomes, por ter aceitado a orientagao
e todos os tramites envolvidos. Da mesma forma, agradeco ao meu coorientador, Regis
Castijos Alves Soares Junior, por todas as reunides, conselhos e disponibilidade. De
modo geral, agradeco aos professores que participaram da minha formacao. Em especial,

agradeco as professoras Ana Tércia Monteiro Oliveira e Sofia Carolina da Costa Melo.

Agradego ao professor Reginaldo Braz Batista e a professora Sénia Pinto de Car-
valho por terem aceito participar da banca e, por consequéncia, desta etapa decisiva em

minha trajetéria.

Agradeco a Universidade Federal de Juiz de Fora pelo ensino piblico e de qualidade

e a todos os profissionais que aqui atuam pelo excelente servigo prestado.

Agradeco a CAPES e ao CNPq pelo auxilio financeiro concedido durante o mes-

trado.

Por fim, agradeco por ter tanto pelo que agradecer.



“Se melhorar, estraga.”



RESUMO

Bilhares constituem sistemas dinamicos que descrevem o deslocamento de uma
particula ao colidir contra as bordas de uma regido, respeitando a lei de reflexdo. O
estudo do comportamento cadtico desses sistemas remonta a década de 1970, através
do artigo seminal de Yakov Sinai. Devido a sua natureza geométrica, tais sistemas fa-
cilitam o exame das alternancias entre regimes de regularidade e caos, especialmente o
estudo da hiperbolicidade. Dentre os exemplos tradicionais, destaca-se a classe das Flo-
res de Bunimovich, bilhares focalizadores cujas componentes satisfazem o Mecanismo de
Defocalizacao proposto por Leonid Bunimovich, ou seja, suas componentes focalizadoras
sdo suficientemente distantes uma das outras, acarretando na hiperbolicidade do sistema.
Neste trabalho, demonstraremos a hiperbolicidade do Bilhar no Limao Assimétrico, for-
mado pela intersec¢ao de dois discos de raios distintos (um de raio 1 e outro de raio r > 1).
Apesar deste sistema nao satisfazer as condigoes geométricas suficientes para o Mecanismo
de Defocalizacao, verificou-se que o mesmo exibe hiperbolicidade sob contextos especificos.
Tal resultado desafia as expectativas geométricas convencionais, oferecendo uma perspec-

tiva inédita sobre as origens do caos e da hiperbolicidade.

Palavras-chave: bilhares; limao assimétrico; hiperbolicidade.



ABSTRACT

Billiards are dynamical systems that model the motion of a particle reflecting off
the boundaries of a region, obeying the law of reflection. The study of the chaotic be-
havior of these systems dates back to the 1970s, through the seminal article of Yakov
Sinai. The geometric character of these systems favors the analysis of transitions between
regular and chaotic behaviors, with emphasis on the study of hyperbolicity. Among the
classic examples, the class of Bunimovich Flowers stands out, focusing billiards whose
components satisfy the Defocusing Mechanism proposed by Leonid Bunimovich, that is,
their components are sufficiently distant from each other, resulting in the hyperbolicity
of the system. In this work, we will demonstrate the hyperbolicity of the Asymmetric
Lemon Billiard, formed by the intersection of two disks of different radii (one with radius
1 and the other with radius r > 1). Although this system does not satisfy the Defocusing
Mechanism, it still exhibits hyperbolicity under certain conditions, contradicting tradi-
tional geometric intuition and bringing a new perspective on the concept of hyperbolicity

and chaos.

Keywords: billiards; asymmetric lemon; hyperbolicity.
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1 INTRODUCAO

Sistemas Dindmicos sdo uma grande area da Matematica cujo desenvolvimento
estd fortemente conectado com outros campos independentes, como Geometria, Topologia
e Equagoes Diferenciais. Em linhas gerais, essa teoria busca compreender a evolucao
temporal de estruturas matematicas, estabelecendo a relagao entre o estado presente de

um sistema e seus estados futuros.

Historicamente, o ponto de partida dessa teoria remonta a Mecénica Cléssica, for-
mulada por Isaac Newton no século XVII. Em sua obra Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica (NEWTON;, 1846), Newton estabeleceu as leis fundamentais do movimento
e da gravitacao universal, descrevendo o comportamento de corpos sujeitos a forcas por
meio de equagoes diferenciais. Essa formulagdo introduziu uma nova forma de conceber
o mundo fisico: conhecidas as condi¢oes iniciais e as leis que regem um sistema, torna-se
possivel, ao menos em principio, determinar sua evolugao temporal. Assim, consolidou-se

a base matematica do pensamento determinista.

Essa visao foi posteriormente ampliada por Pierre-Simon Laplace, que levou o
determinismo newtoniano ao extremo ao conceber o célebre demoénio de Laplace, um
intelecto capaz de conhecer todas as forcas da natureza e as posi¢oes de todos os corpos
em um dado instante, sendo assim capaz de prever o futuro e reconstituir o passado com
precisao absoluta. Essa concepc¢ao representava o ideal de previsibilidade total, refor¢cando

a imagem de um universo perfeitamente ordenado, em que nada escaparia ao calculo.

Contudo, no final do século XIX, Henri Poincaré, ao investigar o problema dos trés
corpos, revelou limitagoes profundas dessa visao determinista. Ao perceber que pequenas
variacoes nas condigOes iniciais podiam gerar trajetorias radicalmente distintas, Poincaré
inaugurou uma nova abordagem para o estudo de sistemas complexos: a andlise qualita-
tiva do comportamento das solugoes. Sua obra introduziu conceitos fundamentais, como
orbitas periddicas, estabilidade e se¢oes de Poincaré, que viriam a constituir os alicer-
ces da Teoria Moderna dos Sistemas Dinadmicos. Essa descoberta inaugurou a nocao do
que mais tarde seria conhecido como caos deterministico, fendmeno em que sistemas regi-
dos por leis exatas exibem comportamentos intrinsecamente imprevisiveis a longo prazo.
Com isso, o ideal de previsibilidade absoluta era rompido, pavimentando o caminho para

o desenvolvimento da Teoria Contemporanea dos Sistemas Dindmicos.

Apo6s os avancgos de Poincaré, o matematico George D. Birkhoff, em seu livro
Dynamical Systems (BIRKHOFF, 1927), desenvolveu uma formulagao sistemética dos
fluxos Hamiltonianos, formalizando nogoes como se¢oes transversais, mapas de retorno e
métodos variacionais aplicados & dindmica. E nesse contexto que os bilhares surgem de
modo rigoroso, sistemas dindmicos nos quais uma particula move-se livremente dentro de

uma regiao limitada, interagindo com a fronteira por meio de colisoes elasticas.
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Nos trabalhos de Birkhoff, o foco recaiu sobre bilhares convexos, cujas componentes
de fronteira sdo todas focalizadoras (convexas). Esse tipo de geometria tende a produzir
comportamentos dinamicos predominantemente regulares. Posteriormente, Vladimir La-
zutkin, em seu artigo (LAZUTKIN, 1972), demonstrou que bilhares planos, convexos e
suficientemente suaves sempre admitem uma familia de causticas, isto é, curvas invariantes
que confinam as orbitas a uma vizinhanca da fronteira. Essas curvas atuam como barrei-
ras no espago de fase, impedindo que érbitas se disseminem por toda a regidao disponivel,

o que inviabiliza a presenca do comportamento cadtico.

Em contrapartida, em 1970, Yakov Sinai, em seu artigo seminal (SINAI, 1970), de-
monstrou que bilhares dispersores, cujas componentes de fronteira sao todas dispersoras
(cdncavas), sao hiperbdlicos, uma caracteristica essencial para o comportamento caético,
dando origem a classe dos denominados bilhares caéticos. A partir disso, podemos as-
sociar o desenvolvimento da Teoria de Bilhares como uma consequéncia natural de suas
caracteristicas. Devido a sua formulagao simples, ela permite observar de forma mais di-
reta a evolugao temporal de um sistema e, assim, examinar o surgimento do caos sob uma
perspectiva mais concreta e geométrica. Outro aspecto fundamental para o avango dessa
teoria € o fato de que todas as suas propriedades dindmicas e estatisticas sdo determinadas

inteiramente pela geometria da regiao considerada.

Prosseguindo com a teoria, ainda na década de 1970, Leonid Bunimovich, no ar-
tigo (BUNIMOVICH, 1974a), apresentou os primeiros exemplos de bilhares hiperbélicos
compostos tanto de componentes focalizadoras quanto componentes dispersoras. Poste-
riormente, em (BUNIMOVICH, 1974b) e (BUNIMOVICH, 1979), o autor formalizou o
chamado mecanismo de defocalizacao, mostrando que a hiperbolicidade em bilhares pode
surgir mesmo na auséncia de componentes dispersoras. Em linhas gerais, a esséncia do
mecanismo proposto reside em uma distancia suficientemente grande entre as componen-
tes focalizadoras do bilhar, de modo que trajetérias inicialmente convergentes tenham
espaco para se defocalizarem apdés multiplas colisoes. Os exemplos mais emblematicos
dessa classe sao as chamadas flores de Bunimovich, bilhares cujas componentes sao arcos

de elipses.

Em especial, bilhares cujas componentes sao todas arcos de circulos também sao flo-
res de Bunimovich. Neste caso, o mecanismo de defocalizacao admite uma caracterizacao
puramente geométrica, bastando verificar se todos os circulos obtidos pelo completamento
das componentes do bilhar estdo todos contidos no interior da mesa. A luz desse critério,
o bilhar composto por dois arcos maiores de circulo, simétricos em relagdo a corda que
os une, ilustrado na Figura 1.1, é hiperbdlico. Em particular, devido a simetria do bilhar
supracitado, sua dinamica é equivalente ao bilhar obtido tomando apenas um dos arcos e
a corda que une seus extremos, representado na Figura 1.2. Consequentemente, tal bilhar

também é hiperbdlico.
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Figura 1.1 — Mesa de bilhar com dois arcos maiores simétricos.

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Figura 1.2 — Mesa de bilhar equivalente a da Figura 1.1.

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Partindo do bilhar referente a Figura 1.2, é provado numericamente no artigo
(CHEN et al., 2013) que, ao substituirmos a corda desta mesa por um arco de circunfe-
réncia com curvatura suficientemente pequena, ou seja, com raio suficientemente grande,
obtemos um bilhar convexo, como representado na Figura 1.3, que permanece hiperbdlico.
Tal resultado é surpreendente, pois, apesar desse bilhar ndo se enquadrar no mecanismo
de Bunimovich, ja que seus arcos completados nao permanecem contidos na mesa (pelo
contrério, eles a contém), o comportamento caético persiste. A esta surpreendente classe
de bilhares, foi dado o nome bilhares no limao assimétrico, o foco central do presente

texto.

Figura 1.3 — Mesa de bilhar adaptada a partir da Figura 1.1.

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).
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O objetivo deste trabalho é replicar os resultados provados no artigo (BUNIMO-
VICH; ZHANG; ZHANG, 2016), detalhando as demonstragoes de seus resultados prin-
cipais e fornecendo as preliminares matematicas necessarias para um bom entendimento
dos mesmos. Assim, ao final do trabalho, apresentaremos uma prova rigorosa da hiperbo-
licidade dos bilhares no limao assimétrico quando determinadas condi¢oes sdo satisfeitas.
Além disso, estabeleceremos condigoes geométricas explicitas e verificaveis que garantem
a hiperbolicidade de uma familia de bilhares no limao assimétrico, fornecendo assim um

critério construtivo para sua obtencao.

Por fim, apresentamos uma breve descrigao sobre cada um dos capitulos que com-

poe o presente trabalho.

e No Capitulo 2 apresentaremos contetidos basicos de diversas areas da matematica, a
saber, Geometria Diferencial, Fragoes Continuas, Variedades, Sistemas Dinamicos,
Teoria da Medida e Teoria Ergodica. Tais assuntos sao fundamentais para um

entendimento total do corpo central do trabalho.

e No Capitulo 3 estudaremos a Teoria de Bilhares de modo geral, passando por con-
ceitos basicos da area, caracteristicas da dindmica e também aspectos relacionados
a hiperbolicidade do bilhar. Ao final deste capitulo, também exploraremos o bilhar
no circulo, cujos resultados auxiliarao no entendimento do bilhar que almejamos

estudar com mais énfase.

e No Capitulo 4 introduziremos o bilhar no limao e o bilhar no limao assimétrico, em
que o ultimo é o nosso foco principal. Ainda neste capitulo, exploraremos aplicagoes
induzidas deste bilhar, caracterizando as curvaturas das frentes de onda associadas

a estas aplicagoes. Tal caracterizagao sera essencial para o capitulo seguinte.

e No Capitulo 5 iremos impor as hipdteses necessarias para garantirmos a hiperbo-
licidade do bilhar no limao assimétrico. Também neste capitulo, demonstraremos
resultados que auxiliarao na prova dos nossos teoremas principais. Por fim, enunci-

aremos e demonstraremos nossos resultados principais.

e No Apéndice , apresentaremos dois c6digos em Python que simulam a dindmica do

bilhar no circulo unitario e do bilhar no limao assimétrico, respectivamente.



17

2 PRELIMINARES

Ao longo deste capitulo iremos apresentar alguns conceitos e resultados que serao
necessarios para um total entendimento da parte central do trabalho. Assim, cada secao

estara atrelada a uma area de conhecimento especifica e suas respectivas referéncias.

2.1 GEOMETRIA DIFERENCIAL

No estudo dos bilhares, a geometria desempenha um papel fundamental, tanto a
plana quanto a diferencial. Partindo do pressuposto que os conhecimentos de Geometria
Plana ja sao de conhecimento comum, ressaltaremos apenas as relacionadas a Geometria
Diferencial, em que nossas referéncias principais sdo os livros (ALENCAR; SANTOS;
NETO, 2020), (BLOCH, 1956), (CARMO, 2005) e (PRESSLEY, 2010).

Uma parte essencial do nosso trabalho se dard na analise das componentes da mesa
do bilhar. Tais componentes nao sao nada além de curvas planas, cuja definicao se da

abaixo.

Definigdo 2.1.1. Uma curva suave em R* (ou curva plana) é uma fungio suave
f:(a,b) C R — R?. Em particular,

e Uma curva é unitdria quando ||f'(t)|| = 1, para todo t € (a,b).

e Uma curva é regular quando || f'(t)|| # 0, para todo t € (a,b).

A fim de facilitar calculos e obter bons resultados, é interessante que nossas cur-
vas sejam unitarias. As defini¢Oes e resultados abaixo nos mostram que, sem perda de

generalidade, sempre podemos assumir tal condigao.

Definigio 2.1.2. Sejam f : (a,b) - R? e g : (d,e) — R? curvas suaves. Dizemos que g
¢ uma curva reparametrizada (ou reparametrizaciao) de f se existir um difeomor-
fismo h : (d,e) — (a,b) tal que g = f o h.

Notemos que uma curva e sua reparametrizacao possuem a mesma imagem. Pros-

seguindo com os conceitos, temos

Definigao 2.1.3. Sejam f : (a,b) — R? uma curva suave e ty € (a,b). Dizemos que
L:(a,b) > R, em que
t
L(t) = [ I @ldu
0

¢ a fungc@o comprimento de arco a partir de ty da curva f.

Proposigao 2.1.4. Toda curva suave e reqular f : (a,b) — R? pode ser reparametrizada

pelo seu comprimento de arco.
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Demonstracao: Ver (ALENCAR; SANTOS; NETO, 2020), pagina 35.

Proposigao 2.1.5. Uma curva f : (a,b) — R? estd parametrizada pelo seu comprimento
de arco se, e somente se, f € uma curva unitdria, isto é, se ||f'(t)|| = 1, para todo
t € (a,b).

Demonstragao: Ver (ALENCAR; SANTOS; NETO, 2020), pagina 33.
|

Agora, relembraremos outras definigoes associadas a curvas que serao lteis para o

nosso objetivo.

Defini¢ao 2.1.6. Seja f : (a,b) — R? uma curva suave. Definimos f'(t) como o vetor

tangente de f em t.

Definigao 2.1.7. Seja f : (a,b) — R?* uma curva suave. Para cada t € (a,b), dizemos
que o vetor N(t), obtido pela rotagio de f'(t) em 90° no sentido anti-hordrio, é o vetor

normal de f em t.

Abaixo, na Figura 2.1, representamos os pares de vetores tangentes e normais a

curva em dois de seus pontos.

Figura 2.1 — Vetores tangentes e normais de uma curva plana.

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Observacao 2.1.8. Reparemos que, como estaremos trabalhando apenas com curvas uni-
tdrias, todos nossos vetores tangentes serdo unitdrios. Consequentemente, pela definicao
acima, todos os vetores mormais também serdao unitarios, isto €, |N(t)|| = 1, para todo
t € (a,b).
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Agora nos encaminharemos para definir a curvatura de uma curva, conceito essen-

cial para o trabalho em questao, para tanto, precisamos do resultado abaixo.

s

Proposigao 2.1.9. Seja f : (a,b) — R? uma curva suave e unitdria. Entdo, f"(t) é o
vetor nulo ou f'(t) L f"(t), para todo t € (a,b).

Demonstragao: Ver (PRESSLEY, 2010), pagina 11. |

Agora, seja f : (a,b) — R? uma curva suave e unitdria. Notemos que, pela

defini¢do de vetor normal, temos f'(t) L N(t), para todo t € (a,b). Equivalentemente,

(f'(t),N(t)) =0, (2.1)

para todo t € (a,b). De modo similar, pela proposi¢ao acima, temos

(f'(t), f"(t)) =0, (2.2)

para todo t € (a,b).

Dessa forma, pelas equagoes (2.1) e (2.2), concluimos que

f(t) = =k(t) - N(t) , (2.3)
para todo t € (a,b). Desta argumentagao, estabelecemos a defini¢do de curvatura.

Definigdo 2.1.10. Seja f : (a,b) — R? um curva suave e unitdria. Dizemos que a

curvatura de f emt é o valor k(t) que satisfaz a equagio 2.5.

Observagao 2.1.11. A definicao acima distingue-se da conveng¢ao adotada em livros
de geometria. FEsta escolha foi adotado para compactuar com a definicao utilizada nas
referéncias (BUNIMOVICH; ZHANG; ZHANG, 2016) e (CHERNOV; MARKARIAN,

2006) que, por sua vez, sequem a tradi¢io estabelecida por Sinai e sua escola.

Observacao 2.1.12. Observemos que, pela defini¢io acima, a curvatura pode ser vista
como uma fungdo suave K : (a,b) — R. Mais que isso, usando a Observagao 2.1.8, seque

que
L @1 =1l = x(&) - N = @) - [N = @)
R(t) = £ @I (2.4)
para todo t € (a,b).

Observagao 2.1.13. A definicio de curvatura acima € vdlida apenas para curvas pla-
nas. Deste modo, algumas referéncias a chamam de curvatura com sinal, enquanto que a
terminologia curvatura é utilizada apenas para o caso mais geral. Como ndo trataremos

destes casos, nao utilizaremos tal distingao.
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A fim de finalizarmos esta sec¢ao, apresentaremos um exemplo do calculo de curva-

tura com sinal que serd utilizado futuramente.

Exemplo 2.1.14. Seja C' um arco de circunferéncia de raio r. Entao, a fungio f: R —

R2, dada por
f(t) = (r - cos (i) ,T - sen (i))

¢ uma parametrizacao unitaria de C', no sentido anti-hordario. Além disso,

()= (— sen (;) , COS (;)) e () = (—i - COoS (;) ,—i - sen (i)) .

Determinado o valor de f'(t), podemos calcular N(t), obtendo

v = (s (1) o ()

Logo, das Equagées (2.4) e (2.3), temos
1
K(t) = ——==Il/"II',

r

para todo t € R.

2.2 FRACOES CONTINUAS

No que segue, introduziremos e enunciaremos algumas propriedades relacionadas
a fragdes continuas, um tema fundamental para o nosso trabalho, ja que esta intrinseca-

mente relacionado com as curvaturas que analisaremos. Para esta se¢ao, nos basearemos
nas referéncias (BORWEIN et al., 2014) e (KINCHIN, 1964).

Definigao 2.2.1. Seja (a,)neny uma sequéncia real. Dizemos que a expressao

[al,ag,...,an]:

Qn

¢ uma fracdo continua finita. Analogamente, dizemos que a expressao

1

a1, ag, ..., y,...] =

a; +

¢ uma fragcdo continua infinita.
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Observacao 2.2.2. Naturalmente, toda fracdo continua finita converge, isto €, representa
um numero real. Em contrapartida, para uma fracao continua infinita isto nem sempre €

verdade, ou seja, devemos verificar sua convergéncia.

Além da notagao acima, quando tivermos um termo inicial ag € R, usaremos

lao; ar, az, ..., ap] =ao+ =ap+ a1, az, ..., a,]
a1+

ay + ———
) 1

., + .

Qn,

Intuitivamente, percebe-se que trabalhar com fragoes continuas no formato acima
pode ser um tanto quanto exaustivo. Por este motivo, no que segue, apresentaremos
um modo alternativo de trabalhar com as mesmas, fortemente inspirado na referéncia
(BORWEIN et al., 2014). Contudo, como no livro mencionado os coeficientes das fragoes
continuas sao apenas nimeros naturais, enquanto nés trabalharemos com ntimeros reais,
devemos ajustar levemente algumas de suas passagens. Apesar disso, a maior parte das

provas € idéntica as que constam na referéncia.

Defini¢ao 2.2.3. Seja © = [ap; a1, ..., a,] uma fracio continua finita. Dado um
natural k € {0,...,n}, dizemos que
S — [(Io; ar, ..., Clk]

¢ um segmento de x.

Como um segmento ¢ uma fragao continua finita, é claro que ele converge para um
numero real ay, isto é, sy = a;. Em particular, existem py, gx € R, com ¢ # 0, tais que
Pk . .
ap = —, ol seja, tais que
4k
_ Pr
dk

Sk

Realmente, sem perda de generalidade, podemos sempre assumir p, = a = i €
qr = 1, visto que a ideia é forcar uma representacao no formato de fracdo. De qualquer

forma, ressaltamos que

Pn
rT=8,=—.
dn
Observacao 2.2.4. O raciocinio acima também € vdlido para uma fracao continua infinita
x=ag; ay, ay, ...]. Contudo, neste caso teremos infinitos segmentos. Além disso,
Pk

r = lim s = lim — |
k—o0 k—oo (g

quando o limite existir.
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Similarmente, com as devidas adaptagoes, os resultados abaixo, que serdo enunci-

ados para fragoes continuas finitas, também serdo vdlidos para fragoes continuas infinitas.

Claramente, os segmentos de uma fracao continua, e por conseguinte, seus quoci-
entes, relacionam-se entre si e dependem exclusivamente dos termos da fracdo continua

em questao. No teorema abaixo, esta questao é esclarecida.

Teorema 2.2.5. Seja v = [ag; a1, ..., a,] uma fragio continua finita. Entdo, dado
um natural k € {1,...,n}, temos

Pk Dk—1 ap 1| fax 1 ag—1 1| |ap 1 ﬁ a; 1

G Qe 1 ol|1 0 1 oll1 of "1 0

Demonstragao: Ver (BORWEIN et al., 2014), pagina 28.
[ |

O teorema acima, além de nos fornecer um método eficaz para trabalharmos com
fragoes continuas, também permite que identifiquemos fragoes continuas equivalentes,

como mostra o coroldrio a seguir.

Corolario 2.2.6. Sejam x = [ag; a1, ..., a,] ey = [bo; by, ..., by] fracdes conti-

nuas, associadas aos produtorios

m (b 1
11 | :
. i

1 0

respectivamente. Se as primeiras colunas dos produtorios sdo linearmente dependentes

entre si, entdo as fracoes continuas em questao coincidem, isto €, x =y.

Demonstracgao: Pelo Teorema 2.2.5, sabemos que as primeiras colunas dos produtoérios

mencionados acima sdo, respectivamente,

j2st 2
e ]
an I

em que os indices superiores servem para representar as fragdes continuas cujos termos
em questdo estao atrelados. Além disso, pela forma que definimos os escalares ¢* e ¢¥,

sabemos que eles sao nao nulos. Consequentemente, os vetores colunas acima também
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sao nao nulos. Dai, por hipotese, deve existir a € R* tal que

Pr Pin
= a .
n Trn
Consequentemente,
Pn Py Pno Py
= = S == s =St > r=y,

@ a-gn @ g

como queriamos demonstrar.

Observagao 2.2.7. Reforcamos que, no desenvolvimento acima, levamos em considera-
¢ao o termo inicial ag € R. Contudo, ao longo do nosso texto, trabalharemos, majori-
tariamente, com fracoes continuas puras, como apresentadas na Definicio 2.2.1. Nestes

casos, sempre devemos nos lembrar de considerarmos ag = 0.

Apos estudarmos o tratamento de fragdes continuas, estudaremos algumas propri-
edades das mesmas que serdo mais especificas para o nosso objetivo. Comecemos pela
proposicao abaixo, que apresenta algumas igualdades validas para fragdes continuas fini-

tas.

Proposicao 2.2.8. Sejam a;,b; € R, para todo i € {1,...,n}, ey = [by, ..., by], em

que, sem perda de generalidade, m < n. Entdo,

1
a. [a17a2’”"an]:al—i—[ag,...,an]'
b. a1, ..., an+yl=ar, ..., an, b1, ..., byl
c. [ar, ... an,yl=lar, ..., an+b1, ..., byl
d.lay, ..., a,,0, b1, ... bp]=ar,...,a,+b1, ..., byl
e [y bm1, by ba1, 0] =1, b1, b ]

Demonstragao: Nos itens abaixo seguem as demonstragoes de cada uma das proprieda-

des listadas.



a. De fato,
[ | 1 1
a1, g, ..., Ap| = =
! ? 1 al‘l’[(lg, aan]
CL1+
1
a+ ———
1
"+7
Qnp,
b. Realmente,
1 1
[a1, ...,a, +y|= =
1 1
ai + ap +
1 ) 1
..+
ap +Y 1
Qy +
1
by +
.._'_
_[a'17 7anab1a abm]7
em que usamos
1
y:[b17 7bm]:
1
by +
1
.-;-E
¢. Com efeito,
1 1
[ala"'aanay]: =
1 1
a; + a; +
1 ) 1
4 4
1 1
an + — ap +
y (b1, o, b ]
Observemos que, usando o primeiro item da proposicao, obtemos
Lo b1+ [bs... ]
(b1, ..., bm] 1 o 2o
bi+[by..., b ]
Dal, substituindo (2.6) em (2.5), temos
1
[a17'~'7an7y]: 1 :[ala 7an+b1a
a1 +
1
Gt 01+ (Do, b

24

(2.5)

(2.6)
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d. De fato, pelo Teorema 2.2.5, associada a fragdo continua do lado esquerdo da desi-

gualdade, temos o produtério

Porém, como

Qp 1 0 1 bl 1 an+b1 1

segue que o produtoério anterior pode ser escrito como

a; 1 a, +b; 1 bm 1
1 0 1 0 1 0

que é justamente o produtério associada a fracao continua do lado direito da igual-
dade.

Portanto,

(a1, ... a,,0,b1, ... b =]a1,...,an,x]=a1,...,a,+b1, ..., bn]

e. Com efeito, pelo Teorema 2.2.5, segue que, associada a fracdo continua do lado

esquerdo da igualdade, temos o produtoério

by 1| | by 1|10 1 by b - by + 1
A- =A- .27

1 0 1 ofl|1o0 1 D1

em que

Analogamente, pelo mesmo teorema citado, associada a fracao continua da direita

da igualdade, temos o produtoério
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Observemos que o primeiro fator dos produtos (2.7) e (2.8) coincidem, tais quais as
primeiras colunas dos segundos fatores. Consequentemente, pela regra da multipli-

cacao de duas matrizes, as primeiras colunas desses produtos serao iguais.

Portanto, pelo Corolério 2.2.6, as fra¢des continuas relacionadas a estes produtérios

sao equivalentes, isto é,

[-"7bm717bm7bm+170]:["-7bmflabm] .

Observagao 2.2.9. Apesar da proposi¢io acima estar enunciada apenas para a parte
fraciondria de uma fracao continua, através de demonstracoes andlogas, somos capazes de
comprovar que todos os itens, com excecao do item a, também sao vdlidos quando hd um

termo inicial ag, by € R.

Agora, veremos um resultado que trata da simplificacao de fragoes continuas que

possuem termos repetidos.

Proposicao 2.2.10. Sejam a,z,y € R. Entdo,

2 2 2 1 1
,I,—*,QCL,...,—*,QQ,—*,y = xa_77_m'(2a)7_7ay ) (29)
a a a a a

m VEZES

em que o par —— e 2a se repetem m vezes, para m > 0.
a

Demonstracao: Pelo Corolario 2.2.6, a fim de provarmos a igualdade acima, é suficiente
mostrarmos que as primeiras colunas dos produtoérios de matrizes associadas as respectivas
fragoes continuas sao linearmente dependentes. Deste modo, associada a primeira fracao

continua da Equacao (2.9), temos o produtério

m vezes

Equivalentemente, tomando
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a expressao anterior se reduz a

LA | . (2.10)

a . (2.11)

Naturalmente, como os produtérios acima distinguem-se apenas entre as matrizes
associadas aos escalares x e y, a fim de analisarmos a similaridade entre os mesmos, basta

que estudemos o produto das matrizes entre os termos supracitados.

Primeiramente, observemos que

1 1 2 1

2 =2am 1] =2 1 L2mA ),
a a _ a
1 O 1 0 1 0 2m +1 —2am

Com isso, afirmamos que, para todo m > 0, vale

2 2 1

21 _M 2m + 1

A™ . a = (=" a . (2.12)
1 0 2m +1 —2am

Provaremos a afirmacao acima através do Principio de Induc¢ao Matematica. Dessa

forma, percebamos que, se

a. m = 0: Neste caso, o lado esquerdo da Equagao (2.12), se resume a

Por outro lado, substituindo m = 0 no lado direito da Equacao (2.12), obtemos

2 1 2
M | |22

(-] -]
2:0+1  —2a-0 1 0

Portanto, a afirmativa é valida para m = 0.
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b. m = 1: Assim, o lado esquerdo da Equagao (2.12) é dado por

2 4
-2 21 {l2 1||-21 - -3
a

1 0 1 0 1 0 1 0 -3 2a

Por outro lado, substituindo m = 1 no lado direito da Equacao (2.12), obtemos

2(1+1 1 1

B = 3 = -3

(=1)* a =—1.| ¢ | @
2141 —2a-1 3 —2 ~3 2

Portanto, a afirmativa é valida para m = 1.

c¢. m = k: Suponhamos que nossa afirmativa é valida para m = k, isto é,

2 2 1
_Z _M 2k + 1
Ak a = (—=1)*. a

1 0 2k +1 —2ak

Entao, provaremos que a afirmativa também é valida para k + 1.

Dali,
- 1 g 1
AkHL a — A. A*. a
1 0 1 0
20k +1
_@ 2% + 1
=(-1F.A. a , pela hipdtese de indugao
2k+1 —2ak
[ 9 2k + 1
-2 1 2a 1 _2Ak+D) 2k + 1
:(_1)kz_ a a
1 0 1 0 2k +1 —2ak
[ ok 14
Tt ok_3
G
—2k —3 2ak + 2a
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2(k+1)+1)
= (—1)F- a4
—2k+1)—1  2a(k+1)

—2(k+1)—1

— (_1>k+1_ a

2k +1)+1  —2a(k+1)

Deste modo, substituindo m = k+1 no lado direito da Equacao (2.12), constatamos

a validade da afirmativa para este caso.

Com isso, através do Principio de Inducao Matemaética, validamos a Equacao
(2.12), para todo m > 0.

Como consequéncia direta da afirmativa provada acima, segue que os produtoérios
das Equagoes (2.10) e (2.11), distinguem-se apenas por um fator (—1)™. Em particular,

as primeiras colunas destes produtorios sao linearmente dependentes.

Destarte, pelo argumento inicial, a Equagao (2.9) é valida, como queriamos de-

monstrar.

Observagao 2.2.11. A fim de minimizar o espago da prova do resultado acima, conside-
ramos fragoes continuas finitas que comecam no termo x e terminam no termo y. Contudo,
adaptando levemente a demonstracao acima, constatamos que o teorema também é vdlido

quando temos mais termos da esquerda ou d direita, isto é, vale a equacdo

yx,——2a,...,——2a, ——, Y, ...|=|...,x,—,—m-(2a), ——, y, ...
a a a a a

m vezes
Seguindo com as propriedades de fragoes continuas, o teorema abaixo nos fornece
um método para construir fracdes continuas equivalentes.

Teorema 2.2.12. Sejam a,b,c,x,y € R tais que B = a + ¢+ abc # 0. Entao, a equacao

[...,x,a,b,c,y,...]=[...,2+A,B,C+y,...],
be b

a
em que A = B¢ C = B é vdlida, tanto para fracoes continuas finitas quanto para fragoes
continuas infinitas.

Demonstracao: Equivalentemente, pela Proposicao 2.2.8, item d, queremos provar que

[...,x,a,b,c,y,...]=[..., 2,0, A, B,C,0,y,...]. (2.13)
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Pelo Corolario 2.2.6, a fim de provarmos tal igualdade, basta mostrarmos que as
primeiras colunas dos produtoérios de matrizes associados as respectivas fragdes continuas
sao linearmente dependentes. Naturalmente, caso estes produtérios sejam iguais, a igual-
dade também sera valida. Deste modo, associado a primeira fragao continua da Equacao

(2.13), temos o produtério

Analogamente, associado a segunda fracdo continua da Equacao (2.13), temos o

produtoério

Deste modo, como os produtos de matrizes acima distinguem-se apenas entre as
matrizes associadas aos escalares x e y, a fim de que eles coincidam, basta que o produto

das matrizes entre estes termos sejam iguais, isto é, basta que

a 1 b 1 c 1 B a+c+abc ab+1

1 0 10 10 ) bc+ 1 b
Semelhantemente,
01 Al B 1 C 1 01 B B BC+1
10 10 10 1 0 10 ) AB+1 A+C+ ABC

No que segue, verificaremos que cada uma das entradas correpondentes das matri-

zes acima sao iguais.

e Por hipdtese,
B=a+c+abc.
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e Novamente, por hipdtese,
b
BC+1:B-%+1:ab+1.
e Similarmente ao item anterior,
be

e Pelas hipodteses,

be ab be _ab  bc+ab+ab’c  b-(c+a+abc) b-B

A+C+ABC = St o+ B — e - - =5 =b.
Logo,
a+c+abec ab+1 B BC+1
be+1 b AB+1 A+ C+ ABC

Portanto, pelo argumento apresentado anteriormente, o resultado vale.

Por fim, abaixo apresentamos dois teoremas classicos que dizem respeito a conver-

géncia de fragdes continuas infinitas.

Teorema 2.2.13 (Teorema de Seidel-Stern). Seja (an)nen wma sequéncia real tal que,
para todo n € N, ou sgn(a,) = —1 ou sgn(a,) = 1. Entao, a fragio continua infinita
lar, as, ...] converge se, e somente se, a série Y _ a; diverge.

i=1

Demonstracao: Ver (KINCHIN, 1964), pagina 10.

Observagao 2.2.14. No teorema acima nao € necessdario avaliar o caso em que sgn(a,) =
0 pois, pela Proposicao 2.2.8, item d e item e, sempre consequimos obter fragoes continuas

equivalentes cujos termos sao todos nao nulos.

Teorema 2.2.15. Seja (a,)nen uma sequéncia real tal que ag,q > 0, para todon € N, e
[o.¢]

Za2i+1 diverge. Além disso, suponhamos que, para quaisquer dois elementos negativos,
i=1

digamos Qgyn, € Gop,, COM Ny < Ng, existam O,,,0n, > —1, de modo que

On
Qo1 > Jaazn, |71+ (24 00,) + [z, |7 (2‘ 5o ) |
n2

Sob essas condigoes, a fracao continua infinita [ay , as, ...] converge.
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Demonstracao: Ver (BUNIMOVICH, 1992), pagina 80.

2.3 VARIEDADES

Aqui definiremos o que é uma variedade e também alguns conceitos adjacentes
a esta estrutura. Apesar de trabalharmos com espagos relativamente simples na parte
central do trabalho, alguns conceitos se apresentam em formulagoes mais gerais, levando

a necessidade das defini¢oes a seguir. Nesta se¢do, as referéncias utilizadas foram (BAR-

REIRA; VALLS, 2012) e (GUILLEMIN; POLLACK, 2010).

De inicio, definiremos o que é uma variedade, uma subvariedade e sua codimensao.
Intuitivamente, uma variedade é uma estrutura que, localmente, pode ser visualizada

como pequenos pedacos de um espaco euclidiano. Formalmente,

Definicdo 2.3.1. Seja X C RN, em que N ¢ suficientemente grande. Dizemos que X é
uma variedade k-dimensional se for localmente difeomorfo a R, isto €, se para cada
ponto x € X existe um difeomorfismo ¢ : U — V, em que V C X € uma vizinhanga de x
e U C R¥ é um conjunto aberto. Em particular, dizemos que ¢ é uma parametrizacdo

local ao redor de x.

Definicao 2.3.2. Sejam X e Y wvariedades em RY, com' Y C X. Entdo, dizemos que
Y € uma subvariedade de X. Em particular, a codimensao de Y em X € dada por
codim(Y) = dim(X) — dim(Y).

Observagao 2.3.3. Existem definicoes ainda mais gerais de variedades, em que nao €
considerada a hipétese X C RY. Contudo, a referéncia utilizada, desde o inicio leva em
consideracao o famoso Teorema de Whitney, que afirma que toda variedade k-dimensional
pode ser imersa em um espaco euclidiano de dimensdo N = 2k+1. Para mais informagoes
a respeito deste resultado, recomendamos a leitura de (GUILLEMIN; POLLACK, 2010),
pdagina 53.

No que segue, definimos o que é o espago tangente de uma variedade num ponto e
também o que significa a transversalidade entre uma aplicagao e uma variedade e também

entre duas variedades.

Definicao 2.3.4. Seja X wuma variedade k-dimensional. Dado um ponto x € X e ¢ :
U — X uma parametrizagao local ao redor de x, com ¢(0) = x, dizemos que o espago

tangente de X em x, denotado por T, X, é a imagem da aplicacdo de¢g : RF — R™,
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Definicao 2.3.5. Sejam X e Y duas variedades e Z C'Y uma subvariedade de Y. Di-
zemos que uma aplicagio f : X — Y € transversal a 7, e escrevemos f M Z, se, para

todo x € f~1(Z), comy = f(x), temos

Im(df,) +T,Z = T,Y .

Definicao 2.3.6. Sejam X e Z subvariedades de Y. Dizemos que X e Z sdao transver-

sais, e escrevemos X M Z, se, para todo x € X N Z, temos

IX+T,Z2=1TY .

Por fim, definiremos o que é uma variedade riemanniana.

Definicao 2.3.7. Seja X uma variedade. Dizemos que X €é uma variedade riemanni-
ana se, para cada x € X, o espaco tangente T, X estd equipado de uma produto interno
(-, )z que varia diferenciavelmente com x. Em particular, tal produto interno induz a

norma ||v||, = \/{(v,v)s, para qualquer v € T, X.

2.4 SISTEMAS DINAMICOS

A seguir apresentaremos conceitos e resultados referentes a area de Sistemas Di-
namicos. Naturalmente, os conteidos a seguir sao de grande relevancia, visto que os
bilhares, topico central deste trabalho, sao uma classe de sistemas dinamicos. Para esta
secao, as referéncias utilizadas foram (BARREIRA; VALLS, 2012), (JR; MELO, 1982) e
(ROBINSON, 1999).

Primeiramente, comecemos definindo o que sao sistemas dinamicos, tanto com

tempo discreto quanto com tempo continuo.

Definicao 2.4.1. Seja X um conjunto ndo vazio qualquer. Um sistema dindmico
com tempo discreto ¢ uma transformacao f : X — X. Além disso, um sistema
dindmico com tempo continuo, ou fluxo, é uma familia de transformagoes {®'}icr,

com ®' : X — X, satisfazendo ®° = 1Id e ®!+* = & o %, para quaisquer t,s € R.

Na definicdo acima nao colocamos nenhuma estrutura no conjunto X, a fim de
manter a definicdio o mais simples possivel. Contudo, para atingirmos determinados ob-
jetivos ou resultados, podemos acrescentar hipoteses mais fortes sobre o conjunto e sobre
as transformagoes. Ao longo desta secao, a menos que se diga o contrario, consideraremos

X um conjunto nao vazio qualquer.

Em relacao a evolugao temporal de um sistema dinamico discreto ressaltamos que
a mesma ¢é dada através da composicao da transformacao, ou seja, para qualquer n € N,

definimos recursivamente

ff=1d e fr=fofrt.
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Ademais, no caso de f ser invertivel, para qualquer n € N, definimos
=
Das equagoes acima, é claro que,
frt= o
para quaisquer m,n € N. Em particular, se f for invertivel, a igualdade é véalida para

quaisquer n,m € Z.

Da discussao acima, percebemos que nem sempre a transformacgao de um sistema
dindmico discreto é invertivel, devendo ser dada como hipdtese ou sendo verificada. Por
outro lado, no fluxo, sempre temos a garantia de que cada transformacao ®° é invertivel,

com inversa ®~ ¢, para todo t € R. De fato, pelas propriedades do fluxo, segue que

Plod ' =0"od' =" =1d .

Agora, continuemos com outras defini¢oes basicas da teoria.

Definigao 2.4.2. Para uma transformacgio [ : X — X e um fluzo {®'}ier, dado um

ponto x € X, dizemos que
{f"(x); neNU{0}} e {2'(z); t>0}

sao, respectivamente, a semiorbita positiva de x pela transformacao e pelo fluxo. Quando

f é invertivel', dizemos ainda que
{f"(x); neNU{0}} e {P(x);t<0}

sdo, respectivamente, a semiorbita negativa de x pela transformagao e pelo fluzo. De

modo geral,

{ff(x); nez} e {P'(zx);teR}

sao, respectivamente, a orbita de x pela transformacao e pelo fluzxo.

Definigao 2.4.3. Seja f : X — X uma transformagio e {®'}icr um fluzo. Dizemos que
um ponto xog € X € um ponto fixo da transformacao se f(xg) = xo. Analogamente, para

fluzos, devemos ter ®(xg) = o, para todo t € R.

Definicao 2.4.4. Seja f : X — X uma transformagio e {®'}er um fluzo. Dizemos que
um ponto xo € X é um ponto periédico de periodo k da transformacdio se f*(xq) = x¢
e fl(xg) # xo, para todo 0 < 1 < k, em que | € N. Analogamente, para fluzos, devemos
ter ®F(x0) = 29 e ®(xg) # 19, para todo 0 <1 < k, em que | € R.

1

Esta é uma hipétese necessaria apenas para garantir a semidrbita negativa e a orbita do
sistema dindmico discreto.
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Observacao 2.4.5. Naturalmente, se xqg € X é um ponto periodico de periodo 1, entao
xo € um ponto firo. De todo modo, o periodo k de um ponto periddico é sempre positivo,
tanto para a transformacao quanto para o fluxo. A tunica distingdo € que, mo primeiro

caso, k € N, enquanto que, no sequndo caso, k € R*.

Com as defini¢oes iniciais estabelecidas, vamos examinar como podemos relacionar

sistemas dinamicos discretos com sistemas dinamicos continuos, e vice-versa.

Sejam f : X — X uma transformacao invertivel e 7 : X — R uma funcio

qualquer. Consideremos o conjunto
Z=A(x,t) eX xR; 0<t<7(x)}
e a relagdo de equivaléncia ~ definida em 7, dada por
(@,t) ~ (y,5) o y=[flz), t=7(z) e s=0,

para quaisquer (z,t), (y,s) € Z.

Dessa forma, tomamos Y = Z/ ~ e definimos

Definicao 2.4.6. Chamamos por fluxo suspensdo, ou apenas suspensao, de f com

tempo de retorno T a aplicacio ®' Y —'Y, dada por
' (z,s) = (x,s +1t), quando s+t € [0,7(x)],

para cada t € R. Graficamente, temos a Figura 2.2.

Figura 2.2 — Fluxo Suspensao.

®'(x,0) = (z,1) ﬂ

(,0) (f(2),0) v

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).
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Logo, a partir de uma transformacao, obtemos um fluxo. Vejamos o processo
contrario. Para tanto, consideremos o fluxo ® : Y — Y. Reforcamos que apesar de
manter a terminologia anterior, ® e Y nao sao os elementos definidos acima. Com isso

esclarecido, temos

Definig¢ao 2.4.7. Seja X C Y. Dizemos que X ¢ uma se¢do de Poincaré para O se
a fungdo
7x(z) = inf{t >0 ; ®'(z) € X}

existe para cada v € X. FEm particular, dizemos que Tx(x) é o tempo de primeiro

retorno de x ao conjunto X.

Da definicdo acima, introduzimos a nocao seguinte.

Definigao 2.4.8. Seja X C Y uma secao de Poincaré de . Dizemos que a transforma-
cio [ : X — X, dada por
fla) =™ (a)

¢ a transformacdo de Poincaré associada a .

Portanto, a partir de um fluxo, construimos uma transformagao associada ao
mesmo. Contudo, dada uma secao de Poincaré X, apesar de estabelecermos uma re-
corréncia de seus pontos, nao somos capazes de garantir que, dado y € Y, existe t > 0
tal que ®'(y) € X. Acrescentando esta hipdtese, somos levados as generalizagoes dos

conceitos vistos acima.

Defini¢ao 2.4.9. Seja Y uma variedade e ®' : Y — Y um fluzo de classe C". Dizemos
que uma subvariedade compacta X C Y, de codimensdo 1, é uma se¢do de Poincaré
global para ® se O € transversal a X e toda trajetéria do fluro intersecta X infinitas
vezes. Consequentemente, o tempo de primeiro retorno Tx(z) existe, para todo x € X.
Neste caso, pelo mesmo processo descrito anteriormente, definimos a transformacao f :

X — X, que é um difeomorfismo, como a transformagao de Poincaré global.

Por fim, definiremos o que é um sistema dindmico discreto hiperbdlico. Informal-
mente, a hiperbolicidade garante a existéncia de direcoes em que os pontos do sistema
afastam-se ou aproximam-se exponencialmente, fornecendo um entendimento sobre o com-
portamento cadtico ao longo do tempo, visto que dois pontos proximos, separados por
dire¢bes diferentes no espaco tangente, podem exibir orbitas completamente distintas.

Formalmente,

Definigao 2.4.10. Sejam X uma variedade riemanniana e f : X — X um difeomorfismo.

Dizemos que f € um difeomorfismo hiperbolico se,

a. para cada ponto x € X, vale a decomposicao T, X = E; ® E! ;
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b. as familias E® e E* sao invariantes por Df, ou seja, para todo x € X, temos

c. existem constantes 0 < a <1 e ¢ > 1 tais que, para todo n € N, valem
D f"(v)|| <c-a™ |||, Yve ES.
|Dof ()| < c-a-|lv]| , VveEY.

Em particular, dizemos que E e EY sdo, respectivamente, o espago estdvel e espaco

instdvel no ponto x.

A fim de completude, ressaltamos que, para compreendermos melhor como a de-
composicao do espacgo tangente da forma estabelecida impacta no comportamento cad-
tico local nas iteracoes da transformacao f, basta recorrermos ao Teorema de Hartman-
Grobman e o Teorema da Variedade Estavel. Para mais informagoes, recomendamos a
leitura de (ROBINSON, 1999), pdgina 159 e 411, respectivamente.

2.5 TEORIA DA MEDIDA

Nesta secao exploraremos conceitos e resultados relacionados a area de Teoria da
Medida. Este contetido aparecerd de modo sutil e constante ao longo do trabalho, sendo
de extrema importancia para o bom entendimento dos contetidos da préxima secao. Para
esta parte, as referéncias utilizadas foram (RUDIN, 1987) e (VIANA; OLIVEIRA, 2019).

Comecaremos com as defini¢oes estruturais basicas da teoria.

Definicao 2.5.1. Seja X um conjunto. Uma o-dlgebra em X ¢ uma colecao A de

subconjuntos de X que satisfaz
i) @€ A;
ii) Se A e A, entio A° € A;
iii) Se {A,} € uma familia enumerdvel em A, entio | A, € A.
Definigao 2.5.2. Seja X um conjunto e A uma o-dlgebra em X . Entdo, a dupla (X, A) é

um espaco mensurdvel. Além disso, dizemos que os elementos de A sdo os conjuntos

mensurdveis de X.

Com as defini¢oes acima, construimos uma estrutura mateméatica que nos permite

definir a medida de um conjunto mensuravel.
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Definigao 2.5.3. Seja (X, A) um espago mensurdvel. Dizemos que uma fungao p: A —

[0, 00] é uma medida em X se u(2) =0 e

u @ An> = > u(An)

n

para toda familia enumerdvel {A,} em A, cujos elementos sio disjuntos dois a dois. Em

particular,

a. se (X)) < 0o, entdo dizemos que p € uma medida finita;

b. se u(X) =1, entao dizemos que p é uma medida de probabilidade, ou apenas

probabilidade.

No que segue, a menos que se diga o contrario, sempre consideraremos medidas
finitas. Em especial, ressaltamos que, dada uma medida finita x4, sempre somos capazes

de obter uma probabilidade v. Realmente, basta definirmos

_ A
v(A) = w(X)

para cada conjunto mensuravel A C X. Com isso, ¥(X) = 1, isto é, v é uma probabilidade,

ou medida normalizada, obtida a partir da medida finita pu.

Com as defini¢oes basicas estabelecidas, ressaltamos uma das o-algebras mais uti-

lizadas, que é obtida a partir da topologia adotada.

Definigao 2.5.4. Seja (X,T) um espago topolégico. Dizemos que a o-dlgebra de Borel
de X € a menor o-dlgebra de X que contém todos os subconjuntos abertos de X. Neste
caso, 0s conjuntos mensurdveis recebem o nome de borelianos e uma medida definida

sobre uma o-dlgebra de Borel é chamada medida de Borel.

Na parte central deste texto, trabalharemos majoritariamente com medidas de
probabilidade e com a medida de Lebesgue que, em linhas gerais, visa formalizar a nogao
de volume nos espagos R", para n > 3. No que segue, apresentaremos as definicoes e

resultados que culminam na formalizagdo desta medida.

Definicao 2.5.5. Seja W C R". Dizemos que W €é uma n-célula se, para quaisquer

a;,b; € R, comie€{l,...,n}, temos
W:{($1,-~~,$n) ; aiﬁﬁﬁbi}~

Em particular, definimos o volume de W como

vol(W) = H(bz —a;) .
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Proposicao 2.5.6. Seja (R", A) um espago mensurdvel. Entao, existe uma medida A tal

que

i) N(W) =vol(W), para toda n-célula W.
ii) A contém todos os borelianos em R".
i) A € invariante por translag¢io, ou seja, N(A+x) = A(A), para todo A € A e x € R™.

iv) Se u é uma medida de Borel em R", invariante por translagao, com pu(K) < oo, para
todo conjunto compacto K, entdo existe uma constante ¢ € R tal que pu(A) = c-A(A),

para todo boreliano A C R™.

v) Para toda transformagao linear T : R™ — R™, existe A(T) € R tal que A\(T'(A)) =
A(T) - AM(A), para todo A C A.

Demonstragao: Ver (RUDIN, 1987), pagina 51.

Definicao 2.5.7. Dizemos que os elementos da o-dlgebra A definida na proposi¢do acima
sao os conjuntos Lebesgue mensurdveis em R"™. Além disso, dizemos que \ € a

medida de Lebesgue em R™.

Vistos os conceitos de o-algebra e medida, tais como seus principais representantes
para o presente trabalho, formalizamos a estrutura completa em que a teoria de medida é

estudada e apresentamos algumas outras defini¢oes relacionadas com os conteiidos acima.

Definigao 2.5.8. Seja X um conjunto, A uma o-dlgebra em X e p uma medida em X.
Dizemos que a tripla (X, A, 1) é um espaco de medida. Em particular, se p é uma

probabilidade, dizemos que (X, A, ) é um espago de probabilidade.

Definigao 2.5.9. Seja (X, A, 1) um espago de medida. Uma propriedade é dita verificada
em p-quase todo ponto se o conjunto de pontos C' C X na qual ela nao é vdlida possut

medida p igual a zero, isto €, u(C) = 0.

Observacao 2.5.10. Ressaltamos que, quando a medida na qual estamos trabalhando
estiver clara pelo contexto, apenas escrevemos “quase todo ponto”, omitindo a medida em

questao.

Definigao 2.5.11. Sejam p e v duas medidas definidas num mesmo espago mensurdvel
(X, A). Dizemos que v é absolutamente continua com respeito a p se todo conjunto
mensurdvel A que satisfaz p(A) = 0, também satisfaz v(A) = 0. Nesse caso, escrevemos
v .
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Por fim, definiremos as aplicacbes mensuraveis, que, de modo geral, sdo funcoes
que preservam a estrutura de um espaco de medida. Tais aplicagoes serao de extrema

relevancia para a proxima secao.

Definigao 2.5.12. Sejam (X, A) e (Y,C) dois espagos mensurdveis. Dizemos que f :
X =Y ¢ uma aplicagio mensurdvel se f~'(C) € A, para todo C € C.

2.6 TEORIA ERGODICA

Para finalizarmos o presente capitulo, apresentaremos um breve estudo a respeito
da Teoria Ergddica, a drea que estuda sistemas dinamicos munidos de uma medida invari-
ante. Este capitulo é de fundamental importancia, ja que estabelecera muitos resultados
que serao utilizados na parte final deste trabalho. Para esta secao, as referéncias utilizadas
foram (CHERNOV; MARKARIAN;, 2006), (ROBINSON, 1999) e (VIANA; OLIVEIRA,
2019).

Primeiramente, definiremos o que é uma medida invariante, definicdo essencial
para quaisquer outros conceitos atrelados a este campo. Intuitivamente, uma medida é
dita invariante quando a probabilidade associada a um conjunto é igual a probabilidade
associada ao conjunto de pontos que sao mapeados nele (sua pré-imagem). Isto significa
que a dindmica em questao nao altera a distribuicao espacial de probabilidades ao longo

do tempo.

Definigao 2.6.1. Sejam (X, A, ) um espago de medida e f : X — X uma transformagdo
mensurdvel. Dizemos que i € uma medida invariante por f, ou medida f-invariante
se u(A) = p(f~1(A)), para todo A € A.

Com isso, somos capazes de enunciar um dos teoremas mais relevantes para o

contexto de teoria ergodica.

Teorema 2.6.2 (Teorema de Recorréncia de Poincaré). Sejam f : X — X uma trans-
formagao mensurdvel e i uma medida finita invariante por f. Consideremos A C X um
conjunto mensurdvel, com u(A) > 0. Entao, para p-quase todo ponto x € A, existem

infinitos valores de n para os quais f™(x) € A.
Demonstragao: Ver (VIANA; OLIVEIRA, 2019), pagina 4.

A partir do resultado acima, segue que, sob as hipéteses acima, o tempo de primeiro

retorno £4(z) existe para p-quase todo ponto z € A. Dali, definimos,
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Definicao 2.6.3. Sejam f : X — X wma transformacao mensurdvel, . uma probabilidade
invariante e A C X um conjunto mensurdvel, com pu(A) > 0. Entao, dizemos que a
aplicagcdo de primeiro retorno, ou aplicacdo induzida, ao conjunto A € a aplicagdo
g:A— A, dada por

glx) = F4O(a) |

Em particular, passamos a considerar a probabilidade induzida pela aplicagdio g, defi-

nida por

em que B C A é um conjunto mensurdvel. Assim, (A, g, 1a) € uma aplica¢io de primeiro

retorno sobre (X, f, u).

Ao olharmos pela primeira vez a definicdo anterior, podemos nos lembrar da trans-
formacao de Poincaré, vista na Secao 2.4. Porém, a transformacao de Poincaré é utilizada
para relacionar um sistema dindmico continuo com um sistema dinamico discreto. Por
outro lado, a aplicacao de primeiro retorno ¢ uma relagao entre dois sistemas dinamicos

discretos.

Também na Secao 2.4, vimos o conceito de suspensao, um fluxo construido a
partir de uma transformacao. Novamente, 14 estavamos interessados na relagao entre
um sistema dinamico discreto e um sistema dindmico continuo. Agora, definiremos uma
suspensao discreta, em que dada uma transformacao g : A — A, munida da probabilidade
g-invariante v, construiremos uma transformacdo f : X — X e uma probabilidade f-

invariante p de modo que, A C X, g é a aplicagdo de primeiro retorno de fa Ae s = v.

Definicao 2.6.4. Seja g : A — A uma transformagio mensurdvel, v uma probabilidade

g-invariante e £+ A — N uma fungao mensurdvel. Entao, dado

oo k—1

X={(a,n); acAe0<n<&(a)}=J U A x{n},

k=1n=0
em que A = {a € A ; {(x) = k}, dizemos que a transformagao mensurdvel f : X — X,
dada por
(a,n+1) |, sen<&(x)—1
(g<a)70) ) S67’L:€(1')_].

¢ a suspensdo discreta, ou torre, de g com tempo . Além disso, definimos a probabi-

fla,n) =

lidade f-invariante p através da relagdo

Pl apxqny = V]a, , para todo 0 <n <k .

Assim, (X, f, 1) € uma suspensao discreta sobre (A, g, ), visto que jia = v.
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Observacao 2.6.5. A fim de distinguirmos as construgoes feitas acima das construcoes
da Segdo 2.4, reservaremos a notacao T para o tempo de primeiro retorno que relaciona
sistemas dinamicos continuos com discretos, e vice-versa. Por outro lado, usaremos &

para representar o tempo de primeiro retorno entre sistemas dinamicos discretos.

Nao é dificil verificarmos que a construgao definida acima satisfaz as propriedades

mencionadas. Para tanto, basta observarmos que A x {0} se identifica naturalmente com
A.

Prosseguindo com os teoremas ergodicos, apresentaremos o Lema de Kac, um

corolario deste lema para medidas induzidas e também o Teorema de Birkhoff.

Lema 2.6.6 (Lema de Kac). Sejam f: X — X wma transformacio mensurdvel, p uma
medida invariante e A C X um conjunto de medida positiva, isto é, u(A) > 0. Entdo, a

funcao tempo de primeiro retorno £4 : A — N € integravel em A e satisfaz

/ Eal@)dn = p(X) = n(45)
em que Ay ={x e X ; f"(x)¢ A, Vn > 0}.

Demonstracao: Ver (VIANA; OLIVEIRA, 2019), pagina 5.

Corolario 2.6.7. Sejam [ : X — X uma transformagao mensurdvel, i uma probabilidade

invariante e A C X um conjunto de medida positiva. Entdo,

/ASA(:U)d,uA < 00.

d
Demonstragao: Realmente, como p(A) > 0, fica bem definido dus = (’MA) Dai,
]

[ @i = [ a2 [ eateddnn = - (u(X) = ()

em que usamos o Lema 2.6.6. Além disso, por hipdtese, p é uma probabilidade. Conse-

quentemente, p é uma medida finita, com u(X) =1 e u(Af), u(A) < co. Logo,

1 o1 *
/ ala)dia = o ) = (A7) = o (= p(A) < o0

como queriamos mostrar.



43

Teorema 2.6.8 (Teorema de Birkhoff). Seja f: X — X uma transformagao mensurdvel
e seja p uma probabilidade invariante por f. Dada qualquer fungdo integravel ¢ : X — R,
o limite

1 k—1

o(x) = lim — qu f(x

k—o0 ]{j

existe em p-quase todo ponto x € X.

Demonstragao: Ver (VIANA; OLIVEIRA, 2019), pagina 68.
|

Na parte final desta se¢do, buscaremos compreender a hiperbolicidade de um di-
feomorfismo, definida anteriormente, por outra perspectiva. Apresentaremos tal Otica

através das definigoes e resultados a seguir.

Definicao 2.6.9. Sejam X wma variedade riemanniana, f : X — X um difeomorfismo
e |l -] a métrica induzida pelo produto interno riemanniano. Entao, para cada x € X e
v e T, X, dizemos que .

¢ o expoente de Lyapunov da aplicacio f no ponto x com direcio v, quando o limite

existir.

Teorema 2.6.10 (Teorema Ergbédico Multiplicativo de Oseledets). Sejam X uma varie-
dade riemanianna compacta, Y C X um subconjunto aberto e denso e f:Y — f(Y)C X

um difeomorfismo de classe C", com r > 2. Além disso, consideremos o conjunto
o0
n=-—o00

em que todas as iteracoes de f estdo bem definidas, e a probabilidade invariante p, com

w(Y) = 1. Suponhamos que
/ In* || D, f||dp < oo e / In" || Dy fH|dp < oo
X X

em que In"(x) = max{In(z),0}. Entdo, existe um conjunto Z C Y, com f(Z) = Z e
w(Z) =1, tal que, para todo x € Z, existem espagos invariantes por Df que decompoe
T, X, isto é, satisfazem

T.X=Elo..¢FE".

Além disso, para todos vetores ndao nulos v € E°, temos

X'(f,2) = lim — - Inf|D; f"(v)]| < oo
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A partir do teorema acima, constatamos uma forma de provar a existéncia dos
expoentes de Lyapunov. Mais que isso, segue que, para quase todo ponto x € X, existe
uma quantidade finita de expoentes de Lyapunov, ja que eles estao relacionados injetiva-
mente aos espagos E! que decompoe T,X. Neste caso, dizemos que {x*(f,z)}, em que
i€ {l,...,m(z)}, sdo os expoentes de Lyapunov da aplicagdo f em x. Ademais,

definimos dim E? como a multiplicidade do expoente de Lyapunov x(f, z).

Porém, a consequéncia fundamental do Teorema 2.6.10 é que ele evidencia uma
relacao entre a existéncia dos expoentes de Lyapunov e a hiperbolicidade de uma aplicagao,
da forma que definimos na Secao 2.4. Com isso em mente, mantendo as nomenclaturas

anteriores, temos as defini¢bes abaixo.

Definicao 2.6.11. Seja x € X. Dizemos que x € um ponto hiperbolico se existem o0s

expoentes de Lyapunov de f em x e eles sao todos nao nulos.

Assim, com o intuito de obtermos a hiperbolicidade da Definicdo 2.4.10, dado um

ponto hiperbdlico z € X, consideramos

E'= @ E. e E= P E.

X (f,)>0 X (f,x)<0

Dai, somos levados a uma definicao de hiperbolicidade, semelhante a vista anteri-

ormente, mas estabelecida através dos expoentes de Lyapunov.

Definicao 2.6.12. Dizemos que uma aplicacio f : X — X é uma aplicacGo hiperbo-

lica se p-quase todo ponto x € X ¢é hiperbolico.
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3 UMA INTRODUGCAO AOS BILHARES

Como mencionado no Capitulo 1, o objeto principal de estudo neste trabalho sera
o bilhar assimétrico no limao. Contudo, antes de nos debrugarmos no mesmo, precisamos
nos familiarizar com a teoria geral de bilhares planares, que é justamente o nosso foco
neste capitulo. Para tanto, nossa referéncia principal foi (CHERNOV; MARKARIAN;
2006).

3.1 CONCEITOS INICIAIS E CONDICOES DE MESA

Antes de mais nada, vejamos a definicdo geral de um sistema de bilhar no plano.

Defini¢ao 3.1.1. Seja Q@ C R? um dominio com fronteira suave ou suave por partes.
Um sistema de bilhar corresponde ao movimento livre de uma particula pontual no
interior de Q, cujas colisoes na fronteira 0Q sofrem reflexdes requlares, isto €, o angulo

de incidéncia e o angulo de reflexdo sao iguais.

Reparemos que, pela defini¢ao acima, o estudo de um bilhar é fisicamente muito
simples e intuitivo. Contudo, matematicamente, nao é dito muito a respeito do dominio Q
e da fronteira 0Q, que sdo justamente os fatores determinantes para o estudo de um bilhar.
Dessa forma, para evitarmos patologias e nos direcionarmos para nosso objetivo central,
iremos impor quatro condicoes sobre os elementos supracitados. Para cada condigao,
justificaremos brevemente o motivo pelo qual a estamos considerando, exibindo também

os conceitos de bilhares necessarios a sua compreensao.
e Primeira Condicao

De imediato, ja somos capazes de estabelecer a primeira condi¢ao que iremos exigir

nos bilhares que trabalharemos. A saber,

Condicao 1. Seja Qo C R? um dominio limitado, aberto e conexo. Consideraremos
Q = Qy e que a fronteira 0Q é uma unido finita de curvas compactas e de classe C*, com
k > 3, isto é,

0oQ=I'=T1u...ul,,

em que cada curva T; é definida por uma aplicacio fi : [a;,b;] — R2, com f; € CF,
injetiva em |a;,b;) e possuindo derivadas laterais até de ordem k em a; e b;, para cada
ie{l,...,r}.

Como consequéncia direta de tal condigao, temos a definicao a seguir.
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Definicao 3.1.2. Dizemos que Q ¢ a mesa do bilhar e que I'y,...,I', sao as compo-
nentes ou paredes de 0Q. Além disso, dizemos que k ¢ a classe de suavidade da
mesa de bilhar Q.

Uma importante caracteristica das componentes da mesa do bilhar se da em suas

extremidades. Exploraremos esse aspecto na defini¢do abaixo.

Definicao 3.1.3. Seja I'; uma componente da mesa de bilhar Q. Entdo,

a. Dizemos que I'; é um arco se f;(a;) # fi(b;). Neste caso, denotamos OI'; =

{filas), fi(bi)}.

b. Dizemos que I'; é uma curva fechada se fi(a;) = fi(b;). Observemos que, na

Condigao 1, nao exigimos suavidade no ponto b;. Dai, temos dois sub-casos.
II) T; ¢ C*: Entdio, nio temos diferenciabilidade no ponto fi(a;) = fi(b;). Dai,
oy = { fi(a:)}-

Todos o0s casos acima sao devidamente representados na Figura 3.1 abaizo.

Figura 3.1 — Tipos de componentes.

fla) I;

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Observemos que, com a condi¢do acima e as defini¢des concomitantes a mesma,
restringimos os formatos possiveis para nossa mesa de bilhar e sua respectiva fronteira.
Um dos aspectos essenciais que ganhamos ao impor tal condigao é a suavidade de 0Q,
que ¢ essencial para a obtencdo de bons resultados. Ademais, ao requisitarmos que as
componentes sejam compactas e de quantidade finita, evitamos que a fronteira de nossa
mesa possua um comprimento infinito. A saber, denotamos o comprimento de Q por

(2
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em que |I';| representa o comprimento da componente I';.

Apesar disso, um dos aspectos que ainda parece injustificado se da pela exigéncia
da classe de suavidade do bilhar ser especificamente maior ou igual a 3. Tal hipotese serd

justificada futuramente.
e Segunda Condicao

A fim de continuarmos caracterizando nossa mesa e sua fronteira, introduzimos

nossa préoxima condigao.

Condigao 2. As componentes de bordo T'; podem interseccionar umas com as outras

apenas nos seus pontos de extremidade, ou seja, para quaisquer i # j, seque que
Fiﬂfj C@Fiﬂﬁfj .

Com a condigao acima, somos capazes de caracterizar os pontos de 0Q em duas

classes de pontos, como definimos abaixo.

Definicao 3.1.4. Dada uma mesa de bilhar Q com suas componentes I';, em que v €
{1,...,r}, definimos

I,=0T,U...udl, e T'=T\T,.

Dizemos que Iy € o conjunto dos vértices de Q. Por outro lado, [ éo conjunto dos

pontos regulares de 0Q.

O conjunto de vértices de uma fronteira serd de grande relevancia no estudo dos
bilhares, visto que os mesmos atuarao como pontos de singularidade na dindmica que

estudaremos. Por esse motivo, é importante entendé-los minimamente bem.

Sao muitos os tipos de vértices que podem aparecer nos bilhares que se encaixam

nas condicoes impostas até o momento. Vejamos alguns exemplos na Figura 3.2 abaixo.

Figura 3.2 — Tipos de vértices.

n
X2

T x3
Y2

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).



48

Intuitivamente, podemos perceber uma clara distincao entre os dois primeiros
exemplos e o terceiro. Isso se da pois, nos primeiros exemplos, o vértice é dado pela
intersecao de apenas duas componentes. Por outro lado, no terceiro exemplo, o vértice é
resultado da intersecao de 3 componentes. Denominamos as componentes que formam o
vértice como os lados do vértice. Além disso, um vértice é dito um vértice simples se
possui apenas dois lados. Ao longo deste trabalho, consideraremos apenas estes tipos de

vértices.

Apesar da diferenca acima, ainda podemos intuir uma diferenca entre os vértices
do primeiro e do segundo exemplo. A fim de distinguirmos tais vértices, temos a seguinte

definicao.

Definicao 3.1.5. Seja x um ponto de vértice simples. Dizemos que o angulo interior
de x € o angulo formado pelas retas tangentes aos lados deste vértice em x. Em particular,
se v # 0, dizemos que o vértice em questao é um vértice regular. Caso v =0, dizemos

que o vértice em questdao € uma cuspide.

A fim de exemplificarmos a definicdo acima, a Figura 3.3 a seguir apresenta o

angulo interior do vértice z7.

Figura 3.3 — Angulo interno dos vértice ;.

()

T T3

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Deste modo, concluimos que, na Figura 3.2, os vértices z;, para i € {1,2,3}, sao

vértices regulares. Por outro lado, os vértices y;, para i € {1,2,3}, s@o cuspides.

Exploradas as consequéncias da segunda condi¢cao imposta, podemos perceber que,
tal como a primeira, ela restringe as possibilidades de mesa na qual iremos trabalhar. Por
exemplo, a mesa da Figura 3.4 a seguir ¢ descartada dos nossos estudos, visto que seu

vértice nao se encontra nas extremidades das componentes.
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Figura 3.4 — Mesa de Bilhar que nao satisfaz a Condicao 2.

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Além disso, combinando a primeira condicao, que nos diz que as componentes de
uma mesa de bilhar sao finitas, com a segunda condicao, que nos diz sobre a intersecao das
mesmas, concluimos que as mesas que trabalharemos possuirao apenas uma quantidade
finita de vértices. Isso é importante devido ao fator que mencionamos anteriormente, dos

vértices se comportarem como singularidades na dinamica que trabalharemos no bilhar.
e Terceira Condicao

Na terceira condigao, exploraremos a suavidade das componentes, estabelecida na
Condicao 1. Para tanto, definiremos uma orientagdo para estas componentes. A saber,
determinamos que a orientagao de cada componente I'; é tal que Q recai a esquerda de I';.
Ludicamente, podemos pensar que, uma pessoa andando nesta orientagao, sempre tera o

brago esquerdo apontando para o interior da mesa Q.

Ademais, como cada componente é uma curva diferenciavel, estabeleceremos que
tais curvas estao parametrizadas por seu comprimento de arco, procedimento que sempre
podemos assumir sem perda de generalidade, como vimos na Secao 2.1. Consequente-

mente, pela Observagao 2.1.8, seus vetores tangentes sao unitarios, ou seja, ||f/|| = 1.
Com as novas exigéncias acima em mente, somos capazes de instituir nossa terceira

condicao.

Condicao 3. Para cada componente I';, ou f!' é identicamente nula ou f! nunca se anula.
FEquivalentemente, pela Equagao (2.4), a curvatura de T'; ou € nula ou possui sempre o

mesmo sinal.

As consequéncias desta condi¢ao sao bem diretas, visto que, basicamente, ela nos
garante uma forma de classificarmos as componentes da mesa de bilhar. Tal classificacao

ocorre da forma abaixo.

Definicao 3.1.6. Seja Q@ uma mesa de bilhar. Dizemos que uma componente I'; de Q é

a. Focalizadora ou convezxa: se k = —||f"||;



b. Dispersora ou concava: se k = ||f"|;

c. Flat ou plana: se k = 0.

Todos o0s casos acima sao devidamente representados na Figura 3.5 abaizo.

Figura 3.5 — Tipos de Componentes de acordo com a curvatura.

Componente focalizadora. Componente dispersora.

Componente plana.

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Observacao 3.1.7. Como curiosidade, devemos mencionar que a nomenclatura das clas-
sificagoes acima € derivada da teoria de espelhos na fisica. Assim, fazendo uma analogia
com raios de luz, as componentes focalizadoras iriam focalizar feizes de raios paralelos.
Por outro lado, componentes dispersoras iriam dispersar tais feizes. Ambas as situagoes

podem ser verificadas nas imagens acima.

Observacao 3.1.8. Naturalmente, mesmo quando pensamos nos espelhos mencionados
acima, € importante sabermos de onde o0s raios estdao vindo, visto que, de acordo com esta
perspectiva, uma componente pode ser tanto focalizadora quanto dispersora. Justamente
por este motivo se dd a necessidade de definirmos uma orientacao para as componentes,

como fizemos acima.



51

Vale ressaltarmos que, além da Condi¢ao 3 impossibilitar uma componente de tran-
sitar entre os tipos acima, ela também garante, junto da Condicao 1, que as curvaturas
nao-nulas das componentes sao bem comportadas, ou seja, que suas curvaturas nao se
aproximam indefinidamente de 0 ou +o00. Realmente, pela Observacao 2.1.12, x é uma
funcao suave, em particular, continua. Ademais, pela Condicao 1, as curvas que determi-
nam as componentes estao definidas em um intervalo compacto. Logo, pelo Teorema de

Weierstrass, k é limitada inferiormente e superiormente, provando a afirmacao anterior.

Da classificagao acima, definimos

FOZUrl ) F,:UFI ’ FJr:UPZ )
k=0

k<0 Kk>0

ou seja, o conjunto das componentes flat, focalizadoras e dispersoras de um bilhar, res-

pectivamente.
e Quarta Condicao

Para a caracterizacao das componentes de Q, feita na subsecao anterior, utilizamos
que tais elementos sdo, no minimo, de classe C?, hipdtese garantida pela Condicao 1, em
que exigimos que as componentes sdo de classe CF, para k > 3. A justificativa desta
hipotese repousa justamente no estudo de uma das caracteristicas da dinamica do bilhar,
que exploraremos abaixo. Junto disso, surgira a necessidade de decretarmos nossa quarta

e ultima condicao sobre Q.

Dada uma mesa de bilhar Q, a dindmica que estudaremos é justamente a mencio-
nada na Definicao 3.1.1, isto é, se dard pelo movimento de uma particula ¢ € Q, munida
de um vetor velocidade v € R?, que sofre colisdes regulares em I'. E claro que, com o
passar do tempo, esta particula tera diferentes posi¢oes e diregoes, que serao representados

pelas fungoes ¢(t) e v(t), respectivamente.

Observacao 3.1.9. Usualmente omitiremos a aplicacao do tempo nas fungoes acima.
Assim, muitas vezes denotaremos q(t) simplesmente por q. Naturalmente, quando for

necessdario, reforcaremos a diferenca entre ambas as notacoes.

E essencial entendermos o papel do vetor velocidade v. Majoritariamente, este
vetor é importante para descrever a dire¢do do movimento da particula ¢. Contudo, ele
também ditard a velocidade desta particula, bem como o nome sugere. Como a teoria
estd mais interessada no caminho percorrido e nao na velocidade com que ele é percorrido,

é adotado ||v|| = 1, o que simplifica aspectos futuros.

Percebamos que, pela forma que definimos, o movimento da particula sofre altera-
¢oes relevantes apenas nas colisoes com I, ou seja, quando ¢ € I'. De modo geral, quando

nao ha colisoes, o vetor velocidade v nao se altera e a posi¢ao da particula é determinada
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por v. Assim, se t € I, em que I é um intervalo de tempo sem colisdes, temos
qt)=v(t)-t e ov(t)=wv.
Por outro lado, quando ¢ € I', temos dois casos possiveis. Sao eles,

e ¢ €T : Neste caso, aplicamos a regra da colisdo regular. Equivalentemente, o vetor

v serd refletido ao longo da reta tangente a I' no ponto ¢. Analiticamente, temos
vt =v"—-2-(v",N)-N, (3.1)

em que v~ é o vetor pré-colisional, v+ é o vetor pds-colisional e N é o vetor normal

a I' no ponto ¢, como mostra a Figura 3.6.

Figura 3.6 — Colisdo regular em T'.

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

e g €I, : Entao, ¢ vai de encontro a um dos vértices de Q. Claramente, o processo
do item anterior nao pode ser aplicado aqui, visto que a reta tangente ao vértice nao
estd bem definida. Por este motivo, dizemos que o movimento cessa, isto é, ele nao
estara definido em momentos futuros. Logo, os vértices atuam como singularidades

da dinamica, como mencionamos anteriormente.

Reparemos que, mesmo quando ¢ € I, se v~ for tangente a I' no ponto ¢, entao

vt = w7, pois terifamos (v=,N) = 0. Este é um caso que foge do cendrio descrito

anteriormente, ja que gostariamos que o vetor velocidade se altere nas colisoes. Mediante

a isto, temos a definicao abaixo.

Defini¢io 3.1.10. Sejam Q uma mesa de bilhar e ¢ € T'. Entdo,

a. se v~ nao € tangente a I' em q, dizemos que esta é uma colis@o regular;

b. se v~ € tangente a I' em q, dizemos que esta é uma colisao tangencial.
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Como dito acima, as colisdoes tangenciais fogem do padrao que esperamos das
colisoes nos bilhares. Por esta razao, tais quais os vértices da mesa, elas também serao

consideradas singularidades na dindmica do bilhar.

Observagao 3.1.11. Apesar de vértices e colisoes tangenciais serem singularidades, co-
lisoes tangenciais nao ocorrem em qualquer bilhar, a saber, as mesmas so podem ocorrer

em componentes dispersoras.

Finalmente, para finalizarmos esta subsecdo e obtermos nossa quarta condicdo,
verificaremos brevemente outra situagao que também é caracterizada como um tipo de

singularidade da dindmica do bilhar, a acumulacao de colisoes.

Seja (t,,)nen uma sequéncia de tempos de colisdes bem definidas, ou seja, q(t,) € ',
para todo n € N, em que desconsideramos colisoes com os vértices e colisbes tangenciais.
Dessa forma, é esperado que as colisdes continuem com o decorrer do tempo, isto é,
que (t,)nen na0 seja convergente. Contudo, existem situagdes extremamente particulares
em que t, — to. Consequentemente, ¢(t,) — ¢o. Dali, temos dois casos possiveis e

excludentes, ou g € I'y oU oo € .

Independente do caso, nao estamos interessados em como ou por qual motivo
ele acontece, mas em como podemos evita-lo. Em relacdo ao primeiro cenario, em que

(s € 'y, ou seja, ¢, pertence a um vértice da mesa, temos os resultados a seguir.

Lema 3.1.12. Sejam Q uma mesa de bilhar, A um vértice de Q com angulo interior
v >0 e U C R? uma vizinhanca de A. Se ¢ € U € uma particula de bilhar, colidindo
em ambas as componentes que formam A, entdo q deixa a vizinhanca U em, no mdximo,

™ ..
{J + 1 colisoes'.
Y

Demonstragao: Ver (CHERNOV; MARKARIAN;, 2006), pagina 24.

Lema 3.1.13. Sejam Q wuma mesa de bilhar, A uma cispide de Q@ e U C R? uma
vizinhanga de A. Se A é formada ou por duas componentes dispersoras ou por uma
componente dispersora e uma plana, entao qualquer particula de bilhar tal que q € U

deixa a vizinhanca U apds uma quantidade finita de colisoes.

Demonstragao: Ver (CHERNOV; MARKARIAN, 2006), pagina 25.

1 Ao longo deste trabalho, a notagdo |-| representard a fungao piso.



o4

Do Lema 3.1.12, segue que 0 caso ¢ € Iy nao ocorre em vértices regulares.
Consequentemente, tal caso pode ocorrer apenas em cuspides. Porém, pelo Lema 3.1.13,
(s € I'x ndo ocorre quando a cispide é formada ou por duas componentes dispersoras ou
por uma componente dispersora e uma plana. Desse modo, o caso estudado pode surgir
apenas em cuspides formadas por uma componente dispersora e por uma componente

focalizadora®. A fim de evitar tal situacdo, surge nossa quarta e tltima condicao.

Condigao 4. Qualquer mesa de bilhar Q ndo contém ciuspides formadas por um compo-

nente dispersora e por uma componente focalizadora.

Por fim, no que diz respeito ao caso ¢, € I', devemos nos preocupar apenas com as
componentes focalizadoras da mesa, visto que é impossivel ocorrer acumulacao de colisoes

em mesas planas e dispersoras. Assim, temos o teorema abaixo.

Teorema 3.1.14. Seja Q uma mesa de bilhar e (t,),en uma sequéncia de tempos de
colisao. Entao, t, — ts € q(tn) = oo € T ndo ocorrem se as componentes focalizadoras

de Q sdo de classe C® e possuem curvatura que ndo se anulam.

Demonstracao: Ver (HALPERN, 1977), pagina 302.
|

Observemos que, pela Condicdo 1, todas nossas componentes sao de classe C3.
Ademais, pela Condicao 3, a condi¢ao acerca da curvatura também é valida. Desta forma,

pelas condi¢oes impostas, colisoes do tipo ¢o € I' sdo impossiveis.

Portanto, do teorema acima somos capazes de entender a necessidade da classe
C? especificada anteriormente e, além disso, constatamos que, sob as nossas restricoes,

nenhum tipo de acumulagao de colisdes pode ocorrer, como gostariamos.

Por fim, vimos que, a cada condi¢ao que adicionavamos a mesa do bilhar, retira-
vamos determinadas patologias. Refor¢camos que existem estudos voltados para bilhares
com tais patologias, porém, eles nao serao abordados. Ademais, mesmo com tais condi-
¢oes, ainda seremos capazes de estudar uma vasta e rica classe de bilhares, incluindo os

caodticos.

3.2 APLICACAO DE COLISAO E CARACTERISTICAS

Na se¢ao anterior estavamos focados em apresentar as defini¢oes essenciais do bi-

lhar e também caracterizarmos suas mesas. Com o nosso objeto de estudo bem definido,

2 A presenca de cuispides surge apenas nos trés cenarios descritos neste pardgrafo. Tal afirmacao

pode ser facilmente verificada através de argumentos geométricos.
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focaremos na dindmica do bilhar em si. Assim, na subse¢ao abaixo definiremos a trans-
formacao do bilhar que estudaremos e, nas subsecoes seguintes, apresentaremos conceitos

correlatos a mesma, a saber, seu dominio, suas singularidades, entre outros.

3.2.1 Aplicacao de Colisao

Pela descricao fisica da dindmica do bilhar, somos levados a pensar na mesma
como um fluxo, ou seja, considerando toda a trajetéria da particula no interior da mesa,
enquanto ela estd bem definida. Neste caso, definimos o fluro do bilhar @' : Q — Q,

em que

Q={(q,v); € QeveS'}t=9x5".

¢ denominado espaco de fase. Graficamente, podemos representar o espaco de fase

como indica a Figura 3.7 abaixo.

Figura 3.7 — Espaco de fase do bilhar.

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Notemos que o fluxo nao esta definido para todo ¢t € R, visto que nao estamos
desconsiderando colisdes nos vértices da mesa, por exemplo. Dai, definimos Q C Q
como o espaco cujos pontos possuem uma trajetéria bem definida para qualquer ¢t € R.
Consequentemente, a aplicagio ®f|s estd bem definida para todo t € R. Ademais, tal
aplicacdo é continua, ja que, em cada colisdo regular ¢ € T, identificamos os estados (q,v7)
e (g, v"), relacionados pela Equagao (3.1).

Apesar da defini¢ao de fluxo, evidenciamos anteriormente que a parte principal da

dindmica do bilhar se dd apenas nas colisoes com 0Q, onde ocorre a mudanca na diregao

da particula. Tendo isso em mente, construiremos uma transformagao de Poincaré global
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para este fluxo®. Para tanto, consideremos
M=JM;cT'xS ' cqQ,
i

em que

M, ={x=(q,v)€Q; geT;e(v,N) >0},

no qual N é o vetor normal interno a I' em z. Vale ressaltarmos que a caracterizagao

acima ¢ valida devido a identificacao entre v~ e v™, estabelecida acima.

Prosseguindo, definimos M = M N Q). Naturalmente, M é uma subvariedade de
Q, com codimensédo 1. Além disso, M é compacta, devido & Condicdo 1, transversal a &
e toda trajetoria do fluxo intersecta este espaco, ambos pela natureza do fluxo do bilhar.

Dai, a fun¢ao tempo de primeiro retorno 7 = 7 : M — [0, 4+00), dada por
7(x) = inf{t >0 ; ®'(x) € M},

estd bem definida, uma vez que em (2 as colisdes sao definidas para todo tempo.

Portanto, pela Definicdo 2.4.9, a aplicacdo F : M — M, definida por
Flz) =@ (g)

é uma aplicacao de Poincaré global para o fluxo do bilhar. Neste caso, dizemos que F é
a aplicagdo de colisdo do bilhar e M ¢é o espago de colisdo do bilhar pela aplicacao
F. Sem perda de generalidade, ja consideraremos F : M — M, pois veremos adiante

que A(M \ M) =0, o que permite a obtencio de uma extensdo continua.

Notemos que, além do tempo de retorno 7(z) nos informar o tempo que um ponto
z € M demora para colidir com o bordo @, no ponto F (x), ele também representa a

distancia percorrida entre z e F(z), j4 que a velocidade do bilhar é unitaria.

3.2.2 Coordenadas do Espaco de Colisao

Agora, introduziremos um sistema de coordenadas (s, ) para o espago M, que
indicarao a localizacao da colisao e a direcao de seu vetor velocidade, respectivamente.
Primeiramente, vejamos que, como cada componente I'; estd parametrizada por seu com-

primento de arco, podemos considerar |I';| = [a;, b;]. Dald,
|F| = U [ai’bi] = [a7b] )
i
em que consideramos b; = a;1, com (a;, b;) intervalos reais disjuntos. Além disso, a

origem da parametrizacao é identificada ao valor a = 0. Com isso, dado = € M, ele esta

3 Para mais informagoes sobre o fluxo do bilhar, recomendamos a leitura de (CHERNOV;

MARKARIAN, 2006), paginas 26 a 30.



o7

associado a um valor s que, por sua vez, associa-se com um ponto p € I', denominado por

ponto de reflexdo, ou ponto de colisdo, de x, que identifica a posicao de x em I'.

Em relacao a direcao da trajetéria associada a um ponto z € M, utilizamos a

T m
coordenada ¢ € [—2, 2], definida como o angulo entre o vetor velocidade v e o vetor

normal interno a I' no ponto x, denotado por N. A orientagdo da medida de ¢ é feita

com sentido crescente na dire¢do horaria, como mostra a Figura 3.8 abaixo.

Figura 3.8 — Determinagao da medida do angulo .

p=0

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Da parametrizacao acima, segue que M; é um retangulo, a saber,

T
M; = [a;, bi] x {—272]
Graficamente, pela aglutinagao dos espagos M;, o espaco M também é um retan-

gulo, cujos lados verticais estao identificados, representado pela Figura 3.9 abaixo.

Figura 3.9 — O espaco de colisao M.

o |

T
2 S

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

3.2.3 Singularidades

Com a parametrizacao do espaco de colisao, somos capazes de caracterizar formal-
mente as singularidades do bilhar mencionadas anteriormente, isto é, as colisdes tangen-

ciais e as colisdes com os vértices de Q. Dali, definimos o conjunto de singularidades
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do bilhar como

T
s=0m =l = T} u{Us=atus =} 32
nos quais os conjuntos {s = a;} e {s = b;} sdo considerados apenas quando a;,b; € 9T';,

em que I'; ndo é uma curva fechada suave.

Portanto, as colisdes bem definidas da dindmica sdo aquelas associadas aos pontos
que pertencem ao interior de M. Esta ideia nos leva a considerar os conjuntos de

singularidades das aplicagoes F e F !, definidos, respectivamente, por
S =S U{xr eint(M) ; F(z) ¢ int(M)} .
S 1 =8 U{r€int(M); F(x) ¢ int(M)} .

Indutivamente, para todo n € N, definimos os conjuntos de singularidades

das aplicagoes F™ e F ", dados, respectivamente, por

Sn = Sn—l U F_l(Sn_l) (S S_n = S,(nfl) U F(S,(n,1)> .

Além disso, definimos o conjunto das singularidades de todas as aplicagoes

F", para n € Z, dado por
Se= U S..

n=—oo

Por fim, a fim de caracterizarmos os conjunto de singularidades vistos acima, temos

o resultado abaixo.

Teorema 3.2.1. Seja Q um bilhar no plano que satisfaz as condigcoes impostas anterior-
mente. Entdo, o conjunto 81 € dado pela unido finita de curvas suaves e compactas que

intersectam-se apenas em suas extremidades.

Demonstragao: Ver (CHERNOV; MARKARIAN;, 2006), pagina 267.
[ |

Num primeiro olhar, o teorema acima parece insuficiente, visto que caracteriza
apenas o conjunto &i, contudo, isso basta. Realmente, primeiramente, lembremos que o
conjunto Sy ja estd devidamente caracterizado. Além disso, somos levados a considerar
apenas os conjunto S,, para n > 1, ja que, se (s,¢) € S,, entdo (s, —p) € S_,,. Porém,
como F": M\ S, = M\ S_, é um homeomorfismo e S,, sdo definidos indutivamente, a

caracterizagdo de &7 se torna suficiente para caracterizarmos &,,.
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3.2.4 Derivada e Medida Invariante de F

Prosseguindo com os fatores basicos da dinamica do bilhar, caracterizaremos a

derivada da aplicagdo de colisao F, dada pelo teorema abaixo.

Teorema 3.2.2. Seja F : M\ S — M\ S_1 a aplicagio de colisdo. FEntdo, dado
x=(s,¢0) € M\ Sy, com F(x) = (s1,¢1) € M\ S_1, temos

1 T:K+ Ccosp T

D,F =

= . 3.3
COS 1 ’ (3.3)

T-K-Kl+K-COSp1+ K1-COSQ T+ K1+ COSpp

em que T = 7(x), sendo Kk e k1 as curvaturas das componentes que contém x e F(x),

respectivamente.

Com isso, constatamos que, dada uma mesa Q com classe de suavidade* k, a
aplicacdo de colisdao F ¢ de classe C*~1. Mais que isso, tomando como dominio o conjunto
M\ S, todas as iteragoes de F sio definidas e de classe C*L.

Além da obtencao da classe de suavidade de uma aplicacao, a derivada desta tam-
bém estd atrelada a classificacdo de pontos periddicos da dinamica, avaliando a estabili-
dade dos mesmos, ou seja, como trajetérias vizinhas a um ponto periédico se comportam
ao longo do tempo. A saber, como na referéncia (CORREIA; ZHANG, 2015), definimos

Definigdo 3.2.3. Seja x um ponto periédico de periodo k, ou seja, F*(x) = x. Entdo,

dizemos que o orbita de x €
e hiperbdlica, se |tr(D,F"*)| > 2;
e parabdlica, se |tr(D,F*)| = 2;

e eliptica, se |tr(D,F*)| < 2.

Tao importante quanto a derivada da aplicagao de colisao ¢ a medida que conside-
ramos como par da mesma. Ressaltamos que nao utilizamos a medida de Lebesgue pois

ela ndo ¢é preservada por F. Dali,

Proposicao 3.2.4. A aplicacio F preserva a medida dv = cosp ds dp em M.

Demonstragao: Ver (CHERNOV; MARKARIAN, 2006), pagina 35.
[ |

4 Aqui reforcamos que utilizamos a letra k para referenciar a classe de diferenciabilidade do bi-

lhar, enquanto a letra x é utilizada para a curvatura das componentes. Apesar da similaridade
na escrita, tais simbolos ndo devem ser confundidos.
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Do lema acima, obtemos uma medida invariante por JF. A partir disso, definimos

a probabilidade invariante do bilhar, denotada por i e dada por,

dv cos ds dp 1

€I que usalnos

5 [T 5 [Tl
y(/\/l):/_l/0 dl/:/_l/o cos ds dp = 2|T| .

Para finalizarmos esta subsecao, apresentamos o proposicao abaixo e uma con-

sequéncia imediata da mesma, que diz respeito ao conjunto de singularidades do bilhar.

Proposicao 3.2.5. A medida do bilhar pu é absolutamente continua com respeito a medida
de Lebesgue .

Demonstragao: Com efeito, seja A C M um conjunto mensuravel, com d\(A) = 0.

Equivalentemente,
AMA) = / d\=0.
( ) A

Consequentemente, como | cos ¢| < 1, temos

\,u(A)]:‘/ cosgodsdgo’ﬁ/ | cos ¢ dsdgog/ dsdgpz/d)\zo
A A A A

Portanto, como A foi tomado arbitrariamente, segue que p é absolutamente conti-

nua com respeito a .

Proposigao 3.2.6. Para todo n € Z, vale i(S,,) = 0. Em particular, i(Sx) = 0.

Demonstragao: Primeiramente, utilizaremos o Principio de Induc¢ao Matematica para

provarmos que pu(S,) = 0, para todo n € NU {0}. Dai,

e n =0: Como § = OM, temos A(Sy) = 0. Consequentemente, pela proposi¢ao
anterior, u(Sp) = 0.

e n = 1: Por definigao, §; = Sy U F1(Sy). Assim, como p é F invariante, segue que
p(FH(So)) = pu(So) =0 .

Logo, S; é a unido de dois conjuntos de medida nula. Consequentemente, 1(S;) = 0.
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e Suponhamos que a afirmacdo seja vélida para n = k, ou seja, u(Sx) = 0. Entao,

provaremos que f(Sk+1) = 0.

Realmente,como p é F invariante, segue que
(FH(Sk) = u(Sk) = 0.

Logo, Sk11 ¢ a unido de dois conjuntos de medida nula, ja que Sy11 = Sy UF 1(Sk).

Consequentemente, ((Sg41) = 0.

Portanto, pelo Principio de Indu¢do Matemaética, segue que u(S,) = 0, para todo
n € NU{0}.
De modo analogo ao feito acima, somos capazes de provar o mesmo para os inteiros

negativos. Destarte, u(S,) = 0, para todo n € Z. Em especial, como S, é a unido

enumeravel de conjuntos de medida nula, segue que 1(Sy) = 0.

3.2.5 Involucgao

Para encerrarmos este capitulo, apresentamos a ultima das caracteristicas basicas

do bilhar, a involucao. Assim,

Definicao 3.2.7. Seja x € M. Entao, definimos a aplicagdo de involugdo T : M —
M, em que I(s,) = (s,—p). Em particular, se x € M\ Sy, seque que

FroI=ToF",
para todo k € 7.

A involucao, por mais simples que seja, desempenha um importante papel na
teoria de bilhares, pois permite que rastreiemos a trajetoria passada de um estado. Tal

caracteristica é formalmente denominada como a reversibilidade do tempo da dindmica

do bilhar.

Além da interpretacao da aplicagdo acima, vejamos outras propriedades da in-
volucdo. Primeiramente, vejamos que, por definicdo, Z=! = Z, visto que Z o Z = Id.

Consequentemente, da propriedade mencionada, obtemos
Fr=ToFroT,

para todo k € N.

Por fim, caracterizaremos a derivada da aplicagdo de involucao.
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Proposicao 3.2.8. Seja v € M e (a,b) € T, M. Entao,

DI,(a,b) = (a,—D) .

Demonstragao: Como x € M, entdo =z = (s,¢). Além disso, da definigdo de involugao,

sabemos que Z; = s e Iy = —p, em que Z; e I, sao as fungdes coordenadas de Z. Desse
modo,
01, 01,
95 0o a 1 0 a a
DIac(aa b) = (9_'; 6%0 = = = (CL, —b) s
== =\ 1|b 0 —1|1b —b
ds Oy

como queriamos demonstrar.

3.3 HIPERBOLICIDADE E CURVATURAS DE FRENTES DE ONDAS

Nesta se¢ao, trataremos dos aspectos da dinamica do bilhar atrelados a sua hiper-
bolicidade. Assim, daremos continuidade aos conceitos vistos nas Secoes 2.4 e 2.6, apresen-
tando resultados que sao validos exclusivamente para bilhares. Apds isso, exploraremos

caracteristicas dos bilhares que sao utilizadas na constatacao de sua hiperbolicidade.

3.3.1 Hiperbolicidade nos Bilhares

Observando a hiperbolicidade sob a ética ergddica, o Teorema 2.6.10 é fundamen-
tal, visto que fornece condi¢Oes para assegurar a existéncia dos expoentes de Lyapunov
de uma aplicacdo. Ao aplicarmos tal resultado na aplicagao de colisao do bilhar, obtemos

o resultado abaixo.

Teorema 3.3.1. Seja F a aplicacao de colisao. Entdo, para p-quase todo ponto x € M,

existem os expoentes de Lyapunov de F em .

Demonstragao: Ver (CHERNOV; MARKARIAN, 2006), pagina 43.
[ |

Por fim, ja que os expoentes de Lyapunov estao relacionados com a decomposic¢ao
do espago tangente, como vimos pelo Teorema 2.6.10, e dim M = 2, segue do teorema
acima que, para p-quase todo ponto x € M, ou existe um expoente de Lyapunov x(F, )
com multiplicidade dois ou existem dois expoentes de Lyapunov, x'(F,z) e x*(F,z),

ambos com multiplicidade um. Independente do caso, o resultado a seguir vale.
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Lema 3.3.2. Para p-quase todo ponto, a soma dos expoentes de Lyapunov de F em x é

nula, ou seja, ou x(F,z) =0 ou x'(F,x) + x*(F,z) = 0.

Demonstracao: Ver (CHERNOV; MARKARIAN, 2006), paginas 44 e 45.

3.3.2 Frentes de Ondas e Curvaturas

A fim de estudarmos a hiperbolicidade de um bilhar, muitas técnicas utilizam os
conceitos de frentes de ondas e suas curvaturas. No que segue, definiremos e exploraremos

esses conceltos.

Sejam z € M e u € T, M. Assim, consideremos a curva suave e infinitesimal
v (—&,e) > M, com y(0) = z e 7/(0) = u. Pela parametrizagdo do espago de colisdo,
temos y(t) = (s(t),¢(t)) € M. A partir da curva ~, definimos a familia de curvas
{W*(0)}:, para cada t € (—¢,¢), em que

VR — Q : com  WHO)=s(t)+0-v(t),

sendo v(t) o vetor velocidade atrelado a ¢(t).

Dessa forma, a partir de uma curva em M, obtemos uma familia de curvas em
Q. Dizemos que a familia {U*(0)}; é uma frente de ondas pés-colisional gerada pela

curva 7. Na Figura 3.10 abaixo, representamos visualmente o processo acima.

Figura 3.10 — Frente de ondas pds-colisional.

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Com a frente de ondas pds-colisional definida, consideremos (' a secao ortogonal &

familia {W*(0)};, tal que s(0) € (. Equivalentemente, (™ é a curva em Q que passa pelo
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ponto s(0) e que corta perpendicularmente todos os pontos de {W*(6)}, que intersecta,

como mostra a Figura 3.11 abaixo.

Figura 3.11 — Secao ortogonal (7.

<+

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

E importante notarmos que, todo o processo acima, por ser infinitesimal, depende
do vetor u € T, M escolhido inicialmente. Dessa forma, a se¢dao ortogonal (* est4 atrelada
a u, tal qual sua curvatura no ponto z, a qual denotaremos por BT (u) e denominaremos

por curvatura pos-colisional.

Analogamente, a partir da curva ~y, também podemos construir a familia de curvas

{Z4(6)}+, para cada t € (—¢,¢), em que
R — Q : com ZHO) = s(t)+0-0(t),
sendo (t) o vetor velocidade atrelado a —p(t).

Neste caso, dizemos que a familia {Z'(0)}, é uma frente de ondas pré-colisional
gerada pela curva v. Além disso, podemos obter uma se¢ao ortogonal (~, cuja curvatura

é denotada por B~ (u) e denominada por curvatura pré-colisional.

E importante salientarmos que, pelo processo acima, existe uma relacao biunivoca
entre as curvaturas B*(u) e o vetor u, isto a menos de um escalar, visto que o importante

¢é a direcao do vetor.

Outro parametro que podemos avaliar a partir das frentes de ondas construidas
é o chamado tempo de focalizacdo, denotado por T+(u), em que os sinais de + e —
estao atrelados as frentes de onda pds-colisional e pré-colisional, respectivamente. Como
o nome sugere, 7+ estd relacionado ao ponto em que a frente de onda focaliza, isto é,

onde suas retas intersectam-se. Assim,

e se 7T >0, a frente de ondas focalizard no futuro. Consequentemente, dizemos que

a frente de ondas é focalizadora;
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e se 7T <0, a frente de ondas focalizou no passado. Consequentemente, dizemos que

a frente de ondas é dispersora;

e se T+ = 00, a frente de ondas ndo focalizara, seja no passado ou no futuro. Conse-

quentemente, dizemos que a frente de ondas é flat.

e se 7t = 0, a frente de ondas estd focalizando justamente em 9Q. Consequente-

mente, dizemos que a frente de ondas é degenerada.

Como B* e T+ sao caracteristicas de frentes de ondas, ndo é de se surpreender

que exista uma relacao entre estes valores. A saber,

1

B*(u) = T )

Consequentemente, de modo equivalentemente a classificacdo acima, também po-
demos caracterizar uma frente de ondas de acordo com sua curvatura, como ilustra a

Figura 3.12 abaixo.
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Figura 3.12 — Tipos de frente de ondas.

¢t ¢
g E
\Pt

Frente de ondas focalizadora, BT < 0. Frente de ondas dispersora, Bt > 0.
<+
I .
X
I I
I N
1 .
\Ilt
Frente de ondas flat, BT = 0. Frente de ondas degenerada, Bt = co.

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Pela caracterizagao acima, fica claro que trabalhar com tempos de focalizacao e
curvaturas sao, em certo sentido, equivalentes. Neste trabalho daremos preferéncia para
as curvaturas. Tomada esta escolha, apresentaremos resultados referentes a curvatura de
uma frente de ondas, sendo o primeiro deles sobre a relacdo entre a curvatura pré e pos

colisional.

Lema 3.3.3. Sejam v € M e u € T, M. Entdo, as curvaturas pré e pos colisionais

satisfazem a equacao

B*(u) - B-(u) = R(z) . com Rfz)— " (3.4)

cos

em que Kk € a curvatura da componente que contém x.

Demonstragao: Ver (CHERNOV; MARKARIAN, 2006), pagina 55.
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Observacao 3.3.4. Usualmente, a Equagao (3.4) e o valor R(z) sao denominados por
Equacao do Espelho e pardmetro de reflexdo, respectivamente. Além disso, a fim

de facilitarmos notagoes futuras, escreveremos

R(z) = _d(zx) , com d(x)= —CO:SD

(3.5)

Observemos que, o parametro de reflexdo € justamente o fator que mostra como uma com-
ponente da mesa do bilhar afeta a frente de onda analisada, visto que ele depende da
curvatura da mesma. Também ressaltamos que, quando o contexto estiver claro, omitire-

mos 0 argumento x nas equagoes acima.

No processo acima, obtemos as curvaturas das frentes de onda no momento ime-
diato da pré e pés colisao. Porém, também estamos interessados em saber como tais
curvaturas evoluem apds este momento. Assim, tomemos x, F(z) € M. Pelo que vimos,
o tempo entre tais colisdes é o valor 7(x) = 7. Desse modo, a curvatura da frente de

ondas em um tempo ¢, com ¢ € (0,7), é dado por

1
Bt - 71 ’ (36)

t N
+ B (J)r
em que o subindice 0 indica a relagdo com o ponto inicial x.

Estabelecida a notagao acima, vejamos como a curvatura de x influencia na curva-
tura pré-colisional de z; = F(x). Primeiramente, observemos que, enquanto as curvaturas
de x estao atreladas a um vetor u € T, M, as curvaturas em z; estao atreladas ao vetor
uy = D,F(u) € Tf($)M, pois tanto z quanto u devem ser iterados em suas respectivas

aplicagoes. Dali, iniciamos com a relacao do lema acima, ou seja,
Bi =Ro+ By .

Por outro lado, pela Equacao (3.6), temos
1 1

S =7 R+ B |
T—FBiar T+m

em que usamos t = 7 justamente por ser o momento imediatamente antes da colisao.

Indutivamente, constatamos que, dado u,, = D, F"(u) € Trn(;M, vale
B(u,) = [1(xn-1), R(Tn-1), T(Tn—2), R(xn—2), ..., 7(x), R(x)+ B(u)] , (3.7)

em que B= B~ ex, = F¥(x), parak € {1,...,n —1}.
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Para finalizarmos nossos resultados, apresentamos o teorema a seguir, que nos
diz que as curvaturas geradas por vetores aplicados em DJF preservarao sua ordenacao

original, ou seja,

Teorema 3.3.5. Sejam u,v,w € Ty M\ Sy tais que
B(u) < B(v) < B(w) .

Entao, para qualquer n € Z, vale que

B(D,F"(u)) < B(Dy;F"(v)) < B(D,F"(w)) .

Demonstragao: Ver (DONNAY, 1991), pdgina 236.°

3.3.3 Hiperbolicidade e Curvaturas de Frentes de Ondas

Para finalizarmos este capitulo, apresentaremos brevemente e genericamente a

relacdo entre os conceitos vistos nas subsec¢oes anteriores.

Na literatura de bilhares, um dos métodos mais utilizados para a prova da hiper-
bolicidade dos bilhares é a chamada Técnica dos Cones, estabelecida por Wotjtkowski, em
seu artigo (WOJTKOWSKI, 1986). Apesar disso, nao utilizaremos tal técnica no presente
trabalho. Nosso método é atrelado principalmente ao trabalho seminal de Sinai (SINAI,
1970), onde a andlise de curvaturas de frentes de ondas é fundamental. Tal construcao
também foi utilizada por Bunimovich em seu trabalho (BUNIMOVICH, 1974a). Apesar
de existirem semelhangas entre o método de Wotjtkowski e o utilizado por Sinai/Bunimo-

vich, nao entraremos nesses detalhes.

No trabalho de Sinai, a menc¢ao a cones também aparece, a saber, dados u,w €
Tr-n(mM, definimos u, = Dr-n() F"(u) € wy, = Dr-niy F*(w), para todo n € N. Obser-

vemos que ,, w, € T, M.

Dai, dizemos que o conjunto
Cu(z) ={veT,M; Blu,) < B(v) < Blw,)}

é um campo de cones de curvaturas admissiveis apds n reflexoes no ponto x, limitado

pelas curvaturas dos vetores u e w.

Dessa forma, consideremos que os cones acima satisfazem

Ci(x) DCy(x) D...DC, () D ... .

Na referéncia este resultado estd em termos do tempo de focalizacdo. Contudo, pelo desen-
volvimento acima, obtemos a versao equivalente para curvaturas.

5
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Além disso, suponhamos

lim B(uy) = lim B(w,) = B, < oo .
Como B, é um valor de curvatura, existe v, € T, M tal que B(v,) = B,, ja que
existe uma relacao “biunivoca” entre os valores de curvaturas e os vetores do espago 7, M.

Dai, temos dois casos de interesse para analisarmos. Sao eles,

e B, > 0: Neste caso, o vetor v, = v¥ gera uma frente de ondas dispersoras, ou seja,
ao longo do tempo, a tendéncia ¢ um espalhamento da dinamica. Dai, utilizando a

hipétese dos cones encaixados, prova-se que

() Culz) = E; = (v;) -
neN
e B, < 0: Analogamente ao caso anterior, agora o vetor v, = v3 gera uma frente de
ondas focalizadora, ou seja, ao longo do tempo, a tendéncia é uma estabilidade da

dindamica. Dai, utilizando a hipétese dos cones encaixados, prova-se que

() Cu(z) = E; = (v3) -
neN
Do argumento acima, garantimos a existéncia de um dos espagos que realizam
a decomposicao de T, M, necessaria para a condi¢ao de hiperbolicidade. Contudo, pre-
cisamos garantir a existéncia de ambos os espacos simultaneamente. Para tanto, basta
usarmos a involucao do bilhar, que transforma frentes de ondas focalizadoras em disperso-

ras, e vice-versa. Equivalentemente, ela também atua invertendo os sinais das curvaturas
trabalhadas.

Com isso em mente, consideremos B, > 0. Entdo, E¥ = (v¥). Dal, o espaco estavel
de x serd gerado pelo vetor v; = DT (v%(w)). Portanto, obtemos a decomposicao do
espaco T, M de modo que a Defini¢ao 2.4.10 é atendida. De modo similar, constatamos

0 mesmo para o caso B, < 0.

Por fim, reforcamos que esta subse¢do nao se concentra em apresentar uma prova
dos argumentos, apenas um caminho. Para mais detalhes sobre esta construcao e suas jus-
tificativas formais, recomendamos a leitura de (BUNIMOVICH, 1974a) e (SINAI, 1970).

3.4 O BILHAR NO CIRCULO

Para finalizarmos nosso capitulo sobre a teoria geral dos bilhares, estudaremos um
exemplo classico, o bilhar no circulo. Compreender as propriedades deste bilhar sera de
grande ajuda para o foco do presente trabalho, visto que os bilhares no limao assimétrico

se dao através da intersecao de dois discos.
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A fim de obtermos a generalidade desejada, consideraremos a dinamica no circulo
de raio r > 0, isto é, em D = D, = {(z,y) € R? ; 22 +4? = r?}.

No caso do bilhar no circulo, dado x € M, ao invés de trabalharmos com a
parametrizacio z = (s, ), usaremos a parametrizagdo x = (0,1), em que 0 € [0,27r] é o
angulo formado entre o ponto de reflexao de x e o eixo y, crescendo no sentido anti-horario
e com # = 0 no ponto (r,0) € D, e ¢ € [0, 7] é o angulo entre o vetor velocidade de v e a

reta tangente a D no ponto x. Na Figura 3.13 a seguir, representamos estes elementos.

Figura 3.13 — Bilhar no disco D de raio 7.

=0
0 =27r

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Estabelecida esta parametrizacao, os resultados abaixo dizem respeito a dinamica

de um ponto neste bilhar.

Proposicao 3.4.1. Sejam x = (6y, 1) € M o0s parametros iniciais de uma orbita. Entao,

para todo n € Z, temos F"(x) = (0n,%n), em que
0, = 0y + 2n1)y (mod 27r) e U =g .

Demonstragao: Ver (CHERNOV; MARKARIAN, 2006), pagina 3.

Proposicao 3.4.2. Seja ¢ < wm um maltiplo racional de w, isto €, vale % = @, para
algum m,n € Z. Entdo, para todo 0 € [0,2xr], temos F™(0,1) = (0,1)).

Demonstracao: Ver (CHERNOV; MARKARIAN;, 2006), pagina 3.
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Proposicao 3.4.3. Seja v < m um maltiplo irracional de 7, isto €, vale ? ¢ irracional.

T
Entdo, para todo 6 € [0,27r], o conjunto dos pontos de reflexao da érbita de x = (0,1) é

denso em D.

Demonstracao: Ver (CHERNOV; MARKARIAN;, 2006), pagina 3.
|

Agora, dado ¢y € [0, 7|, consideremos a reta horizontal L,, C M, com altura vy,
isto é,

Ly, ={(0,49) €e M ; 0 €[0,27r]} .

Com a nomenclatura acima podemos perceber que, dos resultados vistos, dado
x = (0p, 1) € M, segue que {F"(x)}nen C Ly, ou seja, todos os pontos da érbita
de z pertencem a L,,. Em particular, se ¢ < 7 é um multiplo irracional de 7, entao
{F7(2) Inen = Ly,-

Por fim, vejamos uma proposi¢cao que caracteriza a distancia entre as colisdes de

uma oOrbita.

Proposicao 3.4.4. Seja © € (0p,¢9) € M. Entao, para todo n € N, 7(F*(x)) =

2r sen g = 21 cos g, em que pg € o parametro canonico de x no espago de colisao.

Demonstracio: Lembremos que 7(F"(z)) ndo é nada mais que o comprimento da tra-
jetéria entre os pontos de reflexdo associados aos valores F"(z) e F"™(x). Além disso,
pela Proposigao 3.4.1, ambos os pontos F"(z) e F""!(x) possuem a segunda coordenada
igual a 1)y, para qualquer n € N. Em particular, o parametro ¢, = g — 1)y também sera
conservado ao longo das colisoes. Com isso em mente, a dindmica discutida é representada

pela Figura 3.14 a seguir.
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Figura 3.14 — Representagao da dinamica descrita.

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Na figura acima, consideramos A ¢ B como os pontos de reflexdo de F™(x) e
F(z), respectivamente, M o ponto médio da corda AB, com |AB| = 7(F"(x)), e O o
centro do disco D. Além disso, ressaltamos que os dngulos foram obtidos utilizando que

a direcao radial é perpendicular a reta tangente a qualquer ponto de D.

Assim, pelo tridngulo retangulo OM A, constatamos que

sen g = ‘ATM = rsenty = [AM| = T(}—;(x)) = 7(F"(x)) = 2rsenty .

De modo analogo ao feito acima, também segue que
T(F™(x)) = 2rcos g .

Portanto,

T(F™(z)) = 2rsenty = 2rsen ¢ .

Para o leitor que quiser uma representacao visual da dinamica do bilhar no circulo,
recomendamos a leitura do Apéndice , onde apresentamos um codigo em Python que

simula a dindmica do bilhar no circulo unitério.
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4 OS BILHARES NO LIMAO

No Capitulo 3 exploramos as caracteristicas gerais dos bilhares e, brevemente,
estudamos o bilhar no circulo. Agora, familiarizados com as notagoes e propriedades
expostas, nosso objetivo é apresentar rapidamente o bilhar no limao e, logo em seguida,
formalizar o bilhar no limao assimétrico e suas caracteristicas gerais. Ainda neste capitulo,
trabalharemos para caracterizar as curvaturas das frentes de onda associadas ao bilhar no
limao assimétrico, isto de acordo com aplicacoes induzidas que serao definidas. Para esta
parte, nossa referéncia principal foi (BUNIMOVICH; ZHANG; ZHANG, 2016).

4.1 O BILHAR NO LIMAO

De inicio, vejamos a defini¢do do bilhar no limao e suas condi¢oes de existéncia.

Definigao 4.1.1. Seja Dy C R? o disco unitdrio. Consideremos Q(b) a regido dada pela
intersecao de dois discos Dy quando a distancia entre seus centros € b, como ilustrado na
Figura 4.1. Definimos como bilhar no limao o sistema dindmico que ocorre na regiao

Q(b) através das colisoes requlares em 0Q(b).

Figura 4.1 — Mesa do Bilhar no Limao.

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Observagao 4.1.2. Naturalmente, a fim de que o bilhar acima esteja bem definido, isto
é, para que Q(b) # &, devemos ter b € [0,2). Em particular, quando b = 0, temos
a dinamica em Dy, o que viola o esteredtipo. Por este motivo, sempre consideraremos
b € (0,2), como representada na Figura 4.1. Na Figura 4.2, ilustramos os oulros casos

possiveis de acordo com o valor de b.
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Figura 4.2 — Mesa do Bilhar no Limao - Patologias.

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Tendo em mente o formato do bilhar no limao, ¢é interessante saber de suas origens
visto que o bilhar no limao assimétrico pode ser visto como uma generalizacao da classe

acima.

Diferente dos bilhares no limao assimétrico, que partiram de uma motivacdo mate-
matica, como discutimos no Capitulo 1, os bilhares no limao foram introduzidos no artigo
(HELLER; TOMSOVIC, 1993), com o intuito de estudar questoes fisicas relacionadas ao

que o artigo denomina como caos classico e caos quantico.

Dando seguimento ao tema, as referéncias (MAKINO; HARAYAMA; AIZAWA,
2001) e (REE; REICHL, 1999), também fisicas, fizeram um vasto estudo numérico desta
classe de bilhares, constatando que, quando b # 1, ocorre a presenca de ilhas elipticas
no espaco de colisao, isto é, ha a presenca de regides, em torno de oOrbitas periddicas
estaveis, em que a dindmica é estavel e permanece confinada em uma curva invariante.
Consequentemente, como a presenca de ilhas elipticas impede a ocorréncia de uma dina-
mica cadtica, constatou-se que apenas o bilhar no limdao com b = 1, quando os centros

dos discos estao nas componentes dos mesmos, pode ser cadtico.

Por fim, mencionamos os artigos (LOPAC; MRKONJIC; RADIC, 1999) e (LOPAC;
MRKONJIC; RADIC, 2001), que estudaram uma generalizagdo do bilhar no limao em
que os arcos circulares eram substituidos por arcos de parabolas, elipses e hipérboles,

respectivamente.
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4.2 O BILHAR NO LIMAO ASSIMETRICO

Adaptando a mesa do bilhar no limao, vista na secao anterior, temos

Definicao 4.2.1. Sejam Dy, D, C R? o disco unitdrio e o disco de raio r, respectivamente,
com r > 1. Consideremos Q(b,r) a regigo dada pela intersecio de Dy e D, quando a
distancia entre seus centros é b, como ilustrado na Figura 4.3. Definimos como bilhar
no limdo assimétrico o sistema dinamico que ocorre na regigo Q(b,7) através das

colisoes requlares em 0Q(b,r).

Figura 4.3 — Mesa do Bilhar no Limao Assimétrico.

'tb

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Observacao 4.2.2. Novamente, € claro que, para que o bilhar esteja bem definido, isto €,
para que Q(b,r) # &, devemos ter b € [0,1+7r). Em particular, quando b € [0,7—1] temos
a dinamica em Dy, o que viola o estereotipo. Por este motivo, sempre consideraremos

be (r—1,7+1) como representamos na Figura 4.5. Na Figura 4.4, ilustramos os outros

casos possiveis de acordo com o valor de b.
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Figura 4.4 — Mesa do Bilhar no Limao Assimétrico - Patologias.

b>1+r Q

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

A fim de facilitarmos a linguagem dos resultados a seguir, denotaremos a mesa do

bilhar por
I'= Fl U F,« = aQ - 8Q(b, T)?

em que I'; é a parte da mesa relativa ao disco Dy e I, é a parte da mesa relativa ao
disco D,. Além disso, deste momento em diante, reservaremos os simbolos A e B para

representarmos os pontos de intersecao entre I'y e I',., como apontado na Figura 4.3.

Vista a definicao do bilhar no limao assimétrico, vejamos que o mesmo satisfaz as

condic¢oes de mesa do bilhar, vistas na Secao 3.1.

e Condigao 1: De fato, pois Q(b,r) possui apenas duas componentes, ambas sendo

arcos de circunferéncia, isto é, sao curvas compactas e de classe C'°.

e Condigao 2: Com efeito, pois I'1 N T', = {A, B}, que estdo justamente nas extremi-

dades das componentes mencionadas;

e Condicao 3: Realmente, no Exemplo 2.1.14, calculamos a curvatura de um arco de
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circunferéncia qualquer. Dai, a curvatura de I', é dada por

==, 4.1
oy == (1)

em que o € {1,7}. Ainda por este exemplo, constatamos que nossas componentes

sao focalizadoras.

e Condigao 4: De fato, segue diretamente da construgao de Q(b,r).

Com as condig¢oes acima verificadas, todos os resultados vistos ao longo do Capitulo
3 sao validos, desde que todas suas hipoteses sejam satisfeitas. Em especial, a aplicagao

de colisao F : M — M do bilhar no limao assimétrico esta bem definida, em que

M=Tx

W”}
2 2]

Em particular, da decomposi¢do de I' feita acima, segue que

M= M;UM,,
em que
T T T
Ml 1 X 2,2:| € MT r X 2,2:|

Em relacao ao parametro s do espacgo de colisao, associamos s = 0 com o vértice A.
Consequentemente, como a orientacao ¢ no sentido anti-horario, o vértice B ¢é associado

as=|I"1]. Assim,
Mi={(sp)eM; 0<s<Ihf} e M, ={(s,p) eM; [ <s <D},

Com respeito ao conjunto de singularidade Sy, pela Equagao (3.2), temos
80 = {Aa B} )

visto que, como estamos trabalhando em uma mesa cujas componentes sao todas focali-

zadoras, colisoes tangenciais sao impossiveis de ocorrer.

Naturalmente, a derivada da aplicagdo F também estd bem definida. Contudo,
reservaremos sua analise para o futuro. Por outro lado, desde ja, devemos nos atentar
a determinagdo do pardmetro de reflexdo, dado pela Equagao (3.5), que é de grande
importancia para a caracterizagdo das curvaturas das frentes de onda. Dai, dado x =

(s,¢) € I'y, pela Equagao (4.1), temos

2
R<I>:_crcos<p , com d(x)=occosp . (4.2)

Observagao 4.2.3. Notemos que, pela Proposi¢io 3.4.4, dados x,F(x) € M,, com o €
{1,7}, temos
7(x) = 20 cos = 2d(x) ,
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em que T(x) € o comprimento da corda que conecta x e F(x) em I',. Além disso, como o

angulo ¢ permanece o mesmo tanto para x quanto para F(z), vale d(x) = d(F(x)).

De modo geral, pela proposicio supracitada, constatamos que, se F'(x) € M,,

para todo i € {0,...,m}, entdo

7(F'(z)) =2d(x) , para todoic{0,...,m—1}. (4.3)
d(F'(z)) =d(z) , paratodoic{0,...,m}, (4.4)
R(F'(x)) = R(x) = _d(zsc) , para todo i € {0,...,m} | (4.5)

Ao longo do trabalho, utilizaremos vastamente as relagoes acima.

Para a representacao visual do bilhar no limao assimétrico, recomendamos a leitura
do Apéndice , em que, além da simulacdo para o bilhar no circulo unitario, também

elaboramos um co6digo em Python que simula a dindmica do bilhar no limao assimétrico.

4.3 CURVATURAS DE FRENTES DE ONDAS NO LIMAO ASSIMETRICO

Como vimos na Secao 3.3, as curvaturas das frentes de onda de um bilhar desem-
penham um papel fundamental na verificacdo da hiperbolicidade de uma aplicacao. Nesta
se¢ao, caracterizaremos tais curvaturas para o bilhar no limao assimétrico. Contudo, nao
analisaremos diretamente a aplicagao de colisao F, e sim duas aplicagoes induzidas pela
mesma. Por esse motivo, cada subsecao abaixo é designada para o tratamento de uma

destas aplicagoes induzidas.

4.3.1 A Aplicagao Induzida F

Com o intuito de definirmos nossa primeira aplicacdo induzida, necessitamos da

definicao a seguir.

Definigao 4.3.1. Seja x € M,\S1, em que o € {1,r}. Definimos a fungion : M,\S; —
Zy, em que
n(z) =sup{n >0; Fx) e M, , Vk=0,...,n} .

Denominaremos n como a tempo de primeira saida.

A denominacao de 7 esta diretamente relacionada com sua interpretagao, visto que
seu valor determina exatamente qual é a iltima iteracao de x € M, que ainda pertence a
M., antes da mudanca de componente. Equivalentemente, n(x) também pode ser visto
como o numero de colisoes sucessivas de x na componente I',. Alguns casos particulares

Sa0,
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o Se x € My e F(x) € M,, entao n(x) = 0.
e Sex € M; e F¥(x) € My, para todo k € N, entdo n(z) = +oo.

Y

O ultimo caso acima nos leva a estudar o conjunto N dos pontos que nao “saem’

da componente I'y, isto é, o conjunto
N ={zr € My ; n(x) =+oo}, (4.6)

Os resultados abaixo apresentam uma caracterizagao do conjunto N.

Proposicao 4.3.2. Seja x € N. Entdao, x é um ponto periodico.

Demonstragao: Por hipétese, x € N, ou seja, F*(x) € My, para todo k € NU {0}.
Como estamos restritos a componente I';, a dinamica coincide com a circular. Desse
modo, a orbita de x é definida pela sua coordenada 1y, como vimos na Secao 3.4. Assim,
suponhamos que 1)y seja um multiplo irracional de 7. Entao, pela Proposicao 3.4.3, a
orbita de x seria densa em D;. Consequentemente, quando analisamos esta orbita no
limao assimétrico, a direcao de sua trajetéria fara com que ela, obrigatoriamente, saia da

componente I';. Absurdo, pois contradiz a hipdtese.

Portanto, 1y deve ser um multiplo racional de 7. Consequentemente, pela Propo-

sicao 3.4.2, x é um ponto periddico na componente 'y, como queriamos demonstrar.

Corolario 4.3.3. O conjunto N possui medida nula, ou seja, p(N) = 0.

Demonstragao: Pela demonstracao da proposicao acima, o parametro ¢y € [0, 7] deve
ser um multiplo racional de 7. Consequentemente, o conjunto dos valores possiveis de g

é enumeravel.

Ademais, na Secao 3.4, vimos que a Orbita de todo ponto z = (0y,v9) € M,
em uma componente circular estd contida na reta horizontal L,, C Mj, de altura .
Em particular, munindo M da medida de Lebesgue, é direto que A\(Ly,) = 0, para todo
o € [0, 7].

Desse modo, N C L, em que L é o conjunto de todas as retas horizontais L, em
que ¥y é um multiplo racional de 7. Além disso, A(L) = 0, j4 que é a unido enumeravel

de conjuntos de medida nula.

Portanto, A(V) = 0, pois N C L. Em especial, pela Proposigao 3.2.5, concluimos
que pu(N) = 0.
|
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Agora, de modo similar ao tempo de primeira saida, definiremos dois conjuntos

que serao relevantes para a construgao da primeira aplicacao induzida.

Definicao 4.3.4. Seja x € M\ S_;. Entdo,

a. Se x € My, definimos como My o conjunto dos pontos que acabaram de “entrar”
em My, ou seja,

My ={zeM;; Flz)eM,}.

b. Se x € M,, definimos como M, o conjunto dos pontos que acabaram de “entrar”
em M,, ou seja,

M, ={zxeM,; Flz)e Mi}.

Observemos que, tanto a aplicagdo n quanto os conjuntos acima estao relacionados

a transicdo de componentes de uma Orbita. Dali, associando tais conceitos, para cada
n € N, definimos

M, =5~ ({n}) N M; . (4.7)

Equivalentemente,

M, ={zeMi; Flz) e M, , F'x) € My e F'(z) € M, , Yk €{0,... . n}} .

Ressaltamos que M, é justamente o conjunto dos elementos da mesa do bilhar que

possuem exatamente (n + 1) colisdes com a componente I'; antes de atingirem I,..

Das construgbes acima, segue de (4.6) e (4.7) que

Mi=NulJ U Frm,). (4.8)

n>0 0<k<n

Observagao 4.3.5. Apesar do processo acima também ser aplicavel em M.,., focaremos

apenas em My, isto devido aos nossos objetivos.

Finalmente, definiremos a primeira aplicacao induzida de F em M 1.
Definicao 4.3.6. Consideremos a fungao F:M; — ./\71, em que
ﬁ(I) — fj0+j1+2(x> 7

com jo = n(x) e j; = n(Ft(z)). Denominamos F por aplicagcdo induzida de pri-

meiro retorno em M;.

Antes de mais nada, verificaremos que F' estd bem definida.

1. Seja xq € /ﬂl.
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2. Consideremos n(zg) = jo, ou seja, jo € o nimero de colisoes sucessivas que g sofrera

em ['; antes de deixar tal componente.
3. Definamos z; = F1 (). Observemos que, pelo passo anterior, z; € M,.

4. Consideremos n(x1) = j1, ou seja, j; é o numero de colisoes sucessivas que x; sofrerd

em [, antes de deixar tal componente.

5. Dos passos acima, concluimos que F/'!(z;) € M;. Equivalentemente,

—

FrHl(z,) = FrrL(Fo () = Forit2(ug) = F(ag) € M, .

Portanto, F estd bem definida. Assim, (./\//l\l, F , ,uﬂl) é uma aplicagdo induzida
sobre (M, F, i), cujo tempo de primeiro retorno associado é 5/@1 () =Jo+71+2.

Agora, nosso objetivo é caraterizar as curvaturas das frentes de ondas associadas
com uma iteracao de F. Para tanto, manteremos a simbologia de jg e j; vista acima.

Além disso, usaremos as notagoes a seguir.
o 7o = 7(F’(xy)): Comprimento da trajetéria entre F70(xq) e F0t (), ou seja, é o
comprimento entre a ultima colisdo em I'; e a primeira colisdo em I',.

o 7, = 7(F/(x1)): Comprimento da trajetéria entre F7'(x;) e F/1T (1), ou seja, é o

comprimento entre a ultima colisao em I', e a primeira colisao em I';.

e d), = d(z): Fator relacionado ao pardmetro de reflexdo no ponto xy, para k € {0, 1},

dado pela Equagao (3.5).

e Ry = R(xy): Pardmetro de reflexdo no ponto zy, para k € {0,1}, dado pela
Equagao (3.5).

~

i 7" Fator para simplificar os cdlculos, para k € {0,1}.

e R, = ——: Fator para simplificar os célculos, para k € {0, 1}.
k

¢ T =T — Ji- (fk — Jra1 - JkH: Fator para simplificar os calculos, para k = 1.

Observacao 4.3.7. Ressaltamos que todos as simbologias estabelecidas acima, que serdo
as relevantes para os calculos futuros, estao atreladas justamente a transicao de componen-
tes da orbita. Isso é natural pois € justamente esta transicio que difere o nosso bilhar de
um bilhar circular, cuja dindmica € estdvel. Outra forma de justificarmos a importancia
desses fatores se dd por eles serem o0s unicos que ndao possuem um comportamento bem es-
tabelecido, jd que, pela Observagdo 4.2.3, uma série de colisoes numa mesma componente

conserva oS parametros acima.
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Pela definicao da aplicagao induzida, uma unica iteragao de Fé composta de jg
colisoes consecutivas em I'; e de j; colisoes consecutivas em I',.. Dessa forma, para calcu-
larmos as curvaturas das frentes de ondas associadas a esta aplicagao, devemos considerar
todas estas colisdes. Mais precisamente, dados x € M\l, vel,Met = Dxﬁ(v), pela

Equacao (3.7), temos
B@) = [ (@), RIFPIH()), ., r(FP (@), RFP(@)), ..., 7(x), R(z) + B(v)] .
Apesar dos diversos termos na fragdo continua acima, pela Observagao 4.2.3, os

termos referentes a uma mesma série de colisao em uma componente sao iguais. Desta

forma, usando as simbologias acima junto das Equagoes (4.4), (4.5) e (4.3), obtemos

2 2 2 2
BA:{ Ly — n =2 2dy. . 2y, —— 4B }
(71) T1 a4 1 a4 70 d 0 O T + B(v)
Por fim, pela Proposicao 2.2.8, item d, segue que
. 2 2 2 2
B('Ul): |:7'17 _d7172d17 ey _d71’7_0’ —%,Qdo, ...,Qdo, —dO,O,B(U):| s (49)

2
em que o par (_d’ 2dk) se repete jj vezes, para k € {0,1}.
k

A fim de prosseguirmos com a caracterizagao da curvatura B(7;), apresentamos o

lema abaixo.
Lema 4.3.8. Sejam © € My, v € TyM e 0y = D,F(v). Entdo,
B(@l) = [71 - '(2177/2\1, 70 5 7/3\07 _jO'C/i\O> B(“)} .

2
Demonstragao: Pela Equagao (4.9), sabemos que o par (—d, 2d0> se repete jy vezes.
0

Dai, aplicando a Proposicao 2.2.10, temos

. 2 2 2 2
B(’Ul): 7—1’_d7172d17”"_d7177_0’_d70’2d0’.“72d0’_%70’8(0)
L Jjo vezes
I 2 2 1 1
=ln, == 2y, =, = o (2do), ——, 0, B
_7—17 d17 1, ) dlaTOa d07 Jo ( 0)7 d07 ) (U)

2
Ainda assim, o par (—d, 2d1> se repete j; vezes. Com isso, aplicando a Proposi-
1

¢ao 2.2.10 novamente, constatamos que

2 2 1 1
B(vy) = ——.2dq,...,2dy, —— —— ., —Jo-(2dy), ——,0, B
(Ul) 1, dl’ 1, ) 1, dl , T0 do 3 Jo ( 0)7 dO )y Vo (U)
L J1 vezes
I 1 1 1 1
- e 2d)), = T, —jo - (2dy), — 41
_7—17 d17 N ( 1)7 d1a7—07 dO’ Jo ( 0)’ d07078(v) ( 0)



Com isso, usaremos o Teorema 2.2.12 na equagao acima, em que
1 1

— bo — —9 . i . d -
) do ) 0 Jo-adp € Cp do
Consequentemente,
1 1 1 1
B = by p = —— (=D da) - ——
0= Qg+ Co+ ag-0p-Co a + a + d ( Jo - do) d
1 ) 1+ 50 1 —
= —— (24 2jy) = -2 =—2.-—=R
do 2+ 2jo) do do 0
1
9. id (_> _
A_bO’CO_( Jo - do) do _ g b &
0 B, _3 Jo Jo - Qo
do
Qo bo Co b() —_
Co= = =Ay=—7j-d
0 B, B, 0 Jo " Qo
Em suma,
AO:_jO'C/iS ) 3027/3\0 € 00:—]'0'35-
Finalmente, usando o Teorema 2.2.12 na Equagao (4.10), obtemos
i 1 1 1 1
BA: a_77_2'.'d7_7a 7_77_2'.'da_770a6 :|
(01) _T1 a0 J1- a1 d; 7o do Jo - Qo dy (U)
I 1 . 1
= \(T1, —5, —2'j1'd1, -, 7'0-|-A0, Bo, Co+O, B('U)]
L dy dy
1 . 1 o~ - S
= |7, =5, =2j1-di, =, 70— Jo-do, Ro, —Jodo, B(U)]
L dy dy
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(4.11)

Analogamente ao processo anterior, aplicaremos o Teorema 2.2.12 na equacao

acima, em que
—1 by =—-2-j;-d = —1
_ , —92. . e ¢ — .
d; 1 J1-dy 1 d;

Consequentemente, obtemos

a; =

Ay =—ji-dr 3127/3\1 e Cir=—ji-dr.
Dai, prosseguindo na Equacgao (4.11), temos

B = |7 2~ _
('Ul) _7'17 dl’ dy

= :7'1+A1731,C1+7'0—j0'a8,7/3\0, _jO'%ag(v)]

= _Tl_jl'éI,ﬁla _jl'dl‘i‘TO_jO'dOaﬁOa _jO'd07B(v)}

= [Tl_jl'a;77/é'\177%77/é’37 _]Oa;?B(U)}

) 1 R .
2']1'651,—770—]0'do,7307—JO'de(U)]
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Portanto,
B(v:) = [Tl —ji-dy, Ry, 7o, Ro, —jo-do, B(U)} ;
como querfamos mostrar.

Através do lema acima, somos capazes de obter um argumento recursivo. Por
exemplo, associado A iteracdo de F (x), esta atrelado o vetor v = D, F %(v), para algum
vetor v € TyM fixado. Além disso, terfamos o fator 7 = 7o(F(x)) que representa o
comprimento da trajetoria que realiza a transicao de M, para M,. Observemos que,
da forma que definimos, 7y ndo é uma funcao, a notacao acima é utilizada apenas para
simplificarmos a escrita. De modo andlogo, temos o fator 73 = 71(F(z)). De modo
mais natural, definimos os outros parametros associados. Dali, pelo lema acima e pela

Proposicao 2.2.8, item ¢, obtemos
B(vy) = :7'3 —j3'673, 7/3\3, T2, 7/3\27 —j2'£7 6(171)]

= :7'3—]'3'33,7/2\3,712,7/3\2,—j2'@+(7'1—]'1'671),7/€1,?0,73\0,—10'6?075(0)}

= _T3—j3'623,7/€3,?2,7/€2,?1,7/3\17?07730, —]'0'6?0,3(@)}
Portanto,
B(Q/b): |:T3_j3'd\37ﬁ37?27k\2a?177?’\17?07ﬁ07 _jO'd\07B(U):|

Observemos que estamos usando o lema para obter curvaturas associadas com
iteracao futuras, visto que as fragbes continuas comecam dos parametros associadas a
F "(x) e finalizam nos pardmetros de z. Nessa mesma perspectiva, podemos dar énfase
nas iteragoes passadas, ou seja, caracterizar a curvatura B(v_,), que inicia com parametros

atrelados ao ponto z e finaliza nos parametros de F~"(x).

Pelo processo indutivo iniciado acima, para qualquer um dos casos acima, somos
capazes de calcular B(v,), em que 0, = D,F"(v) e n € Z. Em particular, tomando
n — —oo, obtemos

—~ —~

To—jo'do,Ro,T_l,R_l,T_Q,R_Q, ...,Rl_gn,T_2n7R_2n,T_2n_1, }

A convergéncia da curvatura acima esta intrinsecamente relacionada com a hiper-
bolicidade do bilhar, como vimos na Se¢ao 3.3. Contudo, averiguar tal convergéncia nao
¢ tao simples. Usualmente ¢ utilizado ou o Teorema 2.2.13, principalmente em bilhares
concavos, ou o Teorema 2.2.15, principalmente em bilhares convexos. Porém, nenhum
deles ¢é aplicavel para a situagao acima, visto que nao somos capazes de determinar o sinal

dos termos 7.
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4.3.2 A Aplicagao Induzida F

Como nao podemos afirmar a convergéncia da fracdo continua associada as cur-
vaturas da aplicacdo induzida (M, F, p ]\7[1), construiremos uma nova aplicagao induzida
por F. Contudo, antes de construirmos a aplicacdo em si, precisamos construir o espago

na qual ela estard definida. Dai’,

M= J FlEl(M,) = My U F(M,) UF (M) UF*(Ms)U... . (4.12)

n>0

Agora, vamos entender o conjunto definido acima. Primeiramente, devemos nos

lembrar da definigdo dos conjuntos M,,, dada pela Equacao (4.7), e percebermos que

HE

para todo n € N. Logo, F'z! (M,) C My, para todo n € N. Consequentemente,

Mc M.

Com isso, podemos interpretar M como o conjunto dos estados que ja sofreram

pelo menos metade das colisoes necessarias para “sairem” de M;.

Com o espago M estabelecido, definiremos a aplicagdo induzida de F em M.
Definicao 4.3.9. Consideremos a funcao F : M — M, em que
F($) — ]:io+i1+i2+2($)’

n(F )
2

com ig = n(z), iy = n(Fot(x)) e iy = —‘ Denominamos F por aplica-

¢cado induzida de primeiro retorno em M.

Novamente, antes de prosseguirmos, devemos verificar que F' estd bem definida.

1. Seja zy € M.

2. Consideremos n(zg) = ig, ou seja, ig é o nimero de colisdes sucessivas que z sofrerd

em [’y antes de deixar tal componente.
3. Definamos x; = Ft!(zy). Observemos que, pelo passo anterior, z; € M,.

4. Consideremos (1) = i1, ou seja, i; é o ntumero de colisoes sucessivas que x; sofrerd

em [', antes de deixar tal componente.

5. Definamos x5 = F'T!(z1). Observemos que, pelo passo anterior, zy € M;.

1 Ao longo deste trabalho, a notagéo [-] representard a funcao teto.
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n(w2)
2

6. Notemos que xy € M, (,,). Assim, tomemos { -‘ = i5. Desta forma,

) n(z2)
F* (IQ) S F[ 2 —‘(Mn(:vz)) .
De modo geral, F2(z9) € M. Equivalentemente,

F2(xg) = F2(F 1 (21)) = F(FHH(F O (20))) = o242 (ag) = F(ag) € M.

Portanto, F' estd bem definida. Assim, (M, F, yipr) é uma aplicacao induzida sobre

(M, F, i), cujo tempo de primeiro retorno associado é &y (x) = ig + i1 + ia + 2.

Percebamos que o processo para validar a boa definicao de F' é andlogo ao processo
feito para a validacdo da boa definicao da aplicagao induzida F', trabalhada na subsegao
anterior. Além dessa similaridade, a notacao atribuida também serd mantida. A saber,

além dos valores ig, 7, e iy definidos acima, também consideraremos as notagoes abaixo.
° - fio . C . d . ;. in fio—l—l . ,
70 = T(F"(x0)): Comprimento da trajetoria entre F'(xq) e (x0), ou seja, é o
comprimento entre a ultima colisao em ['; e a primeira colisao em I',.

o 7, = 7(F(z;)): Comprimento da trajetoria entre F(x1) e F1 (1), ou seja, é o

comprimento entre a ultima colisdo em I', e a primeira colisao em I';.

e d; = d(xy): Fator relacionado ao pardmetro de reflexdo no ponto x, para k €
{0,1,2}, dado pela Equagao (3.5).

e Ry = R(xy): Pardmetro de reflexdo no ponto zy, para k € {0,1,2}, dado pela
Equacao (3.5).

o d = - j 1: Fator para simplificar os célculos, para k € {0, 1,2}

—~ 2
e R; = ——: Fator para simplificar os célculos, para k € {0, 1,2}
k

T =T, — ik Jk — Ut - cfkﬂz Fator para simplificar os célculos, para k& € {0,1}
® T =T, — 1 - C/i\k — dy41: Fator para simplificar os cdlculos, para k € {0,1}

Observacao 4.3.10. Para posterioridade, registraremos o estudo dos sinais dos termos

acima. Dai,

a. 7 > 0: De fato, seque pela interpretacao geométrica de 1y ;

b. di, > 0: Com efeito, pela FEquagio (4.2), temos

dp =0 -cosyp ,



B(’Ul) = 2d2, —
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T T

5 2). Logo, d;, > 0;

em que o € {1,1} € ¢ € (—
c. (fk > 0: Realmente, pois di, >0 e i, > 0;

d. Ri < 0: De fato, pela Equagio (3.5), R(x) = ——. Portanto, como dr > 0, o

resultado seque;
e. Ry < 0: Andlise andloga a do item anterior;

f. Tk e Tr: Nao podemos afirmar nada sobre o sinal destes valores.

Agora, do mesmo modo que fizemos antes, queremos obter as curvaturas das frentes
de ondas associadas com uma iteracdo de F'. Para tanto, procederemos de forma similar
a mostrada na subsecdo anterior. Assim, dados © € M, v € T,M e v; = D,F(v), pela

Equagao (3.7), pela Observagao 4.2.3 e pela Proposi¢ao 2.2.8, item d, obtemos

2 2 2 2 2
y T1, — 2d1a"'a_ y To, —
dy

—_— .., —— 2dy, ..., —— 4.1
dg, ’ dg dla 05 ) ,O,B(U):| ( 3)

2 2
em que o par <_d’ Qdk) se repete iy vezes, para k € {0, 1}, e o par (2d2, _d) se repete
k 2

19 Vezes.

Com o intuito de prosseguirmos com a caracterizagdo de B(vy), temos o lema a

seguir.

Lema 4.3.11. Sejaxz € M, v € T, M e vy = D, F(v). Entao,

2.1 o~ — ~
B(v) = |:d2a 722 ,T1, R, 7o, Ro, —io - do, B(U)} . (4.14)
2
Demonstragao: Consideremos 9, = D, F°+t1+2(y). Entdo, v; = D, F*(?;). Consequen-

temente, pelas Equacoes (3.7) e (4.13), segue que

2

2
B(v;) = [2(12, 2, —d2+3@1)} , (4.15)

pois apresentamos uma “decomposicao” de v;. Em particular, observemos que, conside-
rando uma equivaléncia das notagoes, o vetor v pode ser associado com a curvatura da

frente de ondas da aplicacdo de primeiro retorno F. Dessa forma, pelo Lema 4.3.8, temos
B(v,) = [7'1 —iy-dy, Ri, 7o, Ro, —ig-dy, B(“)} : (4.16)

Dad, para concluirmos a prova do lema, analisaremos dois casos distintos. Sao eles,

2 Nao incluimos as extremidades do intervalo pois vimos no Capitulo 3 que colisdes tangenciais

nao ocorrem em componentes focalizadoras.
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e i, = (: Entao,
vy = D,F2(0)) = D, F°(0,) =0y .
Logo, pelo argumento mencionado acima, basta recorrermos ao Lema 4.3.8, ou seja,
B(v) = B(0) = [n —i1-di, Ry, 7o, Ro, —io-do, B)| .
Este resultado se da em conformidade com a Equacao (4.14), pois

C 2. B
B<Ul): dQ,d2,7—1,R177'0,R0,_7/0'd0,B(U):|
L 2

2-0

= d?ad77?1772\17?0a7/?’\0 _iO'd\OaB(U):|
L 2

= _dQ,O,ﬂ,ﬁlﬂA’o,k\o, _iO'CiO)B(U)}

= [d, +71, Ri, 7o, Ro, —io - do, B(v)} , pela Proposicao 2.2.8, item d .

:[7'1—2'1'6?1,7/3\1,7?0,7/2\0,—Z'O‘Cio’B(U)} .

e iy > 0: Neste caso, observemos que, da Equagao (4.15), segue que

1 2 2 2
2—: —d,2d2,—d,...,2d2,_d+B(@1):|
—Z 4 Bv) 1 ® 2 2
dy
2 2 . - .
=|——,2dy,...,2dy, ——, 0, B(vy) | , pela Proposigao 2.2.8, item d
dy dy
o1 _ 1 N i
=|——, —iy-(2ds), ——, 0, B(vl)} , pela Proposicao 2.2.10
L dz d2
1
=7 1 , pela Proposicao 2.2.8, item a .
| dQ,O,B(ﬁl)]
Dai,
1 1
2 ! . 1 _
—— +B(n) —d2+[—2-w-d2,—d2,0,6<v1>]
1 . 1 N 2
=>—d72+ {—Q'Zg'dg, _d72’ O, B(Ul):| :—£+B(Ul)
1 , 1 .
:>B(U1) = —+ |:—2'22'd2, —, O, B(Ul):| .
dg d2
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Equivalentemente, a fim de que a curvatura B(v;) volte para o formato de fracao
continua, temos

1 1
B(Ul) = O, -, -2 ig . dg, —, 0, B(@l) . (417)
do do
Com isso, aplicaremos o Teorema 2.2.12, em que
1 , 1
a:d—2 , b==2-iy-dy e c:—d—2.
Consequentemente,
1 1 1 , 1 219
B = b= — — — D ded) [ —— ) = =
R N <d2>( " 2)( d2> d;
1
b. ¢ (=21 d2)'<—d2> dy
A="5 21, 2o, "
dy
a-b c-b
B B ?

Em suma,

209

A= d2 B=—7 ¢ C= —dQ .
do

Finalmente, usando o Teorema 2.2.12 na Equagao (4.17), obtemos

1 . 1 R
B(v,) = [Oa ) —2 iy - dy, —dz,O,B(Ul)]

=[0+A,B,C+0, B(v)]

92
= |:d27 %7 _d27 B<®1):| :
2

Por fim, substituindo a Equacao (4.16) na expressdo acima e utilizando a Propo-
sicdo 2.2.8, item ¢, concluimos que

2iy
dy’

r ) N RS
= dg,d—z,—d2+71—21-d1,721,70,7€0,—zo-do,B(v)
L 2

B(U1> = dg, —dg, B(Q/}l)

219 —~

?7?1,731,710,7/3\07 —iO'CiO,B(U)
9

- d27
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Portanto,

2i o
B(Ul): d27?27?177?'1’7_0772'0)_ZO'd(J)B(U) )

2

como queriamos demonstrar.

Tal como fizemos no final da subsecdo anterior, através de um processo indutivo,
podemos obter a curvatura da frente de ondas associada a um vetor v, = D, F"(v) e
n € Z. Consequentemente, também somos capazes de obter a fracdo continua que resulta
quando tomamos n — —oo. Contudo, como tal expressao ainda contém termos que nao
somos capazes de determinar o sinal, a saber, 75 e T, também nao poderemos utilizar os

teoremas classicos de convergéncia de fragdo continua.
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5 A HIPERBOLICIDADE NO LIMAO ASSIMETRICO

Neste capitulo, provaremos os nossos resultados principais, isto é, mostraremos que
o bilhar no limao assimétrico é hiperbodlico quando atende a certas condigoes e também
apresentaremos um teorema que prové condigoes geométricas simples para a construgao
de um bilhar no limao assimétrico que seja hiperbodlico. Antes de chegarmos nestes resul-
tados, passaremos por duas subsec¢Oes, uma que apresenta as hipdteses para atingirmos
a hiperbolicidade do bilhar e a outra que trata de resultados que nos auxiliarao na de-

monstracao das afirmacoes supracitadas. Para esta parte, nossa referéncia principal foi
(BUNIMOVICH; ZHANG; ZHANG, 2016).

5.1 HIPOTESES

Como analisado no final da secao anterior, independente da aplicacao induzida
considerada, nao somos capazes de garantir a convergéncia da fracao continua das curva-
turas quando n — —oo. Por esse motivo, para conseguirmos provar a existéncia deste
limite e, por consequéncia, a hiperbolicidade do bilhar, nossa andlise terd que ser mais
técnica, através do controle dos parametros vistos anteriormente. Para alcangarmos este
objetivo, iremos impor algumas hipdteses sobre os objetos trabalhados até o momento.

No que segue, adicionaremos duas hipdteses sobre a mesa Q(b,r).

A primeira das hipoteses é puramente geométrica e é utilizada majoritariamente

para garantirmos a construcao da classe de bilhares no limao assimétrico hiperbélicos.

Hipétese (H1). A componente T'y de Q(b,r) € um arco maior, isto é, 'y € maior que o

semicirculo do disco D;.

Por outro lado, para entendermos a justificativa da segunda hipotese, precisamos
analisar a tUnica 6rbita de periodo 2 que colide com as duas componentes do bilhar em
Q(b,r), denominaremos tal érbita por Oy. A saber, a trajetéria desta orbita é dada pela
intersecao entre o segmento de reta que liga os centros dos discos Dy e D, com a prépria

mesa Q(b,r), como representamos na Figura 5.1.
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Figura 5.1 — Representacao da orbita Os.

Q(b,r)

Fz)==x

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Naturalmente, esta é a tinica 6rbita de periodo 2 que colide com ambas as compo-
nentes da mesa, visto que uma Orbita é de periodo 2 se, e somente se, as retas tangentes
ao bordo nos pontos de colisdo sao paralelas. Dessa forma, devido aos raios diferentes dos

discos, esta condicao é satisfeita apenas no caso supracitado.

Agora, no lema abaixo, iremos classificar a 6rbita Oy de acordo com os parametros
da mesa Q(b,r).

Lema 5.1.1. Seja Q(b,r) a mesa do bilhar no limao assimétrico. Entdo, a orbita Oy €,

a. hiperbolica: se 1 < b < r;
b. parabolica: seb=1 ou b=r;

c. eliptica: se b <1 oub>r.

Demonstracao: Sejam = € M; e F(z) = x1 € M, os pontos que realizam a érbita O,
ou seja,

Oy = (x, 21,2, 21,...) .

Entao, pela Definicao 3.2.3, a fim de classificarmos a 6rbita Os, basta analisarmos

| tr(D,F?)|. Logo, devemos calcular

D,F? = (D F) - (DoF) = (Do, F) - (D.F) . (5.1)

Para efetuarmos o cdlculo acima, ressaltamos que © = (s,¢) e x1 = (s1,¢1), de
modo que, através da descricao de Oy feita acima, obtemos
1
p=p1=0 , 7=1—-(b—1r) , k=—-1 e K =——.
r



Dai, pela Equagao (3.3), temos

1 T+K+cos T
D, F = :
COS 1
T K- KL+ K-COS®p+ K1-COSp T-K1+ COSYp
—T+1 T 1—7 T
=_1. =_1.
T 1 T T—1—1 r—17
-——1-- —+1
L7 r r r r
b—r T
- 1. :
b b—-1
L r
em que usamos 1 —7=b—r,7—1—r=—-ber—7=5b0—1.

Analogamente, temos

1 T+ K1+ cosy T

D, F = -
cos
T K"K+ K -CoOSp+K-COS®p1 T+ K-+ CoSp

T T —T
——+1 T T
-1 r —_1 r
1 —1-
T2 1 741 T R
L T T r
b1
-
= 1. r
b
—— b—r
L T
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Com isso, substituindo as equages acima na Expressao (5.1), segue que

b—1
b—r T T
D, F*= (D F)  (D,F)=—1- =1 T
b b—-1 b
—— — b—r
T r T
[ b—1
b—r T T
—= . r
—1 b
bt by,
L 7 r r
b—1)b—1r)—Tb 27 (b— 1)
_ r
_Qb(b—l) (b—1)(b—r)—7b
L r2 r

Deste modo,

2 =) b — b = 2 28— b — 2] = 2 [2b(b— 7 — 1) 1] .

D, F?) =
tr( IF) T T T

2
S tr(DLFA) == 120(b— 1 — 1) + 7]
r
Assim, analisemos os casos abaixo.
a. |tr(D,F?)| > 2: Dali,

2
—2b(b—r—=1)+r|[>2=2b(b—r—1)+7r|>r
,

Consequentemente,
= 20b—r—1)+r>r ou 20b—r—1)+r<-—r
= 20(b—r—1)>0 ou 20(b—r—1)+2r <0
= —2br>0 ou 2-[b(b—r—1)+7r] <0

Da primeira desigualdade, concluimos que nao ha solugao alguma, visto que, por
definicao, b,7 > 0. Por este motivo, continuaremos analisando apenas a segunda

desigualdade.
2-[bb—r—1)+7r]<0=bb—r—1)+r<0=b"—(1+7)b+7r<0
=1l<b<r.

Portanto, para que |tr(D,F?)| > 2, devemos ter 1 < b < r. Consequentemente, a

6rbita Oy serd hiperbdlica em Q(b,r) quando 1 < b < 7.
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b. |tr(D,F?)| = 2: Dai,

2
—20b—r—1)4+r|=2=20b—r—1)+r|=r
,

Consequentemente,
= 2(b—r—1+4r=r ou Wb —r—1)+r=—r
= 2bb—r—1)=0 ou 20(b—r—1)+2r=0
= —2br=0 ou 2-b(b—r—1)+7r=0

Analogamente ao item anterior, a primeira desigualdade nao possui solugoes, pois,

b, 7 > 0. Assim, resta analisarmos a segunda desigualdade.
2-[bb—r—1)+7r]=0=bb—r—1)+r=0=b"—(1+7)b+7r=0
=b=1 ou b=r.

Portanto, para que | tr(D,F?)| = 2, devemos ter b = 1 ou b = r. Consequentemente,

a orbita Oy serd parabdlica em Q(b,r) quando b=1oub=r.

c. |tr(D,F?)| < 2: Naturalmente, como todos os casos analisados sdo disjuntos, por
um argumento de tricotomia, concluimos que | tr(D,F?)| < 2 ocorre quando b < 1
ou b > r. Consequentemente, a 6rbita Oy seré eliptica em Q(b, ) quando b < 1 ou

b>r.

Destarte, dos itens acima, o lema fica provado.

O lema acima é de suma importancia para a hipotese que adicionaremos a seguir
pois, de acordo com (CHEN et al., 2013), quando a drbita O, é eliptica, ou seja, quando
b < 1oub > r, ocorre a existéncia de ilhas elipticas, o que impossibilita o comporta-
mento cadtico. Por este motivo, é necessario que Oy nao seja eliptica. Além disso, por

simplicidade, também excluiremos os casos em que O, é parabdlica.

Combinando as exigéncias acima com a condi¢ao de existéncia, dada na Observacao

4.2.2, somos levados a hipdtese abaixo.
Hipétese (H2). Os parametros (b,r) da mesa Q(b,r) satisfazem

max{r — 1,1} <b<r.



96

Finalizada as hipéteses sobre Q(b,r), partiremos para hipéteses mais técnicas.

Para tanto, é necessario decompormos o espago M da seguinte forma,
M=X,UXjUX,, (5.2)
em que

o Xo={x e M;i(x)>1};
o Xi={recM; i(r)=0eciyzx)>1};

e Xo={xeM; i(x) =isy(x) =0} .

Observemos que a decomposicao acima possui medida total em M visto que es-
tamos excluindo o conjunto N, definido pela Equacao (4.6), que, pelo Corolario 4.3.3,

possui medida nula.
Com esta decomposi¢ao em mente, enunciaremos as trés hipoteses restantes para

que possamos garantir a hiperbolicidade da aplicacao F': M — M.

Hipétese (H3). Para x € Xy, temos i > 1 e valem as desigualdades

To—p-dy—iy-dy <O (5.3)
dy

T < —— 5.4
T1 22~27 ( )

1

=1—-— .
em que p 3 (1 + i)

Hipétese (H4). Para x € Xy, valem as desigualdades
C/i\o < dy ; (55)

To+71 <p-do+di+q-dy.

em quep=1— eq=1——.

2+ (1 + 1) 2iy
Hipétese (H5). Para x € X5, vale
d

Togf.

5.2 RESULTADOS AUXILIARES

Como o nome da se¢do sugere, no que segue enunciaremos e provaremos resulta-
dos que serao uteis para a demonstracao dos resultados principais. Os primeiros destes

resultados nos fornecem desigualdades, como podemos ver a seguir.
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Lema 5.2.1. Seja v € M tal que iy(x) = 0. Entdo,

T()+T1>d0+d2 .

Demonstragao: Por hipétese, i1(x) = 0. Consequentemente, a 6rbita atrelada a = é do
tipo

(..., Fo(z),z1,19,...) ,
em que F (), 22 € My e 1 € M,. Dessa forma, consideremos Py, P, € I'y e P, € I, os

pontos de reflexao de F(x),z e x1, respectivamente.

Com isso, seja L a reta tangente a I', no ponto P;. Dali, seja Q*(b,r) a reflexdo de

Q(b,r) por L. Além disso, consideremos também o disco D; em sua totalidade.

Dessa forma, ao considerarmos a extensao futura da reta que representa a trajetoria
de F'o(z) até z; (isto é, de Py até P;), obtemos C; € Dy e Py € Q*(b,r). Similarmente,
ao considerarmos a extensao passada da reta que representa a trajetéria de xo até zp (isto
é, de P, até P;), obtemos Cy € Dy e Py € Q*(b,r). Tais consideragoes estao representadas

na Figura 5.2 abaixo.

Figura 5.2 — Figura auxiliar do Lema 5.2.1.

Q*(b,r)

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Naturalmente, pela simetria da figura, temos

|PoPy| = | Py Pi| = 70 e |PLP| = |P Py =1 .

Consequentemente,

|\Po Py | = |Po P+ [PiPy | =70+71 e [P =[P+ PR =1+ .
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Por outro lado, pelas propriedades do bilhar no circulo, vistas na Secao 3.4, junto

da Observagao 4.2.3, temos

|P001| = 2d0 (§ ’P2CQ‘ = 2d2 .

Ademais, como b > r — 1, o disco D; possui uma componente “fora” de D,.
Consequentemente, a reta L cortarda D; em um arco maior M N que contém I';. Dali,

seguem as inclusoes abaixo.
P,Cy C PPy = |PyCh| < |PoPy| = 2dy < 10+ 71
P,Cy C PyPy = |PoCy| < |PyPy| = 2dy < 19+ 1
Portanto, somando as duas desigualdades acima, concluimos que
2do+2dy < 2(1o+ 1) = do+de <19+ T

.'.To+7'1>d0+d2.

Lema 5.2.2. Seja x € M tal que i1(x) = 0. Entao,

To < do+dy .

Demonstracao: Como a hipdtese deste lema coincide com a do lema anterior, a érbita
de z possui 0 mesmo comportamento. Assim, segue que F° (), zy € M; e x; € M,, com

Py,P, €Ty e P, €T, os pontos de reflexdo de F (x),x9 e x1, respectivamente.

Além disso, tal qual no lema acima, também consideraremos o disco D; em sua
totalidade. Contudo, para esta demonstracdo também serd necessario fazermos a mesma

consideracao para o disco D,.

Dessa forma, ao tracarmos a extensao passada e futura da reta que representa
a trajetoria de F(x) até xy (isto é, de Py até Py), obtemos Cy € T, e C; € Dy, res-
pectivamente. Similarmente, ao tragarmos a extensao futura da reta que representa a
trajetéria de z1 até xo (isto é, de P; até P,), obtemos Cy € D,.. Tais consideragoes estao

representadas na Figura 5.3 abaixo.
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Figura 5.3 — Figura auxiliar do Lema 5.2.2.

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Da construcao acima e pelas propriedades do bilhar no circulo, vistas na Se¢ao 3.4,
temos

|POP1|:T0 y ’P001|:2d0 y |P102|:|00P1|:2d1 .

Consequentemente, pela forma que o bilhar no limao assimétrico é definido, seque
que
POP1 gP()Cl:} |POP1| < |P001| = T0 <2d0 .

P0P1 §00P1:> |POP1‘ < ’COPH =>7'0<2d1 .
Portanto, somando as duas desigualdades acima, concluimos que
2719 < 2dy + 2dy = 19 < do + d; ,

como queriamos demonstrar.

Observagao 5.2.3. Pela decomposicio feita da Equagao (5.2), seque que ambos os lemas

acima sao vdlidos sempre que x € X7 U X5 .

Observacao 5.2.4. Nas demonstragoes dos lemas acima recorremos ao uso de imagens
para ilustrar a situacao e fornecer um melhor entendimento sobre os processos tomados.

Contudo, para que a ilustracao fosse esclarecedora tivemos que adaptar as proporgoes dos
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elementos, por exemplo, o raio r € bem menor do que o ideal, como veremos futuramente.
Porém, trabalhar com um valor de r grande dificultaria a criagdo de ilustragoes. Muitas
das figuras futuras sequirdo essa mesma logica, isto é, servirdo apenas para ilustrar o

processo.

Agora, voltaremos nossa atengao para o estudo de curvaturas de frentes de onda,
em que o Lema 4.3.11 sera de grande relevancia. Contudo, focaremos nosso estudo em

dois vetores especificos, a saber, para cada x € M, tomemos ve,vP € T, M tais que

e B(vE) =0 .

Lembremos que, como vimos na Se¢ao 3.3, os vetores acima estao bem definidos.
Além disso, a fim de justificarmos a notacao, usamos o indice superior d para relacionar
com o valor da curvatura. Por outro lado, o indice p é atrelado ao paralelismo da frente

de ondas, ja que esta é a Unica possibilidade para que a curvatura seja nula.

Observacao 5.2.5. A partir deste momento, para simplificarmos a escrita, utilizaremos
a notagao
DyF(v) = DF(vy) ,

ou seja, o subindice do vetor aplicado na derivada também indicard o ponto no qual esta

derivada estd sendo tomada.

Baseado nos elementos definidos acima, temos o resultado abaixo.

1
Proposicao 5.2.6. Sejam v € M, v e T, M ep=1— m Assim, mantendo a
. 10
notagao descrita acima, seque que,
a. Se
?1+[7/€1,To—d0—i1'6/1\1}>0 (D].)
ou
_ = .5 do
7—1+[R1;7_0_d0_21'd1}<_§7 (F1)
2
entao vale que .
0 < B(DF(v%) < T (5.6)
2
b. Se
?1+[72\1,To—p'd0—i1'6/1\1}>0 (D2)
ou
_ = .5 do
Tl—i-[Rl,To—p'do—Zl'dl}<—§, (FZ)
2

entao vale que .
0<B(DF(?)) < T (5.7)

2
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c. Se
(P1) as Desigualdades (D1)-(D2)! ou (F1)-(F2) sdo vdlidas e
{?1,7/2\1, To—p~d0—i1'cil} < [?1, ﬁl,Tg—dQ—il'C/i\l} ;o (5.8)
ou

(P2) as Desigualdades (D1)-(F2) valem ;

entao vale que

0 < B(DF(1?)) < B(DF(1)) < dl | (5.9)

Demonstracao: Primeiramente, notemos que, pela Observacao 4.2.3 e pela forma que

d

definimos v

e vP, temos

B(vd) = — e B(w?) =

T

Além disso, pelo Lema 4.3.11, segue que

_ 9. - - ~
BIDF@) = [da, 2, 71, Ra 7o, Ro, —io - do, B ]
L 2
[ 219 ~ 2 ~ 1
=|d 71, Ri. Ty, ——=, —lg-dy, —
i 2 d2 y T1, 1,70, d07 10 07d0‘|
[ 244 — 2
=\|dy, —= .71, R1. 79, ——=, —lg-dg+d
_27 s y T1, K1, To, 7 19 - Ao + 01
[ 2.1 —~ 2
:-d27d2277-17R137—07_6’i\07d0‘|
[ 2.4 ~ 1
:_d2> d22,71>731,707—(%]
_ 9. N ~
= | dy, 22771,721,?0—650}
L do
_ 9. N R o
= |ds, 22,71,R17To—i0'd0—i1'd1—do]
L do
I 249 =~ N
= d27d,T17R1’TO_dO_Zl.d1:|. (510)
L 2

1 A notagdo (D1)-(D2), serd utilizada para simplificar a frase “(D1) e (D2)”. Tal notacao
serd perpetuada a partir deste momento do texto.
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Analogamente, pelo lema supracitado, obtemos

_ 9. . . R
B(DF (1)) = dza6/2,71,7317?07730,—iO‘do,B(Ug)]
L 2
[ 2.4, _ 2 ~
g d T R T —_— = —.’d O
_27 d2 y T1, 1, 70, doa 20 07]
I 2'22 o — ~ 2 .~ .
=|dy, —, 71, R1, 70, —= | , pela Proposicao 2.2.8, item e .
L da do
[ 2. .,
:_dz, d2277—177€177-0_20]
[ 2. — o -
__d27d2277—17R177-0_20'd0_21'd1_20]
I 299 =~ L
= d2,d,717R17To—p'd0—21'd1} - (5.11)
L 2

Com as equacoes acima em mente, somos capazes de provar os itens da proposicao.

a. Avaliemos cada uma das hipoteses do presente item.

e Se (D1) é satisfeita, entao

— ~ 1
?1+[R1,7’0—d0—i1'd1}>0:> — ——= >0
T1+ [RlyTO_dO_Zl'dl}
:>[?1,7/€1,T0—d0—i1'(/1\1}>0. (512)
Notemos que, pela Observacao 4.3.10, dy > 0. Ademais, por defini¢do, segue
2.1
que iy > 0. Dessa forma, concluimos que v > 0.
2
Com isso, da Equacao (5.12), temos
—~ -~ 21 21 —~ ~
[?1,731,7'0—610—@'1'611] N {?1,731,70—(10—2'1'651} >0
do do
1 21 . ~
:>22 — N >O:>[C;2,71,R1,T0—d0—i1‘d1]>0.
*24-{?1,731,70—(10—2'1'611} 2
do
Consequentemente, como dy > 0, temos
1 1

0<

%i = 1 4
d2+{2771,721770—d0—i1'd1} 2
ds
21 ~ ~ 1
=0< [dQ,ZZ7717R1,To—d0—2'1'd1} < —
d2 d2
1
= 0 < B(DF(v%) < i
9

Logo, se (D1) ¢é valida, a afirmagao segue.



103

e Se (F1) é satisfeita, entao

— ~ d 1 21
?1+{R1,To—d0—i1‘d1}<—7,2<O:> — - = >—£
27'2 ?1+[R1,Tg-d0—21'd1} d2
_ ~ 21
:>{?1,R1,T0—d0—2.1'd1}>—£
2
2@2
:>7+[7'1,,R,1,7'0—d0—21 dl} O
dy
12
:>{,71,R1,To—do—h d1]>0
dy
Consequentemente, como dy > 0, temos
1 1
0< 5 N <d7
d2+{ 2 71, Ry, o — do—’i1'd1} 2
dy’
1
:>0<[d2,  T1, Ra, 1o —do — iy - d1} —
dy’ ds

= 0<B(DF(v) < — .
do
Logo, se (F1) é vélida, a afirmacao segue.

Destarte, se (D1) ou (F1) sao vélidas, a Equagao (5.6) também o serd.

b. De modo analogo ao item anterior, avaliemos cada uma das hipdteses do presente

item.
e Se (D2) ¢é satisfeita, entao
T1+ [7/3\1,70—1)%0—2'1-31} >0

:>[?1,7/€1,70—P'd0—i1'671]>0. (5.13)

. . 2 , ~ .
Como vimos anteriormente, > 0. Dai, pela equacao anterior, temos

2

2@2 222

[?1,7/3\1770—p'd0—i1'671}>—f 74‘[7'1,7/3\177'0 p-dy—ii-dy| >0
do do
21
=>[ 2T, R, o —pdy— i - dl} > 0.
dy’
Consequentemente, como dy > 0, temos
1 1
0< < —

2 ~
d2+{d22 7'1,731,7'0 p'do—i1'd1] da

2
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21 —~ ~ 1
=0< dQ,ﬁ,?l,Rl,To—p'do—il'dl < — .
dg d2
1
= 0< B(DF(?)) < R
2
Logo, se (D2) é véalida, a afirmacao segue.
e Se (F2) é satisfeita, entao
P -~ d 1
?1+{R1;70_p'd0_i1'd11|<_7.2<0:> — - —
2iy ?1+[R1,7'0—p-d0—21-d1}
—~ PN 21
:>{?1,R1,7'0—p-d0—11-d1} >—aT2
2
219 =~ .
:>—+{T1,R17To—p'do—h'd1] >0
dy
21 —~ ~
= l:ZZ,Tl,Rl,TQ—p'dO—Z'l'dl] >0
do
Consequentemente, como dy > 0, temos
1 1

0<

% — 154
d2+{dQ,Tl,RlaTo—P'do—il'dl] 2
2

2% _ ~ 1
:>O<|:d2a 127T17R177_0_p'd0_i1'd1:|<
d2 d2

1
= 0< B(DF(?)) < R
2

Logo, se (F2) é valida, a afirmagao segue.
Destarte, se (D2) ou (F2) sao validas, a Equagao (5.7) também o serd.
c¢. Novamente, analisemos cada uma das hipdteses do item atual.

e Primeiramente, observemos que, se as Equagoes (D1)-(D2) ou (F1)-(F2) fo-

rem satisfeitas, pelos itens anteriores, segue que

0 < B(DF(w?)), BIDF(v1)) < ; |

2

Desse modo, resta provarmos que

B(DF(v?)) < B(DF(v%)) .
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Por hipétese e pela Desigualdade (5.13),

—

0< {?1,R1,To—p'dg—2‘1'6/i\1} < [?1,7@1,7’0-610-@&‘6?1]

222

21 —~ ~
:>d7;+{T1’R1’TO_p do — 4y - d1}<d7+[71,731,70—d0—@1 dl}
1 1
=~ 2%, < 2, — -
d72+[Tl’R1’TO_dO_Zl dl} d72+[T1’R17T0 P'do—il'dl}
21 ~ 21
=>{ 12 ?1,731770 do—i1'd1}<{ "2 7'1,721,7'0—]7 do — 11 - d1}
dg d2
219 219 . >
:>d2+[d 7'1,731770—650—21 d1}<d2+{d 7'1,73177'0 p'do—l1'd1]
2 2
1 1
= iy < 219 _
d2+{ 7'1,731770—]? do — 11 - dl] d2+[ 7'1,731;7'0—610—@1 d1]
d2 d2
219 219
{dm 717731,7'0—19 do — 4y - d1:| [d27 7'1,731>To—d0—21 dl}
d2 d2

= B(DF(?)) < B(DF(uv%)) .

e Se as Equagoes (D1)-(F2) valem, pelos itens anteriores, segue que

0 < B(DF(v)), B(DF(v?)) < ; .

2

Desse modo, resta provarmos que

B(DF(vt)) < B(DF(v%)) .

d
Por hipotese e pelo fato que 2—2 > 0, constatamos

(2]
7—}—[7/_\),\1,7'0—d0—ll1-6/l\1}>0 ?1+[7/€1,T0—d0—2.1'6’[1}>0
— o~ . > dz = —~ . ~ )
+[R177—0_p'd0_21'd1} <_272.2 ?1+|:R1,To—p'd0—ll'd1} <0

Dai,

T —|—{7/€1,7'0—p-d0—’i1-31} <0<71+[7/€1,T0—d0—i1'dA1]

1 1
= — — <0<

?1+[R1,Tg—p'do—i1'd1} ?1+[,7/—\>/\1,Tg—d0—2‘1'd\1}

—

= |:?1,R1,7'0—p‘d0—2'1'(/{1} <0< |:?1,7/€1,T0—d0—7;1~6/1\1:| .
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De modo geral,
[?177/2\1,70—19'(10—7;1'621} < {?17731,70—%—1'1'31 )

que é justamente a desigualdade da Condi¢ao (P1) que, como provado acima,

garante a validade da expressao
B(DF(vP)) < B(DF(v?)) .

Destarte, se (P1) ou (P2) sdo vélidas, a Equagao (5.9) também o sera.

Observacao 5.2.7. No resultado acima, a parte relevante encontra-se em seu terceiro
item, que caracteriza a ordenagdo das curvaturas das frentes de ondas associadas as ima-
gens dos vetores vP e v? pela aplicaggo DF. Em particular, podemos observar que a
Condigao (P2) é mais forte do que a Condi¢io (P1). Isto ocorre pois, na sua hipétese,
isto €, a validade das Desigualdades (D1)-(F2), consequimos distinguir os sinais das fra-
coes continuas que queremos analisar entre positiva e negativa. Como ndo consequimos

tal distingao em (P1), surge a necessidade de uma nova hipdtese, a Equagao (5.8).

Observacgao 5.2.8. Vale ressaltarmos que, quando is = 0, as condigoes (F1) e (F2) sao

Va210S.

Apesar da tecnicidade da proposicao acima, sua interpretagdo geométrica é um
tanto quanto simples, visto que ela basicamente nos fornece condi¢oes que asseguram a
invariancia dos cones limitados pelas curvaturas associadas aos vetores v? e v¢, hipitese

necessaria para a prova da hiperbolicidade, como vimos na Se¢ao 3.3.

Para finalizarmos esta se¢do, como a Proposicao 5.2.6 é genérica para quaisquer
bilhares com duas ou mais componentes circulares, temos que aplica-la no contexto ade-

quado. Dessa forma, obtemos o resultado abaixo.

Proposigao 5.2.9. Seja Q(b,r) uma mesa de bilhar no limao assimétrico que satisfaz as
Hipéteses (H1)-(H2)-(H3)-(H4)-(H5). Entao, para quase todo x € M, temos

0 = B(vp,) < BIDF(})) < B(DF(vy)) < B(vi) = (5.14)

d(F(z))

Demonstracao: Comecemos observando que, por defini¢cao, temos

1
B(U%(m)) = W :
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Porém, pela forma que definimos a aplicagdo F', sabemos que F'(x) é um dos estados que
pertencem a série de colisdes do ponto x,. Consequentemente, pela Observacao 4.2.3,

constatamos que
1 1 1

BUre) = GG ~ )~

Com isso, a Desigualdade (5.14) é equivalente a

0 < B(DF(w?)) < B(DF(ul)) < dl |

Naturalmente, a desigualdade acima coincide com a Desigualdade (5.9). Assim,

pela Proposicao 5.2.6, a fim de garantirmos tal expressao, basta verificarmos que quase

todo ponto x € M satisfaz ou a Condigao (P1) ou a Condigao (P2).

Para realizarmos a verificagdo acima, usaremos a decomposicao de M apresentada

na Equacao (5.2), analisando como os pontos dos espagos X, X7 e X5 se comportam.

a. x € Xo: Neste caso, vale a Hipdtese (H3). Dai, pela Desigualdade (5.3), temos
To—p'do—il'a;<0 .

Dai, como p =1 — < 1, segue que

2 (1+1o)
To—do—ld'Zl\1<7'0—1?'d0—i1'31<0
= [To—p'dg—il'a} < [To—do—iydAl} <0
= R+ [To—p'do—il'a} <Ri+ [To—do—il'a} <Ry <0,
em que usamos a Observagao 4.3.10. Prosseguindo,
7/3\14— {To—p-do—ilfl” <7/3\1+ {To—do—il-am <0
:[ﬁj,ro—do—il-dﬂ<[7/z\1,¢0—p-d0—¢1-d]<0. (5.15)
Agora, nos lembremos da Desigualdade (5.4), também proveniente da Hipotese
(H3), dada por
T < —2dz,22 <0.
Com isso em mente, da Desigualdade (5.15), temos

?1+[R1,Tg—do—7,1'd1] <?1+[R1,7’0—p'd0—7,1'd1} <—72Z,2 <0.
2

Logo, as Condigoes (F1)-(F2) sao satisfeitas. Em particular,
T1+ [ﬁl, To—do—il'dAl] <71+ [E, To—p‘do—il'a} <0.

= [?1,7/2\1,70—p~do—i1~d7} < [71,73\1,7'0—610—2'1'&1 <0,
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que é justamente a hipdtese da Condi¢ao (P1) que ainda nao haviamos verificado.

Destarte, para quase todo = € Xy, a Condigao (P1) é satisfeita e, pelo argumento

inicial, a Desigualdade (5.14) é vélida.

b. x € X;: Neste caso, pela defini¢cao de X, temos 7;(x) = 0. Consequentemente,

—~ d — 2 2 .
dl:ilj»]_:dl s Rl:_dxlz_a:Rl € ?1:7'1—21'd1—d2:7'1—d2.

Com isso em mente, podemos simplificar as condi¢oes da Proposicao 5.2.6, obtendo

(DY) : 7y —do+ [Ry1, 70 — do] > 0;
(F) :m—q-do+ Ry, 10— do] <0, emqueqzl—;iz;
(D2%) : 7 —do+[Ry, 70 —p-do] > 0;
(F2) : 1 —q-do+[R1, 70— p-do] <O, emqueq:l—;zé;
(P1’) : Valem as Desigualdades (D1)-(D2’) ou (F1°)-(F2’) e

[T1—da, Ri, 1o—p-do] <[11—da, R, To—do] .
(P2’) : Valem as Desigualdades (D1’°)-(F2’).

Agora, lembremos que, pelo Lema 5.2.2, 75 € (0,do + dy). Dessa forma, para nossa
proxima andlise, consideraremos a posi¢ao de 7y neste intervalo, a saber, estudare-

mos os casos ilustrados na Figura 5.4 abaixo.

Figura 5.4 — Sub-casos referentes aos possiveis valores de 7.

(I) (I1) (II1) (Iv) V) To

& & & =d =d dCd
pdo“‘fl o+~ ot h

0 pdo dy

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Naturalmente, a ordenacao acima é valida. De fato, pela Observacgao 4.3.10, sabe-

mos que dg > 0. Além disso, temos p < 1. Dal, asseguramos que

d d
O<p-dy<dy e p~d0+51<d0+51<d0+d1.

Desta forma, resta justificar apenas uma das desigualdades. Contudo,

dl dl dl 1 d1
d cdo+—==dy—p-d — & (1=p)-d — — .
0o<p 0+2 0—D 0<2 ( ) 0<2 2 (1 + i) 5
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do

<d = dy<d
1_’_7/0 1 0 1

=

isto é, a desigualdade que queremos justificar é equivalente a Desigualdade (5.5) da
Hipétese (H4).

Portanto, toda a estrutura da Figura 5.4 fica justificada. Agora, vamos a analise de

cada um dos sub-casos.
I) 0 <7 < pdy: De modo geral, z € X7, logo, vale o Lema 5.2.1, ou seja,
To+7n >dy+dy=dy—19 <711 —dy.
Dai, usando a hipdtese do sub-caso e o fato que pdy < dy, obtemos

O<pd0—7'0<d0—7'0<7'1—d2.

Consequentemente,
1 1 1
0< < < . 5.16
1 — dy do — To pdy — To ( )
Em particular, como R; < 0, temos
1 1 1 1 1
0< < <-R =0< < -R
71 — da do — 7o 1—i_do—To 71 — da leCllo—To
1
=0< — <71 —d (5.17)
R
' do — 7o
1
:>7'1—d2— 1 >0
R
' do — 7o
1
=7 —dy+ ——— 1 >0
Ri+
To — do

:>Tl—d2—|—[R1,7'0—d0]>0,

que é justamente a Condigao (D1’).

Analogamente, se focarmos na expressao

1 1

0< <
1 — ds pdo — To

da Desigualdade (5.16), somos capazes de ver que ela implica justamente na
Condigao (D2).
Por fim, focaremos na expressao

1 1

0< <
do — 79 pdo — To
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da Desigualdade (5.16). Dai, multiplicando por —1 e somando R; < 0, obte-

mos

1 1 1
< <0=2Ri+— <R
To — pdo 7o — do 1+7’0—100l0 1—i_To—do

<0

:>[R1,7'0—d0] < {Rl,To—pdo] <0

Agora, somaremos o termo 73 — dy nas expressoes acima, o que mantera a
ordenagao. Porém, como as Condig¢oes (D1’) e (D2’) sao validas, apés este

processo, 0s termos serao positivos, ou seja,
0<m—doe+[Ry1,70—do]<m—do+[R1, 70— pdo]
Consequentemente,
0<[m—dy, Ry, T0o—pdo| <[11—da, Ry, 70— dp] ,

que é justamente a Desigualdade que faltava para garantirmos a validade da
Condicao (P1’).
Portanto, para este sub-caso, a Condigao (P1”) é satisfeita.

p-dy < 19 < dp: Tal qual no sub-caso acima, vale o Lema 5.2.1, ou seja,
To+Tm >dy+da=dy—19 <1 —d>.
Ademais, usando a hipotese do sub-caso, obtemos
pdyg — 10 <0< dy—T19o <71 —d> . (5.18)
Consequentemente,
1 1 1

— <0< < .
pdo —To — T1—dy dyp— Ty

(5.19)

Assim, se focarmos na expressao

1 - 1
71— da do — 7o

0<

da Desigualdade (5.19), validamos a Condigao (D1”) de modo idéntico ao feito

no sub-caso anterior.

Agora, vamos verificar que a Condigao (D2’) é satisfeita. Para tanto, notemos

que, pela hipétese do sub-caso e pela Figura 5.4, temos

d d
0<pd0§7‘0<d0<pd0+§1:>0<pd0§7'0<pd0+§1

d

Assim, temos dois cendarios a serem considerados. Sao eles,
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e 79 — pdy = 0: Trivialmente, pela Observagao 2.2.9, a Condigao (D2’) se
reduz a
1 —dy >0 ,
que segue da Desigualdade (5.18).
e 79 — pdy # 0: Neste caso,

2 1 2 1 1
l<—<———=>—-—+——>0=2R1+ —— >0
dy To — pdo dy To — pdy ' To — pdo
= [Rl, To—pdg] > 0. (521)

Dai, lembremos que, pela Desigualdade (5.18), 7 — ds > 0. Logo,
1 —dy+[Ry, 70 —pdo] >0,

que ¢ justamente a Condicao (D2).

Dessa forma, em qualquer dos casos, a Condigao (D2’) é valida.

Por fim, vejamos que, ao longo da verificagdo da Condic¢ao (D1’), que é idéntica
para os sub-casos trabalhados até o momento, temos a Desigualdade (5.17).

Em particular,

1
0< = T <0=[Ri, 70— do] <0.

R
do — 7o 1+7’o—do

Assim, unindo a expressao acima com a Desigualdade (5.21), obtemos
[Rl, To —do] <0< [Rl, To —pdo] = [Rl, To —do] < [Rl, To —pdo] .

Agora, somaremos o termo 73 — dp nas expressoes acima, o que manterd a
ordenagdo. Porém, como as Condigoes (D1’) e (D2’) sdo validas, apds este

processo, os termos serao positivos, ou seja,
O<7‘1—d2+[R1,7'0—d0] <’7‘1—d2+[R1,7'0—pd0]

= |1 —dy, R1,70o—pdo] <[m1 —d2, R1, 70— do] ,

que ¢ uma das desigualdades necessérias para a Condigao (P1’).
Desta forma, dos passos acima, concluimos que, para este sub-caso, a Condicao
Y ) Y )

(P1’) é valida.

dy
dy < 19 < pdy + E: Neste sub-caso, apesar do Lema 5.2.1 valer, ndo somos
capazes de determinar o sinal da expressao 71 — dy, como fizemos nos sub-casos

acima. Por este motivo, devemos analisar as situacoes abaixo.
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e 71 —dy > 0: Das hipoteses, segue que
do—10 <0< —dy.

Dai, temos dois cendrios a serem analisados. Sao eles,

A. dy — 19 = 0: Trivialmente, pela Observacao 2.2.9, a Condic¢ao (D1’)
se reduz a
T —dy >0,
que segue da hipotese do presente item.
B. dy — 7 < 0: Entao,
To—do >0 .

Assim, usando que p < 1 e a hipdétese do caso, obtemos

dy 1
O<tg—do<T90—pdyg < =— = ——
70 0 < To — Pao 5 R
Dai,
0< dy < ! =20< R < !
’7‘_ PR — J—
0 0 R, 1 o —do
>R <0< R+ .
To — do
Em particular,
R+ >0:>[R1,7'0—d0]>0. (522)
70 — do

Além disso, lembremos que, por hipotese desde caso, também vale
T —dy>0. (5.23)
Com isso, das Equacgoes (5.22) e (5.23), segue que
m—dy+[Ri, 70—do] >0.

que é justamente a Condicao (D1’).

Desse modo, independente do caso, verificamos que a Condigao (D1”) é
valida.

Além disso, da hipotese do sub-caso, temos

d d
0<d0<7'0—pd0<§1:>0<7'0—pd0<?1,

que é justamente a Desigualdade (5.20) do sub-caso (II) que garante a
validade da Condigao (D2’).



113

Da mesma desigualdade acima, notemos que

dy 1 1
O<tmg—pdo < —=——"—=0< 717 —pdy < ——
To — PQo 9 R, To — Pao R,
1
$O<—R1<7
7o — pdp
1

>R <0< R+ —
To — pdp

= 0< Ry +[10—pdo] -
Desta forma, utilizando o fato que p < 1 e a desigualdade acima, obtemos
O0<mo—dy<T9o—pdy=0<][10—pdo]| <[70—dp]
=Ri1 <Ri+[70—pdo] <R1+[70—dp]
=0<Ri+[10—pdo] <R1+[10—do] -
Prosseguindo, usando que 7 — dy > 0, temos

O<R1+[To—pd0] <R1+[T0—d0] =0< [Rl, To—do] < [Rl, To—pdg]

$0<7'1—d2+[7?,1,7'0—d0]<7'1—d2+[R1,7'0—pd0]

=0< [Tl—dQ,Rl, To—pd()] < [Tl—dQ, ,R,l,T(]—d(]] ,
que ¢ precisamente a desigualdade que faltava para garantirmos que, quando
71 — dy > 0, a Condigao (P1”) é valida.

e 7 —dy < 0: Pela hipotese do sub-caso e usando que p < 1, obtemos
d
OSTO—d0<TO—pd0<§1. (524)
Por outro lado, pelo Lema 5.2.1 e pela hipotese,

7'0-'-7'1>d0+d2:>d0—7'0<7'1—d2§0. (525)

Em particular, da desigualdade acima, constatamos que dy — 79 < 0. Con-

sequentemente, 79 — dy # 0. Dai, da Desigualdade (5.24), obtemos

0<2< 1 < 1
dy To — pdp 70 — do
= 0<——+ ! 2 !
dy To — pdo dy 7o — do
1
0<R R 5.26
=0< 1+7‘0—de< 1+70—d0 (5.26)
:>0<[Rl,To—d0}<[R1,7'o—pd0] (527)

Com isso em mente, temos dois casos a serem considerados. Sao eles,
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A. 71 —dy = 0: Neste caso, podemos simplificar as Condigoes (D1’) e
(D2’). Assim, tais condigoes sao validadas pela Desigualdade (5.27).
Similarmente, simplificando a desigualdade da Condi¢ao (P1”), obte-
mos justamente a Desigualdade (5.26).

Portanto, a condigao (P1’) é valida.

B. 71 — dy < 0: Assim, da Desigualdade (5.25), temos

1 1
O<dy—T<19—dy=0< < )
To — do dy — 7

Unindo a expressao acima com a Desigualdade (5.26), formulamos

1 1 1
O<Ri+——<R < ,
1—i_To—]Odo 1+7’0—do dy — 7

pois Ry < 0. Prosseguindo,
0<dy—71 <[Ri,7m0—do] <[R1, 70— pdo]
=0<7m—de+[Ri,m0—do] <11 —da+ ][Ry, 70— pdy]
=0<[n—dy, Ri,70—pdo| <[m1 —dy, R, To—dp] .

Das desigualdades acima, somos capazes de verificar que a Condigao
(P1’) é valida.
Portanto, em quaisquer dos casos, quando 71 — ds < 0, a Condigao (P1”)

é satisfeita.

De modo geral, da andlise acima, constatamos que a Condicao (P1’) é atendida

quando p - dy < 19 < dp.

d d
IV) p-do+ 51 <71 <dy+ 51: Da hipotese, segue que

d d
p-d0+51§70=>0<§1§70—pd0

Analogamente, da hipdtese, obtemos

d
0<Tg<d0+71:>0<731+ .
2 T()—d()
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Agrupando as desigualdades acima, formulamos

1
Ri+——<0<R+

5.28
7o — pdo 7o — do ( )

= [R1, 70—pdo] <0 <[Ry, 70—do] - (5.29)
Assim, tal como no sub-caso anterior, devemos analisar trés cenarios. Sao eles,

e 71 —dy > 0: Pela Desigualdade (5.29), temos
O<[Rl,Tg—do]:>O<T1—d2+[R1,7'0—d0] ,

que ¢é justamente a Condigao (D1’).

e 71 — dy = 0: Trivialmente, a Condigao (D1’) se reduz a
0< [Rl,TO—do] ,

que é garantida pela Desigualdade (5.29).
e 71 —dy < 0: Pelo Lema 5.2.1 e pela hipotese,

To+71>d0+d2:>d0—7'0<7'1—d2<0

:>0<d2—7'1<7'0—d0

=0< 1 < 1
To — do dy — 7

Dai, pela Desigualdade (5.28), segue que

1 1
0<R <
leTo—do d2—7'17

pois Ry < 0. Prosseguindo,
O<d2—7'1 < [Rl,To—do] :>O<Tl—d2+[R1,T0—d0] ,

que é precisamente a Condi¢ao (D1’).

Logo, para qualquer um dos casos acima, a Condigao (D1’) é verificada.

Agora, vamos verificar que a Condigao (F2’) também é satisfeita. Para tanto,

vejamos que, da hipdtese, segue que

d d
pd0+§1§70:>—7'0§—pd0—§1.
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Por outro lado, como = € X;, da Hipétese (H4), vale que

To + T1 <pd0+d1—|—qd2:>7'1 <—T0+pd0+d1+qd2
d;
=21 < —pdo—i —|—pd0+d1—|—qd2

d
:>7'1<?1+Qd2

d
=7 —qdy < 51 . (5.30)

Dai, temos que analisar duas situacoes, a saber,

e 71 — qdy < 0: Pela Desigualdade (5.29), temos
[Rl,ﬂ)—pdo] <0=>71—Qd2+[R1, To—pdg] <O,

que ¢ justamente a Condigao (F2’).

e 71 — qdy > 0: Entdo, pela Desigualdade (5.30), temos

dy 2 1
O0<m—qgdo < —=20< — < ———
T 2 dy T1 — qds
1
20< R < ———
Tl—qd2

1
:>7<R1<0
qdy — Ty

Por outro lado, da hipdtese, segue que

d d
pd0+§1§7'0:>pd0—70§—§1<0

= 2< 1 <0
di — pdy — T

1
>R < —<0.
pdo — To

Unindo as duas expressoes acima, obtemos

1 1 1 1
<Rif{——<0=—<R ————<0

qdy — 1 pdo — To qdy — 1 pdo — To

:>[R1,To—pd0}<Qd2—Tl<0
:>7'1—qd2+[R1,7'0—pd0]<0,

que ¢ precisamente a Condigao (F2”).
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Destarte, da andlise acima, as Condigoes (D1’) e (F2’) sao sempre satisfeitas.

Equivalentemente, vale a Condigao (P2”).

d
V) do + 51 < 19 < dp + dy: Da hipédtese, segue que

d d
d0+§1§7’0:>0<§1§7'0—d0<7'0—pd0

1 1 2

0 —=-R 5.31
- <7’0—pd0<70—d0<d1 ! ( )
1
= 0<-R; — <-Ri———
! 70 — do ' To — pdo
1 1
:>O<—(R1+ ><—<R1+>
To — do To — pdo
:>O<—[R1,To—pd0]<—[R1,7'0—d0] . (532)

Em particular,

—[Ri,70—pdo] < —[R1,70—do] = [R1,70—do] <[R1, 70— pdp]

:>7‘1—d2+[R1,7'0—d0]<7’1—d2+[R1,7'0—pd0]
ﬁ[ﬁ—d%Rl,To—pdo]<[T1—d2,R17To—d0] ;

que é uma das desigualdades necessarias para a Condi¢ao (P1’). Agora, com
o intuito de validarmos tal condicao por completo, consideremos os seguintes

cenarios.

e 71 — qdy < 0: Entdo, da Desigualdade (5.32), temos
T1—qda <0< —[Ry, 70—pdo] < —[R1, 70— do]
Consequentemente,
T —qdy+ [Ri,70—do] <0 e 7 —qda+[Ry, 70— pdy] <O,

que sao justamente as Condigoes (F1’) e (F2).

e 7 —qdy > 0: Da hipotese, segue que

d1 dl dl
do+ —<190=> 1< —-dy — = < —pdy — —
0+2_To To < —dg 5 pag 5

d
:>—7'0<—pd0—51.

Com a desigualdade acima verificada, a fim de provarmos as condigoes
desejadas neste caso, basta fazermos um processo analogo a verificacao da

Condigao (F2’) no sub-caso anterior, em que 73 — qdy > 0.
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Deste modo, como = € X;, da Hipétese (H4), vale que

d
To + T1 <pd0+d1+qd2:>7'1—qd2<51 .

Junto da hipotese deste item, obtemos

d 1
0<7‘1—qd2<—1:>7<731<0.
2 qdy—m7

Ademais, da Desigualdade (5.31) segue que

1 1 2 1 1
<—=-TRi=>R:i <

< < <0
To — pdo To — do dy do — 7o pdo — T

0<

Das desigualdades acima, formulamos

1
7<R1<
qdy — 7 0— 70

<O:>Tl—qd2+[R1,To—d0]<0,

que é precisamente a Condi¢do (F1’). Analogamente, comprovamos a
validade da Condicao (F2’). De fato,

1
—— <RI <———<0=>7m —qdy+[R1, 70— pdp] <0 .
qdy — 7 pdp — To

Portanto, da anélise acima, concluimos que a Condigao (P1’) é satisfeita.

Destarte, em cada um dos cinco itens acima, verificamos a validade ou da Condigao
(P1’) ou da Condigao (P2’), como queriamos. Consequentemente, pelo argumento

inicial, para todo x € X, a proposicao é valida.

.« € Xy: Neste caso, pela defini¢do de X5, temos i;(z) = iy(z) = 0. Além disso, pela
Hipétese (H5), vale
da

T < — .
0="9

Consequentemente, como dy > 0 e p < 1, temos
d
7o < pdy + 51 . (5.33)

Agora, recordemos da ordenacao provida pela Figura 5.4. Esta ordenacao foi forte-
mente utilizada no item anterior. Contudo, ela nao é totalmente valida para este

caso, visto que a desigualdade

d
d() <pd()+?1

foi obtida através de uma hipétese quando x € X;. Contudo, ainda vale

d d
po+ 5 <do+ (5.34)
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pois p < 1.

Logo, das Desigualdades (5.33) e (5.34), constatamos que 75 deve pertencer, no
méximo, aos casos (I), (II) ou (IIT). Porém, para a validagao destes itens no caso
anterior, nao usamos nenhuma hipotese que nao é valida para o presente caso, ou

seja, podemos reutilizar os argumentos passados.

Portanto, a Condigao (P1”) é vélida sempre que x € X;. Consequentemente, pelo

argumento inicial, para todo x € X5, a proposi¢ao é valida.

Destarte, para cada um dos tépicos analisados acima, provamos que pp/-quase
todo ponto z € M satisfaz ou a Condigao (P1’) ou a Condigao (P2’). Por este motivo,
pelo argumento apresentado inicialmente, a proposicao é valida para p-quase todo ponto
re M.

5.3 RESULTADOS PRINCIPAIS

Finalmente, nesta se¢do apresentaremos nossos resultados principais, prometidos
desde a introduc¢ao do trabalho. Logo de inicio, assumidas as hipoteses adequadas, prova-

remos a hiperbolicidade do bilhar no limao assimétrico.

Teorema 5.3.1. Seja Q(b,r) uma mesa de bilhar no limao assimétrico que satisfaz as
Hipéteses (H1)-(H2)-(H3)-(H4)-(HS5). Entao, o bilhar Q(b,r) é hiperbdlico.

Demonstragao: Seja © € M \ S,. Lembremos que, pela Proposi¢gao 3.2.6, temos

1(Seo) = 0. Em especial, pip(Seo) = 0. Dessa forma, para todo n > 1, os vetores

vp(x) = DFn(“%—n(x)) € () = DF”(U%,n(x))

n

estao bem definidos. Em particular, notemos que (v2(x))nen € (v2(2))nen s30 sequéncias

de vetores em T, M.

Com isso em mente, provaremos as afirmagoes a seguir.

e Afirmacdo 1: A sequéncia real (B(vp—n(,))nen é crescente e limitada inferiormente
por 0.

De fato, aplicando a Proposi¢ao 5.2.9 nos pontos F~!(z) e F~%(z), temos, respec-
tivamente,

0 =B(v}) < B(DF(U%A(@)) ¢ 0= B(U%fl(z)) < B(DF(U%fZ(x))) -
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Dad, aplicando o Teorema 3.3.5 na segunda desigualdade, obtemos
BIDF( 1)) < BIDF* () o) -
Logo, das desigualdades acima, segue que
0=B(v}) < B(DF(vp-1(,)) < B(DFQ(UZ,%))) :
Agora, suponhamos que a afirmativa seja vilida para k € N, ou seja,
0= B(h) < B(DF (v} 1)) < BIDF(V} 2,)) < ... < B(DF* (v i) -

Provaremos que a afirmativa também valera para k + 1. Com efeito, aplicando a

Proposicdo 5.2.9 no ponto F~*+1(z), temos
0= B(U?—k(x)) < B<DF(U27<1€+1>($))) ;
Assim, aplicando o Teorema 3.3.5, obtemos

B(DF (v} ) < BIDF* (0) iy ) -

Portanto, usando a hipétese de inducao, constatamos que a afirmativa também é
valida para k+ 1. Consequentemente, pelo Principio de Indugao Matemaética, concluimos

que a afirmacao é valida para qualquer n € N, isto é,
0=B(?h) < B(DF(vg,l(x))) < B(DF2(U§,2@))) <... < B(DF"(UI;,”@)) < ...
Equivalentemente,

0= B(?) < B(vi(z)) < B(vh(z)) <...<BE(x)) <...,

n

como queriamos mostrar.

e Afirmagao 2: A sequéncia real (B (v%,n(x)))neN é decrescente e limitada superiormente
1

d(z)

por

Como a prova desta afirmacao é completamente andloga a feita acima, omitiremos

tal justificativa. Apesar disso, ressaltamos seu resultado, ou seja,
1

< B@?) < ... < B(wi(z)) < B(W}(x)) < B(v?) = a0

e Afirmacgéo 3: Para todo n € N, B(v?) < B(vd).
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Realmente, aplicando a Proposi¢ao 5.2.9 no ponto F'~"(z), temos

B(DF (vVp-u(,)) < B(DF(U%%(:E))) :

Logo, pelo Teorema 3.3.5, segue que

B(DF"(Vp-n(,)) < B(DFn(U%fn(z))) = B(vh) < B(uvy) .

e Afirmacao 4: A aplicagao I’ é hiperbdlica.

Com efeito, combinando as afirmacoes acima, segue que
1
0=B@") <...<B@t(z)) < Bl <...< B = )’
T
para qualquer n € N. Em particular, quando tomamos n — o0, concluimos que a
sequéncia (B(vf._., () Jnen € convergente, visto que ¢ decrescente e limitada inferiormente?.
Logo, existe B"(z) € R tal que

B (x) = nh_}rgoB(vz(x)) , com 0<B“z)< d(lsc) :

Naturalmente, atrelado ao valor de curvatura B*(x), existe um vetor v¥ € T, M

de modo que B*(z) = B(v¥). Assim, pelo argumento apresentado na Segao 3.3, segue que

Ey= @) CcT,M e E =) CcT,M,

x x

em que v, = DI(U%(I)). Consequentemente, no ponto x, a aplicacao F' é hiperbdlica.
Contudo, como tomamos = € M \ S, tal afirmacao é valida para py/-quase todo ponto.

Consequentemente, F' é hiperbdlica.

Agora, basta provarmos que JF, a aplicacao de colisao original, também é hiperbo-
lica. Para tanto, basta mostrarmos que u-quase todo x € M admite um expoente de Lya-
punov x(F,z) > 0. Consequentemente, pelo Lema 3.3.2, também existird y = (F,z) < 0.
Dai, pela Defini¢ao 2.6.12, garantimos que F ¢é hiperbdlica.

A fim de provarmos a existéncia de x*(F, x), seguiremos outra sequéncia de afir-

magoes.

e Afirmacao 1: O tempo de primeiro retorno &y,(x) = iy + i1 + iy + 2 associado a F' é

integravel.

Realmente, lembremos que (M, F, j157) ¢ uma aplicagao induzida sobre (M, F, u).
Por outra perspectiva, segue que (M, F, ) é uma suspensao discreta sobre (M, F piyr)

com tempo &yy(x) =g + i1 + iz + 2. Dai, pelo Corolério 2.6.7, obtemos

/ En()dpp < oo
M

Uma afirmagao similar pode ser feita para a sequéncia (B(v%._, (x)))neN-

2
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como afirmarmos.

e Afirmagao 2: O tempo de retorno médio &(x) existe, para u-quase todo ponto x € M.
Além disso, 2 < £(z) < oo.

Com efeito, para cada k € N, consideremos
&) = Earla) + .o+ & (FH( ZfM (F(x)) -

Entao, como &,; ¢ integravel, pelo Teorema 2.6.8, para p-quase todo ponto x € M, o

tempo médio de retorno existe, isto ¢, o limite

lim fkgf)

k—oo

E(z) = lim — ZSM Fi(z)) =

< 0
k%ook’ ’

para p-quase todo ponto z € M. Em particular, como &y, (x) > 2, temos & () > 2k. Dal,

&(z) = lim k() > lim 2k 2.

k—oo L T koo k

Portanto,

< €(z) < @

e Afirmacao 3: Fixado x € M arbitrario, que satisfaca as condi¢oes anteriores, vale

F&@)(z) = F*(z), para todo k € N.
De fato, é claro que

Féu@) (.1') — Féu(2) (IL‘) = F(:L‘) .

Agora, suponhamos que a afirmativa seja valida para k € N arbitrario, ou seja,
Fé@)(z) = F¥(x). Entdo, provaremos que também serd valida para k + 1. Realmente,

pois
&1 (2) = () + ..+ Eu(F (@) + S (F* (2)) = &k (@) + Eur(F*(2)) -
Dat,
Forri(®) () = Fo@+aF @) 3y = Fou(FH @) (pe@ (1)) = FeuEH @) (Fk(z))

em que usamos a hipétese de indugao. Finalmente, pela definicio do tempo de retorno,

temos

f&k+1(x)<x> = ]:fM(Fk(z))(Fk(iL')) = Fk+1<$> )

como queriamos demonstrar.
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Portanto, pelo Principio de Indugdo Matematica, a afirmativa é valida para todo

k € N.
e Afirmacao 4: Existe x™(F,z) > 0, para u-quase todo ponto = € M.

Realmente, pelo Teorema 3.3.1, para p-quase todo ponto x € M, o limite
1
(Foz,uf) = XH(Foa) = lim - In || DF" (0|

existe, em que vy € T, M é o vetor obtido ao longo da prova da hiperbolicidade da
1

aplicacao I'. Equivalentemente, podemos pensar que a sequéncia ( “In || D F"(v¥) ||>
n neN

converge para X' (F,x).

1
Consequentemente, a subsequéncia ( -In ||D$]:5’c(z)(v;‘)||> também deve
& () keN

convergir para X" (F, ), isto é,

XH(F,z) = lim '1H||Dx]:£k(x)(2};)|| )

Dad, utilizando a afirmacao anterior e as definicdo de tempo médio de retorno e

expoente de Lyapunov, obtemos

I
5

lim In (| Do FH ()| o [|Do FH (v

k—o0 &}, (x)

Logo, como xT(F,z) > 0 e 2 < £(x) < oo, segue das expressdes acima que

‘ -

XJF(-Fa:U): 'X+(F,l’)>0.

£(x)
Portanto, para p-quase todo x € M, a aplicacdo F admite um expoente de Lya-

punov positivo.

Destarte, pelo argumento enunciado anteriormente, da existéncia de um expoente
de Lyapunov de F em x positivo, para p-quase todo ponto x € M, concluimos que F é

uma aplicacao hiperbélica, como queriamos demonstrar.

Com o resultado anterior, finalmente provamos que, sob as hipoteses estabelecidas
ao longo do trabalho, o bilhar Q(b,r) é realmente hiperbélico. Contudo, como as condi-

¢Oes impostas sao um tanto quanto técnicas, vale nos questionarmos sobre as condi¢oes
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geométricas que uma mesa Q(b, r) deve possuir para que as hipoteses (H1)-(H5), sejam
satisfeitas. Apresentar um resultado que trate deste assunto é justamente o objetivo final
deste trabalho.

Para alcancarmos o objetivo acima, precisaremos construir um conjunto especial.

Com isso em mente, consideremos y1,y2 € M os pontos do espago de fase do bilhar que
17 e

movem-se ao longo da corda AB, a saber, y; = AB e y, = BA, como representamos na

Figura 5.5 abaixo.

Figura 5.5 — Representacao visual de y; e ys.

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Da imagem acima, fica claro que yy,y2 € Sy, visto que partem dos vértices da
mesa. Com isso em mente, consideremos U; C M uma vizinhanga de y;, para j € {1,2}.

Assim, temos a proposicao a seguir.

Proposicao 5.3.2. Seja Q(b,r) a mesa do bilhar no limao assimétrico, com |AB| < 1,
em que |AB| é o comprimento do segmento AB. Entdo, dado x € U; N (M \ F1(My)),

temos

a. © € My e F(z) € M,, em que F(x) permanece em M, apds iy = n(F(x)) colisdes.

b. Fat2(x) € M, para algum n > 5.

Demonstracao: Antes de provarmos os itens acima, exploraremos a hipétese |[AB| < 1.
Vamos encarar o segmento AB como uma corda do disco Dy, com centro O, que compde
Q(b,r). Entao,

|AB|<1:>2-sen<g><1:>a<73T,
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em que o = ZAOB. Em particular, como estamos trabalhando em uma circunferéncia
unitéaria, o arco menor AB de D; possui a mesma medida de ZAOB. Consequentemente,

o comprimento deste arco também sera limitado da forma acima.

Dai, consideremos n* a parte inteira® da razao entre os comprimentos de D; e do

arco AB, isto é,

o { 2T J > 6
ZAOB] — 7
em que usamos a limitagdo acima. Logo, o disco D; sempre é dividido em, no minimo,
6 partes iguais a AB. Consequentemente, a componente I'; de Q(b,r) é dividida em,
no minimo, 5 partes iguais a AAB . De fato, pois uma das partes da divisao em questao é
justamente substituida pela componente I',., restando n*—1 > 5 partes para a componente

I';. A situacao descrita acima ¢ ilustrada na Figura 5.6 abaixo.

Figura 5.6 — Divisao da mesa Q(b,r).

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Com as questoes acima trabalhadas, vamos a prova dos itens do enunciado.

a. Por hipétese, z € U; N (M; \ F~1(My)). Em particular, z € M; e x ¢ F~1(M,),
ou seja, © € My e F(z) ¢ M;. Equivalentemente, x € M; e F(x) € M,. Além
disso, é claro que F(z) permanece em M, apés iy = n(F(z)) colisdes, visto que

segue diretamente da definicdo do tempo de primeira saida 7.

b. Pelo item anterior, é claro que F'2(z) € My e F~H(F2(z)) = Fatl(z) € M,.
Logo, a fim de mostrarmos a afirmacdo, basta provarmos que n(F*™!(x)) > 5. Para

tanto, observemos as primeiras colisdes da orbita do ponto y; no disco Dy, que é

3 Como estamos trabalhando apenas com ntimeros positivos, usamos a equivaléncia entre a
funcéo piso e a parte inteira de um ntamero.
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justamente os pontos que realizam a divisao de I';, como representamos na Figura
5.6.

Dai, sem perda de generalidade, suponhamos x € U; N (M; \ F~1(M,)). Conse-
quentemente, a trajetéria de sua orbita com a menor quantidade possivel de colisoes
em I'; deve “sombrear” a trajetéria da érbita de y; em D;. Dessa forma, garantimos
que n(F1T(z)) > 5, como querfamos. De modo andlogo, o argumento segue para

reUynN(My\F HMy)), o que conclui a demonstragiao da proposigao.

A partir da proposicao acima, que trata das propriedades da vizinhanca U; de y;,

definimos o conjunto

U= (U, UlU)N (M \ FE(My)) ,

que, de certo modo, herda as propriedades mencionadas acima. Em especial, observemos
que os estados pertencentes a U estao tao proximos dos vértices A e B quanto gostariamos
(basta considerarmos U; e U, suficientemente pequenos) e apontam para a componente

I',, com direcao também tao proxima quanto gostariamos da direcao vertical da corda
AB.

Agora, apresentamos o lema abaixo, que serd de grande relevancia na demonstragao

do nosso ultimo resultado.

Lema 5.3.3. Sejam x € M e dy < 4. Entdo, dado € > 0 arbitrdrio, existe 1o =1(e) > 5

tal que, para qualquer r > 1o, valem as sequintes afirmacoes:

a. Fo(z) € U e Fotrt2(z) € | M,;
n>>5
b. Os pontos de colisio associados a F™(z) e For1+2(z) ambos em Ty, estio e-

proximos dos vértices {A, B}.

c. O comprimento total da trajetéria entre F©(z) e For1t2(x) ¢ limitado superior-

mente por |AB| + €.

Demonstracao: Antes de partimos para a prova dos itens acima, examinaremos o cenario
a seguir. Seja x € M, entdo, pela notagdo definida anteriormente, z; = Fl(z) € M,.
Dai, seja P, o ponto de reflexao de z;. Com isso em mente, tracemos a trajetéria de zq, a
reta tangente a [', no ponto P; e a reta vertical que passa por P;. Todas estas retas estao
representadas na Figura 5.7, dadas pelas cores vermelha, azul e verde, respectivamente.
Além disso, considerando O, o centro do disco D,, tracemos a reta O, P; representada

pela cor rosa na figura supracitada.
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Naturalmente, a reta vertical tracada corta a componente em I', em outro ponto

além de P;, o qual denominaremos por P;. Observemos que o arco P, P; C AB. Logo,

|P P]| <|AB| < 1.

Figura 5.7 — Representacao da situacao descrita.

P

P

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Com a figura acima em mente, consideremos 6; o dngulo entre a reta tangente
e a trajetoria de x;. Similarmente, consideremos #; o angulo entre a reta tangente e a
reta vertical. Ambos os angulos estao representados na Figura 5.8, que, desconsiderando
alguns elementos, apresenta um “zoom” no ponto P;. Os outros angulos representados
na figura sao facilmente obtidos quando lembramos que a direcao radial é perpendicular

a reta tangente tragada.

Figura 5.8 — Zoom no Ponto P, a partir da Figura 5.7.

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).
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Notemos que, pela Observagao 4.2.3, temos

d1§4:>rcosg01§4:>rcos<72r—91> <4 =rsenbt; <4

4
= senf; < - (5.35)

Agora, consideremos M o ponto médio do segmento P, P;. Assim, obtemos o
triangulo O, M P, representado na Figura 5.9, cujos angulos sao completados seguindo as

informagoes anteriores.

Figura 5.9 — Triangulo O, M Py, obtido a partir da Figura 5.7.

Py
o) ,/\02 []
" M
Fonte: Elaborado pelo autor (2026).
Desse modo,
PM
senfy = M| = |PLM| =rsen6, .
r
Consequentemente,
|P1P1*| = 2|P1M| = 27’861162 .
Em particular,
|P Py <1=2rsenf, <1
1
=senfy < — . 5.36
senth < o (5.36)

Com a construcao acima em mente, vamos a prova de cada um dos itens do lema.

a. Partindo da Figura 5.7, tracemos a reta que representa a trajetéria de F(x) até

r; = Fot(z), representada pela cor ciano, obtendo a figura 5.10 abaixo.
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Figura 5.10 — Representacao da situacao descrita.

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Denotemos por # o angulo entre a reta vertical e a trajetéria tracada. A fim de
calcularmos 6, tal como fizemos na Figura 5.8, construimos a Figura 5.11 abaixo, em
que consideramos a trajetoria mencionada acima e, para preenchermos os angulos,
usamos a relacao de angulos opostos pelo vértice e também que, no bilhar, os angulos

de incidéncia e reflexdao sao iguais. Dai, constatamos que 6 = 6 + 6s.

Figura 5.11 — Zoom no Ponto P;, a partir da Figura 5.10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Para obtermos o resultado acima, seguimos as imagens disponibilizadas. Contudo,
a depender da posicao relativa entre a reta vertical e a reta tangente a I', em P,

também é possivel que # = 6; — 0,. Portanto,

9:91i92.
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Consequentemente,
|sen | = | sen(#; £ 6,)| = | sen by - cos by £ sen by - cos b |
< |senf; - cosBsy| + | sen by - cos 6 |

= |senfq| - |cosOs| + |senby| - | cos O] .

Mais que isso, como |cos 8], |cosfs| € [0, 1], segue que,

|sen @] < |sen 6|+ |sen by (5.37)

Assim, usando as Desigualdades (5.35) e (5.36), obtemos

4 1 9 10 5
|senf| < |senf| + |senfs| < — 4+ — = — < — =
r o 2r 2r

T
5

Colsend] < = .
T

Portanto, para r suficientemente grande, 6 se aproxima de 0, isto é, a direcao da
trajetoria de F(z) se aproxima da diregdo vertical. Por consequéncia, concluimos
que F(x) € U. Dali, pela Proposi¢io 5.3.2, segue que F*T2(z) € | J M,.
n>5
. Dado € > 0 qualquer, seja A C I'y o conjunto dos pontos em I'; que estao e-proximos
dos vértices {A, B}. Tomemos x € M tal que ig(x) =0e P € I'; \ A seja seu ponto
de reflexdo. Assim, consideremos 64(P) o angulo entre o segmento AP e a reta
vertical. Analogamente, definimos 5 (P). Desse modo, seja
0, = min {04(P),05(P)} .
poin {04(P), 05(P)}
Observemos que 04(P) e Op(P) sdo fungoes continuas definidas em um conjunto

compacto, ja que A é aberto. Logo, pelo Teorema de Weierstrass, segue que 6,,, esta

bem definido.

Como ig(x) = 0, temos F(z) = ;1 € M,. Denotemos por P, o ponto de reflexao

x1. Geometricamente, temos o cenario representado na Figura 5.12 abaixo.
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Figura 5.12 — Representacao da situacao descrita.

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Dai, de modo similar ao que fizemos anteriormente, focando nossa analise no ponto
P, e usando a propriedade de colisao regular do bilhar, constatamos que o angulo
entre o segmento PP, e a reta vertical é igual a = 6, £ 05, em que, novamente,
o sinal depende da posicao relativa entre a reta vertical e a reta tangente a I, no

ponto de colisao.

Observemos que, se P, = A, entao = 04(P). Analogamente, se P, = B, entao
B = 0p(P). Ademais, podemos perceber que, ao variarmos a posigao de P; entre A
e B, os valores de § sdo sempre maiores do que os valores de 64(P) e g(P). Logo,
é valido que

em = PIEI%}RA{HA(P)’@B(P)} S 5 = 01 + 92 .

Agora, relembremos que todos estes angulos sao agudos, devido as suas respectivas
defini¢oes. Consequentemente, a funcao seno é crescente no dominio analisado.
Assim,

Om < 0y £ 05 = senb,, <sen(f; +0,) . (5.38)

Por outro lado,
sen(fy £ 03) = sen 6y - cos Uy £ sen by - cos 0,
< senf; - cos by + sen by - cos Oy

<sen6; +senbs, , (5.39)
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em que usamos fortemente o fatos de #; e 0 serem angulos agudos.

Desta forma, substituindo a Desigualdade (5.39) na Desigualdade (5.38), segue que

sen @, < sen(f; £ 0y) < senf; + sen by

1
= senf; > senb,, —senby, > senb,, — o
,

1
c.senfy >senf, — — ,
2r

em que usamos a Desigualdade (5.36)

Finalmente, usando a tultima expressao junto com a hipdtese d; < 4, concluimos
que
1 1
4>d, =rsent; > r- (sen@m — 2) =rsenfb,, — 2
r

5
=1r < .
"= 2senf,, senb,,

5

send,,
Consequentemente, gara que P esteja e-préximo ou de A ou de B, como queremos,

Portanto, para que P esteja ¢ distante ou de A ou de B, concluimos que r <

devemos ter r > . Em particular, notemos que rq > 5, como afirmamos no

sen 6,,
enunciado do lema.

c. Seja r > 5, entdo, pelo item anterior, segue que F(z) e FOoT1t2(z) estdo e-
proximos dos vértices {A, B}. Dessa forma, como I, possui curvatura tao pequena
quanto gostariamos, bastando tomar r suficientemente grande, concluimos que o
comprimento da trajetéria entre F(z) e FoT1T2(z) é tao proxima de |AB| quanto

queremos, 0 que prova o presente item.

Observagao 5.3.4. Para o lema acima, uma hipdtese suficiente seria dy < 2|AB|. Con-
tudo, a fim de facilitarmos os cdlculos, extrapolamos tal valor. Apesar disso, como esta
parte do trabalho visa mostrar a existéncia de mesas que satisfacam as hipdteses da hiper-

bolicidade, tal extrapolacdo nao é mal vista.

Finalmente, enunciaremos e provaremos nosso segundo resultado central.

Teorema 5.3.5. Seja 'y um arco maior de um disco unitdrio tal que seus bordos A e B
satisfazem |AB| < 1. Entao, existe r, > 5 de modo que, para cada v > 1., 0 sistema do

bilhar Q(b,r), com vértices em A e B, € hiperbdlico.

Demonstracao: Vamos verificar que, das condigbes acima, somos capazes de obter as
Hipéteses (H1)-(H2)-(H3)-(H4)-(HS5).
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70

e Vimos anteriormente que |AB| < 1 é equivalente a ZAOB < 3 em que O é o
centro do disco D;. Consequentemente, I'y ¢ um arco maior, ou seja, a Hipdtese
(H1) ¢ satisfeita.

e Primeiramente, notemos que o centro do disco D; se encontra a esquerda da corda
AB, como mostra a Figura 4.3, por exemplo, pois I'; é um arco maior. Deste modo,

podemos calcular a distancia b em funcao do valor de r, obtendo

,  |AB2\? |ABJ2\?
= — — 1=
b (7’ 1 1 ,

em que usamos apenas o Teorema de Pitadgoras. Com isso, podemos simplificar a

notacao da mesa do bilhar no limao assimétrico, usando Q(r) = Q(b,r).

Da equacao acima, é claro que b < r. Além disso, temos

D=

1 (2 1ABPN® (| 1ABP
b_<r2_IABI2>2_<1_\ABIQ>2. ! !

4 4 r2_|AB|2 §+ 1_|AB|2 2
4 4

,[ABPY (. |ABP
" A A P21

|AB|2 % |AB|2 % |AB|2 % |AB|2 %
2 _ _ 2 _ _
(r 1 4+ (1 1 r 1 + |1 1

(r+1)(r—1)

|AB|2 % |AB|2 %
2 _ 1—
(T i) T 1

Dai, como |AB| < 1, segue que

b (r+1)(r—1) >(r—i—l)(r—l):(r—i-l)(r—l):r_l.
) |ABJ? 3 |AB|? 3 (7"2)%%—(1)% r+1
e R

Logo, b > r — 1. Em particular, tomando r; = 2 e assumindo r > ry, concluimos

que b > 1.
Portanto, se r > 11, a Hipotese (H2) é satisfeita.

e A fim de verificarmos a validade da Hipétese (H3), consideremos = € Xy, isto
é, i1(z) > 1. Entdo, a 6rbita de x possui pelo menos uma colisdo sucessiva na

componente I';. Consequentemente, 2d;, que é o comprimento entre as colisoes

sucessivas da 6rbita de x na componente 'y, satisfaz

1
2d) < |AB| < 1=4d; < 3 (5.40)
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Desse modo, podemos usar o Lema 5.3.3. Porém, para utilizarmos seus itens de
modo geral, ja assumiremos que r > 7y, em que conservamos as notacoes do lema

supracitado.

Assim, pelo Lema 5.3.3, item a, segue que F™1+2(z) € | | M,. Equivalentemente,
n>5
n(Fotiat2(z)) > 5. Consequentemente,

Em particular, is(z) > 1, como gostariamos de mostrar.

Além disso, pelo Lema 5.3.3, item b, sabemos que F*(z) estd e-préximo ou de A
ou de B. Em qualquer dos casos, pelo mesmo raciocinio utilizado na Proposicao
5.3.2, constatamos que a quantidade minima de colisdes passadas de F(z) é 5.
Logo, como x € M, definido pela Equagao (4.12), = deve pertencer, no minimo, ao
conjunto FI31(Ms) = F3(Ms). Consequentemente, ig(z) > 5 — 3 = 2.

Usando as limitacoes dos parametros acima, somos capazes de estimar os valores de

p e q que aparecem na hipdtese que queremos verificar, a saber,

—1 L oy L5
P Ty v T 2. (1+2) 6

1 1 5
—>1-— =2
2, — 2.3 6

Com isso em mente, podemos simplificar as desigualdades que queremos verificar

da seguinte forma,

To—pdo—l'ljl<O:>T0<pd0+l'1;l;:>7'0<pd0+l’1',_il_l
31
€
d R d - d d
?1<—7,2:>71—i1d1—d2<—7‘2:>71<i1d1+d2—7,2:>71<’i1' - ! —l—ng
27/2 2Z2 2?,2 Zl—|—1

Assim, usando as estimativas obtidas acima, a fim de satisfazermos as expressoes

acima, basta verificarmos, respectivamente, as desigualdades

5 dy 5dy  d;
—-d 1-— — 4 = 41
7'0<6 o+ 1+1:>7'0< 6 —|—2 (5 )
¢ d 5 d 5d
1. —— 4= L2 42
=17 < 1—|—1+6 d2:>7'1<2—|— 6 (5 )

Ademais, como 19, 77 < 2d; (lembremos da demonstragao do Lema 5.2.2), vale

70 dy B! dy
< — - <=,
1592 ¢ 4S5
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Dessa forma, subtraindo as desigualdades acima das Desigualdades (5.41) e (5.42),
respectivamente, obtemos uma condi¢ao ainda mais simples para garantirmos a

validade da hipotese desejada, a saber,

37'0 5d0 37’ 1 5d2
7 T Y
Equivalentemente,
- 10d, - 10ds
T - e T —
0> 9 )

Para garantirmos que as igualdades acima sejam satisfeitas, consideremos r, = 100.
Entao, considerando #; o dngulo entre a reta tangente a um ponto de I', e uma
reta vertical qualquer, como fizemos na demonstracao do Lema 5.3.3, segue pela

Desigualdade (5.36) que, para r > ry, temos

1 1 1
senfy < — < —— = — . 5.43
720 T 2.100 200 (5.43)
Desse modo, considerando # como o angulo entre a trajetoria definida por 7y e a
reta vertical, que coincide com o valor de 6 utilizado no lema anterior, segue, pela

Equacao (5.37),
|send| < |sen 6|+ |sen b,

=senf; 4+ sen b , pois 0 e f, sdo agudos

rsen 6,
= + sen 6y
r

d
= fl—l—senGQ
,

1 1
— 4+ — las Desigual 4 4
o + 5qg @ Pelas Desigua dades (5.40) e (5.43)
< ! + ! is 1 > ry = 100

200 200 PR =TT

1
100

Portanto, os valores de 6 sao pequenos o suficiente para que valha a cldssica apro-
ximagao senf =~ . Desta forma, para as estimativas tomadas, a trajetoria entre
Fio(x) e Fiotiit2(g) ¢ praticamente vertical, consequentemente, 2dy, que é o com-
primento da trajetoéria livre de F(x) no disco Dy, é ligeiramente menor que |AB|.

A saber, tomamos 7y grande o suficiente para que valha

2d
2dg > 0,95 |AB| = |AB| < ¢ 905 : (5.44)
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De modo similar, pelo Lema 5.3.3, item c, segue que
7o+ 7 + 2i1dy < 1,05 |AB| (5.45)

visto que o lado esquerdo da desigualdade representa justamente o comprimento
total da trajetoria entre F(x) e Fotat?(z),
Finalmente,
To + 2d1
2

211d
<TO+712+ 1™ ,poisTy >0et; > 1

1,05 - |AB]
2

1,05 2d,

20,9

21dy  10dy
- < -
19 9

7'0<2d1$27’0<7’0+2d1$7’0<

IN

, pela Desigualdade (5.45)

IA

, pela Desigualdade (5.44)

que é justamente uma das condigoes suficientes para garantirmos uma das desigual-

dades desejadas.

. . . 10ds
De modo completamente analogo ao procedimento acima, provamos que 7, < 5

o que garante a outra desigualdade desejada.

Portanto, ao longo do processo acima, verificamos que, se r > max{rg, r2}, a Hipé-
tese (H3) é valida.

De modo similar ao item anterior, para verificarmos a Hipétese (H4), assumiremos
r € Xy, ou seja, i1(x) = 0 e iz(x) > 1. Aqui, nosso objetivo é garantir que as
seguintes desigualdades sejam satisfeitas,
do
1419

<d1 e To+71<p'd0+d1—|—Q'd2.

Para tanto, devemos analisar dois cendarios possiveis. Sao eles,

a) d; > 4: Observemos que para satisfazermos a primeira condigao, é suficiente
garantirmos que dy < dy, o que ¢é trivial, pois pela definicao dos valores e pela

hipotese deste sub-caso, temos

do <1<4d<d .
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Em relagao a segunda desigualdade, ela também ¢é trivial, visto que 79, 71 < 2
e p,dy,dy > 0. Dai,

To+7 <4<d; <p‘d(]+d1+Q'd2.

Logo, a Hipétese (H4) é atendida.

d; < 4: Neste sub-caso, como d; < 4, segue pelo Lema 5.3.3 que io(z) > 2
e is(r) > 3, em que usamos o mesmo raciocinio explicado no item anterior.
Ademais, também podemos resgatar do item anterior as estimativas dos para-

metros p e q, a saber, p,q > 6

Prosseguindo, como i1 (z) = 0 e 19,71 < 2d;, temos

AB
‘AB‘<T0+T1<4d1jd1>u. (546)

Agora, tomemos rj3 suficientemente grande de modo que, para qualquer r > rs,
dado xy € M,., com d; < 4, o angulo # da direcao correspondente a x; com a
direcao vertical é limitado por 0,05. No item anterior, mostramos com mais
detalhes como este processo ocorre. Como consequéncia, a trajetoria que gera
Tp serd praticamente vertical, isto é, proxima de |AB|. Dai, podemos tomar

r3 grande o suficiente de modo que as desigualdade abaixo sejam validas. A

saber,
4-|AB 4-1AB
sty < 1AB] 41481 o
-|AB
2do > 0,95 - |AB| = dy > 0952|| : (5.48)

Além disso, como as condigoes de F(z) e Fota+2(z) sdo essencialmente

iguais, pela reversibilidade do bilhar, também podemos assumir

0,95 |AB|

Ainda, pelo Lema 5.3.3, item ¢, podemos assumir
To + 71 < 1,04|AB| 3 (550)

visto que 79+ 7 ¢ precisamente o comprimento total da trajetéria entre F(x)
e Flotut2(y),
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Dai,

IS
=)
IS

0

IA

, pois ig > 2

—_
+
DN.
w|
i

- |AB]
6

VAN
0 Wl Wl

U
=

, pela Desigualdade (5.47)

A

-4d; , pela Desigualdade (5.46)

O >

U
=

|

do
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que é precisamente uma das desigualdades que queriamos verificar.

<d,

Agora, para verificarmos a segunda desigualdade, notemos que, devido as esti-

mativas de p e ¢, é suficiente verificarmos que

5d 5d
T0+T1 < ?0+d1+?2 .
Assim, pelas Desigualdades (5.46), (5.48) e (5.49), temos
5dy  , ,5ds 5 0,95-]AB| |AB| 5 0.95-]AB
6 6 6 2 4 6 2
25 - |AB|
=—>1,04-|AB| .
AP 1 o4
Unindo a expressao acima com a Desigualdade (5.50), obtemos
5d 5d
T0+1 <1,04-]|AB| < ?0+d1+?2 :

o que garante a validade da desigualdade que restava.

Portanto, a Hipotese (H4) segue para este caso.

Destarte, independente dos cenarios acima, desde que r > r3, garantimos que a
Hipétese (H4) ¢ valida.

Finalmente, para verificarmos a Hip6tese (H5), consideremos x € Xs, isto é, i1 (z) =
io(x) = 0. Consequentemente, d; > 4. Realmente, caso contrario, teriamos d; < 4.
Dai, pelo Lema 5.3.3, item a, temos i5(x) > 3. Absurdo. Logo, d; > 4. Além disso,

pela geometria do bilhar no limao,

TH<2=2m9<4.
Assim, combinando as desigualdades acima, segue que
d
d1>4>270:>d1>270:>70<§1,

que é a desigualdade necessaria para a validade da hipdtese desejada.

Portanto, a Hip6tese (H5) é vélida.
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Destarte, desde que r > max{rg,ry,re,r3} = ., as Hipoteses (H1)-(H2)-(H3)-
(H4)-(H5) sao todas verificadas, isto é, pelo Teorema 5.3.1, o sistema de bilhares Q(b, r)
¢é hiperbdlico.
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6 CONCLUSAO

Iniciamos este trabalho com uma breve contextualizagao histérica da area de Sis-
temas Dinamicos, direcionando, em seguida, nossa atencao a teoria dos bilhares, na qual
também exploramos seu desenvolvimento historico. Partindo dos trabalhos pioneiros de
Birkhoff, responsavel pela introducao da terminologia bilhar no contexto matematico, des-
tacamos contribui¢oes fundamentais de Sinai e Bunimovich, que estabeleceram as bases
do estudo dos bilhares cadticos, em particular os bilhares dispersores e focalizadores, res-
pectivamente. No contexto dos bilhares convexos, apresentamos as flores de Bunimovich e
seu consagrado mecanismo de defocalizacao, que desempenha papel central na compreen-
sao da hiperbolicidade em mesas focalizadoras. A partir dessas construgoes, introduzimos
os bilhares no limao assimétrico, cuja hiperbolicidade havia sido inicialmente constatada

por meio de evidéncias numéricas em (CHEN et al., 2013).

Com o objetivo de fornecer uma demonstracao rigorosa da hiperbolicidade des-
ses sistemas, como apresentada na referéncia (BUNIMOVICH; ZHANG; ZHANG, 2016),
desenvolvemos ao longo do trabalho um conjunto de resultados preliminares essenciais
para a compreensao do tema. Nesse sentido, apresentamos uma introducgao sistematica
a teoria dos bilhares, abordando os conceitos, defini¢oes e ferramentas necessarias para o

entendimento adequado dos argumentos centrais da dissertacgao.

Uma vez estabelecidos os pré-requisitos, passamos ao estudo detalhado do bilhar
no limao assimétrico por meio da analise de aplicagoes induzidas. O foco principal recaiu
sobre a caracterizagdo da evolucdo das curvaturas das frentes de onda, elemento crucial

para a verificacdo das propriedades hiperbdlicas do sistema.

Por fim, enunciamos as hipteses sob as quais a hiperbolicidade do bilhar no limao
assimétrico pode ser garantida, juntamente com resultados auxiliares que desempenham
papel decisivo na demonstracao dos principais teoremas do trabalho, a saber, a hiperbo-
licidade do sistema e a caracterizagao geométrica de mesas que satisfazem as condigoes

impostas.

No que diz respeito a continuidade dessas investigacoes, merece destaque o artigo
(JIN; ZHANG, 2021), no qual é apresentada uma nova prova matemética da hiperbo-
licidade dos bilhares no limao assimétrico. Nesse trabalho, além de se empregar uma
abordagem técnica distinta, as hipéteses consideradas sao substancialmente mais gerais.
Em particular, a hiperbolicidade é estabelecida no caso em que I'y é um arco maior, ao
passo que, no presente trabalho, por vezes assumimos a condigao |[AB| < 1. Além disso,
mais recentemente, o artigo (FAN; HASSELBLATT, 2025) demonstrou a ergodicidade
do bilhar no limao assimétrico, ampliando de forma significativa a compreensao dinamica

dessa classe de sistemas.
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APENDICE A - SIMULACOES DO BILHAR

Com o intuito de fornecermos uma percepcao visual de alguns dos temas aborda-

dos ao longo do trabalho, apresentaremos dois codigos feitos em Python que simulam a

dindmica do bilhar no circulo unitario e a dinamica do bilhar no limao assimétrico, respec-

tivamente. Tal abordagem enriquece o texto pois ilustra na pratica muitas propriedades

inerentes dos bilhares supracitados.

A.1 CODIGO DO BILHAR NO CIRCULO UNITARIO

Abaixo, segue o cddigo referente a dindmica do bilhar no circulo unitario.

Cdédigo 1: Simulagao do bilhar no circulo unitario.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import matplotlib.animation as animation

from matplotlib.widgets import TextBox, Button, CheckButtons

from matplotlib.patches import FancyBboxPatch

from collections import deque

plt.rcParams [’mathtext.fontset’] = ’stix’

plt.rcParams[’font.family’] = ’STIXGeneral’

class ParticulaBilhar:

def __init__(self, s, varphi, cor, ativa=True):
self.cor = cor
self.ativa = ativa
self .rastro = deque(maxlen=30) # ALTERAR TAMANHO DO RASTRO AQUI
self.colisoes_s = []
self.colisoes_varphi = []
self.velocidade_modulo = 0.02 # ALTERAR VELOCIDADE AQUI
self .reset (s, varphi)
def reset(self, s, varphi):
self.s_ini = s % (2 * np.pi)
self .varphi_ini = np.clip(varphi, -np.pi/2 + 0.001, np.pi/2 -
0.001)
self .pos = np.array([np.cos(self.s_ini), np.sin(self.s_ini)])
angle_normal_interna = self.s_ini + np.pi
vel_angle = angle_normal_interna + self.varphi_ini
self.vel = np.array([np.cos(vel_angle), np.sin(vel_angle)]) x

self.

velocidade_modulo

self

.rastro.clear ()
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# Limpa o histérico anterior
self.colisoes_s.clear ()

self .colisoes_varphi.clear ()

# ---> AS DUAS LINHAS NOVAS AQUI <---

# Registramos o ponto de partida para aparecer no Espago de

Colisdo desde o inicio

def

self.colisoes_s.append(self.s_ini)

self.colisoes_varphi.append(self.varphi_ini)

atualizar (self):

if not self.ativa: return

dt = 1.0

np.dot (self.vel, self.vel)

b = 2 * np.dot(self.pos, self.vel)

a

¢ = np.dot(self.pos, self.pos) - 1.0
delta = b*x2 - 4dkxaxc
t_colisao = None
if delta >= O:
t2 = (-b + np.sqrt(delta)) / (2x*a)
if 0 <= t2 < dt: t_colisao = t2
if t_colisao is not None:
self .pos = self.pos + self.vel * t_colisao
self .pos /= np.linalg.norm(self.pos)
s_atual = np.arctan2(self.pos[1], self.pos[0]) % (2*np.pi)

normal = -self.pos

vel_norm = self.vel / np.linalg.norm(self.vel)

sin_varphi = normal [0]*vel_norm[1] - normal[1]*vel_norm[O0]
varphi_atual = np.arcsin(np.clip(sin_varphi, -1.0, 1.0))

self.colisoes_s.append(s_atual)

self.colisoes_varphi.append(varphi_atual)

n_fora = self.pos
self .vel = self.vel - 2 * np.dot(self.vel, n_fora) * n_fora
self .pos = self.pos + self.vel * (dt - t_colisao)
else:
self .pos = self.pos + self.vel * dt
if np.linalg.norm(self.pos) > 1.001: self.pos /= np.linalg.norm(
self .pos)
self .rastro.append(self.pos.copy())
# --- CONFIGURAGAO DA INTERFACE (Eixos Manuais para total controle) ---

= plt.figure(figsize=(14, 8), facecolor=’vwhite’)

ax_mesa

# [esquerda, fundo, largura, altura] - Valores de 0 a 1

# Aumentei a largura/altura para 0.55 para a mesa ficar dominante

= fig.add_axes ([0.05, 0.33, 0.4, 0.56])
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# Espaco de colisdo um pouco menor e deslocado para a direita
ax_espaco = fig.add_axes ([0.55, 0.35, 0.34, 0.54])

pl = ParticulaBilhar (0.0, 0.5, ’indigo’, ativa=True)
p2 = ParticulaBilhar(np.pi, -0.5, ’orange’, ativa=False)

particulas = [pl, p2]

# --- AJUSTE DA MESA (Trago mais fino) ---

ax_mesa.set_facecolor ("#00000000")

circle = plt.Circle((0, 0), 1, color=’black’, fill=False, lw=1.5, zorder
=1)

5 ax_mesa.add_artist (circle)
; ax_mesa.set_xlim(-1.1, 1.1)

" ax_mesa.set_ylim(-1.1, 1.1)

ax_mesa.set_aspect(’equal’)

ax_mesa.set_title("Mesa do Bilhar",fontsize=14, fontweight=’bold’, pad
=20)

ax_mesa.set_xticks ([])

ax_mesa.set_yticks ([])

ax_mesa.set_frame_on(False)

# --- AJUSTE DO ESPAGCO DE COLISAO (Mais detalhado) ---
ax_espaco.set_facecolor ("#00000000")

ax_espaco.grid(True, alpha=0.2, linestyle=’-’, color=’gray’)

" ax_espaco.set_x1lim (0, 2*np.pi)

ax_espaco.set_ylim(-np.pi/2, np.pi/2)

ax_espaco.set_xlabel (r"Posigdo $s$", fontsize=11)

ax_espaco.set_ylabel(r"Angulo $\varphi$", fontsize=11)

ax_espaco.set_title("Espaco de Colis&do", fontsize=14, fontweight=’bold’,
pad=20)

3 # Eixo s com pi/2 e 3pi/2

ax_espaco.set_xticks ([0, np.pi/2, np.pi, 3*np.pi/2, 2%*np.pi])
ax_espaco.set_xticklabels([’0’, r’$\frac{\pi}{2}3%$’, r’$\pi$’, r’$\frac
{3\pi}{2}$°’, r’$2\pi$’1)

# Eixo varphi com pi/4 e -pi/4

ax_espaco.set_yticks([-np.pi/2, -np.pi/4, O, np.pi/4, np.pi/2])

ax_espaco.set_yticklabels ([r’$-\frac{\pi}{2}$’, r’$-\frac{\pi}{4}$’>, ’0°
, r’8\frac{\pi}{4}$’, r’$\frac{\pitr{238$°1)

# Elementos animados (Trago mais fino)

2 tracos = [ax_mesa.plot([], [], color=p.cor, lw=1.0, alpha=0.7) [0] for p

in particulas]
pontos = [ax_mesa.plot([], [], ’0’, color=p.cor, markersize=6,

markeredgecolor=’"vhite’, markeredgewidth=0.5) [0] for p in particulas]
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114 scatters = [ax_espaco.scatter([], [], s=10, color=p.cor, alpha=0.6,

edgecolors=’none’) for p in particulas]
116 # --- CONTROLES (UI) ---
118 # Pegamos as coordenadas reais dos graficos para alinhar tudo

perfeitamente

119 pos_m = ax_mesa.get_position () # Posigdo da Mesa (Esquerda)

120 pos_e

)

ax_espaco.get_position() # Posigdo do Espago de Colis8o (Direita

122 # Configuragdes de tamanho (mais compactas)
123 y_base = 0.10
124 h_caixa = 0.13

125 w_caixa = 0.14

126 espacamento_interno = 0.08 # Distdncia do label para o input
127

128 # --- Bloco Particula 1 (Alinhado com o inicio da Mesa) ---

129 rect_pl = FancyBboxPatch((0.2, 0.08), 0.11, 0.12, transform=fig.
transFigure,
130 boxstyle="round ,pad=0.01", facecolor="indigo",
alpha=0.15, zorder=-1)
131 fig.patches.append(rect_pl)
132 fig.text (0.255, 0.175, ’Particula 1,

133 color=’indigo’, fontsize=11, fontweight=’bold’, ha=’center’)

135 ax_s1 = plt.axes ([0.27, 0.125, 0.03, 0.03])

136 txt_sl1 = TextBox(ax_s1, r’$s \in [0, 2\pil\ : § >, initial="0.0")

137 ax_varl = plt.axes([0.271, 0.085, 0.03, 0.03])

138 txt_varl = TextBox(ax_varl, r’$\varphi \in \left[-\frac{\pil}{2}, \frac{\
pi*{2X\right]\ : $ ’, initial="0.5")

139

140 # --- Bloco Particula 2 (Alinhado ao lado da P1, ainda sob a Mesa) ---

141 rect_p2 = FancyBboxPatch((0.44, 0.08), 0.11, 0.12, transform=fig.
transFigure,

142 boxstyle="round ,pad=0.01", facecolor="orange",

alpha=0.15, zorder=-1)

143 rect_p2.set_visible(False) # Comega oculto

144 fig.patches.append(rect_p2)

145 txt_p2_label = fig.text(0.495, 0.175, ’Particula 27,

146 color=’orange’, fontsize=11, fontweight=’bold’, ha=’center’,

visible = False)

148 ax_s2 = plt.axes([0.508, 0.125, 0.03, 0.03])
149 txt_s2 = TextBox(ax_s2, r’$s \in [0, 2\pil\ : $ ’, initial="3.14")
150 ax_var2 = plt.axes([0.509, 0.085, 0.03, 0.03])
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txt_var2 = TextBox(ax_var2, r’$\varphi \in \left[-\frac{\pi}{2}, \frac{\
piX{2}\right]\ : $ ’, initial="-0.5")

ax_s2.set_visible(False); ax_var2.set_visible(False)

# --- Bloco de Controles (Alinhado com o inicio do Espago de Colis&o)

56 # Checkbox (Em cima)
’ ax_check = plt.axes([0.67, 0.15 , 0.13, 0.05])

ax_check.set_facecolor (’#e0e0e0’)
check = CheckButtons (ax_check, [’Ativar Particula 2°’], [Falsel])

# Opcional: Ajustar a cor do texto do checkbox para combinar com o
design
for label in check.labels:
label.set_fontsize (11)
label.set_fontweight (’bold’)
label.set_color(’darkorange’)

label.set_alpha(0.8) # Deixa o texto levemente suave

# Loégica para mostrar/esconder a UI da Particula 2
def altermnar_p2(label):
visivel = check.get_status () [0]
ax_s2.set_visible(visivel)
ax_var2.set_visible(visivel)
txt_p2_label.set_visible(visivel)
rect_p2.set_visible(visivel)

fig.canvas.draw_idle ()

7 check.on_clicked (alternar_p2)

# Botdo Reiniciar (Embaixo, mesma largura)
ax_btn = plt.axes([0.67, 0.08, 0.13, 0.05])

btn = Button(ax_btn, ’Reiniciar Simulacg&do’, color=’#e0e0e0’)

# Ajustes finais de estilo
for label in check.labels:
label.set_fontsize (10); label.set_fontweight (’bold’)

##### Centraliza o texto internamente

def centralizar_textbox(widget):
# Move a ancoragem para o meio (0.5) e centraliza o alinhamento
widget.text_disp.set_position((0.5, 0.5))
widget.text_disp.set_horizontalalignment (’center’)

widget.text_disp.set_verticalalignment (’center’)

# Aplique a funcdo em cada uma das suas caixas:
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centralizar_textbox (txt_si)

centralizar_textbox (txt_varl)

centralizar_textbox (txt_s2)

centralizar_textbox (txt_var2)

def

btn.

def

ani

reiniciar (event) :

try:
namespace = {"np": np, "pi": np.pi, "": np.pi}
sl = eval(txt_sl.text.replace(’’, ’pi’), namespace)
vl = eval(txt_varl.text.replace(’’, ’pi’), namespace)
s2 = eval(txt_s2.text.replace(’’, ’pi’), namespace)
v2 = eval(txt_var2.text.replace(’’, ’pi’), namespace)

pl.reset(sl, v1)
p2.ativa = check.get_status () [0]
if p2.ativa: p2.reset(s2, v2)

for s_plt in scatters: s_plt.set_offsets(np.empty((0, 2)))

except Exception as e: print(f"Erro: {e}")

on_clicked(reiniciar)

animate (i):
for idx, p in enumerate(particulas):
if p.ativa:
p-atualizar ()
if p.rastro:
X, y = zip(*p.rastro)
tracos [idx].set_data(x, y)
pontos [idx].set_data([p.pos[0]1], [p.pos([1]])
if p.colisoces_s:
scatters[idx].set_offsets(np.c_[p.colisoes_s, p.
colisoes_varphil)

else:

tracos[idx].set_data([], []); pontos[idx].set_data([],

scatters[idx].set_offsets (np.empty ((0, 2)))

return tracos + pontos + scatters

= animation.FuncAnimation(fig, animate, interval=10, blit=True,

cache_frame_data=False)

231 plt.show ()
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Na Figura A.1 a seguir, apresentamos a interface da simulagao gerada pelo coédigo

acima.
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Figura A.1 — Interface da simulagdo do bilhar no circulo unitario.

Mesa do Bilhar Espaco de Colisao
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Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Na interface acima, podemos perceber a mesa do bilhar na qual estamos traba-
lhando tal como o espaco de colisdo, com coordenadas s e ¢, atrelado a aplicagdo de
colisdo. O espaco de colisdo mapeia tanto as colisoes da particula 1, representada pela
cor roxa, quanto as colisoes da particula 2, representada pela cor laranja. Observemos
que a presenca da segunda particula é opcional. No mais, para definirmos as particulas
mencionadas, basta inserirmos suas coordenadas iniciais em suas respectivas caixas de
texto, conforme mostra a imagem. Sempre que alterarmos as condi¢Oes iniciais, deve-
mos selecionar a opgao “Reiniciar Simulagao” para que o codigo utilize os novos valores

selecionados.

A2 CODICO DO BILHAR NO LIMAO ASSIMETRICO

Agora, de modo analogo ao que fizemos acima, apresentaremos o codigo referente

a dindmica do bilhar no limao assimétrico.

Cddigo 2: Simulagao do bilhar no limao assimétrico.

1 import numpy as np
2 import matplotlib.pyplot as plt

3 import matplotlib.animation as animation
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import itertools # Importacgdo extra necessaria no topo do arquivo para

alternar cores

from matplotlib.widgets import TextBox, Button, CheckButtons

from matplotlib.patches import FancyBboxPatch

from collections import deque

plt.rcParams[’mathtext.fontset’] = ’stix’
) plt.rcParams[’font.family’] = ’STIXGeneral’
# --- MOTOR FISICO (ESTRUTURA COMPLETA E ORIGINAL) ---
class ParticulaBilhar:
def __init__(self, s, phi, r, b):
self .rastro = deque (maxlen=30)
self.vel_modulo = 0.02
self.valido = False
self .historico_mapa = []
self .reset(s, phi, r, b)
def reset(self, s, phi, r, b):
self.r, self.b = r,
self .rastro.clear ()
self .historico_mapa = []
self .parada_no_vertice = False # <--- NOVA FLAG

if not ((b < r + 1) and (b > abs(r - 1))):

self .valido = False; return
self.valido = True
self.x_int = (r**2 - 1 - bx%x2) / (2 x b)
y_int = np.sqrt(max(0, 1 - self.x_int#**2))
# <--- NOVAS LINHAS: Armazenando os vértices
self.vertices = [
np.array ([self.x_int, y_int]),
np.array([self.x_int, -y_int])
]
self .phi_cl = np.arccos(self.x_int)
self.len_gl = 2 * np.pi - 2 * self.phi_cl

phi_dr = np.arctan2(y_int, self.x_int + Db)

self.len_gr = 2 * phi_dr * r

self.s_total = self.len_gl + self.len_gr
s_norm = s % self.s_total

self .pos, n = self.get_pos_from_s(s_norm)



def

self.

# Vetor tangencial para alinhar o &ngulo imnicial
t_vec = np.array([n[1], -n[0]])

vx = n[0]*np.cos(phi) + t_vec[0]l*np.sin(phi)

vy = n[1]l*np.cos(phi) + t_vec[1]l*np.sin(phi)

self .vel = np.array([vx, vyl) * self.vel_modulo
if np.dot(self.vel, n) < 0: self.vel = -self.vel

self .historico_mapa.append ((s_norm, phi))

self .rastro.append(self.pos.copy())

get_pos_from_s(self, s_val):

if s_val <= self.len_gl:

ang self .phi_cl + s_val
pos = np.array ([np.cos(ang), np.sin(ang)])
n = -pos

else:

s_rel = s_val - self.len_gl
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phi_dr_val = np.arctan2(np.sqrt(max(0, 1-self.x_int*x*2)),

Xx_int+self.b)
ang = -phi_dr_val + (s_rel/self.r)

pos = np.array([-self.b + self.r * np.cos(ang),

sin(ang)])

def

self.

def

n = np.array([-np.cos(ang), -np.sin(ang)l])

return pos, n / np.linalg.norm(n)

get_s_from_pos(self, pos, parede):

if parede == ’G1°’:
ang = np.arctan2(pos[1], pos[0])
if ang < self.phi_cl - 0.1: ang += 2*np.pi
return ang - self.phi_cl

else:

ang = np.arctan2(pos[1], pos[0] + self.Db)

self .r * np.

phi_dr_val = np.arctan2(np.sqrt(max (0, 1-self.x_int*%*2)),

X_int+self.b)

return (ang + phi_dr_val) * self.r + self.len_gl

atualizar (self):

if not self.valido or self.parada_no_vertice: return

dt = 1.0

# Testes de Colisdo - Componente Gl
al = np.dot(self.vel, self.vel)

bl = 2 * np.dot(self.pos, self.vel)
cl = np.dot(self.pos, self.pos) - 1.0

deltal = bl**x2 - 4*xalx*cl



# Testes de Colisdo - Componente Gr

origem_r = np.array([-self.b, 0.0])

p_rel = self.pos - origem_r

a_r = np.dot(self.vel, self.vel)

b_r = 2 * np.dot(p_rel, self.vel)

c_r = np.dot(p_rel, p_rel) - self.rxx*2
delta_r = b_r**x2 - 4%a r*c_r

t_min, parede = float(’inf’), None

if deltal >= O0:
for sign in [-1, 1]:
t = (-bl + sign*np.sqrt(deltal)) / (2xal)
if t > 1le-8:
p_t = self.pos + t * self.vel
if p_t[0] <= self.x_int + le-5:
if t < t_min: t_min, parede = t, ’G1°’
if delta_r >= O:
for sign in [-1, 1]:
t = (-b_r + sign#*np.sqrt(delta_r)) / (2*a_r)
if t > 1le-8:
p_t = self.pos + t * self.vel
if p_t[0] >= self.x_int - le-5:

if t < t_min: t_min, parede = t, ’Gr’
if t_min < dt:
self .pos = self.pos + self.vel * t_min
# <--- NOVO BLOCO: Verificagdo do Vértice --->
limiar_vertice = le-3 # Distdncia minima para considerar

colisdo no vértice

for v in self.vertices:

if np.linalg.norm(self.pos - v) < limiar_vertice:

self .parada_no_vertice True
self.vel = np.array([0.0, 0.0])

return # Encerra o cadlculo desta etapa
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n = -self.pos if parede == ’Gl’ else (origem_r - self.pos)/

self.r

n /= np.linalg.norm(n)

# Reflete a velocidade
self.vel = self.vel - 2 * np.dot(self.vel, n) * n

# Calculo de phi (Birkhoff)

v_dir = self.vel / np.linalg.norm(self.vel)
t_vec = np.array([n[1], -n[0]])

v_t = np.dot(v_dir, t_vec)
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v_n = np.dot(v_dir, n)
phi_col = np.arctan2(v_t, v_n)
s_col = self.get_s_from_pos(self.pos, parede) J self.s_total

self .historico_mapa.append ((s_

col, phi_col))

self .pos += self.vel * (dt - t_min) + n * le-7

else:

self .pos = self.pos + self.vel * dt

# Rede de Seguranca (Snapping)
dist_cl = np.linalg.norm(self.pos)

dist_cr = np.linalg.norm(self.pos

- origem_r)

if dist_cl > 1.0001 or dist_cr > self.r + 0.0001:

if self.pos[0] < self.x_int:

self .pos /= dist_cl; n = -self.pos
else:
p_rel_n = (self.pos - origem_r)
self .pos = origem_r + (p_rel_n / np.linalg.norm(p_rel_n)
) * self.r
n = (origem_r - self.pos) / self.r

n /= np.linalg.norm(n)
if np.dot(self.vel, n) < O0:

self.vel = self.vel - 2 * np.dot(self.vel, n) * n

self .rastro.append(self.pos.copy ()

# --- APRESENTAGAO E DESENHO ---

)

def desenhar_sistema(ax_main, ax_ref, ax_info, ax_map, r, b, s_val,

phi_val):

ax_main.clear (); ax_ref.clear(); ax_info.clear();

for ax in [ax_main, ax_ref, ax_info]:

ax_map.axis(’on’)

# Titulos das Segdes

ax_ref.title.set_position([0.37, 0.01]

ax.axis(Poff’)

)

ax_map.clear ()

ax_ref .set_title("Representacdo Geral", fontsize=10, fontweight="

bold’, pad=0.5)
ax_main.title.set_position([0.55, 1.0]

ax_main.set_title("Mesa do Bilhar", fontsize=14,

pad=15)

# Thumbnail Geral (Sempre visivel)

theta_f = np.linspace(0, 2%np.pi, 500)

)

ax_ref .plot(np.cos(theta_f), np.sin(theta_£f), ’k’, lw=1)

ax_ref .plot(-b + r * np.cos(theta_f£f),
=1)

ax_ref .set_aspect(’equal’)

r * np.sin(theta_f),

)k)’

fontweight="bold’,

1w
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lim_ref = max(1l, abs(b) + r) + 0.2
ax_ref.set_xlim(-lim_ref, lim_ref); ax_ref.set_ylim(-lim_ref,

lim_ref)

existe_limao = (b < r + 1) and (b > abs(r - 1))
if existe_limao:

# Piscininha Aquamarine

cl_ref = plt.Circle((0, 0), 1, color=’aquamarine’, alpha=0.5);
ax_ref.add_patch(cl_ref)

cr_ref = plt.Circle((-b, 0), r, visible=False); ax_ref.add_patch
(cr_ref); cl_ref.set_clip_path(cr_ref)

x_int = (r**2 - 1 - bx*2) / (2 * b)
y_int = np.sqrt(max(0, 1 - x_int**2))

phi_cl = np.arccos(x_int); len_gl = 2 * np.pi - 2 * phi_cl

phi_dr = np.arctan2(y_int, x_int + b); len_gr 2 *x phi_dr * r

s_total = len_gl + len_gr

# Mesa Principal

tl = np.linspace(phi_cl, 2*np.pi - phi_cl, 400); ax_main.plot(np
.cos(tl), np.sin(tl), ’k’, lw=2)

tr = np.linspace(-phi_dr, phi_dr, 400); ax_main.plot(-b + r * np
.cos(tr), r * np.sin(tr), ’k’, lw=2)

ax_main.set_aspect (’equal’)

# --- Painel de Info (Lado a lado e centralizado) ---

# Criamos a string sem o \n e com espagos simples

info_txt = fr"$|\Gamma_1| = {len_g1:.3f}$ , $[\Gamma_r| = {
len_gr:.3f}$ , $s_{{totall}} = {s_total:.3f}$"

# Usamos ha=’center’ e va=’center’ com transform para garantir
que o texto mndo "fuja" da caixa
ax_info.text (0.5, 0.5, info_txt, fontsize=10, family=’serif’,
ha=’center’, va=’center’, transform=ax_info.

transAxes)

# Espacgo de Colisdo Estilizado

ax_map.set_title("Espago de Colis&o", fontsize=14, fontweight=’
bold’, pad=20)

ax_map.axvline (x=len_gl, color=’red’, linestyle=’--’, alpha=0.5)
# Linha de transicgéo

ax_map.set_xlabel ("Posigdo $s$")

ax_map.set_ylabel (r"Angulo $\varphi$")

ax_map.set_x1im (0, s_total); ax_map.set_ylim(-np.pi/2, np.pi/2)

# Ticks em fragdes de PI
ax_map.set_yticks([-np.pi/2, -np.pi/4, O, np.pi/4, np.pi/2])
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" ax_b = fig.add_axes ([0.135, 0.84, 0.04, 0.03]1); txt_b
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ax_map.set_yticklabels ([r’$-\frac{\pi}{2}$’, r’$-\frac{\pi}{4}$’
, 207, r’$\frac{\pi}{4}$’, r’$\frac{\pi}{2}$°1)

ax_map.grid(True, alpha=0.2)
else:

ax_main.text (0.5, 0.5, "PARAMETROS INVALIDOS", color=’red’, ha=’
center’, fontweight=’bold’, transform=ax_main.transAxes)

return existe_limao

# --- INTERFACE E LOGICA DE MULTIPLAS PARTICULAS ---
fig = plt.figure(figsize=(16, 9), facecolor=’white’)
ax_ref = fig.add_axes([0.008, 0.13, 0.25, 0.25])

27 ax_main = fig.add_axes ([0.27, 0.1, 0.35, 0.8])

ax_info fig.add_axes ([0.04, 0.365, 0.15, 0.15])
ax_map = fig.add_axes([0.72, 0.165, 0.23, 0.7])

# Caixas da Mesa

rect_mesa = FancyBboxPatch((0.055, 0.835), 0.12, 0.12, transform=fig.
transFigure,

boxstyle="round ,pad=0.01", facecolor="gray",
alpha=0.1, zorder=-1)

fig.patches.append(rect_mesa)

fig.text(0.115, 0.93, "Informagdes da Mesa", fontsize=11, fontweight=’
bold’, ha=’center’)

ax_r = fig.add_axes ([0.122, 0.88, 0.04, 0.03]); txt_r
$r\in[0,\infty)\ : $§ ’, initial="1.5")

TextBox(ax_r, r’

TextBox(ax_b, r’
$b\in(r-1,r+1)\ : $§ ’, initial="0.8")

# Caixas P1
rect_pl = FancyBboxPatch((0.055, 0.685), 0.12, 0.12, transform=fig.
transFigure,
boxstyle="round ,pad=0.01", facecolor="indigo",
alpha=0.15, zorder=-1)
fig.patches.append(rect_p1l)
fig.text(0.115, 0.78, "Particula 1", fontsize=11, fontweight=’bold’,
color=’indigo’, ha=’center’)
ax_sl = fig.add_axes([0.128, 0.73, 0.04, 0.03]); txt_sl = TextBox(ax_s1,
r’$s_1\in[0,s_{totall}]\ : $ ’, initial="0.1")
ax_phil = fig.add_axes([0.126, 0.69, 0.04, 0.03]); txt_phil = TextBox(
ax_phil, r’$\varphi_1\in\left[-\frac{\pil}{2},\frac{\pi}t{2F\right]l \
$ °’, initial="0.3")

# Checkbox P2 Centralizado
ax_chk = fig.add_axes ([0.046, 0.615, 0.138, 0.05])
ax_chk.set_facecolor (’#e0e0e0’)

chk_p2 = CheckButtons(ax_chk, [’Ativar Particula 2’], [Falsel)
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# Opcional: Ajustar a cor do texto do checkbox para combinar com o
design
for label in chk_p2.labels:
label.set_fontsize (11)
label.set_fontweight (’bold’)
label.set_color (’darkorange’)

label.set_alpha(0.8) # Deixa o texto levemente suave

# Caixas P2 (Ocultas inicialmente)

rect_p2 = FancyBboxPatch((0.055, 0.475), 0.12, 0.12, transform=fig.
transFigure, boxstyle="round,pad=0.01", facecolor="orange", alpha
=0.15, zorder=-1)

rect_p2.set_visible(False) # Comeca oculto

fig.patches.append(rect_p2)

txt_p2_label = fig.text(0.115, 0.57, "Particula 2", fontsize=11,

fontweight=’bold’, color=’orange’, ha=’center’,

visible=False)

ax_s2 = fig.add_axes ([0.127, 0.52, 0.04, 0.03])

j ax_phi2 = fig.add_axes ([0.124, 0.48, 0.04, 0.03])
57 txt_s2 = TextBox(ax_s2, r’$s_2 \in [0, s_{totall}]\ : $ ’, initial="0.11"

)
txt_phi2 = TextBox(ax_phi2, r’$\varphi_2 \in \left[-\frac{\pil}{2}, \frac
\pi}{2}\right]l\ : $ °, initial="0.31")

ax_s2.set_visible(False); ax_phi2.set_visible(False)

##### Centraliza o texto internamente

def centralizar_textbox(widget):
# Move a ancoragem para o meio (0.5) e centraliza o alinhamento
widget.text_disp.set_position((0.5, 0.5))
widget.text_disp.set_horizontalalignment (’center’)

widget.text_disp.set_verticalalignment (’center’)

# Aplique a fungdo em cada uma das suas caixas:
centralizar_textbox(txt_r)
centralizar_textbox(txt_b)

centralizar_textbox (txt_s1)

centralizar_textbox (txt_phil)
centralizar_textbox (txt_s2)

centralizar_textbox (txt_phi2)

FECLES FUNQAD PARA NORMALIZAR 0O VALOR DE ’s’ NA INTERFACE ---
def normalizar_s(texto_digitado, widget_textbox):
try:
s_val = float(texto_digitado)
float (txt_r.text)
float (txt_b.text)

r
b
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# Verifica se a mesa (lim&o) existe com os r e b atuais
if (b < r + 1) and (b > abs(r - 1)):
# Recalcula s_total com base na geometria atual
x_int = (r**2 - 1 - b*x*2) / (2 * b)
y_int = np.sqrt(max(0, 1 - x_int**2))

phi_cl = np.arccos(x_int)

len_gl = 2 * np.pi - 2 * phi_cl

phi_dr np.arctan2(y_int, x_int + b)

len_gr = 2 * phi_dr * r

s_total = len_gl + len_gr

# Calcula o mbédulo

s_norm = s_val % s_total

# Atualiza a caixa de texto apenas se o valor mudou
# (isso evita loops infinitos se o set_val disparar o evento
novamente)
if abs(s_val - s_norm) > le-6:
widget_textbox.set_val (f"{s_norm:.3f}")
except ValueError:

pass # Ignora caso o usuario digite texto em vez de nimeros

# --- CONECTANDO O EVENTO AS CAIXAS S1 E S2 ---

; txt_sl.on_submit(lambda text: normalizar_s (text, txt_s1))

’ txt_s2.on_submit (lambda text: normalizar_s(text, txt_s2))

##### Botdo Atualizar (movido mais para baixo)
ax_btn = fig.add_axes([0.055, 0.08, 0.12, 0.05]); btn = Button(ax_btn, °’

Reiniciar Simulagdo’)

# Logica para mostrar/esconder a UI da Particula 2

def alternar_p2(label):
visivel = chk_p2.get_status () [0]
ax_s2.set_visible(visivel)
ax_phi2.set_visible(visivel)
txt_p2_label.set_visible(visivel)
rect_p2.set_visible(visivel)
fig.canvas.draw_idle ()

chk_p2.on_clicked(alternar_p2)

# --- INSTANCIAGAQO DAS PARTICULAS E OBJETOS GRAFICOS ---

pl = ParticulaBilhar (0.0, 0.3, 1.5, 0.8)

p2 = ParticulaBilhar (0.0, 0.31, 1.5, 0.8) # P2 criada, mas controlada
por flag

p2_ativa = False
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desenhar_sistema(ax_main, ax_ref, ax_info, ax_map, 1.5, 0.8, 0.0, 0.3)

# Objetos graficos P1 (Indigo)
tracol, = ax_main.plot([], [], ’indigo’, lw=1.2, alpha=0.7)

pontol, = ax_main.plot([], [], color=’indigo’, marker=’o’, markersize=6)

mapal, = ax_map.plot([], [], color=’indigo’, marker=’o’, markersize=1.8,

alpha=0.5, linestyle=’None’)

# Objetos graficos P2 (Orange)
traco2, = ax_main.plot([], [], ’orange’, lw=1.2, alpha=0.7)

ponto2, = ax_main.plot([], [], color=’orange’, marker=’o’, markersize=6)

mapa2, = ax_map.plot([], [], color=’orange’, marker=’o’, markersize=1.8,

alpha=0.5, linestyle=’None’)

# --- ATUALIZAGAO DOS DADOS ---
def atualizar_btn(event):

# IMPORTANTE: Adicionamos ’ani’ & lista de variaveis globais

global p2_ativa, tracol, pontol, mapal, traco2, ponto2, mapa2, ani

try:
rv, bv = float(txt_r.text), float(txt_b.text)
slv, philv = float(txt_sl.text), float(txt_phil.text)

p2_ativa = chk_p2.get_status () [0]

# 1. Parar a animagdo atual para n&o conflitar com a limpeza da

tela
if ’ani’ in globals() and ani.event_source is not None:

ani.event_source.stop ()

if desenhar_sistema(ax_main, ax_ref, ax_info, ax_map, rv, bv,

slv, philv):
pl.reset(slv, philv, rv, bv)

# Limpa e recria graficos da Pl1

tracol, = ax_main.plot([], [], ’indigo’, lw=1.2, alpha=0.7)

pontol, = ax_main.plot([], [], color=’indigo’, marker=’o’,

markersize=6)
mapal, = ax_map.plot([], []l, color=’indigo’, marker=’o’,

markersize=1.8, alpha=0.5, linestyle=’None’)

if p2_ativa:

s2v, phi2v = float(txt_s2.text), float(txt_phi2.text)

p2.reset(s2v, phi2v, rv, bv)
else:

p2.rastro.clear(); p2.historico_mapa.clear ()

# Limpa e recria graficos da P2
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traco?2, ax_main.plot ([], [], ’orange’, lw=1.2, alpha=0.7)

ponto2, ax_main.plot ([], [], color=’orange’, marker=’o’,
markersize=6)
mapa2, = ax_map.plot([], [], color=’orange’, marker=’o’,

markersize=1.8, alpha=0.5, linestyle=’None’)

# 2. Forgar a renderizag8o imediata do novo fundo (A nova
mesa)

fig.canvas.draw ()

# 3. Recriar a animagdo. Isso forga o blit a tirar uma nova
"foto" do fundo atualizado.
ani = animation.FuncAnimation(fig, animate, interval=10,

blit=True, cache_frame_data=False)

except ValueError:

pass

btn.on_clicked(atualizar_btn)

--- BOTAO EXTRA: LIMPAR MAPA ---

# Posig8o y=0.02 coloca ele logo abaixo do bot&o de Reiniciar (que esta

em y=0.08)

ax_btn_limpar = fig.add_axes ([0.055, 0.02, 0.12, 0.05])

btn_limpar = Button(ax_btn_limpar, ’Limpar Mapa’)

def limpar_mapa(event):

# Esvazia o histdérico das duas particulas
pl.historico_mapa.clear ()

p2.historico_mapa.clear ()

# Limpa os dados visuais plotados no momento
mapal.set_data ([, [])
mapa2.set_data ([], [1)

# Forga a interface a apagar os pontos velhos imediatamente

fig.canvas.draw_idle ()

btn_limpar.on_clicked(limpar_mapa)

# --- LOOP DE ANIMAGAQD ---

def animate(i):

graficos = []

# Processa P1
if pl.valido:

pl.atualizar ()
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if pl.rastro:
X, y = zip(*pl.rastro); tracol.set_data(x, y)
pontol.set_data([pl.pos[0]], [pl.pos[1]])

if pl.historico_mapa:

s_pts, phi_pts = zip(*pl.historico_mapa); mapal.set_data(

s_pts, phi_pts)

#

graficos.extend([tracol, pontol, mapall])

Processa P2 (se ativada pelo usuério)

if p2_ativa and p2.valido:

p2.atualizar ()

if p2.rastro:
X, y = zip(xp2.rastro); traco2.set_data(x, y)
ponto2.set_data([p2.pos[0]], [p2.pos[1]])

if p2.historico_mapa:

s_pts, phi_pts = zip(*p2.historico_mapa); mapa2.set_data(

s_pts, phi_pts)

graficos.extend([traco2, ponto2, mapa2])

else:

# Se P2 for desativada durante a execucgdo, esvazia os dados

visuais

traco2.set_data([], []); ponto2.set_data([], []); mapa2.set_data

i,

graficos.extend ([traco2, ponto2, mapa2])

return graficos

ani =

animation.FuncAnimation(fig, animate, interval=10, blit=True,

cache_frame_data=False)
143 plt.show ()

acima.

Na Figura A.2 abaixo, apresentamos a interface da simulagao gerada pelo cédigo
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Figura A.2 — Interface da simulagdo do bilhar no limao assimétrico.

InformacGes da Mesa Mesa do Bilhar

ref0,) :
be(r—1r+1): z

Particula 1

51 €0, S0l =
meri: |

Espaco de Colisao

20,50 :[ 01T H
= 01
rei£y (1] 2

IM11=4932, ITI=1.251, S =6.184 . - . -

Representacao Geral

Reiniciar Simulagio Posigdo s

Limpar Mapa

il

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Similarmente a interface da Figura A.1, na interface acima consta a mesa do
bilhar na qual estamos trabalhando tal como o espacgo de colisao, com coordenadas s e ,
atrelado a aplicagao de colisdo. O espaco de colisao mapeia tanto as colisdes da particula
1, representada pela cor roxa, quanto as colisoes da particula 2, representada pela cor
laranja. Novamente, a presenca da segunda particula é opcional. Além disso, somos
capazes de definirmos as particulas mencionadas inserindo suas coordenadas iniciais em
suas respectivas caixas de texto, conforme mostra a imagem. Sempre que alterarmos as
condicOes iniciais, devemos selecionar a opcao “Reiniciar Simulagao” para que o codigo

utilize os novos valores selecionados.

Agora, diferente do cédigo anterior, temos um controle maior sobre a mesa es-
tudada. No caso, podemos definir os valores de r e b que geram a mesa. Para valores
consistentes, a mesa do bilhar é gerada e representada de forma explicita no centro da
interface, enquanto que a situacao grafica que gera tal mesa é representada com menos

destaque no canto inferior esquerdo da interface.

Para cada mesa escolhida, as componentes I'y e I, apresentam comprimentos dis-
tintos, consequentemente, o comprimento total da mesa, denotado por s;uq, também
varia. Todos estes valores sao calculados e exibidos abaixo da caixa atrelada a particula
2. Em especial, no espaco de fase sempre ha uma linha vertical vermelha, que representa

justamente a reta s = |I';|, que estd contida no conjunto das singularidades do bilhar.

A insercdo de uma segunda particula é interessante pois nos permite comparar
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orbitas de dois pontos préximos. Neste caso, outra funcionalidade 1til é o botao de
“Limpar Mapa”, que limpa o espaco de colisao sem reiniciar a simulacao, possibilitando a
comparag¢ao da orbita de dois pontos em um momento futuro de forma mais clara, visto

que retira a poluicdo gerada pelas colisoes até o momento escolhido.

Por fim, ressaltamos que apesar das simulacoes apresentadas serem muito uteis
para uma melhor compreensao da dinamica, elas nao passam de ferramentas e devem
ser analisadas com cuidado, visto que, devido aos erros de aproximacoes e as iteracoes

sucessivas dos mesmos, a confiabilidade da simulac¢ao diminui conforme o tempo aumenta.
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