UNIVERSIDADE FEDERAL DE JUIZ DE FORA
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

Pedro Henrique Meirelles de Azevedo

Difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos robustamente transitivos: o exemplo
do Shub e a classe de Shub

Juiz de Fora

2026



Pedro Henrique Meirelles de Azevedo

Difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos robustamente transitivos: o exemplo
do Shub e a classe de Shub

Dissertacao apresentada ao Programa de Pos-
Graduacao em Matematica da Universidade
Federal de Juiz de Fora como requisito par-
cial a obtencao do titulo de Mestre em Mate-
mética. Area de concentracio: Matemética
Pura.

Orientador: Prof. Dr. José Barbosa Gomes

Juiz de Fora

2026



Ficha catalografica elaborada através do Modelo Latex do CDC da UFJF

com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

Meirelles de Azevedo, Pedro Henrique.

Difeomorfismos parcialmente hiperbélicos robustamente transitivos : o
exemplo do Shub e a classe de Shub / Pedro Henrique Meirelles de Azevedo.
—2026.

110 f. : il

Orientador: José Barbosa Gomes
Dissertagao (Mestrado) — Universidade Federal de Juiz de Fora, Instituto
de Ciéncias Exatas. Programa de Pds-Graduagdo em Matematica, 2026.

1. Parcialmente Hiperbdlico. 2. Transitivo. 3. Exemplo do Shub. 4.
Classe de Shub. I. Gomes, José Barbosa, orient. II. Titulo.




Pedro Henrique Meirelles de Azevedo

Difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos robustamente transitivos: o exemplo do Shub e a classe de Shub

Dissertacdo apresentada ao Programa de Pds-
graduacdo em Matematica da Universidade Federal de
Juiz de Fora como requisito parcial a obtengao do titulo
de Mestre em Natemadtica. Area de concentragao:
Matematica Pura.

Aprovada em 27 de fevereiro de 2026.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. José Barbosa Gomes - Orientador
Universidade Federal de Juiz de Fora

Prof. Dr. Regis Castijos Soares Junior
Universidade Federal de Juiz de Fora

Prof2. Dr2. Pouya Mehdipour
Universidade Federal de Vigosa

Juiz de Fora, 08/07/2026.

— -
1
Ser 5
assinatura

eletrbnica

—y
ju
Sel &

assinatura

eletrénica

seil i

assinatura

eletrnica

Documento assinado eletronicamente por Jose Barbosa Gomes, Professor(a), em 08/07/2026, as 17:41,
conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no § 32 do art. 4° do Decreto n® 10.543, de 13 de novembro
de 2020.

Documento assinado eletronicamente por Regis Castijos Alves Soares Junior, Professor(a), em 16/07/2026, as
11:47, conforme hordario oficial de Brasilia, com fundamento no § 32 do art. 42 do Decreto n® 10.543, de 13 de
novembro de 2020.

Documento assinado eletronicamente por Pouya Mehdipour, Usuario Externo, em 17/07/2026, as 12:44,
conforme hordrio oficial de Brasilia, com fundamento no § 32 do art. 4° do Decreto n® 10.543, de 13 de novembro
de 2020.



http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_ato2019-2022/2020/decreto/D10543.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_ato2019-2022/2020/decreto/D10543.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_ato2019-2022/2020/decreto/D10543.htm

Dedico este trabalho a minha mae, ao meu irmao e as

minhas irmas.



AGRADECIMENTOS

Agradeco a minha mae, Ana Paula, ao meu irmao, Felipe, e as minhas irmas,

Ariane e Mariana, por todo o apoio, que foi fundamental para que eu chegasse até aqui.

Agradeco ao professor José Barbosa pela orientagao e por estar sempre disposto a
discutir minhas duvidas, o que contribuiu significativamente para uma maior compreensao
dessa teoria. Agradeco também ao professor Regis por ter me introduzido na area de

sistemas dinamicos, ainda durante a graduacao.

Agradeco a todos os colegas com os quais eu tive contato durante a pds-graduacao.
Em particular, agradeco ao Gustavo pelas incontaveis horas de conversas, sejam elas

matematicas ou nao.

Agradeco a todos os demais professores do departamento que, de alguma forma,

participaram da minha formagao.

Por fim, agradego a CAPES e a FAPEMIG pelo auxilio financeiro concedido durante

o mestrado.



RESUMO

Neste trabalho, discutimos difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos robustamente
transitivos, com énfase no exemplo classico do Shub e a classe de Shub. Analisamos a
construgao original do exemplo de Shub, o primeiro exemplo de difeomorfismo parcial-
mente hiperbdlico estritamente nao hiperbodlico a apresentar a transitividade robusta, e a

generalizagao proposta pela classe de Shub, introduzida em 2025.

Palavras-chave: parcialmente hiperbdlico; transitivo; exemplo do Shub; classe de Shub.



ABSTRACT

In this work, we discuss robustly transitive partially hyperbolic diffeomorphisms,
with emphasis on the classical Shub’s example and the Shub class. We analyze the original
construction of the Shub example, the first example of a strictly non-hyperbolic partially
hyperbolic diffeomorphism exhibiting robust transitivity, and the generalization proposed
by the Shub class, introduced in 2025.

Keywords: partially hyperbolic; transitive; Shub’s example; Shub class.
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1 INTRODUCAO

Na matematica, a teoria de sistemas dinamicos é a area responsavel por estudar
a forma como um sistema evolui com o tempo. Seu objetivo é compreender tanto o
comportamento individual de cada trajetéria quanto a complexidade geral do sistema,
analisando seu comportamento qualitativo e as propriedades geométricas que emergem a

longo prazo.

O desenvolvimento dessa disciplina tem como marco inicial os trabalhos de Henri
Poincaré que, ao estudar a mecanica dos corpos celestes na década de 1890, introduziu
conceitos fundamentais como variedades estaveis e instaveis e interse¢des homoclinicas,
além de analisar problemas de estabilidade. As contribui¢oes mencionadas estao presentes
principalmente em suas obras Sur le probléme des trois corps et les equations de la
dynamique, (34), e Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste, (35). Posteriormente,
George D. Birkhoff deu continuidade ao legado de Poincaré, consolidando as bases tedricas

deste campo.

Em 1937, no artigo Systémes Grossieres, (36), Aleksandr Andronov e Lev Pontryan-
gin introduziram formalmente o conceito de estabilidade estrutural, que descreve sistemas
cujo comportamento qualitativo permanece inalterado quando submetidos a pequenas
perturbagoes. A preservacao de propriedades dinamicas sob perturbagoes admitiu grande
importancia nessa teoria. Nesse contexto, dizemos que uma propriedade é robusta quando
é preservada por pequenas perturbagoes. Em particular, uma caracteristica dinamica que
nos sera de particular interesse é a transitividade, isto é, a propriedade de possuir uma

Orbita densa.

O primeiro exemplo de difeomorfismo a apresentar a propriedade de transitividade
robusta foi apresentado em 1969 por Dmitri Anosov, em sua obra Geodesic flows on closed
Riemann manifolds with negative curvature, (37). Nesse texto, o autor demonstra que
os difeomorfismos de Anosov sao estaveis frente a perturbagoes quando considerada a
topologia C!. A partir dai, como corolério, segue que todo difeomorfismo Anosov transitivo

é C'' robustamente transitivo.

Em 1971, Michael Shub introduziu nos artigos Topologically transitive diffeo-
morphisms of T4, (24), e Instability, (25), o classico exemplo do Shub, construido no toro
T*. Essa construcao representou o primeiro exemplo de um difeomorfismo parcialmente
hiperbdlico, nao hiperbdlico, a exibir a propriedade de transitiva robusta. Poucos anos
depois, em 1978, no artigo Contributions to the stability conjecture, (38), Ricardo Mané
apresenta outro exemplo de difeomorfismo parcialmente hiperbdlico, nao hiperbdlico,

exibindo a propriedade de transitividade robusta, dessa vez construido no toro T2.

Recentemente, em 2025, no artigo Shub’s example revisited, (27), Chao Liang,

Radu Saghin, Fan Yang e Jiagang Yang apresentam uma nova construgao baseada no
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trabalho de Shub, introduzindo uma classe de aplicagoes denominada classe de Shub.
No presente trabalho, analisaremos o artigo mencionado acima, discutindo alguns dos
principais resultados expostos pelo mesmo. Entre os principais resultados considerados,
destacam-se a demonstracao de que o subconjunto U" da classe de Shub é aberto na
topologia C?, a relacdo homoclinica entre quaisquer dois pontos periédicos hiperbélicos
com variedade estavel bidimensional de uma aplicagao neste conjunto e a unicidade da

classe homoclinica associada a esses pontos, a qual coincide com toda a variedade ambiente.

Nos paragrafos a seguir, apresentamos uma breve descricao da organizagao deste

trabalho e do contetiddo de cada um dos capitulos.

No Capitulo 2, estabelecemos os pré-requisitos bésicos de diferentes areas da
matematica necessarios para a compreensao do restante do texto. Entre os topicos
abordados estao topologia geral, teoria de folheacoes, teoria de fibrados, topologia C” e

sistemas dindmicos.

No Capitulo 3, introduzimos o conceito de hiperbolicidade em diferentes contextos.
Mais precisamente, consideramos isomorfismos hiperbodlicos, conjuntos hiperbdlicos e
conjuntos parcialmente hiperbélicos. Em seguida, estudamos as variedades invariantes
e suas intersegoes, isto é, os pontos de intersecao homoclinica. Ao final desse capitulo,
apresentamos dois exemplos classicos de aplicagoes com comportamento hiperbdlico: os

automorfismos lineares hiperbdlicos do toro e os difeomorfismos derivados de Anosov.

No Capitulo 4, abordamos o exemplo do Shub. Primeiramente, enunciamos um
teorema demonstrado por Shub que fornece condigoes suficientes para que um difeomorfismo
parcialmente hiperbélico seja robustamente transitivo. Em seguida, apresentaremos um
exemplo de aplicagdo que satisfaz as condi¢gdes do teorema citado. Esse exemplo é

tipicamente conhecido como exemplo do Shub.

No capitulo 5, apresentamos a Classe de Shub, uma constru¢ao desenvolvida a
partir do exemplo do Shub. Descrevemos a construgao mencionada e apresentamos os

resultados principais desse trabalho.

No Capitulo 6, recapitulamos as discussoes realizadas. Para finalizarmos esse
capitulo, discutimos brevemente outros avancos recentes na area de dinamica parcialmente

hiperbdlica.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, estabeleceremos os pré-requisitos essenciais para o prosseguimento
deste trabalho. Serdo apresentados defini¢oes e resultados basicos de diversas areas, como

topologia geral, teoria de folheagoes e sistemas dindmicos.

2.1 TOPOLOGIA GERAL

Nesta secao, apresentaremos uma compilagao dos conceitos e resultados bésicos
topoldgicos que serao utilizados ao longo do trabalho. Como referéncia para os topicos

abordados nessa secao, ¢ recomendada a consulta a (1) e (3).

Definicao 2.1.1 Seja X um conjunto. Uma colegcao T de subconjuntos de X € dita uma

topologia se satisfaz as sequintes propriedades:

e JeTeXE€ET,

e Se U, € T para todo o € A, entdo U U,er,
acl

n
o SeUy,Us,...,U, €T, entao ﬂUi ET.
i=1
Neste caso, aos elementos de T chamamos de abertos e ao par (X,T) damos
o nome de espaco topoldgico. Adicionalmente, dizemos que um subconjunto de X €

fechado se o seu complementar € aberto.

Definigao 2.1.2 Sejam X um espago topologico e A um subconjunto de X. O fecho
de A, denotado por A, € definido como a intersecao de todos os conjuntos fechados que

contém A.

Definigao 2.1.3 Sejam X um espago topoligico e A um subconjunto de X. Dizemos que

o subconjunto A é denso em X se A= X.

Uma propriedade importante que algumas topologias possuem ¢ a capacidade de
“separar” pontos distintos usando conjuntos abertos. Motivados por isso, apresentamos a

defini¢do a seguir.

Definicao 2.1.4 Seja X um espago topologico. Dizemos que X é um espaco de Haus-
dorff se, para quaisquer x,y € X, existirem abertos U; e Us, contendo x ey, respectiva-

mente, tais que Uy N Uy = @.
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Em geral, topologias possuem uma grande quantidade de conjuntos abertos, de
modo que se torna dificil explicitarmos cada um desses conjuntos individualmente. Para
resolvermos esse problema, definimos o conceito de base, que nos permite descrever

completamente uma topologia a partir de uma subcole¢ao de conjuntos da mesma.

Definicao 2.1.5 Seja X um espago topoldgico. Dizemos que uma colecao B de subcon-
juntos abertos de X ¢ uma base para uma topologia em X se B satisfaz as sequintes

propriedades:

e Para todo v € X, existe B € B tal que x € B,

e Sex € BN By, em que By € B e By € B, entdo existe By € B tal que x € By C
BN B,.

A topologia gerada pela base B pode entao ser definida da sequinte forma: Um
subconjunto U C X ¢€ aberto se, para cada x € U, existe B € B tal que x € B C U.

Uma maneira alternativa de descrevermos uma topologia a partir de uma colegao

ainda mais elementar de subconjuntos é através do conceito de subbase.

Definicao 2.1.6 Seja X um espaco topologico. Dizemos uma colegio S de subconjuntos

de X é uma subbase para uma topologia em X se S cobre X, isto é,

x=s

Ses

A base gerada pela subbase S ¢ a colegio
B:{SlﬁSgﬂ'--ﬂSn; SieS, TLEN}

Nessa situagdo, dizemos que a topologia gerada pela subbase é a topologia gerada pela

base B, que, por sua vez, € gerada por S.

Ao considerarmos um subconjunto de um espago topologico, existe uma maneira
canonica de dotarmos esse subespago com uma topologia induzida pela topologia do espago
maior. Essa construcao é denominada topologia do subespago, formalizada na defini¢ao a

seguir.
Definigao 2.1.7 Sejam (X, 7x) um espago topoldgico e Y C X. A colegio

v ={UNY ; U é aberto em X}

forma uma topologia em Y , denominada topologia do subespaco. Neste caso, dizemos

que (Y, 7y) € um subespago topolégico de (X, 7x).
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Outra forma usual de se definir uma topologia é partindo do conceito de distancia.
Nessa contexto, introduzimos a topologia induzida por uma métrica, conhecida como

topologia da métrica.

Definicao 2.1.8 Seja X um conjunto. Uma métrica em X ¢ uma aplicagio d : X x X —

R tal que, para quaisquer x,y,z € X, sao satisfeitas as sequinte propriedades:
e Positividade: d(x,y) >0 ed(z,y) =0 <= z =1y,
e Simetria: d(x,y) = d(y,x),
e Desigualdade Triangular: d(x,z) < d(x,y) + d(y, 2).

Neste caso, ao par (X,d) damos o nome de espagco métrico. Em particular, a
colegio {B(x,e) ; v € X e e >0} € base para uma topologia X, denominada topologia

da métrica.

A partir de dois espagos topologicos arbitrarios, podemos induzir uma topologia
no produto cartesiano. Essa topologia é gerada pela cole¢ao de produtos de abertos desses

dois espacos.

Definicao 2.1.9 Sejam X e Y espacos topologicos. Consideremos a cole¢ao
B = {UxV; U éaberto de X eV é aberto de Y}.

A colegao B € base para uma topologia sobre X XY, denominada topologia produto.
Agora, introduziremos o conceito de continuidade.

Definicao 2.1.10 Sejam X e Y espacos topoldgicos. Uma aplicagio f: X — Y é dita
continua se, para todo subconjunto aberto V- de'Y , a pré-imagem f~1(V') é um subconjunto
aberto de X.

Definicao 2.1.11 Sejam X e Y espacos topologicos. Uma aplicagdao bijetora f: X — Y

¢ dita um homeomorfismo se f e sua inversa f~* forem aplicacées continuas.

A partir daqui, exploraremos algumas propriedades que espacos topologicos podem

apresentar. A primeira delas serd a conexidade, que é apresentada na definicdo a seguir.

Definicao 2.1.12 Seja X um espago topologico. Uma cisd@o de X ¢é um par A, B de
subconjuntos de X ndo vazios, abertos e disjuntos tais que X = AU B. Dizemos que X €

conexo se X nao admite cisao.
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A seguir, apresentaremos outra propriedade que nos sera de grande importancia: a

compacidade.

Definicao 2.1.13 Seja X um espago topoldgico. Dizemos que X é compacto se, para

toda cole¢io {Uy}acn de abertos de X satisfazendo X = U U,, existem aq,--+ o, € A

aEA
n

tais que X = U Ua,. E'm outras palavras, X é compacto se toda cobertura aberta admite
i=1
uma subcobertura finita.

Proposicao 2.1.14 Seja X um espaco topologico. Se K é uma colegio de conjuntos

compactos tal que a intersegio de qualquer subcolegcdo finita de IC € ndo vazia, entdo ﬂ K
Kek
¢ ndo vazia.

Demonstracao: A demonstracao desse resultado pode ser encontrada em (4, Proposigao
A.1.6). [

Proposicao 2.1.15 A imagem de um espago compacto por uma aplicacio continua é um

espaco compacto.

Demonstragao: A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em (1, Teorema
26.5). |

Proposicao 2.1.16 Seja X um espaco de Hausdorff. Se' Y C X € um subespago compacto,
entao Y ¢ fechado.

Demonstragao: A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em (1, Teorema
26.3). |

Proposicao 2.1.17 Seja X um espaco de Hausdorff compacto. Entao X € normal, isto
¢, dados Fy, Fy C X fechados e disjuntos, existem U eV abertos em X tais que Fy C U,
FEcVeUNnV=0g.

Demonstragao: A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em (1, Teorema

32.3). m
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Proposicao 2.1.18 Sejam X um espagco métrico e K C X um conjunto compacto. Se
uma sequéncia (T,)nen satisfaz

lim d(z,, K) =0,

n—o0

entdo existe uma subsequéncia (x,,) convergindo para um ponto de K.

Definicao 2.1.19 Seja X um espago topologico. Dizemos que X ¢ localmente compacto
se, para cada v € X, existe um subconjunto compacto K C X tal que K contém uma

vizinhanc¢a do ponto x.

Proposicao 2.1.20 Seja X um espaco de Hausdorff. Entao X € localmente compacto se,
e somente se, para cada x € X e U vizinhanca de x, existe uma vizinhanca V' de x tal que

V é compacto e V C U.

Demonstragao: A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em (1, Teorema
29.2). |

A proxima propriedade que veremos sera a separabilidade.

Definicao 2.1.21 Seja X um espaco topologico. O espago X € dito separdvel se possuir

um subconjunto enumerdvel denso.

Proposicao 2.1.22 Seja X um espago métrico separdavel. Entdo, existe uma base enume-

ravel para a topologia de X .

Demonstracao: A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em (3, Proposigao
1, Capitulo 9). |

Para finalizarmos essa secao, apresentaremos os espacos primeiro enumeraveis.

Definicao 2.1.23 Seja X um espaco topologico. Dizemos que X possui uma base enume-
ravel no ponto x se existe uma colegio enumerdvel de vizinhangas de x, a saber, { By }nen,

tal que, para qualquer vizinhanca U de x, temos B, C U, para pelo menos um n € N.

Em particular, no caso em que todos os pontos de X possuem base enumerdvel,

dizemos que X ¢é primeiro enumerdvel.

Proposicao 2.1.24 Seja X um espaco topologico compacto e primeiro enumerdvel. Entdo,
X € sequencialmente compacto, isto €, toda sequéncia de elementos de X admite uma

subsequéncia convergente.
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Demonstragao: A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em (2, Teorema
3.10.31). ]

2.2 TEORIA DE VARIEDADES

Nesta secao, introduziremos as defini¢oes e resultados fundamentais da teoria de
variedades. Esses resultados terao grande importancia para o nosso prosseguimento, uma
vez que as variedades constituirao o ambiente padrao no qual realizaremos as discussoes
subsequentes. Como referéncia para os toépicos abordados nessa se¢ao, é recomendada a
consulta a (5) e (6).

Definigao 2.2.1 Seja M um espago topoldgico. Uma carta local de M é um par (¢, U),
em que U é um aberto de M e p : U — @o(U) C R™ é um homeomorfismo. Uma coleg¢ao
{(PasUa) taen de cartas locais € dita um atlas de classe C" e dimensao n de M se sao

satisfeitas as sequintes propriedades

1. A cole¢io {Uy}aen cobre M, isto é, | J Uy = M,

ael

2. Se Uy, NUp # @, entao a aplicagio mudancga de coordenadas p, o gaﬁl cop(Us N
Usg) = ¢a(Ua NUg) € um difeomorfismo de classe C".

Em particular, um atlas A € dito maximal quando, para todo par (p,U), em que
U € um aberto de M e ¢ : U — ¢(U) C R", é vdlido que, se a aplicagio mudanga de
coordenadas ¢ o o' 0o (UNU,) — o(UNU,) é um difeomorfismo de classe C" para
todo (pa,Us) € A tal que UNU, # @, entio (p,U) € A.

Definigao 2.2.2 Sejam M, N espagos topoldgicos, com atlas A e B de classe C" e dimen-
soes m e n, respectivamente. Dizemos que f : M — N é uma aplicacdo diferencidvel
de classe C" se, para cada ponto p € M, existem cartas locais p : U — R™ e : V — R,
em que U eV sao abertos de M e N, respectivamente, tais que p € U e f(U) C V,
satisfazendo que a composicio Vo fo ™' (U) — (V) é de classe C".

Observagao 2.2.3 A definicao acima nao depende da escolha das cartas locais (p,U) e

(¥, V).

Notacgao 2.2.4 Denotaremos o conjunto das aplicagoes diferencidveis f : M — N de
classe C" por C"(M, N).

Definicao 2.2.5 Sejam M, N espacos topologicos. Dizemos que uma aplicagcdo bijetora
f:M — N éum difeomorfismo de classe C" se f e sua inversa f~' forem aplicagoes

diferencidaveis de classe C".
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Definig¢ao 2.2.6 Seja (M, y) um espago de Hausdorff com base enumerdvel. Dizemos
que M é uma variedade n-dimensional de classe C" se existe uma cole¢ao {Uy}aen de
abertos de M tal que U U, = M satisfazendo as sequintes propriedades

a€N

1. Para cada o € A, existe um difeomorfismo de classe C" ¢, : Uy — @a(Uy) C R™,

2. Se Uy, NUg # @, entao a aplicacio mudancga de coordenadas ¢, o goEl top(Ua N
Us) = ©a(Uy NUg) é um difeomorfismo de classe C.

Na figura a seguir, ilustramos a intersecao entre duas cartas locais de uma variedade,

bem como a aplicacao mudanca de coordenadas induzida por essas cartas na regiao de

intersecao.

Figura 1 - Variedade

Yo © 5"

Fonte: O préprio autor (2026).

Agora, queremos introduzir o conceito de diferenciabilidade de aplicagoes entre

variedades. Com esse objetivo, apresentamos as defini¢oes a seguir.

Definig¢ao 2.2.7 Sejam M uma variedade m-dimensional, o : (—€,€) — M uma curva
e (p,U) uma carta local em M, satisfazendo que a imagem de o esteja contida em U.
Dizemos que a é uma curva diferencidvel se a composi¢io p o v : (—€,€) — R™ é
diferencidvel. Duas curvas «, 5 : (—e€,€) — M sao ditas equivalentes se existir uma carta

local (p,U) de modo que tenhamos

a(0) =6(0) e Dy(poa)=Dy(pop),

em que Do(p o ) e Do(p o 3) representam as derivadas das aplicagoes poa e @ o 3 na

origem, respectivamente.
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Nessa situagdo, o vetor tangente a o no ponto p = «(0) é definido como o

conjunto das curvas diferencidveis equivalentes a c.
Observacgao 2.2.8 A definicio acima nao depende da escolha da carta local (o, U).

Definicao 2.2.9 Seja M uma variedade m-dimensional. Para cada ponto p € M, o
espaco tangente a M em p, denotado por T,M, é definido como o conjunto dos vetores

tangentes a curvas diferencidveis passando por M.

Observacao 2.2.10 Em cada ponto p € M, o espago tangente T,M ¢é um espaco vetorial

m-dimensional.

Definicao 2.2.11 Sejam M, N variedades, f : M — N uma aplicacio diferencidavel e
p € M eq € N dois pontos tais que f(p) = q. A derivada de f no ponto p, denotada
por D, f, € definida como a aplicagio que a cada vetor tangente no ponto p a uma curva

a: (—e€) = M associa o vetor tangente em q d curva foa: (—€€) — N.

Observagao 2.2.12 A defini¢io acima nao depende da escolha da curva o. Adicional-

mente, a aplicagdo D,f € uma transformagao linear.

Definigao 2.2.13 Sejam M, N wariedades e f : M — N uma aplica¢ao diferencidvel.
Dizemos que f é uma submersdo se, para cada ponto p € M, a derivada D, f : T,M —

Ty N € sobrejetiva.

Observagao 2.2.14 Como um exemplo de submersdo, podemos citar as fibragoes, que

serao apresentadas na Definicio 2.4.1, na pagina 26.

Definigao 2.2.15 Sejam M, N wariedades e f : M — N uma aplica¢ao diferencidvel.
Dizemos que f é uma tmersdo se, para cada ponto p € M, a derivada D,f : T,M —

Ty N € injetiva.

Definicao 2.2.16 Sejam M, N variedades e f : M — N uma imersdo. Dizemos que f €

um mergulho se f for um homeomorfismo sobre a imagem f(M).

Nosso proximo objetivo é descrever situagoes em que subconjuntos de uma variedade
podem ser considerados de certa forma uma subvariedade contida na variedade inicial.
Nesse contexto, apresentaremos os conceitos de subvariedade mergulhada e subvariedade

imersa.
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Definicao 2.2.17 Seja M uma variedade m-dimensional de classe C". Dizemos que um
subconjunto N C M é uma subvariedade mergulhada n-dimensional de classe C* (com
k <r)deM se N, dotado da topologia do subespago induzida por M, é uma variedade
n-dimensional de classe C* tal que a aplicacdo inclusdo i : N — M é um mergulho de

classe C*.

FEquivalentemente, dizemos que um subconjunto N C M é uma subvariedade
mergulhada n-dimensional de classe C* (com k <r) de M se, para cada p € N, existem
uma vizinhanca U de p em M, abertos V CR" e W C R™™", tais que 0 € V e0 e W, e
um difeomorfismo @ : U — V x W de classe C* satisfazendo o(U N N) =V x {0}.

Observagao 2.2.18 A equivaléncia mencionada acima pode ser encontrada em (5, Pro-

posi¢do 4, Capitulo 6).

Observagao 2.2.19 Se M ¢é uma variedade e N C M € uma subvariedade mergulhada,
entao o espago tangente T,N pode ser identificado com um subespago de T,M, através da

aplica¢ao Dyt : T,N — T, M, em que i : N — M representa a aplicagcdo inclusdo.

Definicao 2.2.20 Seja M uma variedade m-dimensional de classe C". Dizemos que um
subconjunto N C M é uma subvariedade imersa n-dimensional de classe C* (com
k<r)deM se N, dotado da topologia do subespago induzida por M, é uma variedade
n-dimensional de classe C* tal que a aplicacdo inclusdo i : N — M ¢é uma imersdo de

classe C*.

Observacao 2.2.21 Em geral, nos referiremos as subvariedades mergulhadas apenas como
subvariedades. Se quisermos nos referir as subvariedades imersas, usaremos explicitamente

o termo subvariedade imersa.
Definicao 2.2.22 Sejam M uma variedade e N1, Ny C M subvariedades. Dizemos que
N1 e Ny sdo transversais se, em cada ponto p € N1 N Ny, € satisfeita a condigdo

Tle EB TpN2 - TpM

Nessa situacao, utilizaremos a notagdo N1 M Ns.

Proposicao 2.2.23 Sejam M, N wvariedades de classe C", com dimensoes m e n, respec-
tivamente, em que m > n. Se f : M — N ¢é uma submersdo, entao, para cada ponto
p € N, a pré-imagem f~Y(p) € vazia ou f~(p) é uma subvariedade de classe C" de M,

com dimensao m — n.

Demonstragao: A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em (5, Proposigao

1, Capitulo 7). |
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Para concluirmos essa secao, analisaremos como o produto cartesiano de duas

variedades define uma nova variedade.

Proposicao 2.2.24 Sejam M, N variedades de classe C", com dimensoes m e n, respec-
tivamente. Entao, o produto M x N possui uma estrutura de variedade, com dimensao
m—+n e classe C". Nessa situacdo, dizemos que a variedade M X N é uma variedade

produto.

Demonstragao: A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em (5, Exemplo 4,
Capitulo 4, Segao 4). [ |

Proposicao 2.2.25 Sejam M, N wvariedades de classe C". Sep € M e q € N, entdo o
espago tangente a variedade produto M x N no ponto (p,q) € dado pelo produto dos espagos
tangentes T,M e T, N, isto é

Tip) (M x N) = T,M x T,N.

Demonstragdo: A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em (5, Capitulo 6,
Secao 4). [

Definicao 2.2.26 Sejam M, N variedades e f,g : M — N aplicagoes continuas. Uma
homotopia entre as aplicagoes [ e g € uma aplica¢io continua H : M x [0,1] — N
satisfazendo
H(z,0) = f(z) e H(z1)=g(x)
para todo x € M.
Em particular, se para cada t € [0,1] a aplicagio Hy : M — N definida por

Hy(x) = H(z,t) for um mergulho, dizemos que H é uma isotopia.

Definicao 2.2.27 Sejam X,Y espacos métricos. Uma aplicacio f : X — Y € dita
0-Holder, com 0 < 8 < 1, se existe uma constante k tal que para todo x,y € X

d(f(z), f(y)) < k- d(z,y)".

Definicao 2.2.28 Uma variedade é dita uma variedade Holder se as aplicacoes mudanga

de coordenadas sdo 0-Holder.
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2.3 TEORIA DE FOLHEACOES

Nesta secao, apresentaremos as defini¢coes e resultados essenciais da teoria de
folheagoes. Essa teoria desempenha um papel central ao longo deste texto, se apresentando
principalmente por meio das folheagoes tangentes a espagos invariantes provenientes de
decomposicoes parcialmente hiperbdlicas, que serdo detalhadas mais a frente. Como

referéncia para os topicos abordados nessa segao, é recomendada a consulta a (6) e (7).

Definicao 2.3.1 Seja M uma variedade de dimensao m. Uma folheagdo n-dimensional

de M de classe C" é um atlas maximal F de classe C" satisfazendo as sequintes propriedades

1. Se (p,U) € F, entio o(U) = Uy x Uy C R* x R™", em que Uy e Uy sdo abertos

homeomorfos as bolas unitdarias em R™ e R™™", respectivamente.

2. Se (¢a,Us) € (ps,Us) em F sao tais que U,NUs # &, entao a aplicagio mudanga de
coordenadas @po v, o (UyNUg) — 05(UyNUg) preserva folhas, isto é, a sequnda
coordenada dessa aplicagdo depende apenas dos pontosy € R™™". Em outras palavras,

podemos escrever essa aplicagio no formato s o ot (x,y) = (fi(z,y), f2(y)).

Neste caso, dizemos que M ¢é folheada por F e aos elementos de F chamamos cartas

da folheacdo.

Definicao 2.3.2 Sejam M wuma variedade de dimensao m, F uma folheagcio de M e
(¢, U) uma carta da folheagdo satisfazendo p(U) = Uy x Uy C R* x R™™", em que Uy e Uy
sao abertos homeomorfos as bolas unitirias em R™ e R™™" respectivamente. Para cada

c € Uy, o conjunto o~ (U; x {c}) € dito uma placa do aberto U.

Observacao 2.3.3 No contexto da definicdo acima, cada placa do aberto U é uma varie-

dade n-dimensional de classe C" conexa.

Como uma consequéncia da defini¢do, se a e 8 sao duas placas associadas a um
mesmo aberto U, entao essas placas devem coincidir ou ser disjuntas. Por outro lado, se «
e 3 sao placas de abertos distintos, U, e Us respectivamente, tais que U, N Uz # &, entao
é possivel que essas placas se intersectem. Nesse caso, a intersecao de placas de diferentes

cartas locais nos permitem introduzir o conceito de caminho de placas.

Definigao 2.3.4 Seja {(p;, U;)}r_, uma colegio de cartas da folheagio tal que U;NUsyy #
@, para todo i € {1,...,k —1}. Consideremos uma cole¢io de placas {c;}¥_, satisfazendo

as sequintes propriedades

1. «; € placa de U;, para cada i € {1,... k},

2. a;Nap # D para cada i € {1,..., k—1}.
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Neste caso, dizemos que a sequéncia aq,--- ,ay € um caminho de placas.

Observagao 2.3.5 Consideremos a relagio definida por
T~y <= existe um caminho de placas oy, ..., q tal que x € ay e Yy € ay.

A relacao ~ define uma relagio de equivaléncia. Com efeito,

1. Reflexiva: x ~ x, para todo x € M, pois basta considerarmos o caminho unitdrio

composto por uma unica placa que contém x.

2. Simétrica: Se x ~ y por meio de um caminho de placas aq, ...y, entdo o caminho

reverso ay, ...,qa1 € um caminho de placas entre y e x, logo y ~ x.

3. Transitiva: Se x ~ y por meio de um caminho aq,...qp ey ~ z por meio de
um caminho By, ..., [3;, entdo a concatenagao oy, ..., ax, B1,...3; € um caminho de

placas entre x e z, logo x ~ z.

Definicao 2.3.6 A classe de x pela relacio de equivaléncia definida acima é denominada

folha de F passando por x.

Intuitivamente, uma folheagao de uma variedade m-dimensional M corresponde
a uma decomposi¢ao de M em subvariedades, todas com a mesma dimensao, digamos
n < m, chamadas folhas, que se comportam localmente como “fatias” paralelas de M.
Mais precisamente, para cada carta (¢, U) a interse¢ao de uma folha F' com o aberto U
deve satisfazer a propriedade

p(FNU) =V x{c},
em que ¢ € R™™™ é uma constante que identifica a placa de U e V C R™ é um aberto.

A figura a seguir nos fornece um exemplo de folheacao definido em um plano.
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Figura 2 - Folheacao

Fonte: O préprio autor (2026).

Observacao 2.3.7 Toda folha de F possui uma estrutura de variedade de classe C"

naturalmente induzida pelas cartas da folheagao.

Definicao 2.3.8 Seja M wma variedade e F uma folheacao de M. Uma subvariedade
Y C M ¢ dita transversal a folheagdo F se, para cada folha F de F, a subvariedade 3

¢ transversal a F'.

Adicionalmente, dizemos que ¥ € uma se¢do transversal de F se sua dimensdo

for complementar da da folheagdo, isto €, se dim(X) + dim(F) = dim(M).
Agora, pretendemos definir o conceito de holonomia entre segOes transversais.

Procederemos da seguinte maneira:

Sejam M uma variedade de dimensao m, F uma folheagdo n-dimensional de M e
F uma folha compacta de F. Consideremos uma curva v : [0, 1] — F' e se¢Oes transversais
Yo, X1 a F passando pelos pontos py = v(0) e p; = y(1), respectivamente. Tomemos uma

colecao de cartas locais Uy, Uy, ..., U, e uma particao
0:t0<"~<tk+1:1
do intervalo [0, 1] de modo que sejam satisfeitas as propriedades
e Se U;NU; # @, entao U; UU; estd contido em uma carta local de F,

o Y([ti,tiz1]) C U; para todo 0 < i < k.

Para cada 0 < i < k + 1, escolhemos uma segao transversal a F, D(t;) C U;_1 NUj;,

homeomorfa a um disco de dimensao m — n, passando pelo ponto 7(¢;). Denotemos
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Para cada x € D(t;) suficientemente préximo de 7(t;), denotemos por f;(x) o tinico
ponto de intersecao da placa de U; que contém x com a se¢ao D(t;11). O dominio da f;

contém um disco D(i) C D(t;) contendo v(t;).

Definicao 2.3.9 No contexto acima, a aplicacdo holonomia entre as secoes g € 3

associada a v em uma vizinhanca do ponto py € a aplicagao f., definida por

f'y:fkofkflo"'ofo-

Figura 3 - Holonomia

placas

AN
-

e ——

Fonte: O préprio autor (2026).

2.4 TEORIA DE FIBRADOS

Nesta secao, introduziremos os conceitos e resultados basicos da teoria de fibrados.
Essas estruturas terao grande importancia no decorrer do texto, estabelecendo a base
necessaria para discutirmos o exemplo do Shub. Como referéncia para os topicos abordados

nessa segao, ¢ recomendada a consulta a (6) e (7).

Definicao 2.4.1 Consideremos M, N, F' variedades e w : M — N uma aplicacio diferen-
ciqvel. Dizemos que (M, 7, N, F) é um fibrado se existir uma cobertura aberta {Uy}aca
de N tal que, para cada o € A, existe um difeomorfismo o, : 71 (U,) — U, X F tal que
7(x) = p1 o Yu(x) para todo x € 7=1(U,), em que p, representa a projecio na primeira

coordenada.

Nesse caso, nomeamos os espagos M de espaco total, N de espago base, F
de fibra e a aplicacio w de projegcdao de M em N. Alternativamente, denominamos a

aplicagao 7 de fibragdo. O diagrama comutativo a sequir representa a relacao entre tais
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objetos.

(U, =5 U, x F

Observacao 2.4.2 Nesta situagdo, o espaco M € localmente difeomorfo ao produto carte-

stano de um aberto de N com F.

Observagio 2.4.3 Notemos que, para cada x € M, existe « € A tal que x € 7~ 1(U,).
Assim, como m(y) = p10pa(y) para todo y € 7 1(U,), seque que dmy = (dp1)y, () © (dPa)s-

Concluimos entao que w € uma submersao em cada x em M, isto é, ™ é uma submersao.

Para cada q € N, a pré-imagem 7w~ 1(q) é uma subvariedade de M, difeomorfa a F,

que chamaremos de fibra de M sobre q.

Nomenclatura 2.4.4 Dada uma fibragio m e x € M, denominamos o conjunto = (m(z))

de fibra por x.

Exemplo 2.4.5 Seja M uma variedade m-dimensional. O fibrado tangente a M ¢
definido por
TM ={(p,v,) ; peM e wv,eT,M}

O conjunto TM definido acima pode ser visto como um fibrado sobre M. Nessa
situagao, TM € o espaco total, M € o espaco base, o espago tangente T,M representa a

fibra sobre p e m = py € a projecao.

Sejam «, 5 € A indices tais que os abertos U, e Uz possuam interse¢ao nao vazia,

isto é, U, N Us # @. Consideremos agora o seguinte diagrama.

7T_1(Ua N Uﬁ)

(UaNUg) x F » (UaNUg) X F

¢a,ﬁ

A aplicagao mudanca de coordenadas entre as cartas locais é definida como o

difeomorfismo

¢a,ﬂ:(UaﬂUﬂ)XF—><Uang)XF

dado pela composicao

Gas(T,y) = g0 (2,y).
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Pela definicao de fibrado, as aplicagbes ¢, e ¢, se comportam bem com relagao a

projecao sobre a base. Mais especificamente,
P10 @a(n(2)) = proys(r (2) = m(n 7 () = =.

Como consequéncia, a aplicacdo mudanca de coordenadas preserva a primeira

coordenada, isto é, podemos escrever
Ga5(T,y) = 9p 0 9o (2,y) = (7, hap(,y)).

Observagao 2.4.6 Para cada x € U, N Up, a aplicagio h, 5 : F' — F definida por
he 5(y) = hap(z,y) € um difeomorfismo.

Definigao 2.4.7 Se a fibra F' € um espago vetorial e cada aplicagao hy g : F'— F € um

isomorfismo, dizemos que o fibrado (M, m, N, F) é um fibrado vetorial.

Definicao 2.4.8 Um fibrado vetorial é dito um fibrado 0-Hdolder se as aplicagoes mu-

danga de coordenadas ¢ 5 sao 0-Holder.

Definicao 2.4.9 Consideremos um fibrado com espago base X, espago das fibras Y e uma
aplicagio F: X XY — X XY da forma

F(a:,y) = (f(*T)ag(]:’y))

Dado um subconjunto Xo C X, tal que f(Xy) D Xo, dizemos que F é uma
contracao de fibras sobre X, se existe uma constante 0 < k < 1 tal que, para todo

r € Xgey,y €Y, temos
lg(z,y1) — g2, y2)|| < k- llyr — wol|-

Uma se¢do invariante de F' sobre Xy ¢ uma aplicagio o : Xog — Y satisfazendo
a relagdo
F(z,0(x)) = (f(x),00 f(2))
para todo x € Xo N f~1(Xo).

2.5 TOPOLOGIA C”

Nessa secao, apresentaremos uma das principais topologias consideradas no nosso
estudo: a topologia no espaco das aplicagoes de classe C". Essa topologia serd de
fundamental importancia para que possamos estabelecer uma noc¢ao de distancia entre
aplicacoes. Como referéncia para os topicos abordados nessa secao, ¢ recomendada a
consulta a (11), (12) e (13).
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Definig¢ao 2.5.1 Sejam M, N variedades de classe C", f € C"(M,N) uma aplicagdo,
(p,U) e (1, V) cartas locais de M e N, respectivamente, e K C U um conjunto compacto
satisfazendo f(K) C V. Se 0 < € < 00, definimos uma vizinhanga subbdsica fraca da

sequinte maneira

N (f; (0, U), (¥, V), K, €) =
{ge C"(M.N); g(K)CV e [[D'(Yofop)(a)=D(Yogop )(z)| <e
para todo x € o(K) et =0,...,1},

em que D' representa a i-ésima derivada.

Observagao 2.5.2 Nessa situagdo, definimos a topologia fraca no espago C"(M, N)
como a topologia gerada pela subbase acima, isto é, a colecio formada pela unido da

intersecdo finita de conjuntos da forma
N (f; (0, U), (¥, V), K €).

Definigao 2.5.3 Sejam M, N variedades de classe C", f € C"(M, N) uma aplicagio, & =
{asUstaen um atlas de M tal que cada ponto de M tenha uma vizinhanga que intersecta
apenas um nimero finito dos abertos U,, K = {K,}aen uma familia de subconjuntos
compactos de M, em que K, C Uy, e ¥ = {14, Votacr um atlas de N. Se € = {€q}acn €
uma familia de niumeros positivos, definimos uma vizinhancga bdsica forte da sequinte

maneira

./\/’T(f;q),\I/,K,e) =
{g€ C"(M,N) ; g(K,) CV, para todo a € A e
||Di(¢a ofo cpgl)(x) — Di(z/)a ogo gpgl)(x)H < €, para todo x € po(Ky) €ei=0,...,1},

em que D' representa a i-ésima derivada.

Observacao 2.5.4 Nessa situagio, definimos a topologia forte no espaco C"(M,N) no
como sendo a topologia gerada pela base acima, isto €, a colecao formada pela unidao de

conjuntos da forma
N'(f;®,9, K, e).

Em suma, o cerne de ambas topologias esta na exigéncia de que as representagoes
locais de f e g, bem como de suas derivadas até a ordem r, permanecam proximas em

cada ponto dos compactos considerados.

Observacao 2.5.5 Em geral, consideraremos no nosso trabalho variedades compactas.
Nesse contezto, as topologias fraca e forte no espago C"(M, N) coincidem e nos referiremos

a essa topologia como topologia C".
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Proposicao 2.5.6 Seja M uma variedade. O conjunto
Diff (M) ={f: M — M ; f é um difeomorfismo de classe C"}

¢ aberto em C"(M, M).

Demonstragdo: A demonstragiao deste resultado pode ser encontrada em (13, Proposigao
1.36, Capitulo 1). |

Observacao 2.5.7 De forma andloga ao que fizemos, podemos definir uma topologia C°

no conjunto dos homeomorfismos f : M — N.

2.6 INTRODUCAO AOS SISTEMAS DINAMICOS

Nesta secao, introduziremos as defini¢oes e resultados fundamentais da teoria de
sistemas dindmicos, area de concentracao dessa dissertacao. Como referéncia para os
tépicos abordados nessa sec¢do, é recomendada a consulta a (4), (8), (9) e (10).

Para iniciarmos essa se¢ao, enunciaremos diversos conceitos basicos da area de

sistemas dinamicos.

Definicao 2.6.1 Sejam X um conjunto, f : X — X uma aplicacao invertivel e x € X.

Denominamos o conjunto
Os(x) = {f"(x); n € Z}

de orbita do ponto x.

Figura 4 - Orbita de um ponto

S ()

Fonte: O préprio autor (2026).

Definicao 2.6.2 Sejam X um conjunto e x € X. Dizemos que x é um ponto periddico
se existe n € N tal que f"(x) = x. Nessa situagdo, o menor nimero natural n satisfazendo
essa propriedade € dito o peritodo do ponto x. Adicionalmente, a orbita de x € dita uma

orbita periddica.
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Definicao 2.6.3 Sejam X um conjunto e x € X. Dizemos que x é um ponto fixo se x

¢ um ponto periddico de periodo 1, isto é, se f(z) = x.

Definicao 2.6.4 Sejam X um conjunto, Y C X wum subconjunto e f : X — X uma

aplicagdo. Dizemos que Y € invariante por [ se f"(Y) =Y para todo n € Z.

Definicao 2.6.5 Sejam X um espaco topologico e f: X — X wuma aplicagio. Dizemos
que um ponto x € X € um ponto nao-errante de [ se, para toda vizinhanca U de x,

existe um numero inteiro n > 0 tal que f"(U)NU # @. O conjunto
Qp ={z € X ; x é um ponto ndao-errante de f}

¢ denominado conjunto nao-errante de f.

Definicao 2.6.6 Seja X um espaco topoldgico. Uma aplicacio f : X — X € dita

transitiva se existir v € X tal que a orbita de x é densa em X.

O cléssico teorema a seguir apresenta uma caracterizacao equivalente e particular-

mente 1til da transitividade topolégica.

Teorema 2.6.7 Sejam X um espago métrico separavel e localmente compactoe f : X — X
uma aplicacdao continua. A aplicacdo f € transitiva se, e somente se, para quaisquer abertos
UV C X existe ng € Z tal que f*(U)NV # @.

Demonstragao:

=) Suponhamos que f seja transitiva. Entao, por definigdo, existe um ponto x € X
tal que a orbita de x é densa no conjunto X. Consequentemente, dados abertos U,V C X,
a Orbita de x deve intersectar U e V| isto é, devem existir m,n € Z tais que f™(z) € U e

f™(x) € V. A partir dai, vemos que

f™z)eU = xze€ ™)
= f"(z) € f"(fT"(U))
= f"(z) € [""(U).

Logo, f*(z) € f~™U)NV e, com isso, f""™(U)NV # @.

<) Suponhamos que, para quaisquer abertos U,V C X, exista ng € Z tal que
fro(U)NV # @. Queremos encontrar z € X tal que a érbita de = intercepta cada aberto
de X. Para isso, basta mostrarmos que a érbita de x intercepta cada elemento da base da

topologia de X.
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Como X é um espago métrico separavel, a Proposicao 2.1.22 nos garante a existéncia
de uma base enumeravel Uy, Us, ... para a topologia de X. Construiremos por indugao

uma cadeia de abertos nao vazios
ViDVeoDVsD ...
de modo que, para cada i € N, o fecho V; seja compacto e satisfaca a relacdo de continéncia

Vi Viea N 7 (Uiga),

oo

em que n; € N. A partir dai, mostraremos que, se x € ﬂ V;, entdo a 6rbita de x é densa.
i=1

Primeiramente, consideremos os abertos U; e Uy da base da topologia de X. Por

hipétese, existe um inteiro n; € Z tal que

FUUNNUs # 2.

Como consequéncia, tomando a pré-imagem, concluimos que a intersecao U; N
- 9 Vv a0 vazio. im, ica .1.20,
™M (Us) deve ser um aberto niao vazio. Assim, de acordo com a Proposicao 2.1.20

como o espaco X ¢é localmente compacto, existe um aberto V; tal que V; é compacto e
VicUin f="(Uy).

Agora, como hipotese de indugao, suponhamos que existam abertos Vs, ... Vi1

satisfazendo a continéncia
Vi CViea N (Uiga),
em que i€ {2,...,k—1}.
Aplicando novamente a hipotese inicial, sabemos que deve existir um inteiro ny, € Z
tal que
J*(Vier) N Uk # 2.

Com isso, considerando a pré-imagem, obtemos que a intersegdo Vi_1 N f~" (Ugy1) é um
aberto ndo vazio. Assim, utilizando a Proposicao 2.1.20, existe um aberto Vj, tal que V}, é
compacto e Vi C Vi1 N f7"% (Upy1).

Desse modo, obtemos uma cadeia de conjuntos abertos cujos fechos satisfazem a
relacao
Vi CViea 0 f7 (Uia).

Nessa situacdo, a colecao dos fechos Vi, Vs . .. satisfaz as hipéteses da Proposicao
2.1.14, logo

NVi#e.
n=1

o0
Por construcao, se tomarmos um ponto x pertencente a intersecao ﬂ V;, entao
i=1
fri=1(z) € U; para todo i € N. Dessa forma, a 6rbita de cada ponto nesse conjunto
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intersecta cada aberto base. Portanto, a orbita de cada ponto nesse conjunto intersecta

cada aberto.

Figura 5 - Representacao da transitividade
U

Fonte: O préprio autor (2026).

Definicao 2.6.8 Seja M uma variedade. Um difeomorfismo f : M — M é dito C”
robustamente transitivo se existe uma vizinhanca U da aplicacao f na topologia C" tal

que, para todo g € U, é vdlido que g é transitivo.

Definicao 2.6.9 Sejam X,Y espacos topoldogicos. Dizemos que dois homeomorfismos
f: X—=>Xeg:Y =Y sdio topologicamente conjugados se existe um homeomorfismo

h : X — Y de modo que ho f = goh. O diagrama abaixo ilustra essa situacao.
x 1. x

h lh

Observacgao 2.6.10 Se f : X — X eg:Y — Y sao homeomorfismos topologicamente
conjugados, entdao a conjugacao preserva diversas propriedades dinamicas. Mais precisa-
mente, se h: X =Y é um homeomorfismo satisfazendo ho f = go h, entao sao vdlidas

as sequintes afirmacoes

e A conjugacdo h leva orbitas de f em orbitas de g,
e A conjugagdio h leva orbitas densas de f em orbitas densas de g,

e A conjugacao h leva pontos periodicos de f em pontos periodicos de g com o mesmo

periodo,
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e A conjugacao h leva o conjunto nao-errante de f no conjunto nao-errante de g.

Agora, definiremos diferentes maneiras em que a nocao de estabilidade pode se

apresentar.

Definicao 2.6.11 Seja f : M — M um difeomorfismo de classe C". Dizemos que f é
estruturalmente estdavel se existe uma vizinhanca U de f na topologia C" tal que, para

todo g € U, as aplicagoes [ e g sao conjugadas.

Definicao 2.6.12 Seja f : M — M um difeomorfismo de classe C". Dizemos que f é
Q-estavel se existe uma vizinhanca U da aplicagdo f na topologia C" tal que, para todo

g € U, as restricoes fla, e gla, sio topologicamente conjugadas.
A seguir, é apresentada uma propriedade mais fraca do que a enunciada acima.

Definicao 2.6.13 Seja f : M — M um difeomorfismo de classe C". Dizemos que f é
topologicamente (2-estdvel se existe uma vizinhanga U da aplicagio f na topologia C”

tal que, para todo g € U, os conjuntos nao errantes Qs e 2y sao homeomorfos.
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3 HIPERBOLICIDADE E HIPERBOLICIDADE PARCIAL

Neste capitulo, exploraremos diversas manifestacoes do conceito de hiperbolicidade
na teoria dos sistemas dinamicos. Iniciaremos com o estudo dos isomorfismos hiperbodlicos,
partindo a seguir para o estudo dos conjuntos hiperbdlicos e conjuntos parcialmente
hiperbdlicos. Em seguida, estabeleceremos resultados fundamentais, como o Teorema da
Variedade Estavel, e discutiremos as interse¢oes homoclinicas. Por fim, apresentaremos
dois exemplos classicos de hiperbolicidade: os automorfismos hiperbélicos do toro e os

difeomorfismos derivados de Anosov (DA).

3.1 ISOMORFISMOS HIPERBOLICOS

Nesta secao, introduziremos o conceito de hiperbolicidade a partir de um de seus
casos mais elementares, os isomorfismos hiperbodlicos, apresentando defini¢oes e resultados
que caracterizam sua dinamica. Como referéncia para os topicos abordados nessa secao, é

recomendada a consulta a (4), (8) e (13).

Definicao 3.1.1 Seja E um espago vetorial normado. Um isomorfismo linear A: E — E
¢ dito um isomorfismo linear hiperbdlico se o espaco E admite uma decomposicdo

E = FE°® E", satisfazendo as sequintes propriedades
1. Os espagos E* e E* sdo invariantes por A, isto €,
A(E®)=FE° e A(EY)=EFE",
2. Existem constantes c > 1 e 0 < A < 1 de modo que, para todo n > 0, tenhamos

|A™|| < c- A" [lof, Vo e B
AT 0 < e A" loll, Vo e B

Nessa situacao, chamamos os espacos E° de espago estavel e E* de espacgo instdvel.
Ademais, a uma decomposicio E = E* @ E" do espagco E satisfazendo as propriedades

acima damos o nome decomposi¢cao hiperbdlica.

A figura a seguir exemplifica o comportamento de um isomorfismo hiperbélico.
Os vetores no espaco estavel sdo contraidos, enquanto os vetores no espaco instavel sao
expandidos. Consequentemente, as érbitas dos demais vetores em E tendem a convergir

para a dire¢ao do subespago instavel.
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Figura 6 - Isomorfismo Linear Hiperbdlico
E'H,

N

Y

Fonte: O préprio autor (2026).

A definicao acima pode nos levar ao seguinte questionamento: A definicdo de
hiperbolicidade depende da norma que considerarmos no espago E?7 Em outras palavras,
é possivel que um isomorfismo A seja considerado hiperbélico se dotarmos o espago E de
uma norma || - || e que o mesmo isomorfismo nao seja considerado hiperbdélico se dotarmos
E de uma outra norma || - || 7 A resposta a esse questionamento é ndo. Com efeito, um

resultado classico da andlise funcional nos diz o seguinte.

Teorema 3.1.2 Se E é um espago vetorial normado de dimensdo finita, entdo todas as
normas em E sdo equivalentes. Isto €, se || ||1 e || - |2 s@do normas em E, entao existe

uma constante k > 1 tal que, para todo v € E, é vdlida a desigualdade

E e folle < flvlls < & - [lvlla-

Demonstragao: A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em (17, Teorema

8.7). u

Desse modo, se verificarmos a hiperbolicidade de um isomorfismo A com relagao a
uma norma || - |1, entdo a equivaléncia de normas nos garante que para qualquer outra

norma || - |2 em E conseguimos obter uma constante k£ > 1 de modo que

kL. |A 0|2 < ||A"v|1 < c- X' jo|ls < e A" k- ||v]]a, Yv e E°
EL A < | A™|li < c- A" |loli e A" k- |[v]|e, Vv € BY

Assim, analisando os termos extremos nestas desigualdades, obtemos

|A ]2 < (c- k%) - A" ||v]|2, Vv e B°
A0l < (c- k%) - N ||lv]l2, Yo € E™
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Com isso, concluimos que, ao mudarmos a norma considerada no espago F, o iso-
morfismo A ainda satisfaz as condig¢oes de hiperbolicidade. Equivalentemente, mostramos

que a definicdo de hiperbolicidade nao depende da norma considerada no espago E.

A partir daqui seguiremos a seguinte notagao,

Notagao 3.1.3 Se v € E = E* @ E", escreveremos v = (vs,v,), em que v° € E° e
v, € E*. Neste caso, diremos que vs € a coordenada estdvel de v e v, é a coordenada

instdvel de v.

Nomenclatura 3.1.4 Consideremos 0s conjuntos
Ce={vel; fluf <a-ful} e Cr={veE; |ull <a- v}

em que o > 0. Denominamos o conjunto C& de a-cone estdvel e o conjunto C de

a-cone instdavel.

Figura 7 - a-Cone Estavel Figura 8 - a-Cone Instavel
E“ Eﬂr

Fonte: O préprio autor Fonte: O préprio autor
(2026). (2026).

Nos dois préoximos resultados, apresentaremos diferentes caracterizagoes para os

espacos estavel e instavel. Primeiramente, vejamos o resultado valido para o espaco estavel.

Teorema 3.1.5 Sejam E um espaco vetorial normado e A : E — E um isomorfismo
linear hiperbolico decompondo o espaco B como E = E°* ® E". Para cada vetor v € E, as

sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. v e E?,
2. A" — 0 quando n — o,

3. Existe r > 0 tal que [|[A™v|| < r, para todon > 0,
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4. Existe a > 0 tal que A"v € C¢, para todo n > 0.

Demonstragao:

e 1 = 2)

Se v € E*, entao existem constantes ¢ > 1e 0 < A < 1 tais que
|A"]| < c¢- A" jv|]| para todo n > 0.
Como 0 < X\ < 1, segue que A" — 0 quando n — oo. Por consequéncia,

|A"v|| -0 quando n — oo.

Portanto, concluimos que A"v — 0 quando n — oc.

e 2 = 3)
Por hipétese, A"v — 0 quando n — co. Logo, como toda sequéncia convergente é

limitada, existe » > 0 tal que

|A"v|| <r para todon > 0.

e 3 = 4)

Suponhamos que nao exista a > 0 tal que A"v € C¢ para todo n > 0. Entao, para
todo o > 0, podemos encontrar um iterado de v que nao pertenca ao cone C¢. Em

particular, existe um iterado m > 0 tal que A™v ¢ C!.

Se escrevermos w = A™wv, o fato de que w ¢ C! nos indica que

[wal[ > [lws] = 0.

A partir dai, obtemos w, # 0 e, com isso,

|Awy, || - 00 e ||[A"ws]| = 0 quando n — co. (3.1)

Aplicando a desigualdade triangular reversa, encontramos

[A"w]] = [|A"w, + Aw; || = [[[A"wa]| = [|A"w]]]

Através das convergéncias expostas em (3.1), concluimos que ||A"w]|| — oco. Assim,

a sequéncia { A"v},>¢ nao ¢ limitada.

Para concluirmos, observemos que verificamos a contrapositiva do que desejavamos.
Portanto, se a sequéncia |[|A"v|| é limitada, entdao existe o > 0 tal que A"v € C%,

para todo n > 0.
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4 = 1)

Suponhamos a contrapositiva, isto é, que v ¢ E°. Entao v, # 0, assim

|AMv,|| = 00 e ||A"vg|| =0 quando n — co.

Desse modo, para qualquer a > 0, podemos tomar n > 0 tal que a desigualdade
[A v > a - [| A"

seja satisfeita. Logo, A™v ¢ C2.

Portanto, através da contrapositiva, concluimos que se existe a > 0 tal que A"v € C¢

para todo n > 0, entao v € E°.

Similarmente, o resultado a seguir nos mostra diferentes formas de caracterizar o

espago instavel.

Teorema 3.1.6 Sejam E um espaco vetorial normado e A : E — E um isomorfismo
linear hiperbolico decompondo o espaco E como E = E°* ® E". Para cada vetor v € E, as

sequintes afirmacoes sdo equivalentes:

1. ve ",
2. A7"v — 0 quando n — oo,
3. Eziste r > 0 tal que ||A~"v|| <r, para todo n >0,

4. Existe a > 0 tal que A™"v € C, para todo n > 0.

Demonstragao: A demonstragao deste resultado é completamente analoga a demonstra-

¢ao do resultado anterior, bastando substituir os iterados positivos pelos negativos. W

As caracterizagoes obtidas nos dois resultados acima nos mostram que os espagos
estavel e instavel sdo unicamente determinados pelo isomorfismo linear hiperbélico A. Em
outras palavras, se A induz no espaco E duas decomposi¢oes hiperbdlicas £ = E* @ E" e
E = G° ® G¥, entao, obrigatoriamente, devemos ter £* = G* e " = G".

No resultado a seguir, veremos que é possivel tomarmos uma norma conveniente
de modo que o comportamento hiperbodlico seja observado logo na primeira iteracao.
Com isso, as desigualdades hiperbdlicas deixam de depender da constante ¢, tornando o

comportamento mais facil de ser analisado.
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Teorema 3.1.7 Sejam E um espago vetorial normado e A : E — E wm isomorfismo
linear hiperbdlico decompondo o espago E como E = E* & E". Existem uma norma || - ||

no espagco E e uma constante 0 < 7 < 1 tal que

|Av]| < 7-lv]|,  YvePE®
HA’lvH <7-|v||, YveE“

Neste caso, dizemos que || - || € uma norma adaptada ao isomorfismo A.

Demonstracao: Inicialmente, consideremos uma norma || - [[; em E e constantes ¢ > 1 e

0 < A <1 tais que, para todo n > 0, tenhamos

[A%v]ly < e A"l Vo e E?
[A™ ][y < - A" lofly, - Vo € B

Nosso objetivo é construir uma nova norma, para a qual A seja uma contragao
imediata no espaco E® e uma expansao imediata no espago E*. Para isso, consideremos a

aplicacdo || - ||z : £ — R definida por

N-1
[l = > [|A™]1,
n=0

em que N é grande o suficiente para que tenhamos ¢ - AV < 1.

Primeiramente, pretendemos mostrar que a aplicagao || - || definida acima é uma
norma no espac¢o F. Com esse intuito, para todo v,w € E e a € R, verificaremos as

propriedades a seguir.

« Positividade: Por definigao, ||v]|s é uma soma de termos nao negativos, logo ||v||s > 0.

Além disso, se ||v]|2 = 0, entao
N-1
Y 4™ =0 = [|[A™]i =0 Vrne{0,...,N -1},
n=0

Em particular, para n = 0, temos ||A%||; = ||v|l; = 0, o que implica v = 0.
o Homogeneidade: Utilizando a linearidade de cada iterado A™ e a homogeneidade da
norma | - ||1, obtemos
N—-1

lac-vlla = > 14" (e~ )]s

n=0
N-1
= lal- > [[A™[x
n=0

= laf - [[v]ls.



41

o Desigualdade Triangular: Utilizando a linearidade de cada iterado A™ e a desigualdade
triangular valida para a norma || - ||, encontramos

N-1

lo+wlly = > [l4™(v +w)ll

N—-1
< Do A+ Yo A ]
n=0 n=0
= [lvl2 + [lw]l2,

o que prova a desigualdade necessaria.

Ap6s conferirmos que a aplicagdo || - ||2 constitui uma norma, pretendemos mostrar
que esta norma possui a propriedade enunciada. Para provarmos o que desejamos,
precisaremos primeiro verificar que esta norma satisfaz duas desigualdades. A primeira

delas é expressa a seguir:

|vlla < a-||v], Vv e E° (3.2)
N-1
em que a = Zc-)\”.
n=0
De fato, utilizando a defini¢do da norma || - ||2 e a desigualdade hiperbdlica vélida
para os vetores no espago estavel com rela¢ao a norma || - ||; verificamos que, para todo

ve R,
N-1 N-1
ol = D A"l < D7 - A" [lolli = a - [Jv]s,
n=0 n=0

o que prova a desigualdade expressa em (3.2).

Por sua vez, a segunda desigualdade que precisamos provar é expressa a seguir:
vl < a-[|[AN 0|, Yo e E“ (3.3)
Realmente, observando que A"y = A"~ (V=D (AN ~19) e considerando a desigualdade

hiperbélica valida para os vetores no espago instavel com relagao a norma || - ||;, segue

que, para todo v € K"

N-1 N—
[l =D |A™] = Z AT V=D AN ) |y
n=0 n=0
N-1
< c- )\(N—l)—n . ”AN_l’UHl
n=0
N-1
= c A" | AN |,
n=0
=a-[|[AY oy,
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o que termina a prova da desigualdade enunciada em (3.3).

Para concluirmos a prova, resta mostrarmos que o isomorfismo linear hiperbélico
A age como uma contracao imediata no espaco £ e uma expansao imediata no espago

E™, com relacao a norma que criamos.

Com isso em mente, mostraremos primeiro que A satisfaz o que desejamos para os

vetores no espaco estavel. Com efeito, para todo v € E®, podemos escrever

N-1

1Av]la = 3 A" (Av)]y

n=0

N
=>_ 14"
n=1

= [[vll2 = vl + [|A™ 0]

Aplicando a desigualdade hiperbdlica valida para os vetores no espaco estavel em

relacdo & norma || - ||; para escrevermos ||ANv||; < c- AN - ||v||1, segue que

14v]lz < [lvllz = flolls + ¢ AV - floly
= [[vll2+ (e AY = 1) - Jlu]ls.

Com isso, utilizando a desigualdade ||v|2 < a - ||v||1, que verificamos em (3.2), e

definindo a constante 7 =14 a"*(c- AY — 1) constatamos que

[Av]s < loflo+a™" - (c- AN = 1) - [Jo]la

=7 [l

o que conclui a demonstracdo de que A se comporta como uma contracao imediata no

espaco estavel.

Para finalizarmos, mostraremos que A satisfaz o que desejamos para os vetores no
espaco instavel, isto é, que A age como uma expansao imediata em E". Equivalentemente,
provaremos que A~! é uma contracdo imediata nesse mesmo espaco. Com efeito, para

todo v € E*, podemos escrever
N-1
-1 _
A 0]l = > A" (A7 )y
n=0

N—2
= Z |A™v]

n=-—1

= [[vll2 + A ol =AY 0.

Observando que A7'v = A™N(AN~1y) e utilizando a desigualdade hiperbélica

valida para os vetores no espago instavel em relagdo a norma || - ||; para escrevermos
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|A=N(AN ) ||; < - ANV - | AN Lol]y, segue que

1A 0]l < [lolla + e A - [JAY ol — [AY oy
= [[vllz+ (e A = 1) - AN o1

Com isso, utilizando a desigualdade |[v||z < a- [|[AN 0|1, que verificamos em (3.3),

e usando novamente a constante 7 =1+ a~!(c- AN — 1) constatamos que

1A 2 < Jlolla +a™ - (e AV = 1) - [Ju]l
=7 vl
o que conclui a demonstracao de que A~ se comporta como uma contracao imediata no
espago instavel.

Portanto, o isomorfismo linear hiperbélico A age como uma contragao imediata no
espaco F° e uma expansao imediata no espago E*, com relagdo a norma que criamos. Em

outras palavras, existe uma constante 0 < 7 < 1 tal que

|Av|ls < 7 |v|l2, Vv eEE?
A 0|y < 7 |jv)la, Yo € EY,

isto é, a norma || - ||2 é adaptada ao isomorfismo linear hiperbélico A. |

Analisemos a desigualdade valida para os vetores no espaco instavel:

||A’1v|| <7-|v|, YveE"

Essa desigualdade deve ser valida para qualquer vetor v € E*. Em particular, pela
invariancia de E" com relagao ao isomorfismo A, o vetor Av pertence ao espaco E*, e

assim ¢ valida a desigualdade
[AT (Av)|| < 7 - [|Av]|
Equivalentemente, podemos escrever
[Av]| = 77" lo]],

em que, vale notar, 77! > 1.

Assim, o teorema acima nos fornece uma intuicao a respeito do comportamento
dos isomorfismos hiperbdlicos: essas aplica¢des contraem os vetores no espaco estavel e

expandem os vetores no espaco instavel.

Uma pergunta natural que podemos nos fazer é: Dado um isomorfismo linear A,
como podemos determinar se A é hiperbolico? O resultado a seguir nos fornece uma forma

pratica de resolver esse problema.
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Teorema 3.1.8 Um isomorfismo linear A é hiperbdlico se, e somente se, A nao possui

autovalores com norma unitdiria.

Demonstragao:

=) Seja A um isomorfismo linear hiperbdlico. Suponhamos, por contradigao, que
A possui um autovalor A tal que |A\| = 1. Entao, existe um autovetor v # 0 tal que

Av = X\ -v. Em particular,
|A"v|| = |\|" - ||v]| = ||v|| para todo n € N.

Considerando a decomposicao de v nas coordenadas estavel e instavel, podemos

utilizar a desigualdade triangular reversa para obtermos
[A™ || = |A" v || = |A"0s]| = [[A™ ]| + [[A"0s]] = [|A™ v
Ao passarmos o limite, encontramos
: n
ol = Tim [[A",])
de onde concluimos que v, = 0, pois, caso contrério, terfamos lim ||A"v, | = oo.

Assim, v = v,. Consequentemente, devemos ter a convergéncia A"v — 0 quando
n — 0o. Como verificamos que [|A"v|| = ||v]| para todo n € N, segue v = 0, contradizendo

a hipdtese de que v # 0.

Desse modo, se A é um isomorfismo linear hiperbdlico, entdo A nao possui autova-

lores com norma unitaria.

<) A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em (13, Proposicao 2.11).

Uma caracteristica importante da hiperbolicidade é a sua robustez, isto é, a sua
persisténcia por pequenas perturbacgoes. No resultado abaixo, veremos uma das formas

em que essa robustez se manifesta.

Teorema 3.1.9 O conjunto dos isomorfismos lineares hiperbolicos é aberto e denso no
conjunto dos isomorfismos lineares sobre o espago E. Ademais, os espagos estaveis E°(A)

e instaveis E"(A) variam continuamente com a aplicagio A.

Demonstragao: A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em (8, Teorema
2.10). |

Com objetivo de explorarmos outras maneiras em que a robustez da hiperbolicidade
se apresenta, introduziremos brevemente pontos fixos hiperbdélicos e pontos periddicos

hiperbdlicos.
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Definicao 3.1.10 Seja f : E — E uma aplicacao de classe C". Um ponto fixo p de f €

dito um ponto fizo hiperbélico se D,f : E — E ¢ um isomorfismo linear hiperbolico.

Definicao 3.1.11 Seja f : E — E wuma aplicacao de classe C". Um ponto periodico p
de f com periodo n € dito um ponto peridédico hiperbdlico se D,f" : E — E é um

isomorfismo linear hiperbolico.

O teorema a seguir estabelece a persisténcia local de pontos fixos sob pequenas
perturbacoes de f na topologia C'!, garantindo que existe exatamente um ponto fixo para

a aplicagao perturbada em uma vizinhanca do ponto original.

Teorema 3.1.12 Seja f : E — E uma aplicacdo de classe C™ com um ponto fixo hiper-
bolico p. Existem ¢ > 0 e § > 0 tais que se g pertence d bola B(f,d) na topologia C*,
entdo g possui no mdzimo um ponto fixo em B(p,€). Além disso, para qualquer 0 < ¢’ <€,
eviste 0 < §' < § tais que se g pertence a bola B(f,d) na topologia C*, entdo g possui

exatamente um ponto fizo em B(p,€).

Demonstragao: A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em (8, Teorema
2.6). |

Complementando o resultado anterior, o proximo teorema nos mostra que o novo
ponto fixo permanece hiperbdlico. Adicionalmente, os espagos estaveis e instaveis dependem

continuamente da aplicacao.

Teorema 3.1.13 Seja f : E — E uma aplicacao de classe C" com um ponto fixo hiperbo-
lico p. Ezistem e >0 e § > 0 tais que se g pertence d bola B(f,8) na topologia C', entdo
g possui exatamente um ponto fixo p, em B(p,€), o qual é hiperbolico. Além disso, o ponto

fizo hiperbélico p,, e os espagos E*(p,) e E*(py) variam continuamente com a aplicagio g.

Demonstragiao: A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em (8, Teorema
2.11). |

3.2 CONJUNTOS HIPERBOLICOS

Nesta secao, estenderemos o conceito de hiperbolicidade para o contexto de sistemas
dindmicos em variedades diferenciaveis. Como referéncia para os tépicos abordados nessa

segdo, é recomendada a consulta a (4), (8) e (12).

Antes de prosseguirmos, precisaremos estabelecer nas variedades uma estrutura

que nos permita quantificar comprimentos no fibrado tangente de maneira coerente, para
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que possamos considerar as desigualdades hiperbdlicas vistas anteriormente. Com esse

objetivo em mente, definimos o conceito de variedade riemanniana.

Definicao 3.2.1 Seja M uma variedade. Dizemos que M €é uma variedade riemanni-
ana se, em cada ponto x € M, dotamos o espaco tangente T, M de um produto interno
(y)e : TuyM x T,M — R de modo que, para cada par X,Y de campos vetoriais de classe
C*® em M, a aplicagio f : M — R definida por f(z) = (X (x),Y (x)). seja de classe C".

Nesse caso, dizemos que a colegio {(-, )z }zenm € uma métrica riemanniana de

classe C" na variedade M.

Naturalmente, uma métrica riemanniana induz, para cada = € M, uma norma no

espaco T, M, definida a seguir.

Definicao 3.2.2 Seja M wma variedade riemanniana. Para cada x € M, a norma

induzida pela métrica riemanniana em T, M é definida da sequinte forma:

[v]le = /{v,0)_, VveT,M.

A norma definida acima é denominada norma induzida pela métrica rie-
manniana em T, M. Adicionalmente, dizemos que a colegio de normas {|| - || tzenm € de

classe C" se, para cada campo vetorial X de classe C* em M, a aplicagio f: M — R

definida por f(z) = || X (x)||? € de classe C".

Notacao 3.2.3 Quando nao houver confusdo com rela¢ao ao ponto base, ocultaremos 0s

indices em (-,")y € || - ||z, escrevendo apenas (-,-) e | - ||.

Teorema 3.2.4 Se M é uma variedade riemanniana compacta, entdo todas as colegoes de
normas de classe C° em TM sio equivalentes. Isto é, se {|| - |12 }eerr € {|| - ||2.2 frerr SGO
colecoes de normas em T'M, entao existe uma constante k > 1 tal que, para todo x € M,
a desigualdade

7 llze < ollie < & - Jlvlloe

¢ valida para todo v € T, M.

Demonstragao: A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em (20, Lema
2.53). |

Definigao 3.2.5 Seja M uma variedade riemanniana. A métrica induzida em M pela

métrica riemanniana {(-, )z }zenm € definida como
b
d(zy) =inf [ |/@Olldt ¥a,ye M,

em que vy : [a,b] — M é uma curva diferencidvel por partes tal que v(a) = x e y(b) = y.
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Teorema 3.2.6 Seja M uma variedade riemanniana conexa. Se d é a métrica induzida
em M pela métrica riemanniana {{-, )z }tzenm, €ntao a topologia da métrica induzida por d

em M coincide com a topologia de M.

Observacao 3.2.7 Lembremos que, por definicio, M é um espago topoldgico dotado de
uma topologia Ty (vide Definicao 2.2.6). No teorema acima, a topologia de M corresponde

a topologia Ty mencionada na definicao supracitada.

Demonstragao: A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em (20, Teorema
2.55). |

Teorema 3.2.8 Toda variedade admite uma métrica riemanniana.

Demonstragao: A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em (20, Proposigao

2.4). u

Munidos das nogoes basicas de variedades riemannianas, agora estamos em condi-

¢oes de introduzir o conceito de conjuntos hiperbdlicos.

Definigao 3.2.9 Sejam M uma variedade riemanniana de classe C* e f: M — M um
difeomorfismo. Um subconjunto f-invariante A C M € dito um conjunto hiperbdlico se,
em cada ponto x € A, o espago T, M admite uma decomposicao T,M = E*(x) ® E"(z),

satisfazendo as sequintes propriedades
1. As familias E® e E" sdo invariantes por Df, isto €,
Do f(E*(z)) = E*(f(z)) e Dof(E"(x)) = E“(f(2)),
2. Existem constantes c > 1 e 0 < A < 1 de modo que, para todo n > 0, tenhamos

| Do f || <c- X" |v|l, Vz €A, Yoe E(z)
|Def 0| <c-A"-|jv||, VzeA, Voe E“x).

Nessa situagao, chamamos os espagos E*(x) de espago estdvel em x e E(x) de espago
instdvel em x. Em particular, no caso em que A = M, dizemos que a aplicacio f € um

difeomorfismo hiperbolico ou, alternativamente, um difeomorfismo Anosov.

Assim como no caso dos isomorfismos hiperbdlicos, se M é uma variedade rie-
manniana compacta, entao a hiperbolicidade de um conjunto A ndo depende da métrica

riemanniana definida em M. De fato, a equivaléncia de normas enunciada no Teorema 3.2.4
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nos garante que se verificarmos a definicao de hiperbolicidade para a colecao de normas
{1l - I,z }zenm, entdo para qualquer outra colecdo de normas {|| - ||2,» }zen conseguimos obter

uma constante £ > 1 de modo que

F=AIDef"olle < [ Dof™olly < e A" folly S e A"k lulls, Vo € B4(2)
E=[Dof Tl < [1Dof M0l S e A olly S e Ak lolla, Vo € E(x).

Assim, analisando os termos extremos nestas desigualdades, obtemos

| Dz f 0|2 < (c- k2) A", Vv € E*(z)
Do f"0lla < (e~ k%) - A" - [Jullz, Vo € E¥(2).

Com isso, concluimos que, ao mudarmos a métrica riemanniana considerada em
M, o conjunto A ainda satisfaz as condig¢oes de hiperbolicidade. Em outras palavras,
mostramos que a defini¢cao de hiperbolicidade de um conjunto ndao depende da métrica

riemanniana considerada na variedade M.

A partir daqui seguiremos a seguinte notagao,

Nomenclatura 3.2.10 Consideremos os conjuntos
Co(@) ={v e LM ; fvul <a-lul} e Ci(z)={veTad ; |v] <o val},

em que o > 0. Denominamos o conjunto C'¢ de a-cone estdvel em x e o conjunto CZ

de a-cone instavel em x.

Nos dois resultados a seguir, apresentaremos diferentes caracterizagoes para os
espacos estavel e instavel em cada ponto. Primeiramente, vejamos o resultado valido para

o espago estavel de um ponto.

Teorema 3.2.11 Sejam f : M — M um difeomorfismo e A C M um conjunto hiperbdlico,
em que, em cada ponto x € A, o espago T, M admite uma decomposicao T, M = E*(z) &

E"(z). Para cada vetor v € T, M, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. v e E*(x),

2. || Dpf™|| — 0 quando n — oo,

3. Existe r > 0 tal que |D, f"v|| < r, para todo n > 0,

4. Eziste a > 0 tal que D, f"v € C¢(f"(x)), para todo n > 0.

Demonstragao:

1 = 2)
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Se v € E*(x), entao existem constantes ¢ > 1 e 0 < A < 1 tais que

D f || <c-A"-||v]| para todo n > 0.

Como 0 < X\ < 1, segue que A — 0 quando n — oco. Por consequéncia,
|D.f"v|]| -0 quando n — oo,

como queriamos.
2 = 3)

Por hipétese, a sequéncia {|| D, f™v||}52, é convergente. Logo, como toda sequéncia

convergente é limitada, existe » > 0 tal que

| Dy f™|| <r para todo n > 0.

3 = 4)

Suponhamos que nao exista a > 0 tal que D, f"v € C*(f™(z)) para todo n > 0.
Entao, para todo a > 0, podemos encontrar um iterado de v que nao pertenca ao cone
C2(f™(x)). Em particular, existe um iterado m > 0 tal que D, f™v ¢ CL(f™(x)).

Denotando w = D, f™v, o fato de que w ¢ C!(f™(z)) nos indica que
[wul| > [[ws] > 0.
A partir dai, obtemos w, # 0 e, com isso,

|Dyfwy|| =00 e ||Dpfws|]] -0 quando n — oc. (3.4)

Aplicando a desigualdade triangular reversa, encontramos

|1 Do f"wl| = || Do f"wy + Do f ws|| 2 ||| Do f"wul| — [ Daf ws]l].
Através da convergéncias apresentadas em (3.4), concluimos que || D, f"w|| — oc.

Assim, a sequéncia {|| D, f"v]|}32, ndo ¢é limitada.

Para concluirmos, observemos que verificamos a contrapositiva do que desejavamos.
Portanto, se a sequéncia || D, f™v|| é limitada, entdo existe & > 0 tal que D, f"v € C¥(f™(x))

para todo n > 0.

4 = 1) Suponhamos a contrapositiva, isto é, que v ¢ E*(x). Entdo v, # 0, assim

|Defvul] > 00 e ||Dyf"vs|| =0 quando n — oo.

Desse modo, para qualquer a > 0 podemos tomar n > 0 tal que a desigualdade

[ Def vul| = - || Dy f 04|
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seja satisfeita. Logo, D, f"v ¢ C?.
Portanto, através da contrapositiva, concluimos que se existe a > 0 tal que
D, f" € C¥(f™(x)) para todo n > 0, entdo v € E*(x)
|

Similarmente, o resultado a seguir nos mostra diferentes formas de caracterizar o

espago instavel.

Teorema 3.2.12 Sejam f: M — M um difeomorfismo e A C M um conjunto hiperbélico,
em que, em cada ponto x € A, o espago T, M admite uma decomposicao T, M = E*(z) ®

E"(z). Para cada vetor v € T, M, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. v e E*(x),
2. | Dy f~™]| — 0 quando n — oo,
3. Existe r > 0 tal que ||D,f"v|| <r, para todo n >0,

4. Existe o > 0 tal que D, f~"v € CY(f"™(x)), para todo n > 0.

Demonstragao: A demonstragao deste resultado é completamente analoga a demonstra-

¢ao do resultado anterior, bastando substituir os iterados positivos pelos negativos. W

As caracterizagoes obtidas nos dois resultados acima, nos mostram que, em cada
ponto, os espacos estavel e instavel sao unicamente determinados por f. Em outras palavras,
se f induz no espago T,M duas decomposi¢des hiperbdlicas T,M = E*(x) & E%(x) e
T.M = G*(x) & G"(x), entdo, obrigatoriamente, devemos ter E*(z) = G*(x) e E%(x) =
G"(x).

A seguir, veremos que é possivel tomarmos uma norma riemmaniana conveniente
de modo que o comportamento hiperbdlico seja observado logo na primeira iteracao.
Com isso, as desigualdades hiperbdlicas deixam de depender da constante ¢, tornando o

comportamento mais facil de ser analisado.

Teorema 3.2.13 Sejam f : M — M um difeomorfismo e A C M um conjunto hiperbélico,
em que, em cada ponto v € A, o espago T, M admite uma decomposi¢io T,M = E*(x) ®
E"(z). Ezistem uma métrica riemanniana ((-,-)) na variedade M e uma constante

0 <7 <1 tal que, com relagio a norma induzida

| Dy fo] <7 -|lvl, Vo € A, Yv € E*(x)
ID.f ol <7 |||, Vze€A, Yoe E%x).

Nesse caso, dizemos que || - || é uma norma adaptada ao conjunto A.
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Demonstragdo: Inicialmente, consideremos uma métrica riemanniana {(-, ), bzepr em M

e constantes ¢ > 1 e 0 < A < 1 tais que, para todo n > 0, tenhamos

| Dy fv| <c- A" v, Vo e A, Yv € E*(x)
|ID.f"0| <c-A"-|v|, VaxeA, Yve E'(x).

Nosso objetivo ¢ construir uma nova métrica riemanniana, para a qual, para
cada © € A, a derivada D,f seja uma contragdo imediata no espago E®(x) e uma
expansao imediata no espago E"(x). Para isso, em cada z € M, consideremos a aplicagao
((-,' N : TeM x T,M — R definida por

N-1
(v, w))e = D (Def™v, Dpf w),
n=0

em que N é grande o suficiente para que tenhamos ¢ - AV < 1.

Primeiramente, pretendemos mostrar que a colegao {((-, "))z }zen definida acima
é uma métrica riemanniana em M. Com esse intuito, para todo z € M, v,w € T, M e

a € R, verificaremos as propriedades a seguir.

« Positividade: Por definigao, se v # 0, entao ((v,v)) é uma soma de termos positivos,
logo ({v,v)) > 0.

 Simetria: Utilizando a simetria do produto interno (-, ), encontramos

(0,0 = 32 (Def"0, Def ') = 32 (Def " Daf"0) = {fw-0).

o Homogeneidade: Utilizando a linearidade de cada iterado D, f" e a homogeneidade

do produto interno (-, ), obtemos

N-1
({a - v,w)) ZDf”oszf”>

—~
—~
<
~
~—

o Linearidade: Utilizando a linearidade de cada iterado D, f™ e a linearidade valida
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para o produto interno (-, -), encontramos

N-—1
((v+v'w)) =3 (Daf"(v+1), Do f w)

v

= <DxfnU+Docfn'Ul>Dxfnw>
vt -

= (Do f"(v), Dy f"w) + Z<szn(vl)szfnw>
n=0 n=0

= <U’ w> + <Ula w)

Apés conferirmos que a colecao {((-, "))z }zen constitui métrica riemanniana em
M, pretendemos mostrar que esta métrica riemanniana possui a propriedade pretendida.
Para provarmos o que desejamos, precisaremos primeiro verificar que sao satisfeitas duas

desigualdades. A primeira delas é expressa a seguir:

vl < a- |v]?, Ve € M, Yv € E*(x). (3.5)
N-1
em que a = »_ ¢+ A" e || - || representa a norma induzida pela métrica riemanniana
n=0
{(¢Dateen
De fato, utilizando a definicdo da norma || - || e a desigualdade hiperbélica valida
para os vetores no espago estavel E*(z) com relagdo a norma | - | verificamos que, para
todo v € E*(x),
N—1 N—1
HUHQZ Z<Dxfnvamfnv> = |Dxfnv|2
n=0 n=0
N-1
S Z C2_/\2n . |U‘2
n=0
=a*- |U|7

o que prova a desigualdade expressa em (3.5).

Por sua vez, a segunda desigualdade necessaria é expressa a seguir:
0> < a-|Dyf" ), Vue EYx). (3.6)

Realmente, observando que D, f™v = D pn-1(,) f*~V"Y(D, f¥~'v) e considerando

a desigualdade hiperbdlica valida para os vetores no espaco instavel com relagao a norma
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| - |, segue que, para todo v € E*

N-1 N—-1
[olf* = 37 [Daf o = 37 [ Dywoao (DM o) P
n=0 n=0

N-1
62 . )\Q(N—l—n) i |Dfo_1U|2

n=0
N-1

— 02.A2n' |szN_1’U|2
n=0

=a-|D,fN ",

o que termina a prova da desigualdade enunciada em (3.6).

Para concluirmos a prova, resta mostrarmos que, em cada ponto x € A, a derivada
D, f age como uma contra¢ao imediata no espa¢o E*(x) e uma expansao imediata no

espago E"(z), com relagdo a norma que criamos.

Com isso em mente, mostraremos primeiro que D, f satisfaz o que desejamos para

os vetores no espago estavel. Com efeito, para todo v € E*(x), podemos escrever

N-1
1Dz foll* = > [Dp) f"(Defo)l?
n=0

oll* = o] + Do f N0l

Aplicando a desigualdade hiperbdlica valida para os vetores no espaco estavel com relacao
A norma | - | para escrevermos |D, fNv| < ¢ AV - |v], segue que
IDafol® < [Jvl* = [0 +¢* - A*Y - o]
= ol + (- A = 1) - o]

2

Com isso, utilizando a desigualdade |[v||* < a - |v|?, que verificamos em (3.5), e definindo a

constante 7 = \/ 14+ a=1(c?- AN — 1) constatamos que

1D foll < lI]2 +a - (2 AN = 1) o]
=7 lvll,
o que conclui a demonstracao de que D, f se comporta como uma contragao imediata no
espago estavel.

Para finalizamos, mostraremos que D, f satisfaz o que desejamos para os vetores

no espaco instavel, isto ¢, que D, f~! é uma contracao imediata em E“(x). Com efeito,
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para todo v € E*, podemos escrever
N-1
Do f710l* = D D10y f1(Daf )
n=0

N-1

— Z |Dxf”_1v|2
n=0
N-2

= Z |D:vfnvl2

n=-—1

= [[lf* + [Dof 0 — | Do f¥ 0l

Observando que D, f~'v = Dyn-1(,) [N (Do fV"'v) e utilizando a desigualdade
hiperbélica vélida para os vetores no espago instdvel com relagdo a norma |- | para

escrevermos | D pn—1(,) [N (Dp fN 1) < ¢- AV - | D, fN 10|, segue que

1Dl < ol ¢ X D, — D Yo
HUH? + <62 A2V 1) . |D$fN71U|2.

Com isso, utilizando a desigualdade |[v||*> < a - |D,f" 'v|?, que verificamos em

(3.6), e usando novamente a constante 7 = \/1 + a1 (c?- AN — 1) constatamos que

1D f 70 < \/llol|2 + a1 - (e2 - 22N —1) - [lu]|?
=7 lvll,
o que conclui a demonstracao de que D, f~! se comporta como uma contracao imediata
no espago instavel.

Portanto, em cada ponto x € A, a derivada D, f age como uma contragao imediata
no espago E*(x) e uma expansao imediata no espago E*(x), com relagdo a norma que
criamos. Em outras palavras, existe uma constante 0 < 7 < 1 tal que

Do fol] <7-loll, Vo€ E(z)
IDef 0l <7 oll, Vv e E*(w),

isto é, a norma || - || é adaptada ao conjunto A. |

Observacgao 3.2.14 Se f é um difeomorfismo de classe C", a métrica riemanniana ({-,-))
definida acima é de classe C"~1. Apesar disso, é possivel aproximarmos essa métrica por
uma métrica riemanniana {((-,-))" de classe C* que satisfaz as desigualdades acima para

uma constante 7' € (1,1). Para mais informagoes, ver a referéncia (21, Lema 3.2).

Analisemos a desigualdade valida para os vetores no espaco instavel de cada ponto:

ID.f | <7 lvll, VYo €A, Yoe EY(x).
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Essa desigualdade deve ser valida para qualquer vetor v € E*(z). Em particular,
pela invariancia de E* com relagdo a D f, o vetor D, fv pertence ao espago E"(f(z)), e

assim ¢ valida a desigualdade
1Dy [~ (Dafo)ll < 7+ ||Da fo]
Equivalentemente, podemos escrever
IDafoll = 774 ol

em que, vale notar, 77! > 1.

Assim, o teorema acima nos fornece uma intuicao a respeito do comportamento
Y
de D f nos pontos de um conjunto hiperbélico: essas aplica¢oes contraem os vetores no

espago estavel de cada ponto e expandem os vetores no espaco instavel de cada ponto.

A partir daqui, estaremos interessados em estudar como os espagos estéveis F*(z)
e instaveis £*(x) variam quando deslocamos o ponto z. Para isso, precisaremos apresentar
0 espago grassmanniano para que possamos desenvolver uma nogao de convergéncia de

espagos tangentes.

Definicao 3.2.15 Seja M uma variedade n-dimensional. Para cada m < n, consideremos

o conjunto
Gn(M)={E ; E é um subespaco vetorial m-dimensional de T, M, para algum x € M?}.

O conjunto definido acima é denominado espago m-grassmanniano de M.

Definig¢ao 3.2.16 Sejam (z,)nen uma sequéncia de elementos de M e m > 1. Para
cada n € N, consideremos E(x,) um subespagco m-dimensional de T, M. Dizemos que a
sequéncia (E,, Jnen de elementos de G, (M) converge para um espago E(x) se, dada uma

base B, = {ef,... e~} de E,, existem bases B,, = {e{",..., e} de E,, , tais que, para

cada i € {1,...,m}, a sequéncia (e;"

"M )nen converge a €.

Apébs nos familiarizarmos com a nocao de convergéncia de espagos tangentes,

podemos enunciar o resultado a seguir.

Teorema 3.2.17 Sejam f : M — M um difeomorfismo e A C M um conjunto hiperbélico,
em que, em cada ponto x € A, o espago T, M admite uma decomposi¢io T,M = E*(x) ®

E"(x). Sao vdlidas as sequintes afirmagoes:

1. Os espagos estaveis E*(x) e instdveis E*(x) variam continuamente com o ponto
r €A,

2. As dimensoes dos espagos estdveis E*(x) e instdveis E"(x) sao localmente constantes,
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3. O conjunto A é um conjunto hiperbélico para f.

Demonstragido: A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em (8, Teorema
4.3). |

3.3 CONJUNTOS PARCIALMENTE HIPERBOLICOS

Nesta secao, apresentaremos o conceito de hiperbolicidade parcial, que representa
uma generalizagao da hiperbolicidade, em que é admitida a existéncia de uma direcao
central com comportamento intermediario. Como referéncia para os topicos abordados

nessa se¢ao, ¢ recomendada a consulta a (14) e (15).

Definicao 3.3.1 Sejam M uma variedade riemanniana de classe C* e f: M — M um
difeomorfismo. Um subconjunto f-invariante A C M ¢é dito um conjunto parcialmente
hiperbdlico se, em cada ponto x € A, o espaco T, M admite uma decomposicio T,M =

E*(z) ® E°(z) ® E"(x), satisfazendo as sequintes propriedades
1. As familias E*, E€ e E* sao invariantes por Df, isto €,
Do f(E°(x)) = E°(f(x)), Dof(E(x)) = E°(f(z)) e D.f(E"(x)) = E"(f(x)),

2. Ezistem constantes c>1 e 0 < A < pu <1 de modo que, para todo n > 0, tenhamos

D fo| < - A" o], Vo e A, Vv € E5(x)
Dy f™l| <c-p™ - o], Vo € A, Yo € E(z)
|Def ™| <c-u "o, Ve € A, Yv € E°(x)
| D f "] <c- A" ||v], Ve € A, Yv € E*(x).

Nessa situagdo, chamamos os espagos E*(z) de espago estdvel em x, E°(x) de espago
central em x e E'(x) de espago instdvel em x. Adicionalmente, os espacos E(x) =
E*(x) @ E(x) e E(x) = E(x) ® E"(x) sao chamados espago centro-estdvel em z ¢
espacgo centro-instdavel em x, respectivamente. Em particular, no caso em que A = M,

dizemos que a aplicacao f € um difeomorfismo parcialmente hiperbdlico.

Assim como nas segOes anteriores, veremos que é possivel tomarmos uma norma
riemanniana conveniente de modo que o comportamento parcialmente hiperbélico seja
observado logo na primeira iteragdo. Com isso, as desigualdades parcialmente hiperbélicas

deixam de depender da constante ¢, tornando o comportamento mais facil de ser analisado.
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Teorema 3.3.2 Sejam f : M — M um difeomorfismo e A C M um conjunto parcial-
mente hiperbolico compacto, em que, em cada ponto x € A, o espaco T, M admite uma
decomposi¢io T,M = E*(x) @ E(x) @ E*(x). Existem uma métrica riemanniana {({-,-))

na variedade M e constantes 0 < 7 <n <1 tais que, com relagio a norma induzida

[ Dz fol <7 -loll, Yz € A, Vv € E*(x)
Dy foll <n~'- o], Vo e A, Yv € E(x)
|Dof "l <7t fvll,  Vz €A, Yo e E(x)
Do f~ 0]l < 7 o, Vo € A, Yv € E%(x).
Nesse caso, dizemos que || - || € uma norma adaptada ao conjunto A.

Demonstragao: A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em (14, Teorema
2.10). ]

Analisemos as desigualdades validas para os vetores no espaco central:

1D, foll <0t ol Vo€ A, Vo € F(z)
ID.f ol <0~ lofl, Vz € A, Yo € E(x).

A primeira delas nos diz que todo vetor no espago E°(z) é expandido por uma

fator menor ou igual a n~!. Em comparacao, a desigualdade
Do f ol <7 |v], Ve e A, Vv € E“(x)

é equivalente, como ja vimos anteriormente, a desigualdade
|Dofo|| > 771 v, Vo e A, Yv € EY(x)

0 que nos mostra que todo vetor no espago E"(z) é expandido por um fator maior ou
igual a 771, Assim, como 7! < 77!, concluimos que qualquer vetor no espago E°(x) é

expandido menos do que qualquer vetor no espago E"(z).

Por outro lado, a segunda desigualdade é equivalente a desigualdade
[Dafoll Zn- (o], Vo €A, Yve E"(z),

nos indicando que todo vetor no espago E(x) é expandido por um fator maior ou igual a

1. Em contrapartida, a desigualdade
[Dufolf < 7-|loll, Vo €A, Vve E(x)

nos revela que todo vetor no espago E*(z) é expandido por um fator menor ou igual a 7.

Desse modo, como 7 > 7, concluimos que qualquer vetor no espago E°(x) é expandido
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mais do que qualquer vetor no espaco E*(z). Equivalentemente, dizemos que qualquer

vetor no espago E¢(x) é contraido menos do que qualquer vetor no espago E*(x).

Em vista dessa discussao, o teorema acima nos fornece uma intuicao a respeito do
comportamento dos difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos: essas aplicacoes sao tais
que, em cada ponto, a derivada contrai os vetores no espaco estavel, expande os vetores
no espagco instavel e os vetores no espacgo central sofrem uma ac¢do mais branda do que
os vetores nos outros espagos, isto é, sdo contraidos menos do que os vetores no espago

estavel e sao expandidos menos do que os vetores no espago instavel.

No resultado a seguir, estaremos interessados em estudar como os espagos estaveis

E*(z), centrais E°(x) e instdveis E%(z) variam quando deslocamos o ponto x.

Teorema 3.3.3 Sejam f: M — M um difeomorfismo e A C M um conjunto parcialmente
hiperbolico, em que, em cada ponto x € A, o espaco T,M admite uma decomposicao
T.M = E*(z) ® E°(x) ® E"(x). Sao vdlidas as sequintes afirmagoes:

1. Os espagos estaveis E*(x), centrais E°(x) e instaveis E(x) variam continuamente

com o ponto x € A\,

2. O conjunto A é um conjunto parcialmente hiperbélico para f.

Demonstragao: A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em (14, Proposigao
2.5). m

3.4 VARIEDADES INVARIANTES

Nesta secao, apresentaremos o Teorema da Variedade Estavel, estabelecendo as
defini¢oes necessarias para a compreensao de seu enunciado e de suas implicagoes. Adicio-
nalmente, exploraremos outros resultados e defini¢oes envolvendo as variedades invariantes.

Como referéncia para os topicos abordados nessa se¢ao, é recomendada a consulta a (8),
(10), (12) e (13).

Inicialmente, concentraremos a nossa analise no caso hiperbdlico.

Definicao 3.4.1 Seja f : M — M um difeomorfismo de classe C". Para cada ponto

p € M, consideremos 0s conjuntos

Wi(p) ={q €M ; d(f*(q), f"(p)) <r para todon >0 e lim d(f"(q), f"(p)) = 0}
Wi(p) ={g€ M ; d(f"(q), f"(p)) <7 paratodon >0 e  lim d(f"(q), f"(p)) = 0}.

Denominamos o conjunto W2 (p) de variedade estdvel local de tamanho r de p

e o conjunto W*(p) de variedade instdvel local de tamanho r de p.
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Nos dois resultados a seguir, veremos que, se r for pequeno o suficiente, as variedades
estavel local e instavel local em cada ponto podem ser caracterizadas de diferentes formas.

Primeiramente, vejamos o resultado valido para o espaco estavel de um ponto.

Teorema 3.4.2 Sejam f : M — M um difeomorfismo de classe C" e A C M um conjunto
hiperbdlico de f. Ser é suficientemente pequeno, entdo, para cada ponto p € A, as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:

2. d(f"(q), f"(p)) <7, para todo n > 0,

3. Ezistem constantesc > 1e0 < X\ < 1 tais que d(f"(q), [ (p)) <7 ed(f"(q), f"(p)) <
c-\"-d(q,p), para todo n > 0.

Demonstragao: A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em (8, Teorema
4.13). ]

Similarmente, o resultado a seguir nos mostra diferentes formas de caracterizar a

variedade instavel local.

Teorema 3.4.3 Sejam f: M — M um difeomorfismo de classe C" e A C M um conjunto
hiperbdlico de f. Ser € suficientemente pequeno, entao, para cada ponto p € A, as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:

2..d(f(q), f"(p)) <, para todo n >0,

3. Ezistem constantesc > 1e0 < X\ < 1 tais que d(f~"(q), f"(p)) < red(f"™(q), f™(p)) <
c-\"-d(q,p), para todo n > 0.

Demonstracao: A demonstracao deste resultado é completamente andloga a demonstra-

¢ao do resultado anterior. |

Diferentemente das defini¢oes anteriores, em que consideravamos apenas uma

vizinhanca local, a seguir definiremos as variedades estavel e instavel globais.

Definicao 3.4.4 Sejam f : M — M um difeomorfismo de classe C" e A C M um

conjunto hiperbolico de f. Para cada ponto p € A, os conjuntos
We(p) ={q € M ; lim d(f"(q), f"(p)) = 0}
W(p) ={q e M; lim d(f"(q),f"(p)) = 0}
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sao chamados variedade estdvel e variedade instdavel do ponto p, respectivamente.

No proximo resultado, enunciamos um conjunto muito ttil de afirmacoes equiva-

lentes para difeomorfismo Anosov.

Teorema 3.4.5 Seja M uma variedade e f : M — M um difeomorfismo Anosov. As

sequintes afirmagoes sao equivalentes

1. O conjunto nao errante de f coincide com toda a variedade M, isto €, 1y = M,
2. A wvariedade instdvel W*"(x) é densa em M, para todo x € M,

3. A wvariedade estavel W*(x) é densa em M, para todo x € M,

4. A aplicagao f € transitiva,

5. A aplicagcio f é topologicamente mixing, isto €, para quaisquer abertos U,V C X,
existe ng € N tal que f"(U) NV # & para todo n > nyg.

Demonstragao: A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em (9, Teorema

5.10.3). -

A seguir, enunciaremos o Teorema da Variedade Estavel, que nos fornece uma carac-
terizagdo detalhada da estrutura dessas variedades invariantes. Antes disso, introduziremos

a aplicagao exponencial.

Definigao 3.4.6 Seja M uma variedade riemanniana. A aplicagdo exponencial em
um ponto p € M, denotada por exp, : T,M — M, associa a cada vetor v € T,M o ponto
Yo (1), em que 7y, representa a curva geodésica comegando no ponto p com a diregio do

vetor v.

Teorema 3.4.7 (Teorema da Variedade Estavel) Sejam f : M — M um difeomor-
fismo de classe C" e A C M um conjunto hiperbolico de f. Ser > 0 € suficientemente

pequeno, entdo, para cada ponto p € A, sao validas as sequintes afirmagoes:

1. As variedades estdvel local W7 (p) e instdvel local W (p) sao subvariedades mer-
gulhadas de M, com dimensdes iguais as dimensoes dos espacos E*(p) e E"(p),

respectivamente.

2. As variedades estavel local W2 (p) e instdvel local W (p) sdo tangentes aos espagos

E*(p) e E*(p), respectivamente.

3. As wvariedades estdvel local W2 (p) e instdvel local W (p) variam continuamente com

o ponto p na topologia C.
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4. Ezistem aplicagoes o : E¥(p) — E¥(p) e ob . E*(p) — EZ(p) de classe C", satisfa-
zendo

o?(0,) =0,, Dg,0f =0 e 05(0,) =0, Dg,0h =0,

tais que, considerando a aplicagio exponencial exp,, as variedades estdvel local W (p)
e instavel local W (p) podem ser representadas como os grdficos das aplicagoes o¥ e

ol isto €,
We(p) ={(z,0l(x)) s € E}(p)} e Wip) ={(cf(y),y); v € EX(p)},
em que os espagos E5(p) e E*(p) sdo definidos como
El(p) ={ve E(p); vl <ry e EXp) ={veEp); vl <r}
e 0, representa a origem em T M.

5. As variedades estavel W*(p) e instavel W"(p) sao subvariedades imersas de M, com

dimensoes iguais as dimensoes dos espagos E*(p) e E*(p), respectivamente.

6. As variedades estavel W*(p) e instavel W"(p) podem ser caracterizadas como
Wep) = U W (") e Wip)= U fr V()
n=0 n=0

Adicionalmente, as familias {W?(p) }pen € {W(p)}per sao auto-coerentes, isto €,

para cada p,q € A, temos

int W2(p) Nint W2(q) € aberto em W7:(p) e em W73(q)
int W*(p) Nint W (q) € aberto em W3(p) e em W(q).

Em particular, se f for um difeomorfismo hiperbélico, e com isso queremos dizer A = M,
entio as familias {W*(p)}per € {W"(p)},en formam folheagies de classe C° da variedade
M com folhas de classe C".

Demonstracao: A demonstraciao deste resultado pode ser encontrada em diversas refe-

réncias, como (8, Teorema 4.16) e (12, Teorema 1.2, Capitulo 8). |

Agora, apresentaremos uma ferramenta de grande importancia no contexto da
dindmica hiperbdlica, conhecida como A-lema. Intuitivamente, ao considerarmos um
disco que intersecta transversalmente a variedade estavel de um ponto fixo hiperbdlico
p, a dindmica de f age nesse disco de duas maneiras complementares. Como esse disco
intersecta a variedade estavel de p, ao iterarmos por f a imagem desse disco deve se
aproximar do ponto p. Por outro lado, a expansao na coordenada instavel faz com que esse

disco se alongue. Como consequéncia, os iterados desse disco por f devem se acumular na
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variedade instavel do ponto p, isto é, devem se aproximar da variedade instavel de p com

relacdo a posicao e a inclinagdo. A imagem a seguir ilustra essa ideia.

Figura 9 - A-lema

/

L
FT

A4
N

Fonte: O préprio autor (2026).

Lema 3.4.8 (A-lema ou lema da inclinagdo) Seja f € Dif (M),r > 1, tendop € M
um ponto fizo hiperbélico. Sejam B® C Wi .(p) e B* C Wp.(p) bolas abertas em torno
dep € M. Sejam V = B* x B* q € W;.(p) \ {p} e seja D* um disco de dimensdo
u = dim(W"(p)) transversal a W (p) em q. Denotemos por DY a componente conexa de
(DY) NV que contém f"(q). Dado € > 0, existe ng € N tal que DV estd e-C-préximo
de B* para todo n > ny.

Demonstragao: A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em (13, Lema

2.49). m

A partir daqui, concentraremos nossa analise nos difeomorfismos parcialmente
hiperbdlicos. Para os nossos interesses, poderemos considerar apenas um caso mais restrito:
o caso da hiperbolicidade normal. Com essa intencao em mente, apresentamos as seguintes

definigoes.
Definigao 3.4.9 Seja E um espago vetorial. Denotamos por L(E) o espago das transfor-
macoes lineares sobre E, isto ¢,

L(E)={A:FE — E; A é uma transformagao linear}.
Definigao 3.4.10 Sejam E um espago vetorial normado e A : E — E uma transformagdo
linear. Consideremos as aplicagoes || - || : L(E) - R em : L(E) — R, definidas por

[A} = sup{[[Az|[ 5 lz]| = 1}
m(A) = inf{|[Az|| ; [lz] = 1}.



63

As aplicagoes acima sao normas no espago L(E). Denominamos a norma || - || de norma

do operador e a norma m(-) de norma do minimo.

Observacao 3.4.11 Se a transformacdo linear A € invertivel, entdo essas normas satis-

fazem a relagio m(A) = [|[A~1| L.

Definigao 3.4.12 Sejam M uma variedade riemmaniana compacta, f : M — M um
difeomorfismo e N C M uma subvariedade invariante, isto €, f(N) = N. Dizemos que
f € r-normalmente hiperbolica com relacio a N se, em cada ponto x € N, o espaco
tangente T, M admite uma decomposicio parcialmente hiperbolica T,M = E*(x) ® E°(z) @

E"(z), onde E°(x) = T, N, satisfazendo as sequintes propriedades

1Dz f

p@ll <m(Df1E(z))" e | Daf|E“(@)]]" <m(Daflpe)-

Definicao 3.4.13 Sejam M uma variedade riemmaniana compacta, f : M — M um
difeomorfismo e F uma folheacao de M. Dizemos que f é r-normalmente hiperbdlica
com relacao a F se, em cada ponto x € M, o espago tangente T, M admite uma decom-
posicao parcialmente hiperbdlica T,M = E*(x) & E°(x) ® E"(z), onde E(z) = T,F(x),

satisfazendo as sequintes propriedades

|1Da f

go@ |l <m(DofIE(x))" e [[Def|E(@)]" < m(Daflpum):

A seguir, enunciamos o Teorema da Variedade Estavel no caso normalmente

hiperbdlico.

Teorema 3.4.14 (Teorema da Variedade Estével - caso normalmente hiperbélico)
Sejam M uma variedade compacta, f : M — M um difeomorfismo de classe C™ eV C M
uma subvariedade invariante por f, com f r-normalmente hiperbolica a V. Sdo vdlidas as

sequintes afirmagoes

e FEuzistem subvariedades localmente f-invariantes denotadas por W3, W, Wt e W
tangentes em V' aos espacos E°, B¢ E° e E", respectivamente; A invariancia local
nos diz que, para pontos em uma vizinhanga suficientemente proxima de 'V, a aplicagdo

f e sua inversa mantem esses pontos dentro da propria subvariedade.

e Qualquer conjunto localmente invariante no sentido do item acima e prozimo a V'

estda contido na uniao W U W,

e O conjunto W< consiste de todos os pontos cuja orbita positiva nunca se afasta de

V e W consiste de todos os pontos cuja orbita negativa nunca se afasta de V',

e As variedades W*, W W W eV sdo de classe C",
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o As variedades W e W sao subfolheadas por W* e W*, respectivamente. Os pontos
de W?# sao caracterizados pela assintoticidade forte pra frente e os pontos de W* sao

caracterizados pela assintoticidade forte pra trds.

Demonstragao: A demonstragao desse resultado pode ser encontrada em (10, Teorema
4.1). |

Observacao 3.4.15 No Capitulo 4, as aplicacoes consideradas satisfarao a hipotese de
hiperbolicidade normal com relagao a uma folheacao. Embora o teorema anterior tenha sido
enunciado no contexto de uma subvariedade invariante, ele pode ser estendido naturalmente

para o caso relativo a folheagoes.

Em geral, fora do cenario da hiperbolicidade normal, a existéncia das varieda-
des centro-estavel e centro-instavel nao é imediata para difeomorfismos parcialmente

hiperbdlicos. Nesse contexto, introduzimos a defini¢do a seguir.

Definicao 3.4.16 Seja f : M — M um difeomorfismo parcialmente hiperbolico. Dizemos
que f € dinamicamente coerente se existem uma folheacao invariante F°°, tangente
ao espago centro-estavel E°, e uma folheagdo invariante F°*, tangente ao espago centro-
instavel E“*. Nessa situacao, chamamos as folheagoes F°° de folheagdo centro-estdvel

e F de folheacdo centro-instdvel.

No artigo Dynamical coherence and center bunching, (22), de 2008, Burns e Wilkin-
son provam que, nas condi¢oes descritas acima, a intersecao das folheacoes F¢ e F define
uma nova folheagdo invariante F*, tangente ao espaco central £°. Nessa caso, chamamos

a folheacao F*¢ de folheagao central.

3.5 INTERSECOES HOMOCLINICAS

Nesta se¢ao, apresentaremos as interse¢oes homoclinicas. Como referéncia para os

tépicos abordados nessa secao, é recomendada a consulta a (4) e (8).

Inicialmente, apresentamos a definicao de ponto homoclinico.

Definicao 3.5.1 Seja p um ponto periddico hiperbolico. Dizemos que um ponto q é um

ponto homoclinico transversal ao ponto p se g € W#(p) M W*(p).
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Figura 10 - Ponto Homoclinico

q

A
——

Y

Fonte: O préprio autor (2026).
De modo similar, introduziremos a noc¢ao de intersecao homoclinica para pontos
periédicos hiperbélicos.
Definicao 3.5.2 Dados dois pontos periodicos hiperbolicos p e q de um difeomorfismo

f, com a mesma dimensao do espago estdvel, dizemos que eles sGéo homoclinicamente

relacionados se vale o sequinte:

Wep)mW*q)#2 e W(q)mW"(p) # 2.

Figura 11 - Pontos Homoclinicamente Relacionados

( N

Y
N

A4
N

Fonte: O préprio autor (2026).
A definicdo acima pode ser estendida naturalmente para as orbitas desses pontos
da seguinte maneira

Definicao 3.5.3 Dizemos que as orbitas de p e g sdo homoclinicamente relacionadas
se

W2 (O@p) MW (O(q) #2 e W(O(q) MW*(O(p)) # 2.

Observacao 3.5.4 A relacdo definida acima é uma relacio de equivaléncia.
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Sendo uma relacao de equivaléncia, podemos agrupar 6rbitas com comportamento
semelhantes por meio das classes de equivaléncia. Representando o fecho dessas classes de

equivaléncia, temos a definicdo a seguir,

s

Definigao 3.5.5 A classe homoclinica da orbita de p, denotada por HC(O(p)), € o

fecho da classe de equivaléncia da orbita de p.

No caso parcialmente hiperbdlico, podemos considerar uma defini¢cdo semelhante

envolvendo também as variedades centrais.

Definicao 3.5.6 Seja f um difeomorfismo parcialmente hiperbolico dinamicamente co-

erente e p um ponto fizo de f. Dizemos que um ponto q é homoclinico a W¢(p) se
q € We(p) N W=(p).

Figura 12 - Intersegao entre We(p) e We(p)

wew | e

"

Fonte: O préprio autor (2026).

3.6 AUTOMORFISMOS LINEARES HIPERBOLICOS DO TORO

Nesta secao, apresentaremos uma familia especial de difeomorfismos hiperbélicos,
a saber, os automorfismos lineares hiperbolicos do toro. Como referéncia para os tépicos
abordados nessa segao, é recomendada a consulta a (4) e (12). Para a descri¢ao destas

aplicagoes, prosseguiremos da seguinte maneira.

Consideremos A = (a;j) € My, x,(Z) uma matriz n por n, com coordenadas inteiras,
satisfazendo a propriedade |det A| = 1 e que nao possui autovalores de norma unitaria.

Como cada entrada da matriz A é um ntmero inteiro, se (z1,...,x,) é um vetor com
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coordenadas inteiras, entao o produto

a; ... Q12 I

api  --. Gpp Ty

m como resu um elemento de isto é, um vetor com coorden inteiras. im
tem como resultado elemento de Z", isto é, etor com coordenadas inteiras. Assim,

se considerarmos 7 a projecao de R" em T" definida por
m(xy, - ,xy) =(x; modl,--- z, mod]l),
fica bem definida a aplicacao F4 : T" — T™, no toro T", determinada por

Foom=moA.

Em adigao a isso, a hipotese de que |det A| = 1 nos diz que a inversa A~! também
possui coordenadas inteiras. Com efeito, um resultado classico da teoria de matrizes nos

diz o seguinte

Lema 3.6.1 Se M € uma matriz n por n tal que det M # 0, entdo

_ 1 .
M 1:detM.adj]w7

em que adj M é a matriz adjunta de M, isto €, a transposta da matriz dos cofatores de M.

A partir dai, considerando que cada cofator de uma matriz com coordenadas inteiras

¢ um ntmero inteiro, concluimos que a matriz A~! também possui entradas inteiras.

Adicionalmente, a matriz A~! satisfaz |det A™!| = 1 e ndo possui autovalores
de norma unitaria. Desse modo, podemos definir de forma analoga ao que fizemos

anteriormente uma aplicagao F'y-1.

Agora, verificaremos que as aplicacoes Fy e Fiy-1 sdo inversas, ou seja, Fy* = Fy1.

Realmente, se tomarmos x € T? e 7 € R? tais que 7(Z) = z, entdo

FyoFy-1(x) = Fyo0 Fy-1(n(2))
= Fyom(A™\(1))
=mo A(AT (%))
= (1)

= X.

De modo completamente andlogo, mostramos que Fy-1 o Fy(z) = x.

Na figura a seguir, o quadrado no canto inferior esquerdo representa o toro T2.
Essa figura nos permite visualizar a acdo de um automorfismo linear hiperbélico no toro
TQ
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Figura 15 - Projecdo 7 o

Figura 13 - Toro T? Figura 14 - Imagem A(T?) A(T?)

— ; .

Fonte: O préprio autor Fonte: O préprio autor

(2026). (2026). Fonte: O préprio autor

(2026).

No proximo resultado, enunciamos uma colecao de propriedades que tais aplicagoes

possuem.

Teorema 3.6.2 Seja Fy : T" — T" um automorfismo linear hiperbolico do toro. Entao,

sao validas as sequintes afirmacoes:

1. O conjunto dos pontos periddicos de Fy é denso em T™. Em particular, existem

infinitos pontos periodicos. Ademais, o conjunto nao errante Qp, € todo o toro T".
2. O toro T™ € um conjunto hiperbélico para a aplicacao Fj.
3. Fy € transitivo.

4. Fy € estruturalmente estavel.

Demonstragao: A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em (12, Teorema

5.1, Capitulo 8). |

O teorema a seguir, demonstrado inicialmente por Franks no artigo Anosov diffeo-
morphisms on tori, (19), estabelece que os automorfismos lineares hiperbélicos do toro
sao profundamente relacionados a uma classe mais geral de aplicagoes. Assim, através do
estudo de aplicagoes mais simples, podemos obter diversas conclusoes sobre aplicagoes

mais gerais.

Teorema 3.6.3 Todo difeomorfismo Anosov no toro T™ € conjugado a um automorfismo

linear hiperbédlico do toro T".

Demonstragao: A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em (4, Teorema

18.6.1). u
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A conjugacao enunciada acima nos permite concluir diversas propriedades sobre
difeomorfismos Anosov no toro T". Para finalizarmos essa se¢do, enunciamos a proposicao

a seguir.

Proposigao 3.6.4 Se f: T? — T? é um difeomorfismo Anosov, entao Per(f) = Q; = T

Demonstragdo: A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em (16, Teorema
1.5.2 e Teorema 1.5.3). |

3.7 DIFEOMORFISMOS DERIVADOS DE ANOSOV

Em 1967, no artigo Differentiable dynamical systems, (23), Smale apresentou a
ideia de realizar uma “cirurgia” em um difeomorfismo Anosov, isto é, realizar uma pequena
modificacao dessa aplicagdo em uma vizinhanga de um ponto fixo hiperbdlico, de modo a
obter trés pontos fixos nessa vizinhanga: o original se torna um ponto atrator (ou repulsor),

e surgem dois novos pontos fixos, os quais serdo pontos hiperbdlicos.

Nesta secao, exemplificaremos essa constru¢ao com um caso especifico, aqui execu-
taremos tal cirurgia no automorfismo linear hiperbélico do toro Fy, : T? — T2, induzido
pela transformagao linear L(z,y) = (2o +y, +¥), na vizinhanga do ponto fixo hiperbélico
po = 0. Para informacoes adicionais e resultados auxiliares, é recomendada a consulta a

referéncias como (4) e (12).

Primeiramente, observemos que a transformagcao linear L possui dois autovalores,

3++5 \ 3—5
== € s — ;
2 2

em que A, é o autovalor instavel e A\, é o autovalor estavel.

a saber
Au

Denotando por v, e v, 0os autovetores unitarios associados aos autovalores instavel
e estavel respectivamente, consideremos em uma vizinhanga U do ponto fixo hiperbdélico pg
um sistemas de coordenadas de modo que possamos escrever cada ponto dessa vizinhanca
Ccomo (Ty,Ts) = Ty - Uy + Ts - V5. Assim, os pontos com coordenadas da forma (z,,0)
pertencem & variedade instavel do 0, W*(0), enquanto os pontos com coordenadas da
forma (0, z5) pertencem a variedade estavel do 0, W*(0). Nesse sistemas de coordenadas,

podemos escrever F(x,,xs) = (Ay - Ty, As - Ts).
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Figura 16 - Antes da cirurgia
A B

A B

N
Y

D’ (o

D C

Fonte: O préprio autor (2026).

Com o objetivo de realizarmos a “cirurgia”, definamos uma aplicagdo ¢ : R — [0, 1]

de classe C'™ satisfazendo as seguintes propriedades

1. A aplicagdo ¢ é uma funcao par, isto é, ¢(—t) = ¢(t) para todo t € R,

2. A aplicacao ¢ é constante igual a 1 em uma vizinhanca do ponto py e se anula fora

de uma vizinhanca maior deste ponto, mais precisamente

3. Entre as duas vizinhancas citadas no item acima, a fungao é decrescente para os
valores positivos de t (e, por consequéncia, crescente para os valores negativos de t),

ou seja, ¢/(t) < 0 para todo ¢ no intervalo (3, 7).

Figura 17 - Grafico da bump function

|

I

|

|
o]
IS

Fonte: O préprio autor (2026).

Agora, fixada uma constante k£ > 0, definimos uma aplicacao f, que denominaremos

difeomorfismo derivado de Anosov induzido pela aplicacao F7,, da seguinte maneira
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1. A aplicacao f coincide com F, fora da vizinhanga U definida acima, isto é, f(z) =
Fr(x) para todo z € T?\ U,

2. No aberto U, a aplicacao f é definida por

f(@u, 25) = F(2u, 25) + (0, (2 = As) - d(4) - d(k - 1) - 24)
= (Au Ty As -5+ (2= A) - O(x) - @k - 1) - ).

Apés definirmos a aplicagao desejada, resta verificarmos que esta aplicacao real-
mente satisfaz a propriedade pretendida: o ponto fixo py é um ponto atrator (ou repulsor)
para f, e que essa aplicacao possui mais dois pontos fixos no aberto U, que devem ser

pontos hiperbdlicos. Com esse objetivo, fagamos uma analise dos pontos fixos de f.

Naturalmente, a aplicacdo f nao possui pontos fixos no complementar do aberto U,
visto que neste conjunto f coincide com a aplicagdo Fy. Por outro lado, em U, se (z,, ;)

é um ponto fixo, entao

Loy = )\u * Loy

Ts=As Ts+ (2= Xg) - d(xy) - Ok - ) - xs.

Através da primeira destas igualdades, concluimos que a coordenada x, deve ser
nula. Por sua vez, utilizando o fato de que ¢(0) = 1, a segunda desigualdade é verificada

se, e somente se, r, = 0 ou

1— A
2— N

O primeiro caso, x5 = 0, nos indica que py = (z,, zs) = (0,0) é um ponto fixo, como
esperavamos. Em contrapartida, a definicao da aplicacao ¢ nos garante que a igualdade
obtida no segundo caso é satisfeita por exatamente dois valores: T e —Z. Desse modo, a

aplicacao f possui exatamente trés pontos fixos na vizinhanga U, explicitamente
(0,0), (0,z) e (0,-7).

Por fim, analisemos o comportamento da derivada de f nestes pontos fixos. Calcu-

lando a derivada, encontramos

Diuenf = n O
T2 =N @) ek x) x bk ),

em que h ¢ a aplicacao definida por

h(xy, k- xs) = Xs + (2= Xg) - D) - (¢ (k- x5) - k-2 + (k- 2y)).
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Em particular, nos trés pontos fixos que encontramos, a derivada pode ser escrita

A O
D(O,O)f = (0 2) ’

D(o,f)f = (

CcOomo

)\u 0 )
0 A+ (2=A) (@k-7) k-T+ok 1))

(s -
O 0 A+ @2-A) (k- (=) k- (~2) + ok - (~7))) )

em que, no calculo das derivadas nos pontos (0,Z) e (0, —), utilizamos o fato de que ¢ é

constante em uma vizinhanga da origem para concluirmos que ¢'(0) = 0.

A matriz D) f nos indica que o ponto fixo py ¢ um ponto repulsor. De modo

correspondente, como ¢ < 0 no intervalo (0,1) e ¢’ > 0 no intervalo (—1,0), segue que
O k-z)-k-T<0 e ¢k -(-7) k- (-T) <0,
e por consequéncia, sao validas as desigualdades

Mt (2=A) - (@(k-T) k-T+0(k-) <A+ (2-\)- ok -7) =1
Nt (2= A) - (@ (k- (=2)) - k- (=) + 6k - (<7))) < A+ (2= A,) - ok - (7)) = L,

onde utilizamos a igualdade

o(k-x) = o(k - (=T)) =

Por meio das duas desigualdades acima, as matrizes Dz e D, —z) nos indicam

que os pontos fixos (0,7) e (0, —T) sdo pontos fixos hiperbdlicos.

Figura 18 - Depois da cirurgia
A B

Y
Y

D’ '

D C

Fonte: O préprio autor (2026).
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4 O EXEMPLO DO SHUB

Neste capitulo, exploraremos o exemplo do Shub, que consiste de um dos primeiros
modelos de difeomorfismos parcialmente hiperbélicos e estritamente nao hiperbdlico a

apresentar a propriedade da transitividade robusta.

41 O EXEMPLO DO SHUB: CASO GERAL

Em 1971, no artigo Topologically transitive diffeomorphisms of T*, (25), Shub
apresentou condigoes suficientes para que um difeomorfismo parcialmente hiperbodlico seja
robustamente transitivo. Nesta secao, enunciaremos tais condi¢oes. Para informagoes

adicionais e resultados auxiliares, é recomendada a consulta a referéncias como (10) e (25).

Primeiramente, precisaremos da definicdo a seguir.

Definicao 4.1.1 Sejam M e N wariedades de classe C*°. Uma fibracao m: M — N ¢é
dita uma fibragdo C" regular se, para todo y € N, 7' (y) é uma subvariedade C" de

M e a aplicagio x — TymY(mw(x)), definida em M, é continua.

Nos interessaremos por um tipo de fibragao que se comporta bem com relacao a
uma aplicagao F': M — M no seguinte sentido: queremos que, para cada ponto x € N, a
imagem dos pontos na fibra 7~!(z) pertenca a uma mesma fibra 771(y), em que y € N.
Desse modo, poderemos definir uma aplicagao f : N — N através da seguinte regra: se F
leva a fibra 7~(x) na fibra 77!(y), entdo f(x) = y. Formalmente, escrevemos a defini¢io

a seguir.

Definigao 4.1.2 Dizemos que uma fibra¢io C" regular m: M — N ¢é uma fibragdo C”
equivariante para um difeomorfismo F: M — M se F leva w-fibra em w-fibra, isto €, se

esta bem definida a aplicagdo f : N — N que satisfaz mo F = fo.

M- M

O teorema abaixo estabelece condigoes suficientes para garantir que a aplicagao F
seja transitiva, considerando a estrutura de uma fibragdo C" equivariante que descrevemos

acima.

Teorema 4.1.3 Seja f: N — N um difeomorfismo Anosov. Suponhamos que f satisfaca

as sequintes propriedades:
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1. O conjunto dos pontos periddicos de f € denso em N,
2. Eziste p € N tal que f(p) = p, isto €, p € ponto fixo de f,

3. Fxiste uma fibragao C" equivariante m : M — N para uma aplicagcao F : M — M,
commoF = fom, tal que F| -1 € um difeomorfismo Anosov com o conjunto dos

pontos periodicos denso.
Entao, a aplicacao F ¢é transitiva.

Demonstragao: Para a demonstragao deste resultado, ver (10, Proposicao 8.6). |

Antes de prosseguirmos para o proximo resultado, precisaremos estabelecer a no¢ao

de perturbacoes de uma fibracao.

Definicao 4.1.4 Sejam M uma variedade de classe C*°, N uma variedade e 7™ : M —
N uma fibracao C"-reqular. Uma perturbacdo da fibragcdo m é um homeomorfismo
h: M — M, de classe C" nas fibras, tal que a aplicacio ™ = 7o h™' é uma fibracio
CT-reqular, em que h é prézimo da identidade na topologia C° e Dh nas fibras é prézima

da identidade na topologia C*.

Com base na defini¢do anterior, enunciamos o Teorema da fibracao equivariante.
Esse teorema nos garante que se a dinamica de f é dominante sobre a de F' na direcao das
fibras, entdo a estrutura da fibracao persistira por pequenas perturbacoes F’ de F'. Mais
do que isso, a igualdade 7’ o F' = f o 7’ nos indica que a aplicacado f continuard ditando

como as fibras de 7’ sdo mapeadas umas nas outras por F”.

Teorema 4.1.5 (Teorema da fibragao equivariante) Sejam f : N — N um dife-
omorfismo Anosov e m : M — N uma fibracio C" equivariante para uma aplica¢do
F:M— M, commoF = fomr. Suponhamos que f seja mais hiperbolica do que F' € na
diregcao das fibras, isto €, que em cada ponto x € M, o espago T, M admite uma decompo-
sicdo parcialmente hiperbdlica T,M = E*(x) ® E¢(z) ® E*(z), com E¢(x) = Ty (r(x)),
induzida por F'. Entdo, se F' € uma perturbagdao suficientemente pequena de F' na topologia
C", existe uma perturbagio ©' da fibra¢io 7 tal que ' é uma fibragao C" equivariante F”,

comn o F' = fon'.

MM MLM
NT>N NT>N
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Demonstragao: A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em (10, Proposigao
8.2 e Corolario 8.3). [

Encerramos esta se¢do com o seu principal resultado, que retine as hipdteses introdu-
zidas anteriormente e mostra que as mesmas sio suficientes para que a transitividade de F’
seja preservada para pequenas perturbagoes F”, isto é, para que tenhamos a transitividade
robusta de F'. Para as aplicagoes que cumprem as condigoes do teorema a seguir, diremos

que elas satisfazem o caso geral do exemplo do Shub.

Teorema 4.1.6 Consideremos F' : M — M um difeomorfismo, f : N — N um difeo-
morfismo Anosov e m: M — N um fibragio C" equivariante para F, com mo F = for,

satisfazendo as hipdteses dos dois teoremas anteriores, isto €,

1. O conjunto dos pontos periddicos de f é denso em N,
2. Eziste p € N tal que f(p) = p, isto é, p € ponto fixo de f,

3. A restricio F| -1y € um difeomorfismo Anosov com o conjunto dos pontos periddicos

denso,

4. A aplicagio f € mais hiperbdlica que F na direcao das fibras, isto €, em cada
ponto x € M, o espaco T, M admite uma decomposicdo parcialmente hiperbolica

T,M = E*(x) ® E°(x) ® E%(x), com E¢(x) = Tyn (w(x)), induzida por F.
Entao, qualquer perturbagdao suficientemente pequena de F na topologia C" é transitiva.

Demonstracao: Este resultado é um corolario dos teoremas 4.1.3 e 4.1.5. |

4.2 O EXEMPLO DO SHUB: CASO PARTICULAR

Em 1971, no artigo Instability, (24), Shub descreveu a constru¢do de um difeo-
morfismo no toro T* com a propriedade de que toda aplicacdo em uma vizinhanca desse
difeomorfismo é topologicamente 2-estavel, mas nao é 2-estavel. No artigo, Topologically
transitive diffeomorphisms of T*, (25), do mesmo ano, Shub afirma que o difeomorfismo
descrito anteriormente satisfaz as condigoes necessarias para que seja um exemplo do Shub
geral. Nesta secdo, realizaremos a construcao deste difeomorfismo e mostraremos que
ele satisfaz as condigoes desejadas. Para informagoes adicionais e resultados auxiliares, é

recomendada a consulta a referéncias como (10), (24) e (25).

Consideremos A : T? — T? um difeomorfismo Anosov com dois pontos fixos, p e ¢

e ¢ : T? — Diff (T?) uma aplicacao diferencidvel satisfazendo as seguintes propriedades



76
1. Existe uma vizinhanca U, de ¢, ndo contendo o ponto p, tal que, para todo x ¢ U,,
P(x) = A,

2. Existe uma vizinhanga V, C U, de ¢, tal que, para todo x € V,, ¢(z) = DA é um

difeomorfismo derivado de Anosov,

3. No conjunto U, \ V,, a aplicacdo ¢(z) representa uma isotopia entre as aplicagoes A
e DA.

Figura 19 - Representacao das vizinhancas V; e U,

Fonte: O préprio autor (2026).

A partir do produto cruzado das aplicacoes A e ¢, definiremos o difeomorfismo

descrito por Shub. Mais precisamente, seja G : T? x T? — T? x T? a aplicacio definida por
G(z,y) = (Az, ¢(2)y).

No decorrer desta subsecao, verificaremos que a aplicacdo GG definida acima real-

mente satisfaz as condigoes do caso geral do exemplo do Shub.

Por construcao, se considerarmos m = p; a projecao canonica na primeira coorde-

nada, entao
moG(w,y) = m(Az, ¢()y) = Av = Aom(z,y),  V(r,y) € T x T?

isto é, m é uma fibragao C" equivariante para a aplicacao GG, com mo G = Ao m. Assim,

podemos representar esta situacao com o seguinte diagrama.

T - T

Wl lw
T? —— T?
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Teorema 4.2.1 As aplicacoes G, A e m = py satisfazem as hipoteses do Teorema 4.1.3.

Demonstragao: Para provarmos o desejado, devemos verificar cada uma das hipoteses

do teorema citado. Com efeito,

1. O conjunto dos pontos periédicos de A é denso em T2, visto que A é um difeomorfismo

Anosov no toro T?2.
2. Por construcao, a aplicacdo A possui um ponto fixo p.

3. Verificamos acima que a projecao candnica na primeira coordenada © = p; : T2xT? —
T? ¢ uma fibracdo C” equivariante para a aplicacao G, com 7o G = A ow. Ademais,
a restricao G|r-1() = ¢(p) é o difeomorfismo Anosov A que, como ja observamos,

possui o conjunto dos pontos periddicos denso.

Assim, o Teorema 4.1.3 nos garante que G é transitiva.

Teorema 4.2.2 As aplicacoes G, A e m = p; satisfazem as hipéteses do Teorema 4.1.5

(Teorema da Fibra¢io Equivariante).

Demonstracao: Primeiramente, consideremos as aplicagoes

(@, y) = [[Dyd() e (x,y) = m(Dyo(x))

definidas no toro T*.

Como essas aplicagoes dependem continuamente do ponto (z, y) e tém como dominio

o conjunto compacto T4, estdao bem definidos os valores maximo e minimo a seguir

max [D,6(2)| e min m(D,o(x).

(z,y)€T (z,y)eT4

A partir dos Teoremas 3.2.11 e 3.2.12 podemos concluir que, quando n — oo, temos

as convergéncias
[DA"E*(z)| =0 e m(DyA"|puw) = 00

para todo z € T2

Assim, tomando uma poténcia de A se necessario, podemos considerar validas as

desigualdades

ID:A[E* ()| < min m(Dy¢(z)) < max [|Dy¢(x)]| < m(DeAlpum)

(z,y)€T? ()T
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para todo = € T2

Sob estas condigoes o artigo Recent results about stable ergodicity, (26, p. 330), nos

mostra que a aplicagdo GG é parcialmente hiperbdlica com o espaco central

E(2,y) = Taym (n(2,y)).

Além disso, com base nos resultados apresentados em Recent results about stable
ergodicity e Introduction to partially hyperbolic dynamics, (26, p. 330) e (14, p. 29),
utilizando o classico argumento da transformacao do grafico, podemos garantir que os
espacos estavel e instavel induzidos por GG sdo projetados por D7 nos respectivos espagos

induzidos por A, isto é,
Dr(Eg(z,y)) = Ex(x) e Dr(Eg(x,y)) = Ej(x).
Adicionalmente, as dimensoes desses espagos sao preservadas. Ou seja, temos as igualdades

dim B (z,y) =dim E(z) e dim E4(z,y) = dim EY(z).
Corolario 4.2.3 A aplicacio G € robustamente transitiva.

Demonstracao: Com efeito, através do Teorema 4.1.6, concluimos que qualquer pertur-
bacao suficientemente pequena de GG na topologia C” é transitiva. Em outras palavras, G

é robustamente transitiva.

Teorema 4.2.4 A aplicacio G ndo é um difeomorfismo hiperbolico.

Demonstragao: A aplicagao ¢(q) = DA possui pontos peridédicos com indices de Morse
distintos, a saber, uma sela e uma fonte (ou pogo). Por consequéncia, G possui a mesma

caracteristica.

Suponhamos que G seja um difeomorfismo hiperbdlico e consideremos p; e p
pontos periddicos de G' com indices de Morse distintos. Como as dimensoes das variedades
invariantes sao localmente constantes, existem vizinhancas U; de p; e Uy de py em que
os respectivos indices de Morse sao preservados. Por transitividade, existe n € N tal que

G"(Uy)NU; # @.
Seja ¢ € G"(Uy) N Uy # &. Por pertencer a vizinhanga Uy, o ponto ¢ deve ter

o mesmo indice de Morse de py. Além disso, como a derivada de G é um isomorfismo,

as dimensoes das variedades estavel e instavel sao constantes ao longo de uma orbita.
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Assim, por pertencer ao conjunto G™(U; ), o ponto g deve ter o mesmo indice de Morse de
p1. Por fim, como os indices de Morse dos pontos p; e ps sdao distintos, chegamos a uma

contradicao.

Portanto, a aplicacdo G' nao pode ser um difeomorfismo hiperbdlico.
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5 A CLASSE DE SHUB

Em 2025, o artigo Shub’s example revisited, (27), apresentou um desdobramento
no trabalho desenvolvido por Shub. Neste capitulo, discutiremos esse desenvolvimento,

com base no texto supracitado.

5.1 A CONSTRUCAO DA CLASSE DE SHUB

Nesta se¢ao, descreveremos a construgao da classe de Shub. No contexto do artigo
mencionado, é considerada uma defini¢do de difeomorfismos parcialmente hiperbolicos mais
abrangente do que a considerada no Capitulo 3. A grande diferenca entre essas definig¢oes
é que as estimativas de expansao e contracdo nao sao mais limitadas por constantes. Ao
invés disso, essas desigualdades dependem de fungdes que variam continuamente com os

pontos na variedade. Formalmente, essa nova definicao é enunciada a seguir.

Definigao 5.1.1 Sejam M uma variedade riemanniana de classe C* e f: M — M um
difeomorfismo. A aplicacdo f € dita um difeomorfismo parcialmente hiperbolico se,
em cada ponto x € M, o espago T, M admite uma decomposi¢io T,M = E*(x) ® E°(x) ®

E"(x), satisfazendo as sequintes propriedades
1. As familias E*, E€ e E" sdo invariantes por Df, isto ¢,
D f(E°(x)) = E°(f(x)), D.f(E°(x)) = E°(f(z)) e D.f(E"(x))=E"(f(x)),

2. Existem fungoes continuas 0 < A\s(x) < A, (z) < M (x) < Au(x), com As(x) <1<

Au(x) de modo que tenhamos

| Do fo|| < As(z) - ||vl, Ve e M, Yv € E*(x)
| D fol] < AF(z) - ||v]], Ve € M, Yv € E(x)
| Dof 10|l < AL () - ||v]l, Ve € M, Yv € E(x)
Do f 10| < Au(z) - [0, Ve € M, Yv € E*(z).

Nessa situagdo, chamamos os espagos E*(x) de espago estdvel em x, E°(x) de espago
central em x e E'(x) de espago instdvel em x. Adicionalmente, os espacos E(x) =
Es(z) ® E¢(x) e E“(x) = E°(z) ® E"(x) sdo chamados espago centro-estdvel em x e

espaco centro-instdavel em x, respectivamente.

Consideremos dois difeomorfismos lineares Anosov A, B : T? — T? satisfazendo,

para quaisquer pontos z,y € T2, as desigualdades

1D, A

py@l < IDyB7HI7 < |IDy B < [DaA™ py o . (5.1)
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A saber, queremos que a ac¢ao da derivada de B no espago tangente seja mais fraca do que

a acao da derivada de A no mesmo espaco.

Seja fap: T? x T? — T? x T? a aplicagao definida por
fA,B(xa y) = (A(l’), B(y)>

Por construcao, se considerarmos m = p; a projecao canonica na primeira coorde-

nada, entao
wo fap(r,y) = 7(A(z), Bly)) = A(x) = Aon(z,y),  VY(z,y) € T? x T

isto é, m é uma fibracao C" equivariante para a aplicacdo fa p, com mo fap = Aom.

Assim, podemos representar esta situagdo com o seguinte diagrama.

T4 fA,B T4

Wl lﬁ
T2 —— T?

Teorema 5.1.2 A aplicagao fap € robustamente transitiva.

Demonstragao: Para provarmos que f4 p ¢ robustamente transitiva, basta verificarmos

que as aplicacoes fa p, A e T = p; satisfazem as hipéteses do Teorema 4.1.6. Com efeito,

1. O conjunto dos pontos periddicos de A é denso em T?, visto que A é um difeomorfismo

Anosov no toro T?2.
2. O ponto p = 0 € T? é um ponto fixo de A, isto é, A(0) =0,

3. A restri¢ao fa plr-1(p) = B ¢é um difeomorfismo Anosov no toro T?, logo o conjunto

dos pontos periédicos dessa aplicacao ¢ denso em T2.

4. Devemos verificar que o comportamento de A é mais hiperbdlico do que o compor-
tamento de fap 0 é na dire¢ao das fibras, isto é, que em cada ponto (z,y) € T?,
o espacgo T (I,y)']l'4 admite uma decomposicao parcialmente hiperbélica induzida por

fa.p, de modo que o espago central seja o espago tangente a fibra por (z,vy).

Com esse objetivo, notemos que, para cada ponto (z,y) € T*, a fibra de (z,y) é

7 Hr(z,y)) =7 z) = {z} x T2

Em cada ponto (z,y) € T*, o espaco tangente ao toro T* neste ponto pode ser

descrito como
TeyT! = T,T?> ® T, T2
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Calculando a derivada de f4 p neste ponto, obtemos a matriz diagonal por blocos

D,A 0
D, _ .
(@) a5 ( 0 DyB)

dada por

A partir da andlise da matriz acima, concluimos que a acao da derivada de f4 g deve
deixar invariantes os fibrados T, T? x {0} e {0} x T,;T2. Com efeito, para quaisquer
(v,0) € T,T* x {0} e (0,w) € {0} x T, T?, ao aplicarmos a derivada de f4 p obtemos

como resultado

D,A 0 v D, Av
Diay) fa,8(v,0) = ( ) ( ) = ( ) € Ta@T* x {0}
! 0 D,BJ\0 0

D,A 0 0 0 2
Dz fa.5(0,w) = ( 0o D B) (w) = (D B(w)) € {0} x Tp) T

Como a restricao de D, ) fa,p ao primeiro fibrado corresponde a aplicacao D, A,

podemos considerar a decomposicao hiperbdlica induzida por A neste espaco

T,T? = E(x) ® E4(x).

Consequentemente, no toro T* podemos decompor o espaco tangente como

Tioy T = T,T? x T,T? = E%(z) ® T, T? ® EY4(x).

Mostraremos que esta ¢ uma decomposicao parcialmente hiperbédlica. Naturalmente,
como os espagos % (x) x {0} e E%(z) x {0} sao originados a partir do comportamento
Anosov da aplicacao A, estes espacos sao contraidos e expandidos, respectivamente.

Por fim, para verificarmos que o comportamento no espago T, T? é intermediario,

basta lembrarmos que a desigualdade

1D, A

syl < I1DyB7IT < 1Dy Bl < DA™y
que apresentamos em (5.1), é valida para todo (z,y) € T%.

A partir da construcao de fa p, definimos uma classe de aplicacoes que preservam

algumas propriedades estruturais.

Notacao 5.1.3 Denotamos por PHap o conjunto dos difeomorfismos parcialmente hi-

perbolicos isotopicos a fap e que possuem fibrados estdvel e instdvel unidimensionais.

Adicionalmente, denotamos por P'H%B a componente conexa de PHa p contendo a apli-

cagdo fap.
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A proposicao a seguir, demonstrada por Fisher, Potrie e Sambarino, mostra que as

aplicacoes pertencentes ao conjunto PHY p satisfazem diversas propriedades.

Proposicao 5.1.4 Se f € PHOAB, entdo sao vdlidas as sequintes propriedades

1. A aplicagao f € dinamicamente coerente (ver defini¢io 3.4.16),

2. A aplicacao f admite uma folheacao central em que cada folha € um toro bidimensional

de classe C*,

3. A aplicagio f € conjugada por folha central a aplicacio fap, isto €, existe um

homeomorfismo h : T* — T* tal que
hFf(z)) = Fj(h(x)) e ho f(Ff(z)) = Fj(go h(z)),
para todo x € T*.

Demonstracdo: A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em (28, Teorema
A e Teorema B). [

Definicao 5.1.5 A classe de Shub SH C U, p PH%vB,em que A e B satisfazem as
condigoes hiperbdlicas adequadas expressas em (5.1), é o conjunto dos difeomorfismos
parcialmente hiperbélicos f do toro T* tais que f pertence a algum 737-[?473 e existe um

ponto fizo py € T* tal que f

Fepy) ¢ um difeomorfismo Anosov, em que F§(py) € a folha

central passando por py.

Notagao 5.1.6 Definamos

SH ={ge€SH ; g édeclasse C"}, r>1.

Teorema 5.1.7 O conjunto SH ¢é aberto na topologia C' e toda aplicagio f € SH é

transitiva.

A prova do teorema acima pode ser adaptada a partir de um argumento apresen-
tado por Shub, conforme indicado no artigo Shub’s ezample revisited, (27). Para mais

informacoes, é recomendada a consulta a demonstragao em (10, Teorema 8.1).

Definicao 5.1.8 A classe de Shub agrupada SH, ¢é o conjunto de difeomorfismos

f e SH" que satisfazem as sequintes condigoes:

1. Agrupamento global (1-bunching)
Ao (@) _ Al(z)

As(z) < =5

M () < A(x)  para todo x € T, (5.2)
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2. Agrupamento local mais forte na folha central fivada F§(py)

As(z) < (A () < (A (2))? < Mulx)  para todo z € Fi(py), (5.3)

A () Al ()

MO < T S )

< Au(z)  para todo v € Fi(py). (5.4)

Observacao 5.1.9 Nos itens a sequir, realizaremos uma andlise da importancia de cada

uma dessas condicoes

1. No artigo Partial differentiability of invariant splittings, (32, Teorema A), de 2004,
Pugh, Shub e Wilkinson mostram que, se f € de classe C? e satisfaz a condigdo
exposta em (5.2), entdo os fibrados estdvel e instdvel sao de classe C' quando restritos
as folhas centro-estdveis e centro-instaveis, respectivamente. Por sua vez, nos artigos
Hoélder Foliations, (30, Teorema B), de 1997, e Correction to ‘Holder Foliations’,
(81), de 2000, os mesmos autores provam que, sob essas hipdteses, as holonomias
estaveis e instdveis entre as folhas centrais (que serao detalhadas na subseg¢io a
sequir) sdo de classe C' quando restritas ds folhas centro-estdveis e centro-instdveis,

respectivamente.

2. Na referéncia (10, Teorema 4.1), é provado que, se f é de classe C* e satisfaz
a condi¢io em (5.3) (isto é, f é 2-normalmente hiperbdlico), entdo as variedades
central F§(py), centro-estdvel F3*(py) e centro-instdvel F*(py) do ponto fizo py sao
de classe C%. Adicionalmente, se as constantes centrais forem simétricas, isto €,
M (z) - A\ (x) =1 para todo x € T?*, entdo a condi¢io em (5.3) equivale d condi¢do

em (5.2).

3. A condigao expressa em (5.4) nos garante uma maior reqularidade nas folheagoes cor-
respondentes d folha hiperbélica fizrada F¢(py). Mais especificamente, se f € de classe
O3, entdo as folheacoes estdvel F} e instavel F} sao de classe C? quando restritas

as variedades centro-estdavel F§*(py) e centro-instdavel F§"(py), respectivamente.

5.2 RESULTADOS PRINCIPAIS

Nesta se¢ao, apresentaremos um dos principais resultados discutidos nesse trabalho.
Para tal, utilizaremos fortemente holonomias centrais, aplicacbes que enviam a folha
central de um ponto na folha central de outro ponto, seguindo as folhas estavel ou instavel

do ponto inicial. A seguir, definimos essas holonomias de forma precisa.

Definicao 5.2.1 Sejam f um difeomorfismo parcialmente hiperbolico dinamicamente

coerente e dois pontos x,y € M, com y € ]:}‘(:L‘) A holonomia instdvel entre as
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folhas F5(x) e Fi(y) € a aplicagio h ., : F§,.(x) = Fi(y) definida da sequinte maneira:
A cada ponto z € F§,,.(x) associamos o inico ponto de intersegio de F}(z) com Fi(y).
Analogamente, dados dois pontos x,y € M, com y € ]—"f(x), a holonomia estdvel
entre as folhas F§(x) e Fi(y) € a aplicagio h},, : Ff,.(v) — Fi(y) definida da
sequinte maneira: A cada ponto z € F§,,.(x) associamos o tinico ponto de intersegdo de

Fi(z) com Fi(y).

Figura 20 - Holonomia Instavel

F(z)

F(x)

Fonte: O préprio autor (2026).

Em 1997, no artigo Hélder Foliations, (30, Teorema B), Pugh, Shub e Wilkinson
provaram que se um difeomorfismo parcialmente hiperbélico de classe C? possui uma
folheagao central F¢ invariante e tangente ao espaco E°¢ e satisfaz as desigualdades
descritas em (5.2), entdo as holonomias estavel e instavel entre as folhas centrais sao

uniformemente C*.

A continuidade da derivada destas holonomias foi abordada em diversos artigos.
Em particular, em 2025, no artigo On invariant holonomies between centers, (29, Teorema
1.3), Saghin prova que, sob as mesmas condigoes, as derivadas destas holonomias variam
continuamente com relacdao a aplicagao f, considerando a topologia C?, e aos pontos z, ¥,
com y € F"(x).

Frequentemente, nos interessaremos apenas pela forma que uma transformacao
linear modifica a direcd@o dos vetores, sem nos importamos com o efeito na magnitude dos

mesmos. Motivados por isso, temos a definicao a seguir.

Definigao 5.2.2 Sejam V' um espago vetorial normado e T :'V — V um isomorfismo. A
projetivizacdo de T é a aplicacio T, : S* — S definida por

T
17

T.(v) para todo v € V tal que ||v]| = 1.
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Naturalmente, a projetivizacdo estd bem definida, visto que ||T'(v)|| # 0 para todo
vetor v nao nulo. Por consequéncia, sendo o quociente de aplicagbes continuas com o

denominador nao nulo, toda projetivizagao de um isomorfismo é uma aplicagdo continua.

A vista da discussdo anterior sobre a continuidade das holonomias centrais, um
questionamento natural que podemos nos fazer é: A projetivizacdo da derivada das
holonomias centrais também depende continuamente da aplicacdo f e dos pontos z,y?
Para responder a essa pergunta, enunciamos o seguinte lema.

u
frzy*o

depende continuamente da aplicacio f € SH;, considerando a topologia C?, e dos pontos

Lema 5.2.3 A projetivizacdo da derivada da holonomia instdvel, denotada por Dh

z,y € T, em que y € Fi(x). Isto é se considerarmos f, em SH;, 2, € T* ey, €

u
frsTn,Yn*

loe.f, (Tn) tais que f,, — f na topologia C?, x, = x ey, —y, entdo Dh converge

uniformemente para DhY , ..
Analogamente, a projetiviza¢ao da derivada da holonomia estdvel, denotada por
DR3 . ., depende continuamente da aplicagao f € SH3, considerando a topologia C?, e

dos pontos x,y € T*, em que y € Fi(x).

Notagao 5.2.4 Na demonstra¢io a sequir, utilizaremos a notagio D,f = Df(x), com o

intuito de evitarmos uma possivel confusao causada pela quantidade de subindices.

Observacao 5.2.5 A demonstracao a sequir utiliza as mesmas ideias consideradas no
artigo On invariant holonomies between centers, (29), durante a demonstra¢io do Teorema
1.8, em que Saghin prova que as derivadas destas holonomias variam continuamente com

relagio d aplicagao f, considerando a topologia C?, e aos pontos x,y, com y € F*(z).

Demonstracgao: Consideremos T'T* o fibrado tangente unitario ao toro T* e denotemos
por Df, a projetivizacao da derivada de f. Definimos o fibrado central unitario como a
uniao
Sr=U S(f.2),
z€T4
em que S(f,z) = T} F§(x), para cada z € T*.

Como a folheagao central F¢ é tangente ao fibrado central E°, cada espago T, Il]-"]?(x)
corresponde ao circulo unitario em E°(z). Nessa situagdo, o fibrado central unitario Sy
pode ser visto como uma subvariedade de Holder do fibrado tangente unitario 7'T4, a
qual é invariante por D f,. Adicionalmente, se considerarmos m = p; a projecao canonica
na primeira coordenada, entao Sy possui a estrutura de um fibrado de Hélder sobre o toro
T+

Mostraremos que existe uma folheagao instavel definida no espaco Sy. Em adigao

u
[rzyx

folheagdo, definida considerando as se¢oes transversais 7' Ff(x) e T" F§(y).

a isso, provaremos que a aplicagao Dh coincide com a holonomia associada a essa
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Com esse objetivo em mente, fixados § > 0 e um ponto z € T*, parametrizemos

uma vizinhanga de x na folha instdvel 7} (z) pelo comprimento de arco, através da curva
Qg i [—6,6] = Ff(x).

Como a folheacao instavel é orientavel e depende continuamente do ponto = e da
aplicagdo f, considerando a topologia C', a curva a;, depende continuamente de = e de

f, ainda na topologia C*.

Dados dois pontos z,y € T*, consideremos
Tfya E;(y) — E;i(x)

a projecdo paralela ao espago E¢(r) @ E¥(x). Como os espagos mencionados dependem
continuamente dos pontos z,y e da aplicacio f, considerando a topologia C*, as projecoes
Tsy,2 definidas acima mantém a dependéncia continua com relagao aos mesmos parametros.
Além disso, se os pontos x e y estao suficientemente préximos, entao my, , ¢ invertivel,
estd proxima da identidade e sua projetivizacao, denotada por m¢, .., ¢ bi-Lipschitz, com

constante lipschitziana préxima a 1.

Adicionalmente, para todo 6 > 0, existe €5 > 0 tal que quaisquer pontos z,y € T4

satisfazendo d(z,y) < J sdo védlidas as afirmacoes

A aplicacao 7y, , € sua inversa estdo préximas da identidade, isto é,

|75l — Id|| < e, (5.5)

1yz

« A projetivizagao 7y, .. € sua inversa sdo bi-Lipschitz com constante (1 + €5), isto é,

para todo v, w

(1 &)™ (o, w) < dlrfs o (0), T b () < (14 6) - d(v,w0), (56)

» As taxas centrais satisfazem a desigualdade
(L+e) " A (@) <A (y) < AL(y) < (L+es) Al (2), (5.7)
« Sey € Ff;(r), entdo
du(f(2), f(1) = (1+€5) 7" Au(z) - du(@,y), (5-8)
em que d, representa a distancia ao longo das folhas instaveis.

Vale ressaltar que a constante €5 pode ser escolhida de modo que nao dependa da

aplicacdo, em uma vizinhanca C! de f, e que %ir% es = 0.
ﬁ
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Com o objetivo de construir os candidatos as variedades instaveis locais no espago

<oc}.

O espago definido acima corresponde ao espago das fungoes limitadas quando consideramos

o)
t

Sy, fixemos 0 > 0 e consideremos

B:{U:[—5,§]—>R;a(0)20 e Utt)

a norma

ol = sup
te[—4,0]

Além disso, com a norma que definimos, B pode ser visto como um espaco de

Banach.

A partir dessa construcgao, o conjunto
Vf = f X B

possui a estrutura de um fibrado de Banach continuo sobre Sy. Na verdade, podemos
considerar Vy nao s6 um fibrado de Banach continuo sobre Sy, mas um fibrado de Banach

Holder sobre Sy.

Para qualquer elemento (z,v) € Sy e funcdo o € B, definimos uma secao & :

Fis(x) = Sy da seguinte maneira
6(y) =y a0+ o(ap, (1)) € S(F.).

O gréfico da secao & representa o candidato natural para a variedade instavel local
do elemento (z,v) € Sy. Através do argumento classico da transformacao do grafico,
construiremos esse grafico como o ponto fixo de uma aplicacdo. Tendo isso em vista,

definamos a aplicagao T : V(f) — V(f) por
Tow0)(t) = (Tr 00,5 © DFW(E) 0 17y (v + o (azo(y(t))) — Df(2).(v),
em que o termo y(t) corresponde a
y(t) = [ oags@)(t).
Por construgao, a aplicagao T satisfaz a relagao
To = Df,o,

isto é, a se¢do correspondente a imagem T'o é equivalente a imagem da se¢cdo & pela
projetivizagdo de D f. Mostraremos a seguir que 7' é uma aplicacao fibrado (bundle map)

continua no espago V(f) e que, mais do que isso, T realiza uma contracao nas fibras.



89

e Se o € B, entao To,,) € B.

Para facilitar a nossa andlise, denotaremos por G(t) a composicao das proje¢oes com

a derivada. Explicitamente,

G(t) = s e © DI W) © Tpy iy

Dessa maneira, o operador 1" pode ser expresso como
T0(0)(t) = G(t).(v + o(az,(y(1))) — Df(2).(v).

A fim de realizarmos estimativa para as normas envolvendo as projetivizagoes das
aplicacOes, verificaremos o seguinte lema auxiliar: Se a e b sdo vetores nao nulos em

um espago vetorial normado, entao é valida a desigualdade

‘a
I

= || < g le =l (5.9)
al| ol H 1]

Com efeito, realizando a soma e subtracao de um termo conveniente, podemos

Aplicando a desigualdade triangular e colocando o termo Tl bH em evidéncia, obtemos

escrever

- + -
lall ol flolf ol

a a bH

il
lall 1o

lall 16 ||b|| 1]

||a|| [lell HbHH

~ o (H(H 1) ol +a-)
=g [f =] =)

a a H

1
(ol = flalll + [la = b))
Il
A partir dai, utilizando a desigualdade triangular reversa no termo |||b|| — ||all|,
encontramos
(110 = lalll + lla = bl)) < = - (16— all + la — b])
— a a— —a a—
1] (1ol
2
fla —bll;
Il

concluindo a verificagao do lema auxiliar.

Agora, mostraremos que G(t), é Lipschitz. De fato, pela definicao da aplicagao G,
para todo v, w € E¢(y(t)), a diferenga

1G(1)sv = G(t)ww]]
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é equivalente a expressao

171 r@) s @y © DFWE)w 0 1) (V) = Tp sy i © DI W(E)) © T by (W),

Na desigualdade exposta em (5.6), verificamos que a projetivizacao my, ¢(y(4)),z+ € uma

aplicacao lispchitziana com constante (1 + €5), assim

17 . £ @) e © DF W) © Tr iy 20 (0) = Tp gy, paye © DI Y(E))w 0 Ty (W)l
< (1 46) - IDFWE))s 0 Tr iy an(®) = DIY(E))w 0 77y gy e (W) -

Pela definicao de projetivizagao, a expressao acima é equivalente a

Df(y(t)) © ﬂ-;,i(t),x* (U) o Df(y(t)) © Tr;,gl/(t),x*(w)
IDF(y(®) o 7pyy o IDF () 0 700 0 (W)l

<1+€5)'

Utilizando o lema auxiliar que apresentamos em (5.9), a expressao acima se torna

menor ou igual a expressao

2 -1 -1
(1+es)- IDF (D) o 77 by ()] DFYE) 0 Tryey (V) = DF(YE)) 0 71 yt) (W)l
<(1+e)- - NDFYE) (T )20 (0) = Ty e (W)

IDf(y(1)) 0 77y ) (W)l

Considerando as desigualdades referentes as normas das imagens dos vetores unitarios
no espaco central por D f, obtemos
2

IDF(y(E)) o 71 ys) oe (W)
2 4 -1 —1
(1 + 65) W >\ ( ( )) ’ ||7Tf,y(t),x*<v) B ﬂ-f,y(t),z*(w>H

M
Az (y(®))

A partir da desigualdade envolvendo as taxas centrais exposta em (5.7), encontramos

2- A (y(0) 2- A\ (x)
A (y(1)) Ac ()

Desse modo, chegamos a conclusdo de que G(t)* é Lipschitz, possuindo como

(1 + 65)

ADFGE) (1) .00 () = Ty o (W)

< (1+e)* o = wl]

(1+es)* v —wll < (1+€)"- o = wl|

constante lipschitziana
2\ (x)

Lip(G(t).) < (1 +€5)* - ==,
No trecho a seguir, nosso objetivo sera mostrar que a norma da aplicacao To é
limitada. Com essa finalidade, recorremos a desigualdade exposta em (5.8) para

obtermos a seguinte estimativa relativa a parametrizacao na folha instavel

7o ()] = du(z, y(t)) < (1+e5)-Au(2) ™ du(f(2), f(y(1))) = (1+e5) - Au(z) ™" [t].
(5.10)
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Analisemos a norma do operador T'o. Pela desigualdade triangular,

ol = sup |CO-+@REON ~ Dila)
te[—6,9]
— s G(t):(v +o(az,(y(1))) — G(t)w + G(t)ww — Df(x)sv
te[—4,0] t
~ s G(t).(v+ o(ozf,i;y(t)))) — G| sup |G —th(x)*v |
te[—4,9] te[—4,9]

(5.11)

Vamos estimar o primeiro termo dessa soma. Como G(t), é Lipschitz com constante

de Lipschitz menor do que (1 + 5)* - 297(()) segue que
G(t)*(v+0(a£it(y(t)>))—G(t)*v < (1+ep)t 2~AAE;(;:)_ v+0(a;it(y<t))>—v
(146 QA,fx(;U) , G(Ozﬁit(y(t)))‘
(146 2;(3 Jf;ﬁ) . G(int(yi)z)i)@zg%(y(t))‘
:(1+65)4'2AAE+:1§;C)' Oéf,i(ty(t)) , US}?&%”'

Utilizando a estimativa relativa a parametrizacao na folha instavel que apresentamos

em (5.10) e o fato de que a pré-imagem de « cobre todo o intervalo [—d, J],

ot 2 B SR OON 0 20 1),
Ute)l @) t i) | ST T e
— (6 s ol

Agora, vamos estimar o segundo termo da soma em (5.11). Pela definicao de

projetivizacao

HG(t)*U - Df(l’)*v

t

_1,H GH)(w)  Df(x)(v) H
EOOIN |Dfx o)l

Utilizando o lema auxiliar que apresentamos em (5.9),

H G(t)(v) Df(x)(v) H 2
i GO 1Df( UH ~ D))l

G@)(v) = Df(x)(0)]-

Considerando as desigualdades referentes as normas das imagens dos vetores unitarios

no espaco central por D f, a expressao acima ¢ menor ou igual a

2

oo |G (t)(v) — Df(z)(v)]].
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Agora, estimaremos o termo ||G(t)(v) — D f(x)v||. Para isso, precisaremos verificar

que, para cada v € E%(x), é vilida a seguinte identidade
Tr o). © Df(x) ompy . (v) = Df(z)(v). (5.12)

Com efeito, como por definicao W;;m é a projecao em E°(y) paralelamente ao espago
E*(z) @ E"(x), existe um tinico w € E*(x) & E*(z) tal que o vetor 77, .(v) admite

uma decomposicao ﬂ;;w(v) = v+ w.
Aplicando a derivada D f(x) e considerando a invariancia dos fibrados, encontramos
Df(x) o 77l (v) = Df(@)(v + w)
= Df(z)v+ Df(z)w
emque Df(x)v € E°(f(x)) e Df(x)w € E*(f(x))®E“(f(x)). A partir dai, aplicando
a Projecao Ty, ¢(y(t)),f(z), Obtemos
Trwm).f@ (Df(@)v + Df(@)w) = 7p @), 1@ (Df (@)0) + 75 p00). ) (DS (2)w)
=Df(z)v+0
= Df(x)v,
o que prova a identidade exposta em (5.12).

Utilizando a identidade que acabamos de provar, o termo ||G(t)(v) — D f(z)v|| pode

ser reescrito da seguinte maneira

|G (t)(v) = Df(x)vll = 175 sy, r@) © DF W) © Tryy e = Trswen sy © D (@) o mpy (0]
= 17 p ). p@) © (Df(y() — Df(x))) o sy, (v)]]

Considerando o fato de que |7 ;@)@ || < (1+¢€s) € |77, .| < (14 ¢€5), ambas

desigualdades consequéncias diretas de (5.5), segue que

175 sy, f@) © (D (y(t) = Df(x))) o mpy ()| < (1 +€5) - [[(Df(y(t)) — Df(x))) 0wy o (0)]]
< (1+e) - Lip(Df)-d(y(t),z) - [|7s, . (v)]
< (1+4¢)*-Lip(Df) - d(y(t),z)

< (146 Lip(Df) - 3 -1
L .(1—|—€5)3 )
= Lip(Df) BYOR |t

Combinando as trés estimativas que calculamos, e voltando na expressao (5.11),

concluimos que

5 2-M(2) 2 : (1 + )’
|To|| < (14 €5)”- m o] + (@) Lip(Df) - T(x) - |t]
= €:)° - M N i M
={1+e) A (@) - Ao(2) loll + Lip(DF) A (2) Ao (z)
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o T é uma contracgao de fibras.

Com efeito, considerando a constante lipszchitziana da aplicacao G(t), e usando a

desigualdade (5.10), encontramos

| Toy — Tos|| = sup

To(t) — Toy(t) |

) [up] e G0+ oA

< :1[; ;4 X, [EL00) o)
Cret B g |CROO) oo 010 zigm
ey LA OO, m(af;(y(g)x(—y oA 00)
<ra 520 S )

— (146 D o -l

Se escolhermos § pequeno o suficiente, entao €5 vai estar préximo o suficiente de 0

para que tenhamos
_ M)
M) - A ()

c

(1+¢€) <1,

consequentemente a aplicagdo 1" é uma contracao.

Agora, veremos que a derivada da holonomia instavel corresponde a uma sec¢ao

invariante para o operador T'. Definimos a se¢ao o, associada a holonomia por
—1
o (y (Y1) = Tpyiy e © DR (v) = .
Ao aplicarmos o operador T a esta se¢ao, encontramos

1), f )= © Df(y(t *O?Tfyt) ) (0 F (g, (y(1))) — Df(2).(v)

2:) (0 + Try@) e © Dhy . (v) —0) = Df(2).(v)
(Try(t).ax © Dhf 4 (V) = Df(2)4(v)
Othxy* v)) = Df(x).(v).
Afirmamos que
Df(y(t))« 0 Dh v = DR 14 on(:c)*.

Com efeito, utilizando a invariancia da folheacao instavel, é valido que

fohfey="Nfa el
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Assim, aos derivarmos os dois lados dessa expressao no ponto x, obtemos a igualdade

Como, pela definicdo da holonomia instavel, temos hY%,  (v) = y, dai a expressao

acima nos diz que
Df(y) o Dhy, ,(x) = DhY () 1) (f(2)) 0 Df ().
Simplificando a notagao, escrevemos
Df(y) o Dh ., = DhY ;0 o) © Df ().
Assim, projetivizando os dois lados da igualdade anterior, concluimos que

Df(y())s 0 DR, = DB sy iyye © D (),

como haviamos mencionado.

Desse modo, podemos escrever

Tl () = (1 pw). s« © DF(Y(t)« 0 Dhi, . (0) = Df(2)(v)
(

= (7. 1@). @)% © DY 1) piye © D (2)4(v)) — Df(2).(v)
= (T1,10),£ @) © DRF (0 1)) (D f (@) (v)) = D f () (v)
= O f(2),Df (2)uv)

isto é, 0" é uma se¢ao (limitada) invariante de T'. Pelo Teorema da Secao Invariante (ver
(10, Teorema 3.1) e (12, Teorema 1.1, Capitulo 2)), a aplicagdo T admite uma tunica se¢ao
limitada invariante. Mais do que isso, o Teorema da Se¢ao Invariante nos garante que a
Unica se¢ao limitada invariante mencionada deve ser também continua. Por consequéncia,
a secao o é continua.

A partir dai, escrevendo DhY, . = W;;(tm*(a“(a;;(y(t))) + v), verificamos que
Dh} , .. depende continuamente dos pontos z e y.

Adicionalmente, se considerarmos uma sequéncia f,, — f, entao os fibrados unitarios
satisfazem a convergéncia Sy, — Sy e os operadores verificam a convergéncia T, — T}.
Como a secao invariante varia continuamente com 7', concluimos que Dh}, . depende

continuamente de f.
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Consideremos uma aplicacdo f € SHj. Pela definicao da classe de Shub agrupada,
existe um ponto fixo p = py tal que a restrigao de f a folha central F¢(p) é um difeomorfismo
Anosov. Consideremos ainda um ponto ¢ homoclinico a F¢(p), isto é, ¢ € F(p) N F(p).

Naturalmente, como g € F*(p) e ¢ € F°(p), temos
]:CS(Q) — ]_‘cs(p) e ]:CU(Q) — ‘F'cu(p>7

visto que, dada uma folheacao, por um ponto passa uma unica folha.

A partir do agrupamento local mais forte na folha central F¢(p), exposto em (5.3),
o resultado em (10, Teorema 4.1) nos garante que as folhas centro-estével e centro-instavel
passando pelos pontos p e ¢ sdo subvariedades de classe C2. Como as folhas centrais locais

nos pontos p e ¢ podem ser descritas como as interse¢oes transversais

loc(D) = Floe(p) N Fioe(p) e loc(@) = Floe(q) NV Fioe(a),

concluimos que ambas variedades centrais locais sdo também subvariedades de classe C?.

Agora, o nosso objetivo é descrever uma aplicacao h,, que realiza uma “volta”

comecando e terminando na folha central do ponto fixo p. Comecgaremos com um ponto
na folha central local do ponto p, passaremos para a folha central do ponto ¢, seguindo a
folheacao estavel, e em seguida voltaremos para a folha central do ponto p, seguindo a
folheagao instavel. Formalmente, definimos a aplicacao izq : Fé(p) — F¢(p) da seguinte

maneira

7. _ 1u s
hq - hq,p © hp,q'

Figura 21 - Aplicacao ﬁq

F<(p) F(q)
/ /
e | h

q.p
. \\

h?

P

| |

Fonte: O préprio autor (2026).

2

Como ja discutimos anteriormente, as holonomias estével hy = F¢(p) — F°(q) e
instével Al F°(p) = F°(q) sdo de classe C", fato provado em (29, Teorema 1.3). Assim,

a aplicacao iLq é também um difeomorfismo de classe C*.

Como a restricao de f a folha central do ponto p é um difeomorfismo Anosov, a

folha F¢(p) pode ser subfolheada por uma folheagao estével e uma folheacao instével. Ao
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aplicarmos a aplicagao fzq a folheagao estavel dentro da folha F°(p), obtemos uma nova

folheacao.

Sera do nosso interesse que essa nova folheagao obtida seja transversal a folheacao
estavel dentro da folha F¢(p). Como essas folheagoes sdo unidimensionais, para analisarmos
essa condicao de transversalidade basta considerarmos os vetores unitarios tangentes a essas
folheagoes em cada ponto. Sendo assim, fixemos uma orientagdo nos espacos tangentes as
folhas estdveis dentro de F¢(p) e consideremos o : F¢(p) — T F¢(p) a aplicacao que a cada,
x € F¢(p) associa o vetor unitdrio tangente a folha passando pelo ponto x da folheagao
estavel dentro de F¢(p) no ponto x, de acordo com a orientacao fixada. Pelo Teorema da
Variedade Estével, as folhas da folheacao estavel dentro de F¢(p) sdo subvariedades de

classe C%. Com isso, podemos concluir que a aplicacdo ¥ é de classe C!.

Agora, analisemos o vetor tangente a folheacao obtida por meio da imagem da
folheagao estavel dentro da folha F¢(p) pela aplicagao lqu em um ponto x. Tendo em vista
que a nova folheacao é obtida por meio da imagem da folheagao estavel dentro da folha

F¢(p) pela aplicagio hy, o vetor
Dh(hy " (2)7" (b ()

é tangente a nova folheacdo no ponto x. Desse modo, é natural descrevermos o vetor
unitério tangente a nova folheagdo no ponto x através da aplicagao g, : F¢(p) — T F*(p)
definida por

(1) = Dh(hg ' (x))7* (b ()
% DR (@) (hy ()|

A seguir, faremos a definicdo dos conjuntos cruciais para os resultados pretendidos.
Primeiro, definiremos um conjunto U] C SH, de aplicacoes tais que para todo ponto x
na folha central do ponto fixo citado na definicao da classe de Shub, existe um ponto ¢
homoclinico a folha central do ponto fixo supracitado de modo que a folheacao estavel
dentro da folha central deste ponto fixo é transversal a folheagdo definida por sua imagem
pela aplicagao qu.

Analogamente, definiremos um conjunto U, C SH,; de aplicagdes tais que para
todo ponto x na folha central do ponto fixo citado na definicao da classe de Shub, existe
um ponto ¢ homoclinico a folha central do ponto fixo supracitado de modo que a folheacao
instavel dentro da folha central deste ponto fixo é transversal a folheacao definida por sua
imagem pela aplicacao Bq.

Por fim, definiremos o conjunto desejado U” como sendo a intersecao dos dois

conjuntos anteriores. Explicitamente, temos as defini¢bes a seguir.

Definicao 5.2.6 Definimos

U, ={f € SHy; para todo x € F°(p) existe ¢ homoclinico a F(p) tal que §,(z) # £0°(x)}
U, ={f € SHy; para todo x € F°(p) existe ¢ homoclinico a F(p) tal que g,(x) # £0*(z)}
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Através da intersecio destes conjuntos, definimos

U =u nu..

Nas defini¢oes acima, pedimos que, para cada ponto x na folha central, exista um
ponto ¢ homoclinico a esta folha satisfazendo a propriedade desejada. No lema a seguir,
mostraremos que podemos nos restringir a um conjunto finito dos tais pontos ¢’s que

satisfarao o desejado para todo x na folha central.

Teorema 5.2.7 Seja f € SH,. Entio f € U] se, e somente se, existem pontos homo-

clinicos qu, ..., qx de F¢(p) tais que, para todo x € F¢(p), existe pelo menos um indice
ie{l,....k} tal que g, (v) # £0°(x).

Demonstragao:

=) Seja x € F¢(p). Por hipdtese, existe pelo menos um indice ¢ € {1,...,k} tal
que g, (x) # £0°(x). Assim, o ponto homoclinico ¢; satisfaz por defini¢do a condigao
desejada.

<) Suponhamos que f € SH;. Entao, para todo z € F¢(p), existe um ponto ¢,
homoclinico a F¢(p) tal que g,, (z) # £0°(x). Pela continuidade das aplicagoes g,, e 0°,

cada ponto x € F¢(p) possui uma vizinhanga V, tal que

9. (y) # £0°(y)

para todo y € V.

De acordo com a Proposicao 5.1.4, a folha central no ponto p é um toro bidimensi-
onal, logo F*¢(p) é compacta. Como a colecao {V },ecre(p) constitui uma cobertura aberta
de F¢(p), a compacidade desta folha nos garante que existe uma quantidade finita de

pontos 1, ...,y tais que a colegio de vizinhangas {V,, }¥_, ainda cobre F¢(p).

Agora, tomemos um ponto z arbitrario em F¢(p). Como a colegao {V,,}*_, cobre

F<(p), existe i € {1,...,k} tal que z € V,,. Por construcao, temos a desigualdade
G40, (2) # £0°(2).

Portanto, para cada ponto na folha F¢(p), ao menos um dos pontos homoclinicos

dentre q,,, ..., q,, satisfaz a condicao. ]

No Lema anterior, a hipotese de que existem pontos homoclinicos ¢y, ..., qx da
folha central do ponto p tais que, para todo z € F¢(p), existe pelo menos um indice
ie{l,...,k} tal que g, (z) # £0°(z) pode ser reformulada da seguinte maneira: existem
pontos homoclinicos ¢y, ..., q; da folha central do ponto p tais que a imagem da aplicacao
Jq X -+ X gq, € disjunta da imagem de +5%". Com isso, podemos mostrar que o conjunto

U™, definido anteriormente, é aberto na topologia C?.
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Teorema 5.2.8 O conjunto U™ é aberto na topologia C?.

Demonstracao: Conforme comentamos anteriormente, no artigo On invariant holono-
mies between centers, (29, Teorema 1.3), Saghin prova que, sob as nossas condigoes, as
derivadas das holonomias centrais h* e h* variam continuamente com relacao a aplicacao
f, considerando a topologia C?. Como uma consequéncia desse fato, as imagens das
aplicacoes gq, X -+ X gg, € +5*" também dependem continuamente de f. Denotaremos
por Im gy, X -+ X g, C T'F(p)F e Im +7°" € T'F¢(p)* as imagens de Gy, X -+ X g, ©
j:f)sk, respectivamente.

Como a folha F¢(p) é compacta e as aplicagdes G, X - -+ X Jg, € +5*" sdo continuas,
sabemos que as imagens destas aplicacoes sdo subconjuntos compactos de T F¢(p)k. Assim,
a Proposicao 2.1.17, nos garante que podemos tomar vizinhangas disjuntas U, e U, para
as imagens de gg, X -+ X gg, € +5".

Com isso, a continuidade de Im g, x - x g, € Im =+ 7" com relacao a aplicacao
f, considerando a topologia C?, nos garante que existe uma vizinhanca Uy de f nesta
topologia tal que, para toda f’ € Uy, as aplicagdes correspondentes Gy, ;7 X« - - X Jg,. 1" € :tf;jclf
também terdo as imagens contidas nos conjuntos Uy e U, respectivamente. Assim, o fato de
que estes conjuntos sao disjuntos nos mostra que a imagem da aplicacao gg,, ¢ X -+ X Gy, 1"
¢é disjunta da imagem de :l:f)jclf. Equivalentemente, existem pontos homoclinicos ¢, ..., g
de F% (p) tais que, para todo x € F¥(p), existe pelo menos um indice i € {1,...,k} tal
que gg, p(x) # £03(x). A partir daf, o Teorema 5.2.7 nos garante que f’ pertence ao

conjunto U .

Pelo exposto, concluimos que o conjunto U” é aberto na topologia C?. De modo
analogo, podemos mostrar que o conjunto U, definido anteriormente, também ¢é aberto
na topologia C?.

Portanto, como o conjunto U" foi definido através da intersecao U. N U, , fica

demonstrado que U"é aberto na topologia C?. |

Agora que ji estabelecemos que o conjunto U” é aberto na topologia C?, explo-
raremos outra propriedade que este conjunto possui: a relacado homoclinica entre seu
pontos periédicos. Detalhadamente, toda aplicacdo f neste conjunto satisfaz a condicao
de que qualquer par de pontos periddicos hiperbolicos com variedade estavel de dimensao
2 ¢ homoclinicamente relacionado. Com o objetivo de verificarmos essa propriedade,

enunciamos o teorema a seguir.

Teorema 5.2.9 Se f € U", entao quaisquer dois pontos periodicos hiperbolicos de f com

variedade estdvel de dimensao 2 sao homoclinicamente relacionados.

Demonstragao: Nesta demonstragao, mostraremos o seguinte: qualquer ponto periédico



99

hiperbdlico de f com variedade estavel de dimensao 2 é homoclinicamente relacionado ao
ponto fixo p = p; tal que a folha F§(p) ¢ um conjunto hiperbdlico para f. A partir dai, a
transitividade da relagdo homoclinica nos permitira concluirmos que quaisquer dois pontos
periddicos hiperbdlicos de f com variedade estavel de dimensao 2 sdo homoclinicamente

relacionados.

Com isso em mente, consideremos x um ponto peridédico hiperbdlico de f € U”
com indice estével 2, isto é, tal que a variedade estavel W?*(x) é bidimensional. Como o
espaco T, T possui dimensdo 4, concluimos que os espagos estavel E*(z) e instavel E*(z)
devem ser bidimensionais. Assim, devem existir vetores 0%(x) e v°(z) em T,F°(z) que sdo
expandidos e contraidos, respectivamente. Chamaremos de direcao instavel fraca em x a

direcao do vetor 0"(x) e de diregdo estével fraca em x a direcao do vetor v°(x).

A variedade instéavel forte F*(x) deve se acumular na folha F¢(p). Com efeito, a
variedade instdvel F*(x) ndo é compacta, visto que, pelo Teorema da Variedade Estével,
F*(x) é homeomorfa ao R™, em que n representa a dimensao desta variedade. Com isso,
FU(x) deve possuir um ponto de acumulagao y € T*. No artigo, Partially hyperbolic
diffeomorphisms on 3-manifolds, Bonatti e Wilkinson provam que, em dimensao 3 e
condigoes similares as nossas, a variedade W*(F¢(p)) é densa em T*. Procedendo de
maneira analoga, podemos concluir que a transitividade da aplicacdo f nos indica que a
variedade W*(F¢(p)) deve ser densa no toro T*. Ademais, como a restrigao de f a folha
central F¢(p) é um difeomorfismo Anosov transitivo, segue que o conjunto dos pontos
periddicos de f deve ser denso em F¢(p). Assim, utilizando a densidade da variedade
W#(F¢(p)), dada uma vizinhanga do ponto de acumulacdo y, podemos tomar um ponto
periddico z € F¢(p) tal que a variedade W*(z) intersecta essa vizinhanga. Considerando
a transversalidade entre as folhas W*(z) e W"(x), e utilizando o classico argumento do

A-lema, concluimos que a variedade instéavel forte F*(x) deve se acumular na folha F¢(p).

Como consequéncia, podemos tomar uma sequéncia de pontos homoclinicos p,, €
F(@) N Fioo(F2(p)) tal que lim p, = py € F*(p).

Consideremos a “folha instavel fraca” de z, isto é, a intersecao da variedade instavel
bidimensional W*(z) com a folha central F¢(x). Ao aplicarmos a holonomia hj , a este
conjunto, obtemos como imagem a intersegdo de W*(z) com a folha central F¢(p,). De
forma similar, ao aplicarmos a holonomia h; , a folha estdvel fraca de hi);n (pn), obtemos
como imagem a intersecdo da variedade estével bidimensional Ws(hf,;l (pn)) com a folha
F¢(pn). Mais do que isso, a imagem da folheagdo estavel fraca na folha F¢(p) pela

holonomia h; , ~constitui uma nova folheagao na folha F¢(p,).

Os vetores Dhy , . (0%(1)) e Dh;pn*(f)s(h;;n (pn))) s@o tangentes, no ponto p,, as

curvas formadas pelas intersecoes

W) N Fo(p) e WhS, () N F(pn),
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respectivamente. Assim, caso para algum elemento p, da sequéncia tenhamos

DR, (5%(x)) # £DhS (T°(h3) (pa))),

T,Pn* P,pn* p,pn

concluiremos que as curvas W*(x) N F¢(p,) e Ws(hf,;l(pn)) N F¢(p,) se intersectam

transversalmente no ponto p,,.

Como a restrigao de f ao conjunto F¢(p) é um difeomorfismo Anosov, sabemos pelo
Teorema 3.4.5 que a variedade estével fraca de f no ponto p é densa na folha central F¢(p).
Utilizando o fato de que a holonomia h; , ¢ um homeomorfismo, concluimos que a imagem
desta folha estével fraca é densa na folha F¢(p,), isto é, que a intersegao W*(p) N F¢(py)

¢ densa na folha central F¢(p,).

Assim, podemos tomar um ponto y € W#(p) N F¢(p,) préximo o suficiente do
ponto p, para que sua folha pela folheagdo de F¢(p,) obtida como imagem da folheagao

estavel fraca de F¢(p) seja também transversal a curva W*(z) N F¢(p,).

Por consequéncia, constatamos que as variedades estavel W?*(p) e instavel W"(x)

se intersectam transversalmente.

No trecho anterior desta discussao, verificamos que se

DR, (5"(x)) # £Dh5, (5°(h3,. (Pa))),

x7p’ﬂ* p7pn*

para algum elemento p, na sequéncia, entao os pontos x e p estao homoclinicamente relaci-
onados. Agora, utilizando o raciocinio que construimos neste trecho anterior, concluiremos

que em qualquer caso devemos ter uma intersecdo homoclinica entre os pontos x e p.

Com efeito, suponhamos que as variedades W"(z) e W*(p) nao se interceptem.
Entao, pela contrapositiva do argumento anterior, devemos ter

DY, (5"(x)) = Dby, (0" (h5 . (), (5.13)

x7pn* p7pn*

para todo n € N.

Por definicao, a aplicacao f pertence ao conjunto U". Logo, existe um ponto ¢

homoclinico & folha F¢(p) tal que
9a(po) # £0°(po).-

Seja qo = h;, ,(po) a imagem de po pela holonomia homoclinica &, . Consideremos
ainda a holonomia instavel forte hj_ : F.(po) — F.(qo), que a cada ponto z € Fi2.(po)
associa o unico ponto de interse¢ao da folha instével forte F*“(z) com F(qo), e definamos
qn = h¥.(pn) € FE.(qo0). A partir da continuidade das holonomias, a sequéncia ¢, deve

convergir para o ponto qp.

Utilizando novamente o raciocinio que construimos anteriormente, apenas subs-

tituindo os elementos da sequéncia p,, pelos elementos da sequéncia ¢,, verificamos que
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como o ponto x e o ponto p nao sao homoclinicamente relacionados, devemos ter

DY g, (5" (2)) = £Dh3 (5 (R, . (P), (5.14)

x7qn* p7qn*
para todo n € N.

Pela definicao das holonomias, se seguirmos pela folha instavel de um ponto em
F¢(x) até intersectarmos a folha F¢(p,,), e depois seguirmos a folha instavel dessa interse¢ao
até encontrarmos a folha F¢(g,), estaremos realizando o mesmo caminho que terfamos
realizado se saissemos do ponto inicial e seguissemos pela folha instavel deste ponto até
que encontrassemos a folha F¢(q,). Matematicamente, essa equivaléncia é expressa pela

propriedade hy = hy . ohy, . Aplicando a regra da cadeia,

Dh*, = Dh" . o Dh!

x?qn 'r7pn.

u
Z,qn*

Na equagao (5.14), ao substituirmos o termo DhY . (0%(z)) pela identidade que

acabamos de obter, encontramos

Dhs . (5°(h%, (pn))) = £Dh" . o Dh"  (3"(x)).

Pyqn* Pn,qn* Z,Pn*

De acordo com a equacdo (5.13), os vetores Dh® _(2*(z)) e Dhs  (5°(hs.) (pn)))

Z,Pn* Ppn* P,pn
sdo colineares. Assim, substituindo esses termos na equacio acima, obtemos

DS, (5 (ks (pa))) = £DRY o DhS (5°(hS, (pa)))-

D,qn* Pn,qn* DsPn*

Com isso, através da continuidade da aplicagao 9° e das derivadas das holonomias
h® e h*, podemos garantir que essa igualdade continua valida para os limites das sequéncia

Pn € gn, OU Se.ja

DR o (5 (B (q0))) = £DRY, . 0 DI (5 (B (m0))). (5.15)

Pp,q0* Po,q0* P,po*

De acordo com a construgao das holonomias h® e A", caso tenhamos dois pares x,y
e z,w de pontos, tais que F¢(z) = F°(z) e F¢(y) = F¢(w), entao as holonomias, estaveis
ou instédveis, induzidas por esses pares serdo iguais. A partir dai, o fato de que gy € F¢(q)
e po € F¢(p), nos indica que
he =h’ ht —=h' e hy, =h,=1ia

Psq0 p,q’ Po,90 p,q’ p;po

Ao substituirmos as trés igualdades acima na equacao (5.15), verificamos que

D3, (5°(h3, (q0))) = £Dh (5 (po)).

u

g.p«» a0s dois lados

Desse modo, ao aplicarmos a inversa de Dhy, ., equivalente a Dh

,gx)

da udltima igualdade, chegamos a

Dhy.,.. o Dby, (3(h3 ) (a0))) = £0°(po)-

q,p* p,q*
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Lembrando que anteriormente definimos h, = hg , 0 hy

».¢» uma rapida aplicagao da

regra da cadeia nos permite escrever
Dhg. (5°(h5 ; (q0))) = =0°(po) (5.16)

Utilizando a definicdo que fizemos para o ponto qg, podemos reescrever o lado

esquerdo da igualdade acima como

Dl (8° (1 (40))) = Dy (8° (8 (12 (o)) (517)
— Dhgo(#°(h5, (0 (00))))
= Dhg.(0°(hy (o)),

4t

0 que, por sua vez, ¢ equivalente a g,(po).

Dessa maneira, a equacao (5.16), nos indica que

Gq(Po) = £0°(po),

o que contradiz o fato de que, por defini¢do, o ponto ¢ satisfaz
9a(po) # £0°(po).

Portanto, como a suposigao de que as variedades W*"(x) e W*(p) nao se interceptam

nos leva a uma contradicao, concluimos que estas variedades devem se interceptar.

Um raciocinio analogo nos leva a conclusao de que as variedades W*(z) e W*(p)

também devem se interceptar.

Pelo exposto, demonstramos que devemos ter as intersegoes
Wi z)NnWs3p) £ e W3 x)nW"(p) # 2.

Em outras palavras, os pontos x e p sao homoclinicamente relacionados. |

Como um corolario da prova de que o conjunto U" satisfaz propriedade de relacao

homoclinica entre seus pontos periédicos, obtemos o resultado a seguir.

Corolario 5.2.10 Todo difeomorfismo f € U" admite uma unica classe homoclinica associ-
ada aos pontos periodicos hiperbolicos com variedade estdvel de dimensao 2. Adicionalmente,

esta classe homoclinica coincide com toda a variedade ambiente.

Demonstracao: Mostraremos que, para qualquer aplicacdo f pertencente ao conjunto
U", o ponto fixo p = py, cuja folha F¢(p) é um conjunto hiperbdlico para f, satisfaz a

propriedade de que sua classe homoclinica coincide com o toro T?, isto é, que a intersecao

W= (p) N W*(p)
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¢é densa nesse toro. A partir dai, como provamos no Teorema 5.2.9 que qualquer ponto
periodico hiperbdlico de f com variedade estavel de dimensao 2 é homoclinicamente
relacionado ao ponto fixo p, teremos como uma consequéncia imediata a unicidade da

classe homoclinica associada a esses pontos.

Para comegarmos, consideremos uma aplicacao f pertencente ao conjunto U" e

p = py o ponto fixo de f citado na defini¢ao da classe de Shub SH.

A intersegao W¥(p) N W*(F¢(p)) é densa em T*. Com efeito, combinando a
densidade da variedade instéavel W*(p) na folha F¢(p), a densidade da folha estével
W (F¢(p)), que verificamos durante a demonstracao do Teorema 5.2.9, e a continuidade e
transversalidade das variedades invariantes, podemos concluir que a intersecao mencionada

é densa em T*.

Seja U C T* um conjunto aberto. Pela densidade da intersegao W*(p) N W*(F<(p))
nesse toro, podemos tomar um ponto z € W*(p) N W#*(F¢(p)) de modo que z pertenga ao
aberto U. Assim, como o conjunto U é aberto, existe 6 > 0 tal que a bola B(x,J) esta

contida em U.

Nosso objetivo é mostrar que a variedade instavel W"(p) e a variedade estéavel
W#(p) se intersectam na bola B(z, ). Para isso, analisaremos dois casos:
o Caso 1: O vetor ¥°(z) = Dh; ., (6s(h§_x1(x))) nao pertence ao espago T, W*(p).
Por construgao, o vetor 0°(x) representa um vetor tangente a intersegao da variedade
estével bidimensional I/Vs(hfg;ﬁ1 (x)) com a folha central F¢(x). Pela nossa hipétese,

esse vetor nao pertence ao espago T, W"(p), assim as curvas
S 571 C (] C
W?(hy, () OV Fo(x) e W p)NF(x)

devem se intersectar transversalmente no ponto z.

Como a restrigdo de f ao conjunto F¢(p) é um difeomorfismo Anosov, sabemos que a
variedade estével fraca de f no ponto p é densa na folha central F¢(p). Utilizando o
fato de que a holonomia h; , ¢ um homeomorfismo, concluimos que a imagem desta
folha estével fraca é densa na folha F¢(z), isto é, que a intersegao W#(p) N F¢(x) é

densa na folha central F¢(x).

Assim, podemos tomar um ponto y € W#(p) N F¢(x) préximo o suficiente de = para
que sua folha pela folheacao de F¢(z) obtida como imagem da folheacao estavel

fraca de F¢(p) seja também transversal a curva W"(p) N F¢(x).

Desse modo, constatamos que as variedades estavel W?*(p) e instavel W*(p) possuem
uma intersecao arbitrariamente préxima do ponto x. Por consequéncia, as variedades

W#(p) e W*(p) devem possuir um ponto de interse¢ao na bola B(x,4).

« Caso 2: O vetor v°(x) = Dh? (f;s(hz;l(x))) pertence ao espago T, W*"(p).

P, T*
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Pela escolha do ponto z, sabemos que x deve pertencer ao conjunto W?*(F¢(p)).
Em decorréncia disso, a sequéncia f"(z) deve se aproximar da folha F¢(p) quando
n — oo, isto é,

lim d(f"(x), F*(p)) = 0.

n—oo

A partir da compacidade da folha F¢(p), concluimos que deve existir uma subsequén-
cia ny — oo de modo que a sequéncia f™(z) convirja para um ponto py € F¢(p).
Com isso, a continuidade da aplicagao ©°, da holonomia h® e de sua derivada, com

relacao aos pontos, nos garante a convergéncia
S ~S n S ~s s~1
th,f"k(z)*( ( f”k (f k( )))) — thpo*( (hp,p()(po))'

Como py € F¢(p), temos a identidade h;;}z = i4. Assim, a convergéncia acima pode

Ser reescrita CcOomo
DR g (e (0 (B g (F™ ()))) = ° (o).

Por definicao, a aplicagao f pertence ao conjunto U". Logo, existe um ponto ¢

homoclinico a folha central F¢(p) de modo que a desigualdade

9q(po) # £0°(po)

seja satisfeita.

Seja qo = hy,(po) a imagem de py pela holonomia homoclinica hy . Conside-
remos ainda a holonomia instével forte hj. : F.(po) — Fii(qo) e definamos
= hi' (f™(x)) € FZ.(q). A partir da continuidade das holonomias, a sequéncia

Q deve convergir para o ponto qo.

Analisemos a desigualdade
9q(po) # £0°(po).

Através da equivaléncia §,(po) = Dﬁq(ﬁs(h;; (q0))), que verificamos anteriormente

m (5.17), podemos reescrever a desigualdade acima como
Dhg(0* (1 (@0))) # %0°(p0)

Lembrando que anteriormente definimos ﬁq = hg, o h,, ., uma rapida aplicacao da

regra da cadeia nos permite escrever

Dby, o Db, (3(h3, (d0))) # £0°(po)-

q,p* p,g*

Desse modo, ao aplicarmos a inversa de DhY _, equivalente a Dh" _, aos dois lados

q,p*? P,g%)

da dltima igualdade, chegamos a



105

1

Dhy . (0°(hy 4 (90))) 7 £Dhy, . (7° (o)) (5.18)

p,g*

Como o ponto gy pertence a folha central F¢(q) e o ponto py pertence a folha central
F<(p), as igualdades
hy =N, e hl =h!

P,q0° pq Po,90

nos permitem reescrever a desigualdade em (5.18) como
Dh;) q()*( (h‘;) qo( ))) # :i:Dh’p() qo*( S<p0)>

Pela continuidade destas aplicacbes com relacao aos pontos, para todo indice k
suficientemente grande, a desigualdade acima se mantém valida ao substituirmos os

pontos py € qo pelos termos f™(x) e g, respectivamente, isto é
DIy g (0 (B 4 (48))) # E DR )40 (0° (7 (2))).
[teremos por f~" e denotemos f~"(q;) = x; — x. Na imagem obteremos
Dy f 7 0 DIy, g (0 (154, (@) # £Dy f 7™ © Dl ) 4, (0° (S ().
Considerando a invariancia das folheacoes, segue que

f nkohqu _hS of—nk e f Nkohfnk zxkof ng

Y22
Aplicando a regra da cadeia, ao derivarmos em um ponto z obtemos

D= (hy g, (2)) © Dhy o, (2) = Dhy, (f7"(2)) o Df 7" (2)

P,qk P,k P,Tk

D (o 01(2)) © D ), () = Dl oy, (™ (2)) 0 DS (2)
Substituindo na equacao anterior,

DB, © Dyt (0705 (01))) 7 D2, 0 Dy 0 74 (01 ()

qu

Utilizando a invariancia do fibrado 9°, encontramos
DIy, (8 (h 4, (1)) # DR, (5°(2)).

Ao aplicarmos Dhy , ao vetor 9°(z), obtemos um vetor tangente a intersecao da

variedade instével bidimensional W*"(x) com a folha central F¢(xzy). Assim, utilizando
a igualdade W*(z) = W*(p), o vetor £DhY . ,(0°(x)) pertence ao espaco T, W*(p).

T, TL*

Por construgao, zx € W*(p) N W*(F¢(p)). Como z, € W*(p), temos W*(p) =

W*(xy). Assim, a transversalidade de W*"(p) e F¢(z) nos indica que a intersegao
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u

W*(p) N F¢(xy) é uma curva. Logo, como o vetor =Dhj . (9°(x)) é tangente a essa

curva, a desigualdade acima nos indica que
S ~8 s1 u
th,xk*(v (hp,zk (xk))) ¢ TCL"ICW (p)
A partir dai, aplicando um argumento analogo ao que utilizamos no caso 1, concluimos
que a variedade estavel W?*(p) e a variedade instavel W*(p) possuem uma intersegao
arbitrariamente proxima do ponto xp. Por fim, como a sequéncia x; converge ao
ponto z, concluimos que as variedades W?*(p) e W¥(p) possuem uma interse¢ao

arbitrariamente préxima do ponto x.

Além das propriedades estabelecidas anteriormente, o conjunto U" satisfaz ainda
outra propriedade importante: este conjunto ¢ denso na topologia C". Formalmente,

enunciamos esse resultado a seguir.
Teorema 5.2.11 O conjunto U" é denso na topologia C”.

Demonstragio: A demonstragiao deste resultado pode ser encontrada em (27, Proposigao
3.4). |

Finalmente, apos verificarmos cada uma das propriedades do conjunto U", podemos
reunir os trés resultados anteriores em um unico grande teorema que expressa todas essas

caracteristicas. A seguir, apresentamos esse teorema.

Teorema 5.2.12 Para qualquer 2 < r < oo, existe um subconjunto U™ C SH, aberto
na topologia C* e denso na topologia C" tal que, para qualquer f € U™, vale o sequinte:
todo par de pontos periodicos hiperbolicos de f com variedade estavel de dimensdo 2 sao

homoclinicamente relacionados.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho, apresentamos inicialmente o conceito de hiperbolicidade sob diferen-
tes perspectivas, seguindo um percurso gradual que partiu dos isomorfismos hiperbdlicos,
passou pelos conjuntos hiperbélicos e culminou no estudo dos conjuntos parcialmente

hiperbdlicos.

Posteriormente, nos debrucamos sobre o trabalho de Shub, explorando o teorema
que fornece condigoes suficientes para que um difeomorfismo parcialmente hiperbodlico seja
robustamente transitivo. Na sequéncia, detalhamos a construgao do exemplo do Shub,

demonstrando que essa aplicacao satisfaz as condi¢oes do teorema supracitado.

Em seguida, descrevemos a construgao da classe de Shub e demonstramos alguns
dos principais resultados relacionados a essa classe de aplicacoes. Entre as principais
contribuigoes nessa etapa, destacamos a definicdo de um subconjunto U" da classe do
Shub, para o qual provamos diversas propriedades. Mais especificamente, mostramos
que o referido conjunto é aberto na topologia C?, que quaisquer dois pontos periédicos
hiperbélicos com variedade estavel bidimensional de uma aplica¢cdo neste conjunto sao
homoclinicamente relacionados e a unicidade da classe homoclinica associada a esses pontos,
a qual coincide com toda a variedade ambiente. Ressaltamos que as ideias apresentadas
durante a construcao da classe de Shub estimulam a investigacao de novos exemplos de

difeomorfismos parcialmente hiperbodlicos que apresentam transitividade robusta.

Por fim, quanto aos avancos recentes na area de difeomorfismos parcialmente
hiperbodlicos, destacamos o artigo A new example of robustly transitive diffeomorphism,
(39), de Carrasco e Obata, em que é apresentado um novo exemplo de difeomorfismo
parcialmente hiperbdlico, nao hiperbélico, apresentando a propriedade de transitividade
robusta. Vale ressaltar ainda o artigo FEquilibrium states for Mané diffeomorphisms, (40),
de Climenhaga, Fisher e Thompson, que desenvolve a construcao da classe de Mané a
partir do exemplo original de Mané. A andlise desses avangos recentes abre discussoes
sobre novas possibilidades de construcao de difeomorfismos parcialmente hiperbélicos

exibindo a transitividade robusta.
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