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Can you wait a sec?

Let me catch my breath

Let me catch my

I can’t remember how I got here
Can you wait a sec?

Let me catch my breath

Let me catch my

I can’t remember how I got here
Got here

They wanted heaven from me
I gave ‘em hell

Now they want something bigger
I'm overwhelmed

I think it’s time to go now

I think my curtain’s falling
Just don’t forget about me
When you get out of college
If it’s my final album

And if I am forgotten

I hope I made you smile

That’s all I ever wanted

Congratulations on your
Bit of success

Welcome to the Neotheater
We can’t wait to see

What you do next

(AJR, 2019, Finale (Can’t Wait To See What You Do Next) -
Neotheater)



RESUMO

Neste trabalho temos como objetivo o estudo das aplicacoes de Gauss estaveis.
Estudaremos suas singularidades, que se organizam em curvas simples fechadas e disjuntas,
chamadas de curvas singulares ou, no caso das aplicagoes de Gauss, curvas parabélicas.
Essas curvas serao sempre fronteira entre uma regiao de curvatura Gaussiana positiva (re-
gido eliptica) e uma regidao de curvatura Gaussiana negativa (regido hiperbdlica). Também
veremos como podemos associar a cada aplicagdo um grafo bipartido e com peso, cujos
vértices estao associados as regioes regulares da aplicacao, onde o sinal do vértice vem da
curvatura Gaussiana da regido, as arestas as curvas parabdlicas e os pesos ao género de
cada regiao. Além disto, a adjacéncia dos vértices reflete a adjacéncia das regioes regulares,
que se torna uma importante ferramenta para analisarmos a topologia da superficie. Por

fim, veremos como o Teorema de Quine se mostra no caso das aplicagoes de Gauss estaveis.

Palavras-chave: teorema de Quine; aplicacoes de Gauss; grafos; aplicagoes estaveis.



ABSTRACT

In this thesis we aim to study stable Gauss maps. We ivestigate their singularities,
which are organized as simple, closed and disjoint curves, called the singular curves, or,
in the case of Gauss maps, parabolic curves. These curves will always be the boundary
between a region of positive Gaussian curvature (elliptic region) and a region of negative
Gaussian curvature (hyperbolic region). We also study how to associate to each map a
bipartite weighted graph, whose vertices are associated to the regular regions, with the
sign of each vertex being the sign of the Gaussian curvature of the correspondig region,
the edges are associated to the parabolic curves and the weights to the genus of each
region. Moreover, the adjacency between vertices reflects the adjacency between the
regular regions, making the graph an importan tool for analyzing the topology of the
surface. At last, we discuss how Quine’s Theorem appears in the case of stable Gauss

maps.

Keywords: Quine’s theorem; Gauss maps; graphs; stable maps.
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1 INTRODUCAO

As aplicagoes de Gauss ja se mostram como uma ferramenta no estudo da geometria
intrinseca das superficies imersas em R®. Dada uma superficie imersa, as singularidades
da sua aplicacao de Gauss sdo os pontos de curvatura Gaussiana zero. Entretanto, uma
mesma superficie possui diferentes imersoes, que geram diferentes aplicagoes de Gauss

com diferentes singularidades.

A fim de estudar como essas aplicagoes de Gauss e suas singularidades se corre-
lacionam, fazemos a composicao entre a aplicacdo de Gauss e sua imersao. Essa técnica
nos permite fazer uso da teoria de aplicagdes entre variedades, no caso em que ambas as
variedades sao superficies, para classificar as aplicacoes de Gauss, podendo compara-las
e organiza-las em conjuntos de aplicagoes equivalentes, donde surgem as aplicagoes de

Gauss estavelis.

Assim podemos fazer uso da Teoria de Aplicagdes entre Variedades para estudar
essas aplicagoes, donde podemos utilizar os estudos feitos por H. Whitney no classico
artigo de 1955 On Singularities of Mappings of Euclidean Spaces. I. Mappings of the Plane
into the Plane (30), em que Whitney descreve as singularidades das aplicacdes de R? em

R2, e que motiva todo o estudo das singularidades de aplicacoes entre superficies.

Diversos pesquisadores se debrucaram sobre essa area posteriormente, por exemplo,
Quine em (24), que estabelece uma relagao entre a caracteristica de Euler do dominio e
do contradominio, o grau e as cuspides de uma aplicagdo entre superficies; Pignoni em
(23), que descreve um critério pra determinar o niimero minimo de singularidades de uma
aplicagao no plano; Hacon, De Jesus e Fuster em (11), que estabelecem a associagao de
um grafo ponderado a uma aplicagdo no plano; Ohmoto e Aicardi em (22) que descrevem
as transicoes de aplicagoes de superficies fechadas no plano; Kamenosono e Yamamoto em

(13), que descrevem o nimero minimo de singularidades de uma aplicagdo na esfera;

No campo das aplicagoes de Gauss, destacamos os trabalhos de Bleecker e Wilson
em (2), que estudam a estabilidade das aplicagoes de Gauss e correlacionam com a
geometria da aplicacdo de Gauss de superficies imersas, e de Bruce, Giblin e Tari em (3)
que estudam as curvas parabolicas em familias de superficies variando a um parametro; De
Jesus, Moraes e Fuster em (17), que estabelecem que todo grafo bipartido com peso pode
ser associado a uma aplicagao de Gauss estavel; Souza em (26), que faz sua dissertagao
sobre singularidades de aplicagoes de Gauss estéveis; De Jesus e Sanabria-Codesal em (21),
que analisam o uso de grafos para aplicacoes de Gauss sem cuspides; e De jesus e Romero
em (18), que analisam o resultado de Quine no caso particular das aplicagdes de Gauss

estavelis.

Neste trabalho vamos estudar as singularidades de aplicagoes de Gauss estaveis e

como podemos fazer uso de um grafo bipartido com peso para estuda-las. Também iremos
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analisar o caso das aplicagoes de Gauss sem cuspides. Por fim, iremos estudar a prova
do Teorema de Quine para aplicacoes de Gauss estaveis. Organizamos este trabalho da

seguinte forma:

No Capitulo 2 apresentamos alguns dos conceitos que consideramos essenciais para
o bom entendimento do trabalho. Nas Secoes 2.1 e 2.2 apresentamos um pouco da Teoria
de Grafos que faremos uso aqui. Na Secao 2.3 apresentamos um pouco da Geometria e
da Topologia de superficies. Ja na Se¢do 2.4 apresentamos alguns conceitos gerais sobre

aplicagoes estaveis entre variedades.

No Capitulo 3 focamos mais especificamente nas aplicacoes de Gauss, embora
também usamos este capitulo para apresentar alguns conceitos que podem ser generalizados
pra outros tipos de aplicagoes estaveis. Na Secao 3.1 definimos o que sdo as aplicagoes de
Gauss estaveis. Na Secao 3.2 focamos o nosso olhar para as singularidades das aplicagoes
de Gauss. Na Secao 3.3 estudamos as transi¢oes de aplicagoes de Gauss, enquanto na Segao
3.4 estudamos as cirurgias de aplicacoes de Gauss, tanto as transi¢des quanto as cirurgias
sao formas de obtermos novas aplicacoes a partir de aplicagoes ja conhecidas. Encerramos
este capitulo com a Secao 3.5, onde estudamos alguns resultados sobre aplicacoes de Gauss

sem cuspides.

No Capitulo 4 apresentamos uma ferramenta para o estudo das aplicacoes de Gauss
estaveis, o grafo dual. Comecamos na Secao 4.1, onde apresentamos uma forma de associar
grafos a superficies com curvas. Na Secao 4.2 nos focamos no caso particular em que
as curvas sdo o conjunto parabdlico de uma aplicacao de Gauss estavel. Na Secao 4.3
estudamos como as transicoes e as cirurgias de aplicagoes de Gauss estaveis atuam sobre
o grafo dual. Na Secao 4.4 mostramos como todo grafo bipartido com peso é grafo dual
de alguma aplicacao de Gauss estavel. Ja na Secao 3.5 estudamos os grafos duais das

aplicagoes de Gauss sem cuspides.

Por fim, encerramos o escopo do nosso trabalho com o Capitulo 5. Na Secao 5.1
apresentamos um importante resultado pro estudo de aplicagoes estaveis entre variedades
de mesma dimensao, o Teorema de Quine. Ja na Secdo 5.2 apresentamos uma versao desse

teorema adaptada para as aplicagdes de Gauss estaveis.
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2 CONCEITOS INICIAIS

Neste capitulo trazemos os conceitos que julgamos principais para uma boa com-

preensao da dissertacao.

Na Secao 2.1 traremos alguns conceitos béasicos da Teoria de Grafos. Definiremos
o que é um grafo, especialmente o que trataremos como grafo neste trabalho, além de
trazer alguns tipos especiais de grafos: caminhos, ciclos e arvores. Também definimos o
que sao os grafos bipartidos com peso, cruciais na teoria desenvolvida neste trabalho. Nos

baseamos na referéncia (28).

Na Secao 2.2 nos debrucamos sobre o espago ciclico de um grafo. Nossos principais
objetivos nesta secao é definir os ciclos fundamentais e o niimero ciclomatico de um grafo.

Pra esta se¢do nos baseamos em (5, 28).

Na Secao 2.3 focamos na geometria e topologia de superficies. Os principais
conceitos sao a defini¢do de uma superficie fechada (compacta e sem bordo), a caracteristica
de Euler, que definimos a partir de complexos, e o género das superficies. Também
discutimos sobre a orientacao de superficies e aplicacao de Gauss de superficies imersas em
R3. Por fim, definimos o que é uma superficie com curvas. Nos baseamos nas referéncias

(16, 6, 10, 14) para montar esta segao.

Para encerrar este capitulo inicial, temos a Sec¢do 2.4. Nela vimos um pouco da area
geral das aplicagoes estaveis. Comecamos definindo a topologia C'*° de Whitney, crucial
para definirmos aplicagoes estaveis. Seguimos analisando um pouco das singularidades das
aplicacoes entre variedades, além de vermos um pouco sobre a imagem das aplicacoes. Por
fim, definimos as aplicacoes estaveis, a fim principalmente de compararmos futuramente
com a definicao das aplicagoes de Gauss estaveis. Para esta se¢do nos baseamos nas
referéncias (1, 9, 10, 25).

2.1 TEORIA DE GRAFOS

2.1.1 Teoria Basica de Grafos

Definicao 2.1.1 ((28), p.6). Um grafo (abstrato) G = (V(G), E(G)) é uma estrutura

composta de dois conjuntos finitos: o conjunto nao vazio V(G) = {vy, ..., v,} dos vértices
de G e o conjunto E(G) = {ay,...,ax} das arestas de G. Observemos que podemos ter
EG) =wo.

Observemos que a forma mais usual de se representar um grafo é como ilustrado
na Figura 2.1, onde os vértices sao representados por circulos ou pontos e as arestas sao

representadas por linhas.

Entretanto, a posicao exata dos vértices e das arestas no desenho nao nos sao
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Figura 2.1 — Um exemplo de grafo.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

relevantes. O que nos interessa é saber quais vértices sao conectados por quais arestas.
Por exemplo, na Figura 2.2, temos uma outra representacao do grafo representado na

Figura 2.2.

Figura 2.2 — Outra representacao do grafo da Figura 2.1.

Qg

U1 (%R} (%) Qs
a2 aq

(45] a3

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Podemos encontrar o termo realizacao de grafo para se referir a essas diferentes
representacoes de um mesmo grafo, inclusive representacoes no R™, nao somente no R?,
como estamos fazendo aqui (vide a Defini¢do 1.3 da referéncia (8)). Entretanto, como na
Secao 4.4 iremos falar de “realizacao de grafos”, mas com outro significado, vamos guardar

esse termo para o uso que faremos futuramente.

Definic¢ao 2.1.2 ((28), p. 7). Diremos que uma aresta a ¢ incidente sobre um vértice v

quando a e v estiverem conectados.

Por exemplo, na Figura 2.1 as arestas a; e as sao incidentes sobre o vértice vy, ja

as arestas as, ay, as e ag nao sao incidentes sobre o vértice v;.

Definig¢ao 2.1.3 ((21), p. 252). Definimos o grau de um vértice v como sendo o nimero

de arestas incidentes sobre wv.

Por exemplo, na Figura 2.1 os vértices vy e vy tem ambos grau 2. O vértice v3 tem

grau 4, assim como o vértice vy, pois a aresta as incide duas vezes sobre ele.
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Definicao 2.1.4 ((28), p. 7). Diremos que dois vértices v; e vy sdo adjacentes (ou

vizinhos) quando existir uma aresta incidente sobre os dois.

Por exemplo, na Figura 2.1 os vértices v; e v9 sao adjacentes, pois a aresta a; incide
sobre os dois. Ja os vértices vy e vy nao sdo adjacentes, pois nao ha aresta que incida sobre

os dois simultaneamente.

Definicao 2.1.5 ((28), p.7). Diremos que duas arestas a; e ay de um grafo G sao paralelas

quando a; e ay forem incidentes sobre os mesmos vértices.

Por exemplo, no grafo da Figura 2.1, as arestas a4 e ag sao paralelas, pois ambas
conectam os vértices vz e v4. Chamamos a atencao para esta definicdo, pois boa parte da
Teoria de Grafos é construida em cima dos chamados grafos simples, grafos que nao

possuem arestas paralelas.

Entretanto, na teoria que estamos construindo neste trabalho, trabalharemos com
grafos que possuem arestas paralelas, os chamados multigrafos. Deste modo, daqui para

frente, ndo faremos distingdes entre grafos simples e multigrafos.

Em func¢ao de um grafo poder ter diferentes representacoes, e de a nomeacao dos

vértices e das arestas ser arbitraria, definimos o seguinte.

Defini¢ao 2.1.6. Uma aresta u de um grafo G é chamada um lago (ou loop) de G quando

u conecta um vértice v a ele mesmo.

Por exemplo, no grafo da Figura 2.1, a aresta as é um lago, pois conecta o vértice

v4 a ele mesmo.
Definicao 2.1.7. Sejam G = (V(G), E(G)) e H = (V(H), E(H)) dois grafos. Diremos que
H é um subgrafo de G, quando V(H) C V(G) e E(H) C E(G).

Diremos que H é um subgrafo préprio de G quando V(H) # V(G) e E(H) # E(G).

Definigao 2.1.8. Sejam G = (V(G),E(G)) e ¢’ = (V(G'), E(G")) dois grafos. Diremos

que G e G’ sao grafos isomorfos quando existir uma bijegao o : V(G) — V(G') tal que

v1,v9 € V(G) sdo adjacentes < o(vy),0(ve) € V(G') sao adjacentes.

2.1.2 Ciclos

Definicao 2.1.9 (Baseada em (28), p.123). Um caminho P no grafo G é uma sequéncia
P = (v1,a1,v9,a2,03, ...,Un, 0y, Upy1) que alterna vértices e arestas de G e é tal que a
aresta a; da sequéncia incide sobre os vértices v; e v;11. Neste caso, diremos que os vértices

V1 € Upy1 820 0s extremos de P.
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Diremos que o caminho P é simples sempre que todas as arestas e os vértices

forem distintos, exceto, talvez, pelos vértices vy e v,,.

Definicao 2.1.10. Seja C' um caminho num grafo G. Diremos que C' é um ciclo em G

quando os extremos de C' forem iguais.

Diremos que o ciclo C' é simples sempre que os vértices forem distintos.

Exemplo 2.1.11. Consideremos o grafo G representado na Figura 2.3. A sequéncia
P = (w,a,z,d,y,e,z) é um caminho em G. J4 o caminho C' = (z,a,w,b,y,c,x) é um

ciclo em G.

Figura 2.3 — Grafo com 4 vértices e 5 arestas.

Fonte: Retirado de (29), p.7.

Observemos que os extremos do ciclo C' na representagao (z, a, w, b, y, ¢, x) nao nos
interessam, isto é, poderfamos também escrever C' = (w, b, y, ¢, z,a,w) = (y, ¢, z, a,w, b, y).
Além disto, a ordem do ciclo também nao nos é relevante, ou seja, podemos também

escrever C' = (z,¢,y,b,w,a,x).
Definigao 2.1.12 (Baseada em (28), p.). Seja P = (v, ayq,. .., @y, Uyy1) um caminho em
um grafo G. Definimos o comprimento de P como sendo o nimero n de arestas de P.

Como todo ciclo é um caminho, definimos o comprimento de um ciclo como sendo

o numero de arestas deste ciclo.

Desta forma, o caminho P e o ciclo C' no Exemplo 2.1.11 possuem ambos compri-

mento 3.

Definigao 2.1.13. Diremos que um grafo G é conexo quando existir um caminho ligando

quaisquer dois vértices de G. Caso contrario, diremos que G é desconexo.
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2.1.3 Arvores

Definicao 2.1.14. Uma arvore é um grafo conexo e sem ciclos.

Defini¢ao 2.1.15. Seja 7 = (V(T), E(T)) uma arvore. Uma subarvore de 7 é um

subgrafo S C T que é também uma arvore.

Definicao 2.1.16. Seja T = (V(T), E(T)) uma &rvore. Diremos que um vértice v € V(T)

é um vértice extremo de 7 v tiver grau 1.

Observacao 2.1.17. No caso das arvores, e mais geralmente dos grafos simples, em que
cada par de vértices adjacentes possui apenas uma aresta incidente sobre ambos, podemos

identificar cada aresta apenas indicando os vértices sobre os quais ela incide.

Neste caso, se G = (V(G), E(G)) é uma arvore (mais geralmente, um grafo simples)
e se a € E(G) é uma aresta que incide sobre os vértices v,w € V(G), entdo denotaremos

a = W = wv.

Proposigao 2.1.18 ((5), p.14). Seja T = (V(T), E(T)) um grafo. Entdo as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:

i) T € uma drvore;
it) Quaisquer dois vértices de T estdo conectados por um caminho unico em T ;

i11) T € minimalmente conezo, isto é, T é conexo, mas T — a é desconexo para qualquer

aresta a € E;

) T é mazimalmente aciclico, isto €, T nao possui ciclos, mas T + vw possui, para

qualquer par de vértices nao adjacentes v,w € V.

Demonstragio. (i) < (it) : Seja T uma arvore. Suponhamos, por absurdo, que existissem
dois vértices v e w em T que podem ser conectados por dois caminhos distintos P; e P, em
T. Ora, poderiamos entao tomar o caminho C' que vai de v a w por P; e depois retorna a
v por P,. Dessa forma C' seria um caminho fechado, pois os seus vértices extremos seriam
ambos o vértice v, ou seja, C' é um ciclo. Mas isso nao pode acontecer, pois sendo 7 uma
arvore, nao possui ciclos. Assim provamos (i) = (i7).

Por outro lado, se 7 é um grafo em que todo par de vértices podem ser ligados por
um unico caminho, entdo 7 é conexo. Além disso, 7 nao admite ciclos, pois cada ciclo
gera dois caminhos entre quaisquer um de seus pares de vértices distintos. Ou seja, T é

um grafo conexo e sem ciclo, logo uma arvore. Assim provamos (i) = (7).

(17) < (i4i) : Se T é um grafo minimalmente conexo, entdao cada par de vértices

estd conectado por um tnico caminho em 7. De fato, tomemos qualquer par de vértices v
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e w. Como T é conexo, entao deve existir um caminho P ligando v a w. Retirando-se uma
aresta a de P, partiremos o grafo 7 em duas componentes conexas, pois 7 é minimalmente
conexo, e sao tais que v e w estardo em componentes conexas distintas. Ora, mas isso
significa que qualquer caminho ligando v a w necessariamente precisa conter a aresta
a. Repetindo o processo para todas as arestas de P, podemos concluir que P é o Unico

caminho em 7 que liga v a w. Assim provamos (iii) = (it).

Agora, se cada par de vértices v e w de T s6 pode ser ligado por um tnico caminho
P, entao retirando-se qualquer aresta de P, separaremos o caminho P em duas componentes
conexas: a componente de v e a componente de w. Ora, mas isso também partira o grafo
G em duas componentes conexos, do contrario teriamos mais de um caminho ligando
v a w. Como isso funciona para qualquer par de vértices, podemos concluir que 7T é

minimalmente conexo. Assim provamos (i7) = (i17).

(17) < (iv) : Se cada par de vértices de 7 podem ser conectados por um unico
caminho em 7T, ja sabemos que isso implica em 7 ser aciclico. Tomemos v e w um par
arbitrario de vértices nao adjacentes em 7T, por hipétese existe um tnico caminho P
ligando v a w. Adicionando a aresta vw ndés conseguimos criar um ciclo em 7 + vw, basta
irmos de v a w por P e retornarmos a v por vw. Como o par v e w é arbitrario, isso
significa que qualquer aresta a adicionada entre vértices nao adjacentes gera um ciclo em

T + a, ou seja, T é maximalmente aciclico. Assim provamos (ii) = (iv).

Agora, suponhamos que 7 seja maximalmente aciclico. Tomemos qualquer par v
e w de vértices nao adjacentes em 7. Ao adicionarmos a aresta vw, geramos um unico
ciclo C' contendo v e w. Retirando-se a aresta vw de C, obteremos um tnico caminho
P = C\vwem T que conecta os vértices v e w. Como os vértices sdo arbitrarios, podemos
concluir que qualquer par de vértices estd conectado por um tnico caminho em 7. Assim
provamos (iv) = (7).

O

2.1.4 Grafos Bipartidos com Peso

Definigao 2.1.19. Um grafo G = (V(G), E(G)) é dito bipartido quando for possivel
dividir o conjunto V(G) em dois conjuntos X,Y C V tais que V= X UY e cada aresta

a € A(G) conecta um vértice de X a um vértice de Y.

Lema 2.1.20 ((28), p.45). Um grafo € bipartido se, e somente se, nao possui ciclos de

comprimento impar.

Demonstra¢io. A demonstragdo pode ser encontrada na referéncia (28), pagina 45.

Corolario 2.1.21. Toda arvore é um grafo bipartido.
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Demonstracao. Basta observarmos que se uma arvore nao fosse um grafo bipartido, entao

deveria ter um ciclo de comprimento impar, o que contradiria a hipotese de ser uma arvore.

]

Definigdo 2.1.22. Diremos que um grafo G é um grafo com peso (ou ponderado)

quando atribuimos valores (pesos) a cada um de seus vértices ou de suas arestas.

2.2 CICLOS FUNDAMENTAIS E O ESPACO CICLICO

2.2.1 Arvore Geradora

Definigao 2.2.1 ((28), p. 32). Seja G = (V(G), E(G)) um grafo. Diremos que uma arvore
T =(V(T),E(T)) C G é uma arvore geradora de G quando

Ou seja, uma arvore geradora de G é um subgrafo de G que é uma arvore e que possui

todos os vértices de G.

Proposicao 2.2.2. Todo grafo conexo possui uma drvore geradora.

Demonstragio. Seja G = (V(G), E(G)) um grafo conexo com n + 1 vértices. Consideremos
o subgrafo desconexo Hy = (V(G), @) composto pelos vértices de G e sem arestas. Vamos

construir uma arvore geradora para §G.

Para isso, escolhamos arbitrariamente um vértice qualquer v; € V(G) de Hy. Como
G ¢ conexo, deve existir alguma aresta a; € E(G) que incide sobre v; e sobre um outro
vértice vy € V(G) \ {v1}.

Consideremos o subgrafo H; = (V(G),{a1}) C G. Agora temos dois casos para o

vértice vy:

i) existe outro vértice vz # vy que é adjacente a vy;

ii) vy é o tnico vértice de G que ¢é adjacente a vs.

No caso (), escolhemos as como sendo uma das arestas incidentes sobre v, e v3. No caso
(17), escolhemos v3 como sendo um outro vértice, diferente de vy, que também é adjacente

a vy e escolhemos a, como sendo uma das arestas incidentes sobre vy € vs.

Consideremos, agora, o subgrafo Hy = (V(G), {a1,a2}) C G. Assim como anterior-

mente, temos dois casos para o vértice vs:

i) existe outro vértice vy ¢ {vy,v2} que é adjacente a vs;
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ii) v1 é o tnico vértice de G que é adjacente a vs.

No caso (i), escolhemos az como sendo uma das arestas incidentes sobre v3 e vy. No
caso (i), escolhemos v, como sendo um outro vértice, diferente de vy e v3, que também é

adjacente a v; e escolhemos a3 como sendo uma das arestas incidentes sobre vz e vy.

Percebamos que, no grafo Hs, repetimos o mesmo algoritmo feito no grafo H;. De
fato, enquanto houverem vértices isolados no subgrafo H; C G, podemos reproduzir o

algoritmo e obter um novo subgrafo H;,; C G.

Seguindo esse algoritmo, obteremos um subgrafo H,, = (V(G),{a1,...,a,}) C G
que é um grafo conexo com n + 1 vértices, com n arestas e sem ciclos, e é tal que se
adicionarmos qualquer outra aresta a,+1 € F(G) \ {a1,...,a,}, o subgrafo H,, deixa de

ser uma arvore.

Ou seja, H,, assim construido ¢ um subgrafo de G que é uma arvore com
V(Hn) = VI(9),
isto é, H,, é uma arvore geradora de G.

[]

Percebamos que o algoritmo usado na demonstracdo da Proposicao 2.2.2 nao
necessariamente gera uma Unica arvore geradora para o grafo G, nem mesmo levando em
consideracao isomorfismos. De fato, a ordem de escolha dos vértices pode gerar arvores

diferentes. Vejamos um desses casos no Exemplo 2.2.3

Exemplo 2.2.3. Dizemos que um grafo simples é completo quando os seus vértices

forem dois a dois adjacentes. Denotaremos o grafo completo de n vértices por K.

Tomemos G como sendo o grafo Ky, representado na Figura 2.4.

Figura 2.4 — Grafo Kj.

V2 (1

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Percebamos que, a menos de isomorfismos, o grafo K possui duas arvores geradoras,

no caso as arvores T; e T, representadas na Figura 2.5. De fato, se qualquer nova aresta
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Figura 2.5 — Arvores geradoras de K.

T T>

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

de K, for adicionado a um dos grafos 7; e 73, criariamos um ciclo e ndo mais teriamos

uma arvore.

Entretanto, alguns grafos de fato possuem uma tnica arvore geradora.

Corolario 2.2.4. Se G for em si uma arvore, entao G possui uma tnica arvore geradora.

Neste caso, G é a sua propria arvore geradora.

2.2.2 Espacgo Ciclico

Definigao 2.2.5. (Adaptado de (5), p.23) Seja G = (V(G), E(G)) um grafo. Definimos o
espacgo de arestas de G como sendo o conjunto E(G) de todas as aplicagoes o : E — Fy,

onde Fy = ({0,1},+,+) é o corpo finito com dois elementos.

Proposicao 2.2.6. Seja G = (V(G), E(G)) um grafo. O conjunto E(G) é um espago
vetorial (vide (12)) sobre o corpo Fy.

Demonstragdo. Ora, devemos nos perguntar o que exatamente é o conjunto E(G). Um
elemento o € E(G) é uma aplicacdo que associa a cada aresta a € E um valor 0 ou 1.
Ora, fixado £ = {ay,...,a,}, podemos representar ¢ apenas olhando pra imagem de a;.
Por exemplo, suponhamos que o seja tal que o(a;) = 1, mas o(a;) =0, parai =2,...,n,
entao teriamos

o = (1,0,...,0).

Desta forma vemos que cada aplicagao o € E(G) pode ser associada a um tnico
elemento (zy,...,2,) € F}, e como o = 0y se e s6 se coincidem em todos os elementos,

essa associacao induz uma bijecao ¢ : E(G) — F} entre E(G) e F}.
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Dessa forma, dados aplicagoes o1, 09 € E(G) e um escalar « € Fy, podemos definir

-0 =

{ o1+0y = ¢ Hp(o1) + ¢(02))
p~ ' (a-p(0)) ’

e teremos ¢ sendo um isomorfismo. Como [} é um espaco vetorial sobre Fy, podemos

concluir que E(G) também o é.

]

Uma outra forma de olharmos para o espa¢o E(G) é como sendo o conjunto das
partes de E, isto é, E(G) é a colegao de todos os subconjuntos de E. Desta forma, olhar
pra o elemento o = (1,0, ...,0) que é diferente de zero apenas na primeira entrada seria

olhar pro subconjunto {a;} C E. Assim, teremos:

i) O conjunto {{a;},...,{a,}} é a base candnica de E(G);
ii) A dimensao de E(G) é o ntimero u(G) de arestas de G;

iii) A soma de vetores é a diferenca simétrica ((7), p.32) definida como
o1+ 09 = (01 \02)U (02 \ 01);

iv) O vetor nulo de E(G) é o subconjunto &;
v) Cada vetor é o seu préprio simétrico;

Definigao 2.2.7. Sejam G = (V(G), E(G)) um grafo e E(G) seu espa¢o de arestas.
Definimos o espago ciclico de G como sendo o subespago vetorial C(G) de E(G) gerado

pelos ciclos de G, ou mais precisamente, pelo conjunto de arestas dos ciclos de G.

Proposicao 2.2.8. Sejam G um grafo e H um subgrafo de G. Entao

i) E(H) C E(G);

it) C(H) C C(G).

Demonstracao. Basta observarmos que todo conjunto composto por arestas de H é também
um conjunto composto por arestas de G, logo E(H) C E(G). Seguindo o mesmo raciocinio
mostramos que C(H) C C(G).

O

Corolario 2.2.9. Sejam G um grafo e H um subgrafo de G. Entao

C(H) = C(G) NE(H).
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Demonstracao. Basta observarmos que os ciclos de H sao ciclos de G cujas arestas estao

em E(#H). Dai teremos que C(#H) é gerado pelos ciclos de G que estao simultaneamente

em C(G) e em E(H), ou seja,

2.2.3 Ciclos Fundamentais

Defini¢ao 2.2.10. Sejam G = (V(G), E(G)) um grafo e T = (V(G), E(T)) uma arvore
geradora de G. Chamaremos de cordas (da arvore 7) aos elementos ¢ € (E(G) \ E(T)),

quando existirem.

Definigao 2.2.11 ((5), p. 26.). Dados um grafo G e 7 uma &arvore geradora de G,
chamamos de ciclo fundamental da corda ¢ com relagdo a arvore 7 ao unico ciclo gerado

em T + ¢, quando existir.

Proposigao 2.2.12. Sejam G = (V(G), E(G)) um grafo e T = (V(G), E(T)) uma drvore
geradora de G. Sejam {cy,...,c} = E(G)\ E(T) as cordas de T. Seja C., o ciclo
fundamental da corda ¢;, com i =1,... k. Entao o conjunto {C.,,...,C.} dos ciclos

fundamentais é um conjunto LI em C(G).

Demonstragio. Reescrevendo o conjunto E(G) como {cy, ..., Ck, Ggi1,--.,an}, onde {agi1,
—..yan} = E(T), teremos que os ciclos fundamentais de cada e; serdo escritos, em termos

de suas coordenadas em E(G), como

Cc1 = (1,0,...,O,.Q?(k+1,1),...,$(n71))
CCQ = (0,1,...,O,x(k+172),...7l’(n72))

Y

Cck = (0, 0, ey 1, ﬂj(k-+1’k)’ c. 7x(n,k))

onde as coordenadas x(;;), comi=1,...,ke j=k+1,...,n, assumem seus valores em
[F,. Pois como as cordas ¢; nao sdo arestas de 7, e cada ciclo C., tem todas as suas arestas
em 7T, exceto pela corda ¢;, podemos concluir que de fato a corda ¢; aparecera somente no
ciclo C,,. Logo C,, serd o unico ciclo fundamental de 7 que tem a i—ésima coordenada
diferente de 0.

Ora, mas entao sabemos que o ciclo fundamental C,, deve ser linearmente indepen-
dente dos outros ciclos fundamentais, do contrario conseguiriamos escrever, ao fazermos

um combinagao linear dos ciclos em C(G),

1-{ci} = 0-{ci}
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o que implicaria em 1 = 0 em 5, o que é um absurdo.

Assim, concluimos que o conjunto {C.,,...,C,, } dos ciclos fundamentais de T ¢é

um conjunto LI em C(G).

]

Corolario 2.2.13. Sejam G = (V(G), E(G)) um grafo e T = (V(G), E(T)) uma arvore
geradora de G. O subespago vetorial F' C C(G) gerado pelos ciclos fundamentais de T

tem dimensao

dimF = #E(G) - #E(T),

onde #A denota a cardinalidade do conjunto A.

Proposigao 2.2.14. Sejam G um grafo e T uma drvore geradora de G. Seja F' o subespaco
de C(G) gerado pelos ciclos fundamentais de T. Entdo

dimC(G) = dim F.
Ou seja, os ciclos fundamentais de T formam uma base para o espaco ciclico de G.

Demonstragio (Adaptada de (5), p. 26). Vamos mostrar que dado qualquer elemento
C € C(G), entdao podemos escrever C' como combinagao linear dos ciclos fundamentais

(Copre O Y de T
Seja C' € C(G). Tomemos o vetor

D :=C+ ) C.
ecC\T
Observemos que D nao possui elementos fora das arestas de 7T, isto é, D nao possui
nenhuma corda de 7. De fato, como cada corda e aparece num tnico ciclo fundamental
C., ao tomarmos e € C'\ T, estamos escolhendo as cordas de T que pertencem a C.
Ao fazermos a soma D, := C + C,, estamos zerando a coordenada de C' referente a
corda e. Fazendo essa soma para todas as cordas {ej,..., e} := C\ T, zeramos todas as

coordenadas de C referentes as cordas e;, i = 1,...,l. Ou seja, D s6 possui arestas de 7.
Ora, mas entao temos D C F(T), o que nos dd D € E(T). Pelo Corolario 2.2.9,

podemos concluir que

D € C(T)=C(G) NE(T).

Ora, mas T nao possui ciclos, pois é uma arvore, logo o seu espago ciclico C(7T) é o
subespago nulo de F%, onde n é a dimensao de E(G). Isso implica que D € C(T) s6 pode

ser o vetor nulo @. Ou seja, temos

G=D=C+ ) C.= C= > C.
ecC\T ecC\T
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Dessa forma concluimos que dado qualquer elemento C' € C(G), podemos escrever
C como combinacao linear de ciclos fundamentais da arvore geradora 7. Ou seja, o
espago C(G) é o espago F' gerado pelos ciclos fundamentais de T, dai temos que os ciclos

fundamentais de 7 formam uma base pra C(G) e

dimC(G) = dim F.

O

Corolario 2.2.15. Seja G um grafo. Sejam 7y e 75 arvores geradoras de G. Entao Ty e T

possuem o mesmo numero de ciclos fundamentais.

Demonstragdo. Basta observarmos que a Proposicao 2.2.14 independe de qual arvore
geradora estamos considerando. Ou seja, dadas T e T, duas arvores geradoras de G, e

denotando por Fj e F3 os espagos gerados pelos seus respectivos ciclos fundamentais, temos

Como o conjunto dos ciclos fundamentais de uma arvore geradora é sempre LI em C(G),

podemos concluir que 77 e T possuem o mesmo nimero de ciclos fundamentais.

[]

Corolério 2.2.16. Seja G = (V(G), E(G)) um grafo com m = #FE(G)) arestas e n = V(G)
vértices. Entao
dimC(G) = m—n+1.

Demonstracdo. Observemos que se G tem n vértices, entao suas arvores geradoras também
possuem n vértices. Logo, todas as suas arvores geradoras possuem n — 1 arestas. Como
dim C(G) é igual ao ntimero de cordas de uma arvore geradora, que por sua vez é igual a

diferencga entre o niimero de arestas de G e o nimero de arestas dessa arvore, temos
dmC(G) = m—(n—1) = m—n+1
O

Definicao 2.2.17 ((5), p. 24). Seja G um grafo. Chamaremos de niimero cicloméatico

(ou também primeiro nimero de Betti, vide (17)) de G ao nimero

p1(G) = dimC(G)

Isto é, $1(G) é o niimero de arestas que podem ser retiradas de G a fim de se obter uma de

suas arvores geradoras, ou equivalentemente, 3, é o nimero de ciclos fundamentais de G.
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2.3 SUPERFICIES

2.3.1 Superficies Fechadas

Defini¢do 2.3.1 ((10), p.3). Diremos que um conjunto M é uma n-variedade dife-
renciavel (ou uma variedade diferencidvel n-dimensional) quando para cada ponto
p € M, existir um aberto V' C M e um difeomorfismo ¢ : U C R® — V, definido sobre

um aberto U C R". Neste caso, diremos que o inteiro n é a dimensao de M.

Nas condigoes da Definigao 2.3.1, a aplicacao ¢ serd chamada uma parametrizagao
(local) de M (em p).

Figura 2.6 — Parametrizacao de uma 2—variedade M.

>

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Definicao 2.3.2 ((10), p. 9). Seja M uma n—variedade e p € M um ponto de M.
Chamamos de espago tangente a M em p, e denotaremos por T,M, a imagem da
diferencial dy,, onde ¢ : U C R™ — M é uma parametrizacao de M em p e ¢(g) = p. Isto
€,

T,M = dpy(R™).

Observemos que na Defini¢do 2.3.2, a defini¢cdo do espago tangente independe da

parametrizacao. Os elementos v € T),M serao chamados de vetores tangentes a M em

p.

Definigao 2.3.3 ((10), p. 50). Seja M uma n—variedade. Definimos o fibrado tangente

de M como sendo o conjunto
TM :={(p,v) e M xR";v e T,M}.

Intuitivamente, o fibrado tangente é a uniao da variedade M com os espacos tangentes em

cada um de seus pontos.
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Defini¢ao 2.3.4 ((10), p.57). Diremos que M é uma n—variedade com bordo quando,
para cada ponto p € M, existir um aberto V' C M e uma aplicacao ¢ : U C H* =V,

definida sobre um aberto U C H", que seja um difeomorfismo.

Em outras palavras, M é uma variedade com bordo quando, na Definicao 2.3.1,
trocarmos R™ por H" := {(z1,...,2,) € R";z, > 0}.

Definicao 2.3.5. Nas condigoes da Defini¢ao 2.3.4, chamaremos de bordo da variedade
M ao conjunto M definido por

oM = {pe M;p=p(xy,...,2,-1,0), para alguma

parametrizacao ¢ e algum (z1,...,2, 1,0) € H"},
como ilustrado na Figura 2.7. Os pontos p € M sao chamados pontos de bordo de M.

Figura 2.7 — Parametrizacao de uma 2—variedade com bordo.

e mm TSRS —— M
/"~ . - §"‘7
S ——— .
T Tttt 2 / 4 /’
/ 3
{ /
' 4 *v(q1) '
b / ©\q1 /
] *q / /
" / II
. !
A N I /
q2 \\ 0 / !
4 !
—> !
q3 - ]
s 1
¥(g3) €0 —--u

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Observemos que, na realidade, toda superficie satisfaz a definicdo de uma superficie
com bordo. Entretanto, para algumas superficies, como é o caso de esferas, teremos

OM = @. Neste caso, temos a seguinte defini¢ao

Definicao 2.3.6. Diremos que uma variedade M ¢ uma variedade sem bordo se, e
somente se, M = &. Desta forma, salvaremos o termo variedade com bordo para os

casos em que OM # .

Definicao 2.3.7. Diremos que uma n—variedade M ¢ compacta quando M for um
espaco topoldgico compacto. Ou seja, quando dada qualquer colegdo {U,} de abertos

Uy C M tais que M = |JU,, for sempre possivel obter uma subcolecao finita {Uy, ..., Uy}
k
tal que M = | U,.
A=1

Definicao 2.3.8. Diremos que uma variedade M ¢ fechada quando M for uma variedade

compacta e sem bordo.
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Definigao 2.3.9. Sejam M; e M, duas n—variedades fechadas. Definimos a soma conexa
de M; e M,, denotada por M = M,# M-, como sendo a variedade obtida pelo seguinte
processo:

1. Retiramos um disco aberto de M; e um disco aberto de Ms;

2. Colamos os bordos gerados retirando-se os discos, de modo a unirmos M; e Mo;

Definigao 2.3.10. Sejam M e N duas variedades e f : M — N uma aplicacao diferenciavel.

Dizemos que f é

1. uma imersao, quando dim M < dim N e df, ¢ injetora em cada p € M;
2. uma submersao, quando dim M > dim N e df, ¢ sobrejetora em cada p € M;

3. um mergulho, quando f é uma imersao e um homeomorfismo entre M e f(M), isto
é, f: M — f(M) é uma bijegao continua e sua inversa f~1: f(M) — M é também

continua.

Embora variedades sejam um conceito extremamente interessante, neste trabalho
iremos, em geral, apenas trabalhar com uma classe especial de variedades: as superficies,

que definimos a seguir.

Defini¢ao 2.3.11. Uma superficie (regular) é uma 2—variedade. Isto é, uma superficie

¢ um conjunto localmente difeomorfo a R2.

No caso de M ser uma superficie, chamaremos o espaco tangente 7,M de plano

tangente a M em p.

Definicao 2.3.12. Diremos que uma superficie M é uma superficie fechada quando for

uma variedade fechada.

2.3.2 Complexos

Definigao 2.3.13 ((14), p. 56.). Uma n—célula v é um conjunto cujo interior é homeo-
morfo ao disco n—dimensional D™ := {x € R"; ||z|| < 1} com a propriedade adicional de
que o seu bordo deve ser composto por um numero finito de células de dimensao menor,

chamadas de faces de v. Escreveremos 7 < v para denotar que 7 é uma face de v.

Exemplo 2.3.14 ((14), p. 56.). A seguir, apresentamos alguns exemplos de n—células.

1. Uma 0—célula é um ponto A;
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Figura 2.8 — 0—, 1—, e 2—células

L ® &

Fonte: Retirado de (14), p. 56.

2. Uma 1—célula é um segmento de reta AB, onde A e B sao as faces 0—dimensionais;
3. Uma 2—célula é um poligono;
4. Uma 3—célula é um poliedro.
Definicao 2.3.15 ((14), p. 57.). Um complexo K ¢ uma unido finita de células
K = [J{r; v é uma célula},
tal que
1. se v é uma célula de K, entdo todas as suas faces sdo células de K;

2. se v e 7 530 células de K, entdo int(v) Nint(7) = @.

A dimensao n de K é a maior dimensao de suas células. Neste caso, diremos que K é um

n—complexo ou também um complexo n—dimensional

Figura 2.9 — Exemplos de complexos

Fonte: Retirado de (14), p. 57.

Definigao 2.3.16 ((14), p. 58.). Seja K um complexo. Chamaremos de espago adjacente
ao complexo K ao conjunto

|K| := {z;2 € v,v é uma célula de K}.

Isto é, |K| é o conjunto de todos os pontos que pertencem a uma das células de K.
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Defini¢ao 2.3.17 ((14), p. 97.). Seja K um complexo k—dimensional. Seja a, :=
#{v;v é uma n—célula de K}. Definimos a caracteristica de Euler do complexo K

como sendo o nimero

Proposicao 2.3.18. Seja G um grafo, entdo
Bi(G) =1—x(9).

Demonstragio. Pela Definigdo 2.2.17, temos 1(G) = 1 +m — n, onde m é o niimero de
arestas de G e n o nimero de vértices . Como todo grafo é um 1—complexo, temos pela

Definicao 2.3.17 que x(G) = n —m. Donde obtemos
A(G) = 1=x(9).

2.3.3 Caracteristica de Euler

Definigao 2.3.19 ((14), p. 73). Seja M uma superficie. Diremos que um 2—complexo K

é uma triangulagao da superficie M quando
1. M =|K|;

2. Todas as 2—células de K forem homeomorfas a triangulos, isto é, possuem apenas

trés arestas e trés vértices;
3. Dadas T} e Ty 2—células de K, entao acontece somente um dos casos abaixo:

i) Ty e Ty possuem uma Unica aresta em comum;
ii) 11 e Ty possuem um unico vértice em comuin;

iii) 77 e T sao disjuntas.

Definicao 2.3.20. Seja M uma superficie. Seja K uma triangulagdo de M. Definimos a
caracteristica de Euler da superficie M como sendo a caracteristica de Euler de K. Isto
é, se I' é o nimero de 2—células de K, A o nimero de arestas e V o niimero de vértices,

entao

X(M) = x(K) = F—A+V.

Lema 2.3.21 ((14), p. 108.). Seja M* uma superficie compacta com k > 0 componentes
de bordo. Seja M a superficie sem bordo obtida a partir de M* fazendo-se a soma conexa

de um disco em cada uma de suas componentes de bordo. Entdao

N(M*) = X(M) — k.

Demonstragio. Vide o comentario apds a Definicao 5.16 na referéncia (14). O
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Figura 2.10 — Um exemplo de triangulagao da esfera.

Fonte: Retirado de (26), p. 7.

2.3.4 Orientacgao

Definic¢do 2.3.22 ((4), p. 36.). Seja E um espago vetorial n—dimensional, k > 1. Sejam
By = {v1,...,v} e By ={uy,...,u;} duas bases ordenadas de E. Diremos que B; e By

definem a mesma orientacao em E quando
det P > 0,

onde P denota a matriz de mudanca da base By para a base Bs.

Observemos que a relagdo By ~ By < definem a mesma orientagao, ¢ uma relagio
de equivaléncia no conjunto Bg de todas as bases ordenadas de E. Além disso, dado
que fixado uma base B, o determinante da matriz de mudanca da base B para uma base
B’ qualquer s6 pode ser positivo ou negativo. Desta forma a relagao B ~ By estabelece

apenas duas classes de equivaléncia em Bp, chamadas as orientagoes de FE.

Defini¢ao 2.3.23 ((10), p. 95). Seja £ um espaco vetorial n—dimensional, k& > 1.
Definimos a orientagao positiva (ou canénica) de £ como sendo a orientacao da base

canonica.

Isto é, uma base B de um espaco vetorial E orienta E positivamente quando o

determinante da matriz de mudanca de base de B para a base canodncia for positivo.

Definicao 2.3.24 ((10), p. 96.). Sejam E; e E; espagos vetoriais k—dimensionais, k > 1,
orientados. Diremos que um isomorfismo 7" : F; — F, preserva orientagao sempre que

detT" > 0. Do contrario diremos que 7" inverte orientacao.

Definigao 2.3.25 ((10), p. 96.). Diremos que uma variedade diferencidvel n—dimensional

M é orientavel quando for possivel orientar todos os espagos tangentes T, M a M de tal
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modo que, dado qualquer ponto p € M, existe uma parametrizacao ¢ : U — M de M em
p tal que, para todo g € U,

dpg : RF — T, oM preserva orientagao,

onde consideraremos R* sempre na orientacdo positiva. Caso contrario diremos que M é

nao orientavel.

Proposicao 2.3.26 ((10), p. 97.). Seja M wuma variedade orientdvel conexa. Entao M

admite exatemente duas orientacoes.

Demonstragio. A demonstragiao desta proposigao pode ser verificada na referéncia (10),

pagina 97. O]

Lema 2.3.27. Seja M uma superficie fechada e orientdvel. Se M = My U My, onde M, e

My sao ambas superficie compactas e conexas entao

X(M) = x(My) + x(Ma) — x(My N My).

2.3.5 Geénero

Definigao 2.3.28 ((14), p. 107). Seja M uma superficie fechada, definimos como género

de M ao namero

X (M) : ‘
1 —=——~, se M for orientavel
g(M) = 2

2 —x(M), se M for nao orientével

Quando nao houver duvidas sobre qual superficie estamos falando, diremos apenas g ao
invés de g(M).

Proposicao 2.3.29. A caracteristica de Euler, e consequentemente o género, de uma super-
ficie fechada e orientdvel é um invariante topologico, isto €, duas superficies homeomorfas

possuem a mesma caracteristica de Euler.

Lema 2.3.30 (Classificagdo de Superficies Orientéveis ((14), p. 79)). Seja M uma
superficie fechada e orientdvel. Entdo M é difeomorfa a S?, caso o género de M seja 0,

ou a soma conexa de n toros, caso o género de M seja n.

Demonstragio. A demonstragdo do lema pode ser encontrada na referéncia (14), pagina

79. ]

Uma consequéncia do Lema 2.3.30, é que o género de uma superficie M mede o
numero de algas, ou equivalentemente, o nimero de “buracos” que M possui. Por exemplo,
a esfera S? nao possui buracos, por isso g(S?) = 0. J& o toro T? possui 1 buraco, logo

g(T?) = 1, enquanto o n—toro nT? possui n buracos, logo g(nT?) = n.
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Definicao 2.3.31 ((14), p. 108). Seja M* uma superficie compacta e com bordo. Seja M
a superficie sem bordo obtida a partir de M* fazendo a soma conexa de um disco em cada

uma de suas componentes de bordo. Entao, definimos o género de M* como
g(M™) = g(M).

Como consequéncia da Defini¢do 2.3.31 e do Lema 2.3.21, temos que se M* é uma

superficie com k > 0 componentes de bordo, entao

o X(M*)+k  2—x(M)—k
gM*) = 1— 5 = 5 )

2.3.6 Aplicacao de Gauss

Observemos que dada uma superficie M imersa em R?, em cada ponto p € M,
temos dois vetores vy,v, € T,M que formam uma base para T,M. Dessa forma, fica
definida, de maneira tinica, uma dire¢ao N, := {n € R*n L T,M}, chamada a direc¢ao
normal a M em p. Neste caso, os vetores n € NN, serao ditos vetores normais a M em
P.

Desse modo podemos definir aplicacoes N : M — R3? que associa cada ponto p € M
a um vetor N(p) € N,. Mais ainda, podemos nos restringir somente a considerar vetores

normais a M em p que sejam unitarios.

Proposigao 2.3.32 ((6), p. 124.). Uma superficie M C R? ¢é orientdvel se, e somente se,

existir uma aplicacio diferencidvel N M — S2.

Demonstragio. Vide a demonstracao da Proposi¢ao 1 da Segao 2.6 da referéncia (6). O

Definigao 2.3.33 ((6), p. 161.). Seja M C R® uma superficie orientével. Definimos a
aplicacdo de Gauss de M como sendo a aplicacio N : M — S? da Proposicao 2.3.32.

Definigao 2.3.34 ((6), p. 172.). Seja M uma superficie imersa em R?. Seja A sua
aplicagao de Gauss. Podemos definir duas fungoes H, K : M — R em M da seguinte
forma:

Hp) = -

K(p) = det(dN;)
onde tr(dN,) denota o trago de dN,. A fungdo H é chamada de curvatura média de M

e a funcao K é chamada de curvatura Gaussiana de M.

Observemos que, como N : M — S? toma sua imagem na esfera unitaria de R3,
entdo pra cada p € M, temos N(p) L T,M, mas também N (p) L T(,)S?. Isso significa
que T,M e TN(p)82 sdo o mesmo subespaco vetorial de R3?. Dessa forma, a diferencial

dN, : T,M — Ty ,»)S* é um operador linear em T,M = Ty ,»S*. Entao faz sentido nos
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questionarmos sobre a existéncia de autovetores, e consequentemente autovalores, para
AN,

Definigao 2.3.35 ((6), p. 144.). Seja M uma superficie imersa em R3. Seja N': M — §?
a sua aplicacdo de Gauss. Chamaremos de curvaturas principais em p € M aos inversos
aditivos k; > ko dos autovalores de dN, : T,M — Ty, S?.

Definigao 2.3.36 ((6), p. 172.). Seja M uma superficie fechada e orientada mergulhada
no R? e N' uma de suas aplicacoes de Gauss. Entdo podemos classificar os pontos de M

da seguinte forma:
1. diremos que p € M é um ponto planar quando H(p) =0 e K(p) = 0;
2. diremos que p € M é um ponto eliptico quando K(p) > 0;
3. diremos que p € M é um ponto parabdlico quando H(p) # 0 e K(p) = 0;
4. diremos que p € M é um ponto hiperbdlico quando K (p) < 0;

Defini¢ao 2.3.37 ((6), p. 173.). Diremos que um ponto p € M é um ponto umbilico
quando ki (p) = ka2(p).

2.3.7 Superficies com Curvas

Definigao 2.3.38 ((16), p. 7.). Seja M uma superficie fechada. Consideremos o conjunto

C = U’yk, n €N

k=1

obtido pela uniao de n curvas regulares 7, C M que sao simples, fechadas e disjuntas.

Chamaremos o par (M,C) de uma superficie com curvas.

Definicao 2.3.39 ((16), p. 7.). Diremos que duas superficies com curvas (M,C) e (M',C’)

sao equivalentes quando existir um difeomorfismo de M em M’ que leva C em C'.

2.4 APLICACOES ESTAVEIS

2.4.1 k—jatos

Definig¢ao 2.4.1 ((9), p. 37). Sejam M e N duas variedades. Sejam f,g: M — N duas

aplicacoes diferencidveis tais que f(p) = ¢ = g(p). Diremos que



39

e f e g fazem contato de primeira ordem em p se
dfy = dgy,
enquanto transformacoes lineares de T,M — T,N’;

o f e g fazem contato de k—ésima ordem em p (com k inteiro positivo) quando
as aplicagoes df,dg : TM — TN fazem contato de (k — 1)—ésima ordem em todo
ponto de T, M.

Proposicao 2.4.2. A relagio em C*°(M, N) definida por
f rlip g < f eg tem contato de k—ésima ordem em p

¢ uma relagao de equivaléncia em C®(M,N).
Demonstragio. Sejam f, g, h € C°(M,N).

1. Como df,, é sempre igual a df,, temos f rﬁp f em p;
2. Suponhamos f r’ip g. Entao,
df, = dg, & dg, = df,.
Logo também concluimos g r’ip f;

3. Suponhamos f f'f,p geg r’pr h. Entao,

k

Tpg .
df, “=" dg, "= dh,.

Dai concluimos df, = dh, e temos f r]ip h.

O

Definicao 2.4.3 ((9), p. 37). Consideremos C*°(M, N) com a relagdo de equivaléncia rlfxp
definida na Proposicio 2.4.2. Seja J*(M, N),,, o conjunto das classes de equivaléncia sobre
mk/p das aplicagoes f : M — N, com f(p) = ¢q. Definimos um k-jato (de aplicagdes) de
M em N como sendo um elemento ¢ do conjunto
JNM,N) = |J J*(M,N),,
(p,g9)EM XN

onde a uniao acima ¢é disjunta.

Definigao 2.4.4. Seja f € C*°(M, N). Chamaremos de k—jato de f a aplicagdo

jkf M - Jk(M,N)
p = J5f(p) =[fl

onde [f], é a classe de equivaléncia de f em J*(M, N), ¢().

)



40

2.4.2 Topologia C* de Whitney

Definigao 2.4.5 (Adaptada de (1), p. 41). Sejam M e N variedades. Seja U C J¥(M, N).

Fixado um inteiro nao negativo k, definimos o conjunto
K(U) = {f € C=(M,N); j* (M) < U}.
Lema 2.4.6 ((1), p. 41). K(U)NK(V)=K{UNV).
Demonstracio. Vide a referéncia (1), pagina 41.
[

Lema 2.4.7 ((1), p. 41). A familia {K(U)}, com U aberto em J*(M, N), forma uma base
para uma topologia em C°°(M, N), a qual chamaremos de topologia C* de Whitney.

Demonstracio. Vide a Proposicao 3.7 da referéncia (1), pagina 41.

Lema 2.4.8 (Adaptado de (1), p. 42). Consideremos a aplica¢io

xt o JYUM,N) — JF(M,N)
e = U

9

L o L o
isto ¢, i leva a classe de equivaléncia de f pela relagio ~, [f];, na classe de equivaléncia

de f pela relagdio ﬁ/, [flk- Entao

Demonstragio. Vide a Proposigao 3.8 na referéncia (1), pagina 42.

]

Denotando por Wy os abertos de C*°(M, N) na topologia C* de Whitney, temos

como consequéncia do Lema 2.4.8 que W, C W, sempre que k < [.

Lema 2.4.9 (Adaptada de (1), p. 42). Chamamos de toplogia C* de Whitney d
topologia em C°(M, N) cuja base é

W= |JW.
k=0

Demonstragao. Vide a Proposigao 3.9 na referéncia (1), pagina 42.
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2.4.3 Grau de uma aplicagao

Teorema 2.4.10 (Teorema da Pilha de Discos. (10), p. 26.). Seja r um valor regular de
uma aplicagio f: M — N, onde M é compacta e tem a mesma dimensao que N. Entao
f7Yr) é um subconjunto finito {py,...,p:} de M. Além disso, existe uma vizinhanca U
der em N tal que f~1(U) é uma unido disjunta Vy U ---UV,.

Defini¢do 2.4.11 ((10), p. 108.). Seja f : M — N uma aplicagao diferencidvel entre
duas variedades k—dimensionais, £ > 1. Seja p € M um ponto regular de f. Definimos o

nuimero de orientacao de f em p como sendo

o) 1 ,se f preserva orientagao em p,
p) = . . ~
—1 ,se f inverte orientacao em p.

Defini¢ao 2.4.12 ((10), p. 108.). Seja f : M — N aplicagao diferencidvel entre duas
variedades compactas, conexas e k—dimensionais, k > 1. Seja ¢ € N um valor regular de

f. Definimos o grau local de f em ¢ como sendo o niimero

deg, f = Z O(p).

pef~1(q)

Teorema 2.4.13 ((25), p. 198.). O grau local de f é o mesmo para qualquer valor reqular
de f.

Demonstrag¢io. Vide a demonstracao do Teorema 25.9, pagina 198, na referéncia (25). [

Definigao 2.4.14 ((25), p. 200.). Seja f : M — N aplicacao diferencidvel entre duas
variedades compactas, conexas e k—dimensionais, k > 1. Definimos o grau de f como

sendo o nuimero
deg f = deg, [,

para qualquer valor regular ¢ € N de f.

2.4.4 Aplicacgoes Estaveis

Defini¢ao 2.4.15 ((9), p. 72). Sejam M e N duas variedades. Sejam f,g : M — N
duas aplicagoes diferenciaveis. Diremos que f e g sdo A—equivalentes (ou somente

equivalentes), quando existirem difeomorfismos k: M — M e l: N — N tais que
fok =log.
Lema 2.4.16. A A—equivaléncia é uma relagio de equivaléncia em C°(M, N). Neste

caso, denotaremos

f~g<& feg sio A—equivalentes.
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Demonstragio. Vide a referéncia (1), pagina 42.

]

Defini¢ao 2.4.17 ((9), p. 72). Sejam M e N duas variedades. Seja f: M — N uma
aplicagao diferencidvel. Diremos que f é uma aplicacao estavel quando existir um aberto
Uy C C*(M, N), na topologia C* de Whitney, tal que

f~g, VYgeUs.

Definicao 2.4.18. Sejam M e N variedades. Definimos

1. o conjunto das aplicagoes estaveis de M em N, denotado por E(M, N), composto

por todas as aplicacoes estaveis de M em N;

2. o conjunto discriminante, definido como I'(M, N) := C*(M,N) \ E(M, N).

Teorema 2.4.19. Caso M e N sejam superficies, o conjunto E(M,N) é aberto e denso
em C®(M,N).

Demonstragio. Vide o Teorema 3.16 na Referéncia (1), pagina 44.

2.4.5 Singularidades de Aplicacoes entre Variedades

Definigao 2.4.20 ((26), p. 14.). Seja f : M — N uma aplicagio entre as variedades M e
N. Diremos que um ponto p € M é uma singularidade (ou um ponto singular) de f

quando df, nao tem posto maximo. Caso contrério, diremos que p é um ponto regular.

Definigao 2.4.21 ((26), p. 14.). Seja f : M — N uma aplicagdo entre as variedades M e
N. Definimos

1. o conjunto regular de f como sendo o conjunto

Ry :={p € M; p é um ponto regular de f};

2. o conjunto singular de f como sendo o conjunto

Y :={p € M; p é um ponto singular de f};

3. o contorno aparente de f como sendo o conjunto

By = f(Xy).
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Defini¢ao 2.4.22 ((9), p.143). Seja f : M — N uma aplicacao entre as variedades M e
N. Diremos que p € M é uma singularidade do tipo S,, de f quando
posto(df,) = m —r,

onde m := min{dim M,dim N} e 0 < r < m. Denotaremos por S,(f) ao conjunto das

singularidades do tipo S, de f.

Observemos que, pela Defini¢ao 2.4.22, a diferencial df,, assume posto maximo se, e
sO se, p € M é uma singularidade do tipo Sy. Ora, isso significa dizer que as singularidades

do tipo Sy sao os pontos regulares (Definigao 2.4.20) de M.

Equivalentemente, se p € M é uma singularidade do tipo S, com r > 0, entao
df, ndo tem posto maximo. Ou seja, os pontos singulares de M (Definicao 2.4.20) sdo as

singularidades do tipo S, com r > 0. Assim podemos redefinir:

Definicao 2.4.23. Seja f : M — N aplicagdo entre as variedades M e N. Definimos

1. O conjunto regular de f como sendo o conjunto R; = Sy(f);
2. O conjunto singular de f como sendo o conjunto
Yp=51(f)u---USn(f)

Lema 2.4.24 ((9), p. 144.). Sejam M e N variedades. Seja f: M — N uma aplica¢io

diferencidvel. O conjunto S,(f) C M é uma subvariedade de M de codimensao
codim S,(f) = r* —mr,

onde m := | dim M — dim N|.

Demonstragao. Vide a discussao ap6s a Proposicao 1.4 em (9), pagina 144.

Corolério 2.4.25. Se M e N tiverem a mesma dimensdo, entao codim S,.(f) = r2.

Proposicao 2.4.26. Seja f : M — N wma aplicagio entre superficies. Entao
Y= Si(f)-
Demonstragio. Pelo Lema 2.4.24, temos que o conjunto S,.(f) terd codimensao
codim S, (f) = r*.
Dai teriamos

posto(df,) = 2;V p € So(f),
= 0.

) peslf)= { codim Sy(f)
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posto(df,) = 1,V p € So(f),
=1.

i) p € Si(f) = { codim Sy (f)

0,

posto(dfy)
codim S(f)

iii) p € Sao(f) = { 4
Como vimos anteriormente (Defini¢do 2.4.23), temos Ry = Sy(f). Dessa forma, a
principio teriamos

¥y = S1(f)USa(f).

Entretanto, como codim Sy(f) =4 > dim M, teremos Ss(f) # @. Dessa forma podemos

concluir

Xy = Si(f)-
0

Teorema 2.4.27 ((26), p. 14). Seja f : M — N uma aplicagio estdvel entre superficies,

entao o conjunto singular Xy é composto por curvas simples, fechadas e disjuntas.

2.4.6 Pontos Duplos

Definigao 2.4.28. Seja f : M — N aplicacao diferenciavel entre duas superficies. Diremos
que um ponto d no contorno aparente de f é um ponto duplo de f quando d for a

intersecao de dois arcos de curvas no contorno aparente.

Ou seja, dizer que o ponto d é um ponto duplo de f significa que existem exatos

dois arcos de curvas a; e ay do conjunto singular de f tais que

fla) N flaz) = d.

Definicao 2.4.29. Seja f : M — N aplicacao diferenciavel entre superficies. Sejam
ap, a9 C Xy arcos de curvas no conjunto singular de f tais que as suas imagens por f
B1 = f(on), B2 = f(ag) C By se interseccionem num dnico ponto d = 1 N fy. . Entao

diremos que d é:

1. um ponto duplo transversal, quando existirem vy, vy € T;N vetores tangentes a

p1 e Po em d nao nulos, respectivamente, e {vy, v} for uma base para TyN’;

2. uma tangéncia de dobras, quando existirem vy, vy € TN vetores tangentes a 31 e

(2 em d nao nulos, respectivamente, e um valor A € R tal que v, = Avy;

3. um cruzamento de cispide com dobra, quando a pré-imagem de d em «;(as)

for um ponto de dobra de f, e a pré-imagem de d em ay(«y) for uma cispide de f;

4. um cruzamento de cuspides, quando a pré-imagem de d tanto em «y, quanto em

ap forem cuspides de f.
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Figura 2.11 — Pontos duplos de uma aplicagdo entre superficies.

XA

(a) (b) (c) (d) (e)

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Na Figura 2.11 temos os possiveis pontos de duplos de uma aplicacao entre superfi-

cies.

o Na Figura 2.11(a) vemos um ponto duplo transversal;

e Na Figura 2.11(b) e na Figura 2.11(c) vemos duas possibilidades de tangéncias de
dobra;

« Na Figura 2.11(d) vemos um cruzamento de cispide com dobra;
« Na Figura 2.11(e) vemos um cruzamento de cispides

Proposicao 2.4.30 ((1), p. 51.). O contorno aparente By de uma aplicacio estdvel
f: M — N € composto por uma colecio de curvas em N com pontos duplos transversais

e cuspides isoladas.
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3 APLICACOES DE GAUSS

Vimos na Se¢ao 2.4 a defini¢do do que seria uma aplicacao estavel entre variedades.
Neste capitulo temos a intengao de estudar uma classe especifica de aplicagdes estaveis: as

aplicagoes de Gauss.

Comegamos na Secao 3.1 definindo o que sdo as aplicagoes de Gauss associadas
a imersoes, definimos a A—equivaléncia para as aplicagoes de Gauss e trazemos uma
discussao acerca da diferenca com o caso geral. Também apresentamos alguns resultados
imediatos acerca das aplicagoes de Gauss. Nesta secao nos baseamos nas referéncias
(2, 17, 21, 10).

Na Sec¢ao 3.2 voltamos nossos olhares para as singularidades das aplicacoes de
Gauss. Aqui aprofundamos mais alguns conceitos de singularidades de aplica¢oes que nao
vimos na subse¢ao 2.4.5, como a classificacao das singularidades em ciispides e pontos de
dobra e o sinal das ctspides. Também aprofundamos nas curvas singulares das aplicagoes
de Gauss, mostrando como os pontos singulares e regulares das aplicacoes de Gauss
estao intrinsecamente ligados a curvatura Gaussiana da superficie imersa, estabelecendo
a conexao com a geometria diferencial da superficie. Nesta secdo usamos as referéncias
(9, 26).

Na Secao 3.3 estudaremos as transicoes de codimensao 1 nas classes de A—equivaléncia
de aplicagoes de Gauss. Veremos como cada transicao atua topologicamente no conjunto
singular e no contorno aparente. Nos baseamos nas referéncias (3, 22) para descrever as

transicoes.

Na Secao 3.4 descrevemos as cirurgias das aplicagoes de Gauss, método esse que,
assim como as transig¢oes, nos permitem obter novas aplicacbes de Gauss a partir de
aplicagoes previamente conhecidas, embora as cirurgias possuam a capacidade de alterar
também a topologia da superficie. Nos baseamos na referéncia (19) para descrever as
cirurgias.

Por fim temos a Se¢ao 3.5, onde nos debrucamos sobre as aplica¢oes de Gauss sem
cuspides. Aqui apresentamos os resultados da referéncia (19), que nos garantem condigoes

para que uma superficie possua uma imersao cuja aplicacao de Gauss nao possua cuspides.

3.1 APLICACOES DE GAUSS ESTAVEIS

Definigao 3.1.1 ((17), p. 91). Seja M uma superficie fechada e orientada. Seja f :
M — R? uma imersao de M em R3. Seja N : f(M) — S? a aplicagao de Gauss de f(M).

Chamamos de aplicagao de Gauss associada a imersao f a aplicacao

Ni=Nof: M-S
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Definicao 3.1.2 ((17), p. 91). Sejam M superficie fechada e orientada e Ny, N, : M — S?
duas aplicacoes de Gauss associadas as imersoes f,g: M — S?, respectivamente. Diremos
que Ny é A—equivalente (ou somente equivalente) a NV, quando existirem difeomorfismos

que preservam orientacao k: M — M el : S* — S? tais que

Niok = loN,.

Definicao 3.1.3 ((19), p. 37.). Seja M uma superficie fechada e orientada e Ny : M — S?
aplicagdo de Gauss associada & imersdo f : M — R3. Diremos que N; é uma aplicagao
de Gauss estavel quando existir um aberto U; C Z(M,R?), onde o espago das imersoes
I(M,R3) C C°°(M,R?) estd munido da topologia C*° de Whitney, tal que

N; ~ N,, para toda imersao g € Uy.

Um questionamento interessante de nos fazermos é: por que a estabilidade das
aplicagoes de Gauss vem de perturbagoes em C°°(M,R?) e nao de perturbagoes em
C>(M,S*)?

Pela Defini¢ao 2.4.17, temos que uma aplicagao de Gauss Ny : M — S? é estdvel
se e 80 se existe um aberto Uy, C C>(M,S?) tal que para todo N € Uy, existem
difeomorfismos ky;, : M — M e Ly, : S* — S? tais que

Nf o k/\[g = l/\/g o ./\/’g
Ora, mas pela Definicao 3.1.1, temos
Nf = Nl o) f,

onde f,g: M — R? sdo imersdes, e N : f(M) — S* e Ny : g(M) — S? sdo, respectiva-
g

mente, as orientagoes positivas de f(M) e g(M). Dai, temos

NlofokNg = lNgoMog.

Percebamos que a tnica forma de perturbar Ay em N, no conjunto C*(M,S?),
¢ perturbar a imersdo f na imersio g no conjunto C*(M,R3). Isso acontece, pois as
orientagoes nao sao alteraveis por nés. Por isso, quando falamos de aplicagoes de Gauss

estaveis, a estabilidade vem por perturbacoes nas imersoes.

Lema 3.1.4 ((2), p. 284). Seja M uma superficie fechada e orientada. O subconjunto
GS C Z(M,R3) das imersoes de M em R? cujas aplicagoes de Gauss sdo estdveis é aberto
e denso em (M, R?).

Demonstragio. Vide a demonstragdo do Teorema 2.5, pagina 284 da referéncia (2).
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O Lema 3.1.4 implica que se f é uma imersao de uma superficie fechada e orientada
M em R?, cuja aplicagao de Gauss N} ndo é estavel, entdo por pequenas perturbagoes
podemos obter uma nova imersao g cuja aplicagdo de Gauss ¢é estavel. Por outro lado, se
N, 7 ¢ estavel, entao o Lema nos garante que quaisquer perturbacoes pequenas o suficiente

na imersao f devem gerar aplicagoes de Gauss estaveis.

Por fim, enunciamos um resultado que correlaciona o grau de uma aplicagao de

Gauss com o género da superficie.

Teorema 3.1.5 ((10), p. 198.). Seja N': M — S? uma aplicagio de Gauss, entio

degN' = X(M)

9 = 1_9(M)7

onde x(M) e g(M) sao respectivamente a caracteristica de Euler e o género de M.

3.2 SINGULARIDADES DE APLICACOES DE GAUSS ESTAVEIS

3.2.1 Curvas Parabdlicas

Na Subsecao 2.4.5 vimos alguns conceitos gerais sobre a Teoria de Singularidades
de Aplicagoes Estaveis que usaremos neste trabalho. Entretanto, 14 admitimos o caso
geral em que a aplicagao é entre duas variedades de dimensoes quaisquer. Como estamos
trabalhando com aplicagoes de Gauss estaveis, queremos analisar (e traduzir) os resultados

para o caso particular em que as variedades sao ambas superficies.

Proposicao 3.2.1. Seja f : M — R3 uma imersao de M em R3. Se a sua aplicacio de
Gauss Ny : M — S* € estdvel, entio f(M) possui apenas pontos elipticos, parabdlicos e

hiperbélicos. Além disso, f(Xn;) € o conjunto dos pontos parabélicos de f(M).

Demonstragio. Observemos primeiro que, sendo Ny := N o f, pela Regra da Cadeia temos,
para todo ponto p € M,
d(Ny)p = dNj) o dfy.

Como f é uma imersao, tomando o determinante teremos
det d(Ny), = det dNy, - det df,.

Ora, mas pela Defini¢ao 2.3.34, temos que det dN,) é a curvatura Gaussiana K (f(p)) de
f(M) em f(p), o que nos da

detd(N7), = K(f(p))- detdf,.
Como f é imersao, entao sua diferencial nunca se anula em M, o que implica em dizer que

detd(N}), =0 & K(f(p)) =0,
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isto ¢, os pontos de ¥y, sdo os pontos de M que, quando imersos, possuem curvatura
Gaussiana nula. Reciprocamente, os pontos de M que quando imersos possuem curvatura

Gaussiana nula sao as singularidades de N.

Agora, se K(f(p)) = 0, entao sabemos que ao menos uma das curvaturas principais,

ki ou ko, deve se anular em f(p). Temos dois casos (vide a Defini¢ao 2.3.36):

1. Ambas k; e ko se anulam em f(p), e f(p) é um ponto planar;

2. Apenas kp, ou apenas ko se anula em f(p), e f(p) é um ponto parabdlico.

No primeiro caso, temos que dNy) é o operador nulo em T, f(M), o que implicaria
em d(N¥), ter posto 0, e terfamos que p ¢ uma singularidade do tipo Sy de Ny. Ora, mas
isso contradiria a hip6tese de Ny ser uma aplicacdo de Gauss estével, pois vimos pela
Proposigao 2.4.26. No segundo caso, temos que d(N7), tem posto 1, logo p seria uma

singularidade do tipo 51, e temos p € Y.

Com isso verificamos que f(M) possui apenas pontos elipticos, hiperbdlicos e
parabdlicos, também verificamos que, sendo P o conjunto dos pontos parabdlicos de f(p),
temos f(Xn;) = P e Xy, = fH(P).

m

Corolario 3.2.2. Seja f : M — R?® uma imersdo de M em R3. Se a sua aplicacao de
Gauss Ny : M — S? ¢ estdvel, entdo o conjunto f(Ra;), onde Ry, é o conjunto regular de

N, é igual ao conjunto dos pontos elipticos ou hiperbélicos de f(M).

Demonstracao. Basta observarmos que identificamos as singularidades de M com os pontos
parabdlicos de f(M), entdao resta-nos identificar os pontos regulares com os pontos elipticos

e com os pontos hiperbélicos de f(M).

]

A Proposigao 3.2.1 nos mostra uma intrinseca relacao entre a geometria da imersao
e os pontos regulares e singulares de uma aplicacao de Gauss estavel, o que nos permite

fazer a seguinte definigao:

Definigao 3.2.3. Seja N} : M — S? aplicagao de Gauss estével da imersao f: M — R?
de M em R3. Definimos:

1. o conjunto eliptico de Ny, definido como o conjunto
Eyx, :=={pe€ M;K(f(p)) > 0};

2. o conjunto parabdlico de Ny, definido como o conjunto

Yy =A{p e M;K(f(p)) =0}
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3. o conjunto hiperbdlico de N}, definido como o conjunto
Hy, = {p € M;K(f(p)) < 0}.
Definicdo 3.2.4. Seja N : M — S? uma aplicacido de Gauss estavel. Definimos:

1. As regi6es elipticas de N como sendo as componentes conexas de Ej;;
2. As curvas parabdlicas de N como sendo as componentes conexas de Xy, ;

3. As regioes hiperbdlicas de N como sendo as componentes conexas de H N

Proposigao 3.2.5. Seja Ny : M — S? a aplicagio de Gauss estdvel associada d imersdo
f: M — R3. Entdo o conjunto parabélico Yn; € a fronteira comum em M do conjunto

eliptico Ex, com o conjunto hiperbdlico Hy,.

Demonstragao. Verifiquemos, primeiro, que F' C Yy, onde F' = dEx, N OHy, ¢ definido
como a fronteira em M comum a Ey;, e Hy;. Sejap € F. Como p ¢ ponto de fronteira tanto
de E,, quanto de Hy,, conseguimos garantir a existéncia de dois caminhos continuos, o
caminho e : [0, 1] — m, com e([0,1)) C int(ENf) ee(l) = p,eocaminho h : [1,2] — Hff\fw
com h(1) = p e h((1,2]) C int(Hy,).

Dessa forma, podemos construir um caminho continuo x = exh : [0,2] — M
fazendo-se a justaposicdo em p dos caminhos e e h. Como x é um caminho continuo, a
composicao

g=Kofox:[0,2] >R

da curvatura Gaussiana K, da imersao f e do caminho x é uma fun¢ao continua, pois é
composicao de continuas. Como g(0) > 0, e g(2) < 0, o Teorema do Valor Intermediario
nos garante que existe ¢t € (0,2) tal que g(¢) = 0. Ora, mas como g(y) >0,V y € [0,1), e
g(y) <0,V ye(1,2], temos

0= (Kofox)(l)=(Kof)(p) = p€y.

Como isso ¢é vélido para qualquer p € F', concluimos F' C Xy,
Suponhamos que tivéssemos p € Xy, mas p ¢ F. Isso significa dizer que pode-
mos obter uma vizinhanga V,, de p tal que V, \ ¥y, C intEy,, ou V, \ Xy, C intHy,.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que
Vo \ X, CintEy,.

Como p € Xy, que ¢ composto por curvas, podemos supor que exista uma curva 7y, C Yy,
tal que p € 7,. Em particular, existe todo um segmento de v, contido em V},, a saber, o

segmento vy, N V.
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Ora, mas entao poderiamos fazer uma pequena perturbacao no mergulho f a fim de
obter um mergulho g : M — R? que coincide com f em todos os pontos fora de um pequeno
aberto U, C V,, vizinhanga de p, e é tal que g(gq) tem curvatura Gaussiana positiva para
todo ¢ € U,. Isso implicaria em uma curva parabdlica v, \ (7, N U,) aberta, que contradiz

o Teorema 2.4.27. Dessa forma mostramos Yy, C F, e concluimos a demonstracao.

]

Lema 3.2.6. Sejam Ny, N, : M — S? duas aplicagoes de Gauss de M. Entio Ny e N,
serdo equivalentes se, e s6 se, existirem difeomorfismos k : M — M el : S* — S? que

preservam orientacao tais que

Yy, = k(XA ),
By, = [(By,).

3.2.2 C(lassificagcao de Singularidades

Vimos no Teorema 2.4.27 que se f : M — N é uma aplicacao estavel entre

superficies, entao o conjunto singular ¥; ¢ composto por curvas.

Nesta subsecao queremos estudar localmente o conjunto singular de aplicagoes de
Gauss estaveis. Mais especificamente, queremos classificar os pontos singulares dessas

aplicagoes.

Proposicao 3.2.7 ((9), p. 146.). Seja N : M — S? uma aplicagio de Gauss estdvel na
superficie fechada M. Seja p € X um ponto singular de N'. Entdo um dos sequintes

casos acontece:
a) T,Xn @ ker(dN,,) = T,M;
b) T,Xn = ker(dN,,).

Demonstragio. Como p € S1(N) C Zy, temos que dN,, tem posto 1, o que implica em
dizermos que a imagem de dA, tem dimensao 1, e, pelo Teorema do Nicleo e da Imagem,

concluimos que ker(dN,) tem dimenséo 1.

Ora, dessa forma, ao tomarmos v € (T,M N T,X,) nos resta apenas duas

possibilidades:
1. v ¢ ker(dN,);
2. v € ker(dN,).
No primeiro caso, temos que

T, @ ker(dN,) =V tem dimensao 2.
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Ou seja, V' é um subespaco vetorial de T,M que tem a mesma dimensao que 7,M, donde
concluimos

T,Sn @ ker(dN,) = T, M.

Ja& no segundo caso, teremos 7,3y C ker(dN,), mas como ambos possuem a mesma

dimensao, temos

1,5 = ker(dNp).

Definicao 3.2.8 ((9), p. 146.). Nas condicoes da Proposicao 3.2.7, temos

1. Se (a) acontece, entdo diremos que p é um ponto de dobra;

2. Se (b) acontece, entao diremos que p é uma cispide (ou ponto de cispide).

3.2.3 Sinal das Cuspides

Definicao 3.2.9. Diremos que uma cuspide p € M da aplicacdo de Gauss estavel

N : M — S? é uma ctspide:

1. positiva quando existir uma vizinhanca V,, de p em M tal que deg M|y, = 1 para a

restri¢ao Ny, : V, = S%

2. negativa quando existir uma vizinhanga V,, de p em M tal que deg N'|y, = —1 para
a restricao Ny, : Vj, = S%,

Tomemos como exemplo uma cuspide positiva p da aplicacdo de Gauss estavel
N : M — S Como M é compacta, sabemos que todo valor regular r tem pré-imagem
finita. Como deg Ny, = 1, podemos garantir que existe uma vizinhanca U, C V,, de p em
V, tal que Ny, : U, N Exr — S? ¢ injetiva, isto é, N' = N|y, ¢ injetora na regido eliptica

suficientemente préxima da ctspide positiva p.

Seja 7, a curva parabdlica de N’ em que p se encontra. A fim de preservar o grau
da aplicagdo N’ nas proximidades de p, ao cruzarmos a curva N’ (7,) no contorno aparente
numa vizinhanga de N’ (p) deveremos aumentar o ntimero de pré-imagens em 2, totalizando
trés pré-imagens: duas na regiao eliptica e uma na regiao hiperbélica. Analogamente,
se p é uma cuspide negativa, teremos duas pré-imagens na regiao hiperbélica e uma na
regiao eliptica. Esta andlise nos permite redefinir o sinal das cispides através do ntimero

de pré-imagens.

Definicao 3.2.10. Diremos que uma cuspide p € M da aplicacao de Gauss estavel

N : M — §? é uma cuspide:
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1. positiva quando existir uma vizinhanga Vi, de N (p) em S?, tal que todos os
valores regulares em V), tenham duas pré-imagens no conjunto eliptico e uma

pré-imagem no conjunto hiperbélico de N;

2. negativa quando existir uma vizinhanca Vi, de N(p) em S?, tal que todos os
valores regulares em Vj(,) tenham duas pré-imagens no conjunto hiperboélico e uma

pré-imagem no conjunto eliptico de .

Figura 3.1 — Sinal das ctuspides.

==

Fonte: Retirada de (26), p. 17.

Na Figura 3.1, vemos a representacao do sinal das cuspides. Embora, aqui foi
representada uma cuspide de uma projecao no plano por fins didaticos, visto que as

pré-imagens ficam bem mais visiveis, em comparacdo com as aplicacoes de Gauss.

3.3 TRANSICOES DE APLICACOES DE GAUSS

3.3.1 Transi¢coes de Codimensao 1

Definicao 3.3.1 ((10), p. 33.). Sejam fy, f1 : M — P duas aplicagdes diferenciaveis entre
as variedades M e P. Diremos que fy e fi sao homotdpicas quando existir uma aplicagao
continua F': M x [0,1] — P tal que F(z,0) = fo(z) e F(z,1) = fi(x),V € M. Neste

caso, diremos que F' é uma homotopia entre fy e fi.

Isso significa que dadas duas aplicagoes homotopicas fy e fi, podemos deformar f

em f; através de um caminho continuo ¢ : [0, 1] — C*°(M, P) definido por

e(t) = fr + M — P,
v = fi(r) = F(x,t).

Quando nos restringimos ao estudo das aplicagoes de Gauss estaveis, o mesmo deve
acontecer, e podemos traduzir a homotopia em termos das imersoes. Isto é, dadas duas
aplicagoes de Gauss homotépicas Ny, N, : M — S?, existe um caminho N : [0,1] —
Z(M,R3) tal que
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Observemos que isso significa que o conjunto singular X N} € 0 contorno aparente BNf
de N} sao deformados de forma continua (mas nao necessariamente diferencidvel) nos

conjuntos ¥y, e By, de N, respectivamente.

Entretanto, recordemos que na Segao 2.4, dissemos que a A—equivaléncia estabelece
uma relacao de equivaléncia no conjunto das aplicagoes infinitamente diferenciaveis. Em
termos das aplicagoes de Gauss, essa relacao de equivaléncia também pode ser traduzida
em termos das imersoes. Logo, da mesma forma que fizemos na Defini¢ao 2.4.18 podemos

definir, nos restringindo as aplicagoes de Gauss

Definicao 3.3.2. Seja M uma superficie fechada e orientavel. Definimos

1. o conjunto Egs(M) C Z(M,R?), composto por todas as imersoes cujas aplicagoes de

Gauss sao estaveis;
2. o conjunto discriminante, definido como I'gg(M) := Z(M,R3) \ Egs(M).

Observacao 3.3.3. Dado que as aplicagoes de Gauss estao intrinsecamente ligadas as suas
imersoes, simplificaremos a escrita tratando o conjunto Egs(M) apenas como conjunto

das aplicagoes de Gauss estaveis.

Observemos que podemos ter aplicagoes de Gauss homotdpicas, mas nao equiva-
lentes, pois o conjunto Eggs(M) é composto por componentes conexas por caminho, que
sao justamente as classes de equivaléncia da A—equivaléncia. Nos casos em que Ny e N
nao sao equivalentes, o caminho N deve obrigatoriamente cruzar o conjunto discriminante.
Ou seja, existe ao menos um valor ¢ € (0,1) tal que N(q) € I'gs(M). A aplicagdo N(q)

serd chamada uma transicao de aplicacoes de Gauss.

Dessa forma, as transigoes ocorrem quando cruzamos (transicionamos) de uma
classe de estabilidade para outra. Entretanto, elas podem ocorrer de formas especificas. Em
(22), Ohmoto e Aicardi estabelecem que o conjunto discriminante de uma aplicac¢ao estavel
pode ser decomposto em subconjuntos, chamados de estratos. Quando a homotopia
¢é transversal a todos os estratos do conjunto discriminante, diremos que ocorreu uma
transicao de codimensao 1. Nesse mesmo trabalho, Ohmoto e Aicardi também

estabelecem dez estratos de codimensao 1:

1. O estrato L, capaz de alterar o nimero de regides regulares, curvas parabdlicas e

cuspides;

2. O estrato B, capaz de alterar o nimero de regides regulares, curvas parabdlicas e

cuspides;
3. O estrato S, capaz de alterar o nimero de cuspides e pontos duplos;

4. O estrato Ky, capaz de alterar o niimero de pontos duplos;
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5. O estrato K7, capaz de alterar o nimero de pontos duplos;
6. O estrato K», capaz de alterar o nimero de pontos duplos;
7. O estrato Ty, capaz de alterar o nimero de pontos na pré-imagem,;
8. O estrato 77, capaz de alterar o nimero de pontos na pré-imagem,;
9. O estrato Cy, capaz de alterar o nimero de pontos duplos;

10. O estrato (1, capaz de alterar o nimero de pontos duplos.

Em (3), Bruce, Giblin e Tari descrevem mais trés estratos para as aplicacoes de Gauss

estaveis que se caracterizam pelo surgimento de um ponto umbilico, que sao

11. O estrato Dy ;
12. O estrato DJ ,, capaz de transferir um ctispide entre curvas parabdlicas;

13. O estrato Dy ,, capaz de transferir um cuspide entre curvas paraboélicas e alterar o

nimero de pontos duplos;

Nas subsegoes seguintes descreveremos geometricamente e topologicamente como

cada uma das transicoes atuam.

3.3.2 Estrato L

O primeiro estrato do conjunto discriminente que temos é o estrato L, representado
pelas transigbes lips, também chamada de transigdo labios, (L). Essa transicao
consiste na criagdo de uma nova regiao hiperbodlica dentro de uma regido eliptica, ou,
equivalentemente, de uma nova regiao eliptica dentro de uma regiao hiperbodlica. No
processo, criamos uma nova curva parabolica na fronteira da regido criada com a regiao ja

existente e duas cuspides de mesmo sinal.

A transicao do tipo lips inversa, (—L), consiste no processo inverso da transi¢ao
lips, isto é, na aniquilacdo de uma regiao hiperbélica/eliptica que s6 possui uma unica
fronteira com uma tnica regiao eliptica/hiperbélica, e que possui duas ctspides de mesmo
sinal. Além de aniquilar a regiao regular, a transigao lips inversa também aniquila a curva

parabdlica na fronteira da regiao e as duas cuspides.

Classificaremos as transicoes lips em dois tipos: a transicao LT, que cria uma
regiao hiperbdlica dentro de uma regiao eliptica, criando assim duas cuspides positivas. A
transicao L~ , que cria uma regiao eliptica dentro de uma regiao hiperbélica, criando duas

cuspides negativas.
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Figura 3.2 — Transigao lips (LT).

M

L+

Fonte: Adaptado de (26), p.29.

3.3.3 Estrato B

O estrato B é representado pelas transicoes beaks, ou transicao bicos. Essa
transi¢ao consiste em unir regioes de mesmo sinal (localmente) disjuntas, e com isso separar

uma regiao com o sinal inverso em duas regides (localmente) disjuntas.

Mais detalhadamente, as transicoes do tipo beaks consistem em unir dois arcos
parabdlicos (localmente) disjuntos em um unico ponto, chamado beak point, depois

separamos novamente esses arcos de modo a criar duas ctspides com o mesmo sinal.

Observemos que a transicao beaks pode ser classificada em oito subtipos, conforme
vemos ilustrado na Figura 3.4. Investiguemos, brevemente, como cada um dos subtipos
atua na superficie, alterando o niimero de regides elipticas, hiperbdlicas ou de curvas

parabolicas.

o A transi¢do B;~ divide uma mesma regiao hiperbdlica H em duas novas regioes
hiperbdlicas H; e Hs distintas. Essa transicao também divide uma mesma curva
parabdlica v em duas novas curvas parabodlicas v, e v distintas. Embora nao una
nem separe regioes elipticas distintas, essa transicao une duas regioes localmente

disjuntas de uma mesma regiao eliptica F;

o A transigdo B" divide uma mesma regido eliptica E em duas novas regioes elipticas



Figura 3.3 — Exemplo de transicao beaks.

-

Fonte: Adaptada de (26), p.29.

Figura 3.4 — Os oito subtipos locais da transicao beaks.

Fonte: Retirada de (19), p. 5.

o7
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E; e F, distintas. Essa transi¢do também divide uma mesma curva parabdlica v em
duas novas curvas parabdlicas v e v distintas. Embora nao una nem separe regioes
hiperbdlicas distintas, essa transicao une duas regioes localmente disjuntas de uma

mesma regiao hiperbdlica H;

A transicdo B~ une duas regioes hiperbdlicas H; e H, distintas em uma mesma
regiao hiperbdlica H. Essa transicao também une duas curvas parabodlicas v, e ¥
distintas numa mesma curva parabdlica v. Embora nao una nem separe regices
elipticas distintas, essa transicao divide uma pequena vizinhanga de uma regiao

eliptica ' em duas regides localmente disjuntas;

A transigdo Bt une duas regioes elipticas Fy e E, distintas em uma mesma regiao
eliptica F/. Essa transicao também une duas curvas parabdlicas 7, e v, distintas
numa mesma curva parabdlica v. Embora nao una nem separe regides hiperbélicas
distintas, essa transicao divide uma pequena vizinhanca de uma regiao hiperbélica

H em duas regioes localmente disjuntas;

A transi¢do Bt une duas curvas parabdlicas 7; e 72 distintas numa mesma curva
parabolica v. Localmente, essa transicao une duas regioes elipticas distintas em
uma mesma regiao eliptica e divide uma mesma regiao hiperbdlica em duas regioes
hiperbdlicas distintas. Entretanto, esse efeito é somente local, visto que globalmente a

transicao nao altera o nimero de regioes elipticas e o niimero de regides hiperbdlicas;

A transi¢do B;'~ une duas curvas parabdlicas 7; e 72 distintas numa mesma curva
parabdlica v. Localmente, essa transicdo une duas regioes hiperbodlicas distintas em
uma mesma regiao hiperbolica e divide uma mesma regiao eliptica em duas regioes
elipticas distintas. Entretanto, esse efeito é somente local, visto que globalmente a

transicao nao altera o nimero de regioes elipticas e o niimero de regides hiperbdlicas;

A transicdo B," separa uma mesma curva parabdlica v em duas curvas parabélicas
v, € 7 distintas. Localmente, essa transicao une duas regides hiperbolicas distintas
em uma mesma regiao hiperbdlica e divide uma mesma regiao eliptica em duas regioes
elipticas distintas. Entretanto, esse efeito é somente local, visto que globalmente a

transicao nao altera o ntimero de regioes elipticas e o nimero de regides hiperbdlicas;

A transicao B~ separa uma mesma curva parabolica v em duas curvas parabodlicas
v1 e 7 distintas. Localmente, essa transicao une duas regioes elipticas distintas
em uma mesma regiao eliptica e divide uma mesma regiao hiperbélica em duas
regioes hiperbolicas distintas. Entretanto, esse efeito é somente local, visto que
globalmente a transicdo nao altera o nimero de regides elipticas e o niimero de

regioes hiperbolicas;
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Na notacao usada para os subtipos da transicao beaks, temos que o indice inferior
indica se a transicao altera somente as regices regulares, indice v, ou também altera o
género das regioes, indice w. Ja para os indices superiores, o primeiro sinal indica se
a transi¢do aumenta, (+), ou diminui, (—), o nimero de regides regulares, ou o género
delas, enquanto o segundo sinal indica se foi criado um par de cuspides positivas, (+), ou

negativas, (—).

Na Tabela 1 vemos, em resumo, como cada um dos subtipos da transicao beaks
altera o nimero de regides elipticas (AV™), regides hiperbélicas (AV ™), curvas parabdlicas

(AFE), o género das regioes elipticas (AW ™) e o género das regioes hiperbolicas (AW ™).

Tabela 1 — Efeito da transicao beaks no niimero de regides regulares, curvas parabdlicas e
género de regides

| Transicdo || AV [AV- | AE | AW | AW |

B~ 0 +1 | +1 0 0
B+ +1 0 +1 0 0
B~ 0 -1 | -1 0 0
Bt —1 0 -1 0 0
B 0 0 -1 | +1 0
B~ 0 0 —1 0 +1
B+ 0 0 [ +1] -1 0
B~ 0 0 +1 0 —1

As transicoes beaks ocorrem no sentido em que o ntimero de cispides é maior.
Dessa forma, as transi¢gdes beaks inversas ocorrem no sentido em que o niimero de cuspides
¢ menor, sendo portanto capazes de aniquilar duas cispides da aplicagao, além dos efeitos

de cada subtipo.

3.3.4 Estrato S

Agora vemos a transicao swallowtail, que representa o estrato S. Essa transicao
¢é caracterizada pelo surgimento de duas ctspides, uma positiva e outra negativa, e um
ponto duplo no contorno aparente. A transicao swallowtail ndo altera o conjunto singular,

tendo seu efeito apenas no contorno aparente.

Na Figura 3.5 vemos um exemplo da transicao swallowtail para as aplicagoes de

Gauss.

« Na Figura 3.5(a) vemos a aplicagdo antes de passarmos pela transi¢ao. Notemos que

nao ha cispides nem pontos duplos;

« Na Figura 3.5(b) vemos a aplicagdo enquanto a transi¢do ocorre. Aqui surge um
ponto bigodron (vide (27), p. 743.).
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Figura 3.5 — Exemplo do estrato S para aplicagoes de Gauss.

( )

e

8 N

(a) (b) ()

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

« Na Figura 3.5(c) vemos a aplicagido apds executarmos a transigdo swallowtail. Note-
mos que surgem duas cuspides, os pontos c; e ¢y, além de surgir um ponto duplo, o
ponto d, no contorno aparente. As cuspides possuem sinais opostos, onde a cuspide

c1 € negativa e a cuspide ¢y é positiva.

Antes da transicao swallowtail ocorrer, o arco de curva parabdlica nao intercepta
nenhum cume. No momento da transicao a curva parabdlica e o cume se interceptam

tangencialmente, e apos a transicao ocorrer, ha uma intersecao em dois pontos diferentes.

3.3.5 Estratos K

Agora veremos as transi¢oes do tipo K. Essa classe é caracterizada pela tangéncia
de dobras no contorno aparente, resultando no surgimento de dois novos pontos duplos e
uma regiao delimitada pelas curvas de dobra, com os pontos duplos como vértices. Ao
todo sao trés transicoes, Ky, K e Ky, que se distinguem pelas orientagoes das curvas de
dobra no momento da tangéncia, e pelo nimero de pré-imagens necessarias na regiao. As
transi¢oes do tipo K nao atuam sobre o conjunto singular, tendo seus efeitos perceptiveis

apenas no contorno aparente.
As pré-imagens necessarias sao pontos na pré-imagem de uma regiao que sao
necessarios para que a transicao ocorra. Uma vez que as transi¢does sao, em esséncia,

eventos locais, ao analisd-las nao precisamos analisar tudo o que acontece com o conjunto
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Figura 3.6 — Estratos K.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

singular e o contorno aparente num ambito global. SO precisamos analisar o que esta
acontecendo em vizinhangas das singularidades que surgem (ou se aniquilam) durante
as transi¢coes. Dail surgem as pré-imagens necessarias, elas nao precisam ser as unicas
pré-imagens em torno das singularidades alteradas pelas transi¢bes, mas sem a existéncia

dessas pré-imagens, a transi¢ao nao aconteceria.

3.3.5.1 Estrato K

A transicao K, ocorre quando a tangéncia se da com curvas de dobra que, no
ponto de tangéncia, possuem orientagoes contrarias, concluindo-se com a criagao de dois
novos pontos duplos, e a criacao de uma regiao delimitada pelas curvas que possui zero

pré-imagem necessaria.

A Figura 3.7 ilustra duas das trés curvas parabdlicas, 7, e 72, sobre uma regiao
homeomorfa ao disco, com duas regioes elipticas e duas regides hiperbdlicas. Vemos na
figura um exemplo da transicao K, para aplicagoes de Gauss. Notemos que as curvas
parabdlicas estao orientadas de modo que a regiao eliptica esteja a esquerda de alguém

que esteja percorrendo essa curva.

A orientacao das curvas parabdlicas também induz uma orientacdo no contorno
aparente. Essa orientacao induzida é de tal forma que nas curvas de dobra (isto é, as
curvas geradas pelas imagens dos pontos de dobra pela aplicacao de Gauss) a superficie é
“dobrada a esquerda da curva”. As pré-imagens necessarias serao justamente observadas a

esquerda de cada arco do contorno aparente envolvido na transicao.

Além disso, na figura estamos destacando apenas as curvas parabdlicas envolvidas
na transicao, além de suas imagens pela aplicacao de Gauss. Isso se da, pois ao destacarmos
todas as curvas parabdlicas poderiamos ter mais de uma transi¢do ocorrendo em diversos

pontos, além de poluir a nossa ilustracao, o que anularia o carater didatico da figura.

« Na Figura 3.7(a) vemos o contorno aparente antes da transi¢do ocorrer, onde os

arcos estao préoximos, mas ainda nao existem pontos duplos;
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Figura 3.7 — Exemplo do estrato K, para aplicacoes de Gauss.

( ) ( ) ( )

P
=
l

(a) (b) (c)

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

« Na Figura 3.7(b) vemos a aplicagao durante a transigao, onde se cria um ponto de

tangéncia entre dois arcos no contorno aparente;
« Jé na Figura 3.7(c) vemos a aplicagao apds a transicao Ky ocorrer, onde criaram-se

dois novos pontos duplos.

Figura 3.8 — Comportamento do contorno aparente na transicao Kj.

N%) N%) N%)

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Na Figura 3.8 vemos mais detalhadamente o comportamento do contorno aparente
na transicao Ky numa vizinhanca V' do ponto de tangéncia. As cores a esquerda de cada
arco no contorno aparente, seguindo-se a orientagao do arco, representam a dobra da

superficie pela aplicagao de Gauss.
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« Na Figura 3.8(a) vemos a imagem da aplicacdo antes da transigdo ocorrer, criando

uma regiao com quatro pré-imagens necessarias;

« Na Figura 3.8(b) vemos a imagem da aplicagdo durante a transicao, criando o ponto
t, que ¢ um o ponto de tangéncia entre os arcos do contorno aparente; Notemos que

no ponto t as curvas N (7;) e N(72) possuem orientagdes opostas;

o Na Figura 3.8(c) vemos a imagem da aplicagdo apds a transicao ocorrer. Nela
podemos verificar que criaram-se dois pontos duplos, os pontos d; e da, e criou-se

uma regido limitada por N(y1) e N(72) com zero pré-imagens necessarias.

A transicdo K, ocorre sempre no sentido em que o nimero de pontos duplos
aumenta. Desse modo, a transi¢ao K inversa (—Kj) ocorrerd no sentido em que o ntiimero

de pontos duplos é menor, sendo assim capaz de aniquilar dois pontos duplos.

3.8.5.2 Estrato K;

A segunda das transigoes de tangéncia de dobras é a transigao K. Essa transicao
ocorre quando a tangéncia se d4 com curvas cujas orientagoes sejam iguais, concluindo-se
com a criacao de dois novos pontos duplos, e a criagao de uma regiao delimitada pelas

curvas que possui duas pré-imagens necessarias.

Figura 3.9 — Exemplo do estrato K; para aplicagoes de Gauss.

4 ) ( ) (

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).



64

Na Figura 3.9 ilustra duas das trés curvas parabdlicas sobre uma regiao homeomorfa
ao disco, com duas regioes elipticas e duas regioes hiperbdlicas, vemos um exemplo da
transicao K para aplicacoes de Gauss. Novamente, as curvas parabdlicas estao orientadas
a fim de que a regido eliptica esteja a esquerda, e apenas destacamos as curvas parabodlicas

envolvidas nesta transicao.

« Na Figura 3.9(a) temos uma aplicacdo antes da transicao ocorrer;

« Na Figura 3.9(b) temos uma aplica¢do no instante em que a transi¢ao ocorre, criando

um ponto de tangéncia entre dois arcos no contorno aparente;
e Na Figura 3.9(c) vemos uma aplicacdo de Gauss apds a transigdo ocorrer, onde

criaram-se dois novos pontos duplos.

Figura 3.10 — Comportamento do contorno aparente na transicao K.

N (1) N (1) N(n)

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Na Figura 3.10 vemos com mais detalhes como o contorno aparente se comporta
numa vizinhanca V' do ponto de tangéncia ao passar pela transi¢cao K;. As cores a esquerda
das curvas, seguindo a orientacao, indicam o comportamento de dobra da superficie quando

tomamos a aplicagao de Gauss.

« Na Figura 3.10(a) vemos o contorno aparente antes de realizarmos a transi¢ao, onde

ainda nao surgiram pontos duplos;

e Na Figura 3.10(b) vemos o contorno aparente durante a transi¢io K7, onde surge o
ponto de tangéncia t. Notemos que no ponto t as curvas N (71) e N(72) possuem a

mesma orientacao.

o Na Figura 3.10(c) vemos o contorno aparente apds a transigao K; ocorrer. Nela
podemos perceber que criaram-se dois novos pontos duplos, os pontos d; e dy. Além
disso, criou-se uma regiao limitada simultaneamente pelas curvas N (v;) e N (72),

que possui apenas duas pré-imagens necessarias.
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A transicdo K7 ocorre sempre no sentido em que o ntimero de pontos duplos
aumenta. Desse modo, a transigdo K inversa (—K) serd capaz de aniquilar dois pontos

duplos.

3.8.5.8 Estrato Ky

A dltima das transi¢des do tipo K é a transicao transicao K, que também ocorre
quando a tangéncia se d4 com curvas cujas orientacoes sejam opostas, e conclui-se criando
dois novos pontos duplos, além de criar de uma regiao delimitada pelas curvas que possui

quatro pré-imagens necessarias, o que a distingue da transicao Kj.

Figura 3.11 — Exemplo do estrato K5 para aplicagoes de Gauss.

4 J N\ ( N\ ( )
,
«

(a) (b) ()

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Na Figura 3.11 vemos um exemplo de uma transicdo K para as aplicagoes de Gauss.
As curvas parabdlicas seguem orientadas como anteriormente, e novamente destacamos

apenas as curvas envolvidas na transigao.

« Na Figura 3.11(a), vemos a aplicagdo antes da transi¢ao ocorrer;

« Na Figura 3.11(b), temos um exemplo de uma aplicagdo durante a transi¢ao, onde

podemos observar uma tangéncia entre arcos no contorno aparente;

o J& na Figura 3.11(c), vemos uma aplicagdo apds a transicao K5 ocorrer, onde vemos

que criaram-se dois novos pontos duplos.
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Figura 3.12 — Comportamento do contorno aparente na transicao K.

N(n) N(n) 71)

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Na Figura 3.12 podemos observar com mais detalhes como o contorno aparente de
uma aplicacdo de Gauss se comporta, numa pequena vizinhanca V' do ponto de tangéncia,

durante a transicao K.

« Na Figura 3.12(a), vemos o contorno aparente antes da transigao;

« Na Figura 3.12(b), vemos o contorno aparente durante a transi¢do, onde surge um
ponto de tangéncia, o ponto t, entre as curvas /\/'(71) e /\/'(72). Notemos que no

ponto t as curvas possuem orientacoes opostas;

« Na Figura 3.12(c), vemos o contorno aparente apds a transigdo K ocorrer. Nela
podemos verificar que houve o surgimento de dois pontos duplos novos, os pontos
d; e dy. Houve também o surgimento de uma regiao limitada pelas curvas N'(7;) e

N (72) que possui quatro pré-imagens necessarias.

A transicao K5 ocorre no sentido em que o nimero de pontos duplos aumenta.
Dessa forma, a transi¢io K3 inversa (—K3) ocorre no sentido em que o niimero de pontos

duplos diminui, sendo, portanto, capaz de aniquilar dois pontos duplos da aplicacao.

3.3.6 Estratos T

Os estratos da classe T' ocorrem quando ha o surgimento de um ponto triplo no
contorno aparente. Antes da transicdo temos uma regido triangular delimitada pelas
curvas de dobra e que possui trés pontos duplos, provenientes das intersecoes entre as
curvas, como vértices. Essa regiao e os pontos duplos dao lugar a um ponto triplo durante
a transicao, e apds voltam a surgir uma regiao triangular com trés pontos duplos como
vértices. Existem dois tipos de transigoes T', Ty e T, que se distinguem pelo ntimero de

pré-imagens necessarias na regiao triangular criada.
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Figura 3.13 — Estratos T

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

3.3.6.1 Estrato Tj

A transicao T; ocorre quando ha o surgimento de um ponto triplo, isto é, a
intersecao de curvas no contorno aparente. Antes da transicdo temos uma regiao triangular
com zero pré-imagem necessaria, e apos a transicao temos uma regiao triangular com seis
pré-imagens necessarias. A transicao Ty nao é capaz de alterar o conjunto singular das

aplicagoes de Gauss, assim, seu efeito se faz visiviel apenas no contorno aparente.
Figura 3.14 — Exemplo do estrato T para aplicagoes de Gauss.

( V3 A ( V3 A ( V3 A

&= (= Tz

N(73) N(73) N(73)

=\ | 2V | 2N

(a) (b) (c)

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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Na Figura 3.14 vemos um exemplo da transicao Ty para aplicacoes de Gauss.
Novamente, destacamos apenas as curvas parabodlicas envolvidas na transi¢ao por fins
didaticos. Cada uma das curvas parabdlicas esta orientada de modo que ao percorré-la a

regiao eliptica esteja a sua esquerda.

« Na Figura 3.14(a) vemos a aplicagao antes da transigao ocorrer. Notemos que existem
trés pontos duplos, cada um surgindo da intersecao no contorno aparente entre duas

das trés imagens pela aplicacdo das curvas parabdlicas envolvidas na transicao;

« Na Figura 3.14(b) vemos a aplicacdo durante a transi¢do. Os pontos duplos desapa-

recem, dando lugar a um ponto triplo;

« Na Figura 3.14(c) vemos a aplicagdo apés ocorrer a transi¢ao Tp. Nela, vemos que o

ponto triplo desaparece e voltam a surgir trés pontos duplos.

Figura 3.15 — Comportamento do contorno aparente na transicao 7j.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Na Figura 3.15 vemos, agora mais detalhadamente, como a transicao Tj atua, numa
pequena vizinhanca V' do ponto triplo, no contorno aparente das aplicacoes de Gauss. As
regioes coloridas a esquerda de cada curva do contorno aparente, seguindo a orientagao,
indicam o comportamento de dobra da superficie quando tomamos a imagem da aplicacao

de Gauss numa vizinhancga das curvas parabdlicas.

« Na Figura 3.15(a) vemos o contorno aparente antes da transicdo. Notemos os trés
pontos duplos, os pontos dy, dy e dz, cada um surgindo da interse¢ao duas das curvas
N(m), N(72) e N(73). A regiao triangular delimitada pelas curvas N (y1), N(72)
e N'(73), e que possui os pontos dj, dy e d3 como vértices, possui zero pré-imagem

necessaria;

« Na Figura 3.15(b) vemos o contorno aparente de uma aplicagdo durante a transigao.
A regiao triangular desaparece junto dos pontos duplos, que se encontram num ponto
triplo, o ponto ¢t. Notemos que as orienta¢oes das curvas no ponto ¢t apontam para

vértices alternados de um hexagono;
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« Na Figura 3.15(c) vemos a aplicagao apds a transicdo T ocorrer. Nela podemos
verificar que voltam a surgir trés pontos duplos, os pontos di, d; e dj, além de uma
nova regiao triangular delimitada pelas curvas N(y1), N(72) e N(73), e com os
pontos d, d e d; como vértices. Notemos que agora a regiao triangular possui seis

pré-imagens necessarias.

A transigao Ty ocorre no sentido em que o nimero de pré-imagens necessarias na
regiao triangular formada é maior. Dessa forma, a sua transigao inversa (—Tp) ocorre no

sentido em que o nimero de pré-imagens da regiao triangular formada diminui.

3.3.6.2 Estrato T}

A outra transi¢ao do tipo ponto triplo é a transigdo 77. Assim como na transi¢ao
Ty, esta transicao envolve o surgimento de um ponto triplo, além do desaparecimento
e surgimento de uma regiao triangular delimitada por curvas do contorno aparente. A
diferenca da transicao T com a transicao Ty se da pelo niimero de pré-imagens necessarias
nas regioes triangulares. A transicdo 77 nao é capaz de alterar o conjunto singular da

aplicacao de Gauss, tendo, portanto, os seus efeitos visiveis apenas no contorno aparente.

Figura 3.16 — Exemplo do estrato T para aplicacoes de Gauss.

) ( ) (

(a) (b) ()

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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Na Figura 3.16 vemos um exemplo de uma transicao 77 para aplicagoes de Gauss.
Novamente, destacamos somente as curvas parabdlicas envolvidas na transicao por motivos
didaticos. As curvas parabolicas sao orientadas de modo que a regiao eliptica esteja a

esquerda de quem percorre

« Na Figura 3.16(a), vemos a aplicagao antes da transi¢ao ocorrer. Podemos observar
que nela existem trés pontos duplos que surgem da interse¢do no contorno aparente
das imagens das curvas parabdlicas pela aplicacao de Gauss. Essas curvas delimitam

um regiao triangular em S?%;

« Na Figura 3.16(b),, vemos a aplicagdo durante a transi¢io. Neste momento os pontos
duplos desaparecem, dando lugar a um ponto triplo. A regiao triangular também

desaparece;

« Na Figura 3.16(c), vemos a aplicacdo apos a transicao T;. Aqui podemos verificar

que voltam a aparecer trés novos pontos duplos e uma nova regiao triangular.

Figura 3.17 — Comportamento do contorno aparente na transicao 7.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Na Figura 3.17 vemos como o contorno aparente se comporta ao realizarmos a
transicao 77. Estamos representando a transicao apenas numa pequena vizinhanga V' do
ponto triplo. As cores a esquerda de cada curva representam o comportamento de dobra
da superficie quando tomamos a imagem pela aplicacdo de Gauss duma vizinhanca das

curvas parabolicas.

« Na Figura 3.17(a), vemos o contorno aparente antes da transi¢do ocorrer. Notemos
os trés pontos duplos, os pontos dy, dy e d3. Além disso, temos também uma regiao
triangular delimitada pelas curvas N(7y1), N (72) e N(73) e que possui os pontos
dy, dy e d3 como vértices. Essa regiao triangular possui apenas duas pré-imagens

necessérias, provenientes da dobra da superficie na curva N (73);
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« Na Figura 3.17(b), vemos o contorno aparente durante a transi¢do. Aqui podemos
verificar que os pontos duplos e a regiao triangular desapareceram. No lugar, surge
um ponto triplo, o ponto ¢. Notemos que no ponto triplo as orientagoes das curvas

N (1), N(72) e N(3) apontam para vértices adjacentes de um hexagono.

o Na Figura 3.17(c), vemos o contorno aparente apds a transigao 77 ocorrer. Aqui
verificamos que o ponto triplo desaparece e surgem trés novos pontos duplos, os
pontos d}, dy e ds. Além disso, surge uma nova regiao triangular limitada pelas
curvas N(71), N(72) e N'(73) e tendo os pontos dy, dj e dy como vértices. Notemos
que essa regiao triangular possui quatro pré-imagens necessarias, duas provenientes

da curva N (1) e duas da curva N (7s).

A transicao 17 ocorre no sentido em que o nimero de pré-imagens necessarias na
regiao triangular formada é maior. Dessa forma, a sua transigdo inversa (—7}) ocorre
no sentido em que o nimero de pré-imagens necessarias na regiao triangular formada é

menor.

3.3.7 Estratos C

A proxima classe de transigoes sao as transicoes do tipo C'. Essa classe de transi¢oes
é caracterizada pelo cruzamento de uma ctuspide com uma curva de dobra no contorno
aparente, resultando no surgimento de dois pontos duplos e de uma regiao triangular
delimitada pelas curvas, e que possui os pontos duplos e a cuspide como vértices. Ao todo
sao duas transigoes, Cy e C1, que se distinguem pelo niimero de pré-imagens necessarias
para a regiao triangular. As transi¢oes do tipo C' atuam somente no contorno aparente,

logo nao sao capazes de alterar o conjunto singular de uma aplicacao de Gauss.

Figura 3.18 — Estratos C.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

3.8.7.1 Estrato Cy

A transicao Cj ocorre quando hé a intersecdo de uma cuspide com uma curva

de dobra, resultando na criacdo de dois pontos duplos e uma regido triangular com trés
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pré-imagens necessarias.

Figura 3.19 — Exemplo do estrato C, para aplicagoes de Gauss.

4 ) ( ) ( )
71 V1 71
N
s
',N('Yl)
\. : J \.

(a)

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Na Figura 3.19 vemos um exemplo da transicdo Cy para aplicagoes de Gauss. Por
motivos didaticos, apenas destacamos as curvas parabdlicas envolvidas na transicdo. As
curvas parabdlicas estao orientadas de modo que as regioes elipticas estejam a esquerda

de quem percorre a curva.

« Na Figura 3.19(a), vemos a aplicagdo antes da transigdo ocorrer;

« Na Figura 3.19(b), vemos a aplica¢io durante a transi¢io. Aqui vemos uma ctispide

se encontrando com uma curva de dobra no contorno aparente;

« Na Figura 3.19(c), vemos a aplicagdo ap6s a transigdo ocorrer. Aqui podemos ver
que surgem dois novos pontos duplos no contorno aparente, além de uma regiao

triangular.

Na Figura 3.20, vemos com mais detalhes como o contorno aparente se comporta,
numa vizinhanca V' do ponto de intersecao da ctspide com a curva, quando fazemos a
transicao Cy. As cores a esquerda de cada curva, seguindo a orientacao, representam
o comportamento de dobra da superficie quando tomamos a aplicagao de Gauss numa
vizinhanca das curvas parabdlicas. Entretanto, diferentemente dos casos anteriores, neste

caso existe uma pequena diferenca entre o comportamento de dobra quando olhamos pra
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Figura 3.20 — Comportamento do contorno aparente na transicao Cj.

N(’Vz) N(Vz)

(1) (71)
(a) (b)

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

curva N'(71), em que cada ponto da regidao colorida possui duas pré-imagens na vizinhanga
de 1, e quando olhamos pra curva N (), em que cada ponto da regiao colorida possui trés
pré-imagens na vizinhanga de ;. Vide as Figuras 3.2 e 3.3 para uma melhor compreensao

de como cao se dar as pré-imagens.

« Na Figura 3.20(a), vemos o contorno aparente antes da transi¢do, onde ainda nao ha

intersecao entre as curvas;

« Na Figura 3.20(b) vemos o contorno aparente durante a transigdo. Aqui podemos
observar que a cuspide de N(7;) estd se interseccionando com a curva N'(7;) no

ponto c¢;

e Na Figura 3.20(c), vemos o contorno aparente apés a transicao Cy ocorrer. Aqui
podemos verificar que surgem dois novos pontos duplos, os pontos d; e ds, além de
uma regiao triangular delimitada pelas curvas N'(71) e N (12), e que possui como
vértices os pontos duplos d; e dy e a cispide de N(72). Notemos também que a
tnica curva que colore a regiao triangular é a curva N (72), visto que a regiao estd a
direita de N (71), seguindo a sua orientagdo. Como vimos que a regiao colorida por
N (72) possui trés pré-imagens na superficie, concluimos que a regiao triangular deve

ter trés pré-imagens necessarias.

A transicao Cy ocorre no sentido em que o niimero de pontos duplos é maior. Dessa
forma, a sua transigao inversa (—Cy) ocorre no sentido em que o nimero de pontos duplos

¢ menor, sendo, assim, capaz de aniquilar dois pontos duplos da aplicacgao.

3.83.7.2 Estrato C]

A transicao (' ocorre quando ha a intersecao de uma ctspide com uma curva
de dobra, resultando na criacao de dois pontos duplos e uma regiao triangular com cinco

pré-imagens necessarias.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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Na Figura 3.21 vemos um exemplo da transicao ' para aplicagoes de Gauss. Por

quem esté percorrendo a curva.

« Na Figura 3.21(a) vemos a aplicacao antes de passar pela transigao.

« Na Figura 3.21(b) vemos a aplicagao passando pela transigdo. Aqui podemos verificar

uma cuspide se encontrando com uma curva de dobra no contorno aparente;

uma questao didatica, representamos apenas as curvas parabdlicas envolvidas na transigao.

As curvas parabdlicas estao orientadas de modo que a regiao eliptica esteja a esquerda de

o Na Figura 3.21(c) vemos a aplicacdo apds a transigdo. Aqui podemos verificar que

surgem dois pontos duplos no contorno aparente e uma regiao triangular.

Na Figura 3.22, observamos de forma mais detalhada o comportamento do contorno

« Na Figura 3.22(a), vemos o contorno aparente antes da transicao ocorrer. Notemos

que ainda nao existem pontos duplos;

aparente numa vizinhanga V' do ponto de interse¢do da curva com a cuspide ao fazermos
a transicdo (4. As cores ao lado das curvas representam o comportamento de dobra da
superficie quando tomamos a aplicagao de Gauss, novamente com o detalhe de que na

curva N (1) temos duas pré-imagens, enquanto na curva N (;) teremos trés pré-imagens.
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Figura 3.22 — Comportamento do contorno aparente na transicao Cf.

N(72) N(72) N(72)

\/

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

« Na Figura 3.22(b), vemos o contorno aparente durante a transi¢do. Aqui podemos
verificar que a cispide da curva N (yq) passa a interseccionar a curva N (1) no ponto

G

e Na Figura 3.22(c), vemos o contorno aparente apés a transigdo ocorrer. Aqui
podemos verificar que surgem dois novos pontos duplos, os pontos d; e dy, além
de uma regiao triangular delimitada pelas curvas N (y1) e N(72), e que possui os
pontos d; e dy e a cuspide de N (72) como vértices. Além disso, podemos verificar
que a regiao triangular possui cinco pré-imagens necessarias: duas provenientes da

curva N (1) e trés provenientes da curva N (7s).

A transicao C ocorre no sentido em que o nimero de pontos duplos é maior. Dessa
forma, a sua transi¢ao inversa (—C}) ocorre no sentido em que o niimero de pontos duplos

¢ menor, sendo, portanto, capaz de aniquilar dois pontos duplos da aplicacao.

3.3.8 Estratos Dy,

Por fim, temos as transi¢ées Dy, que se caracterizam pelo surgimento de um ponto
umbilico. Ao todo, temos trés transi¢oes do tipo Dy: a transicdo D, , que se caracteriza
pelo surgimento de um ponto umbilico eliptico, e duas transi¢des Dy, as transicdes Dy, e
Dy ,, que se caracterizam pelo surgimento de um ponto umbilico hiperbélico. Embora as
transi¢oes Dy causem alteracdes na topologia do conjunto singular enquanto a transicao
estd ocorrendo, nao somos capazes de distinguir o conjunto singular antes e apos a transicao

apenas topologicamente.

3.3.8.1 Estrato Dy

A Transicao D, se da quando ha uma regiao triangular no contorno aparente
com trés cuspides como vértices, que desaparece num ponto umbilico eliptico, para por

fim reaparecer uma nova regiao triangular.
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Figura 3.23 — Exemplo do estrato D, para aplicagoes de Gauss.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Na Figura 3.23, vemos um exemplo para a transicao D, para aplicagoes de Gauss.

Este exemplo é ilustrado pela familia de fungoes f(z,y,t) = 23 — xy* + ty°.

o Na Figura 3.23(a), vemos a aplicacdo antes da transi¢ao ocorrer. Aqui podemos
verificar que existem trés cuspides, os pontos ¢, ¢ e ¢3. No contorno aparente,

vemos a regiao triangular com trés ctuspides como vértices;

« Na Figura 3.23(b), vemos a aplicagdo durante a transi¢do. Aqui vemos que a curva

singular se torna um ponto umbilico, o ponto u;

« Na Figura 3.23(c), vemos a aplicagdo apds a transi¢do ocorrer. Aqui vemos que volta
aparecer uma curva parabdlica com trés cuspides, os pontos ¢}, ¢, e ¢5. No contorno

aparente volta a aparecer uma regiao triangular com trés cuspides como vértices.

Com as informagdes trazidas neste trabalho ndo somos capazes de estabelecer uma
orientacao para a transicao D, , portanto nao conseguimos diferencia-la da sua transicao

inversa.

3.5.8.2 Estrato DL

A transigdo Dj, é capaz de tranferir uma cispide de uma curva parabdlica para
outra. Ela ocorre quando ha a uma intersecdo de duas curvas singulares num ponto

umbilico, que logo depois se separam, tansferindo a ctispide de uma curva para a outra.
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Nessa transi¢do também temos a presenca de um ponto duplo, que desaparece no momento

da transicao, e reaparece depois.

Figura 3.24 — Exemplo do estrato D, para aplicagoes de Gauss.

( ) ( ) ( D

N
N
S

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Na Figura 3.24 vemos um exemplo da transicio D, para as aplicagoes de Gauss.

« Na Figura 3.24(a), vemos a aplica¢do antes da transi¢do ocorrer;

« Na Figura 3.24(b), vemos a aplicagdo durante a transi¢do. Surge um ponto umbilico
na superficie, o ponto u, onde passa a haver uma intersec¢ao entre as curvas parabolicas

71 € Y2;

e Na Figura 3.24(c), vemos a aplicagdo apés a transigdo ocorrer. Aqui as curvas

parabdlicas voltam a se separar, desaparecendo com o ponto umbilico.

Na Figura 3.25, vemos com mais detalhes como o contorno aparente da aplicagao
de Gauss se comporta, numa vizinhanga V' da imagem do ponto umbilico, ao fazermos a

transigdo Dy ;.

« Na Figura 3.25(a), vemos o contorno aparente antes de realizarmos a transigao.
Notemos que a curva N’ (72) possui uma cuspide, o ponto ¢, e que existe um ponto

duplo, o ponto d;
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Figura 3.25 — Comportamento do contorno aparente na transicio Dj ;.

e () ﬂ)
L
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

e Na Figura 3.25(b), vemos o contorno aparente durante a transi¢do. Aqui a cuspide e

o ponto duplo desaparecem, dando espago a uma interse¢ao entre as curvas N (1) e

N(72);

« Na Figura 3.25(c), vemos o contorno aparente apds a transicio D ;. Notemos que
volta aparecer um ponto duplo, o ponto d’, na intercessao das curvas. Além disso,
notemos que volta a aparecer uma cuspide, o ponto ¢, entretanto, apds a transicao

a cuspide passa a estar na curva N (7).

Com as informagoes que trouxemos neste trabalho ndo somos capazes de estabelecer

uma orientacao positiva para a transicao DII.

3.8.8.8 Estrato DZQ

A ultima das transicoes Dy, e também a ultima das transi¢coes que descreveremos
aqui, é a transigdo Dj,. Por ser uma transicio do tipo Dj, ela é caracterizada por
transferir uma cuspide de uma curva parabdlica para outra, surgindo um ponto umbilico
durante a transi¢do. Entretanto, ela se distingue da transi¢do D |, pois ela cria dois novos

pontos duplos no contorno aparente.

Na Figura 3.26 vemos um exemplo da transigdo Dj ,.

« Na Figura 3.26(a), vemos a aplicagao antes da transi¢ao ocorrer. Notemos a ctispide,

0 ponto ¢, na curva 7yq;

« Na Figura 3.26(b), vemos a aplicacado durante a transi¢do. Notemos que as curvas

parabdlicas se interceptam num ponto, o ponto u, que é um ponto umbilico;

o Na Figura 3.26(c), vemos a aplicacao apds a transigdo ocorrer. Aqui vemos que
as curvas parabdlicas voltam a se separar, desaparecendo com o ponto umbilico.

Notemos que a cuspide volta a reaparecer, mas desta vez na curva ;.



Figura 3.26 — Exemplo do estrato D, para aplicagoes de Gauss.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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Figura 3.27 — Comportamento do contorno aparente na transicio Dy ,.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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Na Figura 3.27, vemos com mais detalhes como o contorno aparente se comporta,

numa vizinhanga V' da imagem do ponto umbilico, ao realizarmos a transicao Dy ;.

« Na Figura 3.27(a), vemos o contorno aparente antes da transicdo. Aqui ainda nao

temos pontos duplos, e a cispide estd na curva N (72);

« Na Figura 3.27(b), vemos o contorno aparente durante a transi¢do. Aqui surge uma

intercessao entre as curvas na imagem do ponto umbilico;

« Na Figura 3.27(c), vemos o contorno aparente apds realizarmos a transi¢ao. Aqui
vemos que as curvas passam a se interseccionar transversalmente em dois novos
pontos duplos, os pontos d; e do. Além disso, podemos notar que a cuspide agora

estd na curva N (7).

A transicio Dy, ocorre no sentido em que o niimero de pontos duplos é maior.
Dessa forma, a sua transicio inversa (— D ,) ocorre no sentido em que o nimero de pontos

duplos é menor, sendo assim capaz de aniquilar dois pontos duplos da aplicacao de Gauss.

3.4 CIRURGIAS DE APLICACOES DE GAUSS ESTAVEIS

Com as transi¢oes nos vimos maneiras de se remodelar uma superficie M a fim de
se obter novas aplicacoes de Gauss estaveis. Embora as transi¢cdes consigam alterar as
regies regulares, elas nao sdo capazes de alterar a superficie em si, ndo sao capazes, por

exemplo, de aumentar o género de M. Para isso, precisaremos das cirurgias.

Existem dois tipos de cirurgias de aplicagoes de Gauss estaveis que definiremos:
a cirurgia S° e a cirurgia S'. A diferenca entre as duas cirurgias é simplesmente que a
cirurgia S° é feita entre regides de superficies disjuntas, enquanto a cirurgia S! é feita
entre regioes de uma mesma superficie. Entretanto, ambas seguem o mesmo processo, o

qual descreveremos a seguir.

Sejam R; e Ry duas regides elipticas distintas. A fim de efetuarmos uma cirurgia
entre Ry e Ry, retiramos de cada regiao um disco aberto. A retirada desses discos gera
uma curva de bordo em cada regiao, a curva OR; em Ry e a curva 0Ry em Ry. Tomemos a
superficie H sendo um pedacgo de catenoide homeomorfo a um cilindro com duas curvas de
borda, as curvas 0H, e OH,, de tal modo que seja possivel identificar os planos tangentes

em cada ponto, isto é, exista uma bijecao ¢; : 0H; — OR;, para i = 1,2, tal que

T,H = T%(p)M, vV peoH,.

Fazemos, entao, a identificacdo de 0H; com OR; de acordo com a bije¢do ; acima,
com ¢ = 1,2. Dessa forma uniremos as regioes elipticas Ry e Ry por uma nova regiao
hiperbdlica H. No processo criamos duas novas curvas parabdlicas, a saber as curvas 0 R,

e ORs. A cirurgia esta ilustrada na Figura 3.28.
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Figura 3.28 — Cirurgia S.
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Fonte: Adaptado de (26), p. 31.

Observemos que todo o processo deve ser feito a fim de que a nova superficie seja
estavel. Para isso, os discos retirados devem ser tomados de modo que as imagens das
curvas parabolicas criadas nas cirurgias nao tangenciem outras partes do contorno aparente.

Além disso, é interessante que facamos a cirurgia a fim de nao criar novas cuspides.

Uma pergunta pode surgir a partir da defini¢ao das cirurgias: o que diferencia uma
cirurgia de uma soma conexa? No contexto das aplicagoes de Gauss, nao existe diferenca
entre as duas topologicamente. O que as distingue é a geometria diferencial da superficie.
A soma conexa nao exige diferenciabilidade, O que nos seria um problema, pois a aplicacao
de Gauss poderia deixar de estar bem definida. O processo da cirurgia, portanto, nos

garante que a nova superficie obtida mantenha uma aplicacado de Gauss bem definida.

3.5 APLICACOES DE GAUSS SEM CUSPIDES

Definicao 3.5.1. Diremos que uma aplicacio de Gauss estavel N : M — S? é uma
aplicacao de Gauss sem cuspides quando for também uma aplicacdo sem cuspides,

isto é, quando for uma aplicagao de Gauss sem cuspides.

Consideremos, nos resultados a seguir, que M seja uma superficie fechada, conexa
e orientavel, que contém um subconjunto I' composto por um niimero finito de curvas
fechadas, simples e disjuntas (circulos mergulhados), e tais que M \ I' é a unido de regides
de M, denotadas por Mg e My, e que em cada curva de I" é bordo comum de uma regiao

de Mg e de uma regiao My, como ilustrado da Figura 3.29.

Proposicao 3.5.2 ((19), p. 9). Seja M uma superficie fechada, conezra e orientdvel,
cujo subconjunto I' consiste de dois circulos mergulhados que separam duas regioes Mg de
uma regiio My homeomorfa a um cilindro. Entdo existe uma imersdo de M em R® cuja

aplicacao de Gauss € uma aplicagio sem cuspides.
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Figura 3.29 — Bitoro com as curvas I', e as regioes Mg e Mpg.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Demonstragio (Adaptada de (19), p. 9). Comegaremos analisando os casos mais simples.

1. Se M tem apenas uma regiao My homeomorfa a um cilindro e as duas regides Mg
sao homeomorfas a um disco, entao considerando a identidade, enquanto aplicagao
de Gauss do mergulho candnico de S? em R3, e usando transicoes lips e beaks,

obteremos uma imersao f : M — R3.

Essa imersao tem f(Mg) como sendo a regido eliptica, f(My) como a regido hiper-
bélica e f(I') como sendo o conjunto parabédlico de f(M). Desse modo, a aplicagao

de Gauss N} se tornard uma aplicagdo de Gauss sem cuspides.

Uma outra forma é aplicar uma cirurgia S° entre duas esferas mergulhadas em R? a

fim de obtermos uma imersao com uma aplicagdo de Gauss sem cuspides.

2. Se M tem uma regiao My homeomorfa a um cilindro, uma de suas regides Mg
tem género 1 e a outra regiao Mg é homeomorfa a um disco, os passos (a) a (e) na
Figura 3.30 nos ilustram uma forma de se obter uma imersao f : M — R3 de tal
modo que f(Mpg) é a regido hiperbdlica, f(Mg) é a regiao eliptica, f(I') é o conjunto
parabdlico de f(M) e sua aplicacdo de Gauss Ny : M — S? é uma aplicacdo de

Gauss sem cuspides.

3. Se M tem uma regiao My homeomorfa a um cilindro e duas regides Mg, onde uma
delas tem género 2 e a outra é homeomorfa a um disco, entdo os passos (a) a (c)
na Figura 3.31 nos mostram as transi¢oes aplicadas a fim de se obter uma imersao
f: M — R3 que tem f(Mpyg) como sua regido hiperbélica, f(Mg) como sua regiao
eliptica, f(I") como seu conjunto parabdlico e Ny : M — R? é uma aplicacao de

Gauss sem cuspides.
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As imersoes das superficies acima e suas respectivas aplicagoes de Gauss sem
cuspides nos servirao como casos base para uma induc¢ao matemética. Se a superficie M
tem uma regiao do tipo My homeomorfa a um cilindro e cada regiao Mg tem género 1,
podemos usar a Figura 3.30(m) e uma transi¢do B, ~ seguida de uma transi¢do —L~ a
fim de obtermos uma imersao com uma aplicagdo de Gauss sem ctuspides. Da mesma
forma, se M tiver uma regiao My homeomorfa a um cilindro, uma regiao Mg de género 1
e uma regiao My de género 2, podemos aplicar uma cirurgia S° entre as superficies nas
Figuras 3.30(e) e 3.31(c), seguida pelas transi¢oes B, "~ e —L~ a fim de obtermos uma

imersao de M com uma aplicagdo de Gauss estavel.

Se assumirmos que dada qualquer superficie M; com duas curvas em I e somente
uma regiao M, y, homeomorfa a um cilindro, e duas regioes M;g, uma delas com género
gT =i e a outra homeomorfa a um disco, existe uma imersao f; : M; — R3 cuja aplicacdo
de Gauss Ny, é uma aplicagao sem ctispides e que tem esse padrao de pontos elipticos e
hiperbélicos, entao podemos provar o caso em que g* =i + 1 executando a sequéncia (¢) a
(h) na Figura 3.31 em M; a fim de obtermos uma imersao para M; ; com uma aplicacao

de Gauss sem cuspides N7, , ;.

No caso geral de uma superficie M com apenas uma regiao My homeomorfa a
um cilindro, e duas regides My de géneros g = k > 1 e g5 = [ > 2, respectivamente,
consideramos duas superficies My e M; como no caso anterior: a superficie M} tem uma
regido My homeomorfa a um cilindro, e duas regides M;p, uma com género g; = k
e a outra homeomorfa a um disco, de maneira similar, a superficie M; tem uma regiao
M,y homeomorfa a um cilindro, e duas regides My, uma com género g; = [ e a outra
homeomorfa a um disco. Entdo, fazendo uma cirurgia S° entre as regides homeomorfas a
um disco de My e M;g, e aplicando uma transicao B, ~ seguida por uma —L~, obtemos
uma imersdo f : M — R? cuja aplicagao de Gauss Ny : M — S? é uma aplicagao sem

cuspides, e que tem esse padrao de pontos hiperbdlicos e elipticos.

[]

Proposigao 3.5.3 ((19), p. 9). Seja M uma superficie fechada, conexa e orientdvel de
género 2k, com k > 1, cujo subconjunto I' consiste de 2k circulos mergulhados que separam
k regioes My, cada uma homeomorfa a um cilindro, de uma regiao Mg de género k. Entdo

existe uma imersio de M em R3 cuja aplicacio de Gauss é uma aplicagio sem cuspides.

Demonstragio (Adaptada de (19), p. 10). Se M; tem género g = 2, tem duas curvas em
[', tem somente uma regiao M7y homeomorfa a um cilindro e uma regiao M,y de género 1,
entao aplicando uma cirurgia S° entre dois elipsoides, e seguindo a sequéncia (a) a (h) na
Figura 3.30, obtemos uma imersao f; : M; — R3 com esse padrao de pontos hiperbélicos

e elipticos, e cuja aplicagdo de Gauss Ny, : M; — S? é uma aplicagao sem cuspides.
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Figura 3.30 — Exemplos de superficies com aplicagoes de Gauss estaveis obtidas por
transigoes lips, beaks e cirurgias.
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Fonte: Retirado de (19), p. 7

Figura 3.31 — Aplicacoes de Gauss obtidas com a cirurgia S!, transicdes lips e beaks.

Fonte: Retirado de (19), p. 8
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Se assumirmos que dada qualquer superficie M; com género g = 2¢ e 2i¢ curvas em
I, que tem ¢ regides M, y, cada qual homeomorfa a um cilindro, e somente uma regiao M;p
de género i, existe uma imersao f; : M; — R® cuja aplicacdo de Gauss N}, é uma aplicagao
sem cuspides e que tem esse padrao de pontos elipticos e hiperbdlicos, entao podemos
provar o caso g = 2(i + 1) executando uma cirurgia S° entre a regiao M;y e a regiao Mg
da superficie M;. Aplicando as transicoes B~ e —L™ nessa superficie, obtemos uma
imersdo correspondente fiy, : M;;; — R3 que tem esse padrao de pontos hiperbdlicos
e elipticos, e é tal que sua aplicacdo de Gauss Ny,,, : M;4; — R® ¢ uma aplicacdo sem

cuspides.

[]

Proposicao 3.5.4 ((19), p. 11). Seja M uma superficie fechada, conexa e orientdvel de
género g =k > 1, cujo subconjunto I' consiste de 2k circulos mergulhados que separam k
regioes My, cada uma homeomorfa a um cilindro, de uma regiGo Mg homeomorfa a uma
esfera menos 2k discos. Entdo existe uma imersao de M em R? cuja aplicagio de Gauss é

uma aplicacdo sem cuspides.

Demonstragio (Adaptada de (19), p. 11). Se a superficie M; tem género g = 1 e duas
regioes, My e M, g, ambas homeomorfas a um cilindro, entdo aplicando uma cirurgia S°
entre dois elipsoides, seguida por uma cirurgia S*, obtemos a superficie (b) na Figura 3.30.
Usando a sequéncia de transi¢oes beaks ilustrada na Figura 3.32, obtemos uma imersao
f: M — R3 com esse padrao de pontos elipticos e hiperbdlicos e tal que sua aplicacio de

Gauss Ny : M — S? é uma aplicagdo sem cuspides.

Se assumirmos que dada qualquer superficie M; com género g = i e 2¢ curvas
em [ que separam i regides M, , cada uma homeomorfa a um cilindro, de uma tnica
regiao M;r homeomorfa a uma esfera menos 2i discos, existe uma imersao f; : M; — R3,
cuja aplicacdo de Gauss Ny é uma aplicagdo sem cuspides, entdo podemos provar o caso
em que g = i + 1 aplicando uma cirurgia S° conectando a regido M, a regiao M, de
M;. Aplicando as transi¢oes B, " e —LT, obtemos uma imersao fiy; : M;y1 — R? que
tem esse padrao de pontos hiperbdlicos e elipticos, e ¢é tal que sua aplicacao de Gauss

Ny @ My — R® é uma aplicacdo sem ctspides.

O

Teorema 3.5.5 ((19), p. 12). Seja M wma superficie fechada, conexa e orientdvel, cujo
subconjunto I' consiste de 2k circulos mergulhados, com k > 1. Se M pode ser obtida como
uma soma conexa de superficies com as propriedades descritas nas Proposicoes 3.5.2, 3.5.3
e 3.5.4, entdo ewiste uma imersio de M em R3 cuja aplicacdo de Gauss é uma aplicacio

sem cuspides.
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Figura 3.32 — Efeitos de transi¢oes beaks em uma superficie de género 1 e suas aplica¢oes
de Gauss estaveis.

Fonte: Retirado de (19), p. 11.

Demonstragio. Basta observarmos que as proposi¢oes nos garantem que as superficies
todos possuem uma imersao cuja aplicagdo de Gauss é uma aplicacdo sem ctspides. Além
disso, devemos notar que a soma conexa entre duas regioes elipticas de duas superficies
M, e M, pode ser também efetuada fazendo-se uma cirurgia S° seguida de uma transicio
B, e de uma transicio —L*.

]
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4 GRAFO DUAL

Neste capitulo introduziremos o grafo dual de uma aplicagdo de Gauss estavel.
Comegaremos na Secao 4.1 mostramos como podemos associar um grafo a uma superficie

co1m curvas.

Na Secao 4.2 estudamos o caso em que o conjunto de curvas é o conjunto parabdlico
de uma aplicacao de Gauss estavel. Dessa forma mostramos como podemos estabelecer
um grafo dual pra cada aplicagdo. Depois nos baseamos em (21) para mostrar alguns

resultados que podemos obter sobre a aplicacao de Gauss a partir de seu grafo dual.

Na Sec¢ao 4.3 estudamos como as transicoes lips e beaks, que alteram o conjunto

parabdlico, e as cirurgias atuam sobre o grafo dual de uma aplicacao de Gauss.

Na Secao 4.4 nos baseamos em (17) para vermos como podemos garantir que todo

grafo bipartido com peso é grafo dual de alguma aplicacao de Gauss estavel.

Por fim, na Secao 3.5 vemos o caso particular das aplicagoes de Gauss sem cuspides,
e vemos como podemos garantir que um grafo é grafo dual de alguma aplicacao de Gauss

sem cuspides. Nesta se¢ao nos baseamos em (21).

4.1 GRAFOS ASSOCIADOS A SUPERFICIES COM CURVAS

Definigao 4.1.1. Dada uma superficie com curvas (M,C), podemos associar um grafo

Gy a (M,C) através do seguinte algoritmo:

1. a cada regido conexa R; de M \ C, com i = 1,...,m, associaremos um vértice vg,

em Gy, 0 qual chamaremos de vértice dual a regiao R;;

2. a cada curva vy, C C, com k = 1,...,n, associaremos uma aresta e,, em G/c), a

qual chamaremos de aresta dual a curva ;;

3. a aresta e, incide sobre o vértice vg quando a curva 7 for fronteira em M da regiao
R;

4. ao vértice vy daremos o género g(R) de R como peso.

O grafo G = G ) assim definido serd chamado de grafo dual a superficie com
curvas (M,C).

Observemos que um lago ocorre em Gyr,c) somente quando sua curva dual v for
bordo de uma tnica regido R de M \ C, isto é, quando for possivel dois abertos Uy, Us C R
tais que

8U108R = 7 = 8U20(9R,

onde OU denota a fronteira em M da regiao U.
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Teorema 4.1.2 ((15), p. 25.). Seja G um grafo com peso total W(G). Se G é grafo dual

da superficie com curvas (M,C), entao o género de M ¢é dado por
g(M) =1 =x(G) + W(G).

Demonstragio (Adaptada de (15), p. 25.) Analisemos, primeiro, as al¢as de M e vejamos
como sao representadas no grafo dual. Dada uma al¢a de M, ao olharmos pro conjunto de

curvas C, temos dois casos possiveis:

1. Nao existe nenhuma curva de C presente na alga;

2. existe ao menos uma curva v € C presente na alca.

No caso 1, temos que a alga seréd representada como um peso 1 adicionado a algum
vértice de G. No caso 2, teremos um ciclo em G que possui tantos vértices quanto o nimero
de curvas de C presentes na alga. Temos, assim, que as alcas de M sao representadas em

G ou como ciclos, ou como pesos nos vértices.

Reciprocamente, pela Definicao 4.1.1, o peso em cada vértice vy de G representa o

numero de algas na regiao R. Além disso, cada ciclo fundamental de G representa uma

alca de M.

De fato, tomemos G, um ciclo fubndamental qualquer em G e suponhamos que G,
esteja associado a alguma superficie com curvas (M, Cp). Analisemos as possibilidades
para M. Se Gy possui k vértices, entao M \ Cy possui k componentes conexas. Sendo um
ciclo, cada um dos vértices de Gy possuem exatamente duas arestas incidentes sobre eles,
o que implica que cada componente conexa de My \ Cy é uma superficie com exatamente
duas componentes de bordo, sendo, assim, homeomorfas a um tronco de cilindro. Além

disso, temos que as regides de My \ Cy preservam a adjacéncia de seus vértices duais em Gy.

Escolhendo dois vértices adjacentes a e b de Gy, podemos percorrer o caminho
C ={a,...,b} em Gy comecando em a e terminando em b que passa por todos os vértices
de Gy. Esse caminho nos dé a sequéncia de regides adjacentes de (My,Cp), que possui
como regioes extremas as regioes A e B, respectivamente duais aos vértices a e b, como

ilustrado na Figura 4.1.

Fechar o ciclo Gy adicionando a aresta ab ao caminho C' equivale, na superficie
My, a identificarmos o bordo da regiao A com o bordo da regiao B. Observemos que
essencialmente podemos fazer essa identificagdo de duas formas, como ilustrado na Figura
4.2.

Independente da forma que escolhermos para identificar os bordos, obteremos como
resultado uma superficie com género 1, ou seja, uma alca de M quando olhamos pra G

como um ciclo de G.
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Figura 4.1 — Superficie com curvas associada a um caminho.

Fonte: Retirada de (15), p. 26.

Figura 4.2 — Superficie com curvas associada a um ciclo.

Fonte: Retirada de (15), p. 27.

Dessa forma, como W (G) representa o nimero de algas sem curvas de C em M,
e como (31(G), o nimero de ciclos fundamentais de G, e cada ciclo fundamental também

representa uma alga de M, temos
g(M) = pi(G) +W(G).
Como £1(G) =1 — x(G) (Proposigao 2.3.18), segue que

g(M) =1 —=x(9) + W(9).

Proposigao 4.1.3 ((16), p.7.). Todo grafo G(V, E), comV = {vy,...,v,}, E ={e1,...,en}
e peso total W(G) = wy + we + - -+ +w,, > 0 estd associado a uma superficie com curvas
(M,C), onde

1. M tem género g(M) =1— x(G) + W(G);

2. M\ C tem n componentes conexas;
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3. C tem m componentes conexas;

4. cada vértice v; com peso w;, 1 = 1,...,n, estd associado a uwma componente conexa

R; € M\ C com género w;.

Demonstracio. Seja G um grafo com peso total W. Seja Gy C G o subgrafo de G que
possui todos os vértices e todas as arestas de G, mas com peso total 0. Mergulhando o
grafo Gy em R?, obtemos um conjunto de pontos em R3, os vértices, e um conjunto de
curvas disjuntas, as arestas. Tomemos uma vizinhanga tubular de Gy, tdo pequena quanto
se queira. Tomando o bordo dessa vizinhanca, obtemos uma superficie M. Escolhendo o
ponto médio m; de cada aresta e; de Gy, podemos tomar a curva «; em My que possui m;
como seu centro. Tomando Cy como sendo a unido das curvas a;, temos que o par (Mo, Co)

sera uma superficie com curvas que possui Gy como seu grafo dual.

Vamos, agora, obter uma superficie com curvas (M, C) que possui G como seu grafo
dual. A fim de obtermos G a partir de Gy, basta adicionarmos o peso w; ao vértice v; de Gy.
Tomemos, entdo a superficie com curvas (My, Cy). Tomemos a regido R; dual ao vértice v;.
Adicionar o peso w; a v; representa fazer a soma conexa de R; com o w;—toro, adicionando,
assim, w; algas a regiao R;. Fazendo isso para todos os vértices de Gy, obtemos o grafo G,
enquanto fazendo esse processo para a superficie My, obtemos uma superficie M. Tomando
C = Cy, temos que a superficie com curvas (M,C) é tal que G é seu grafo dual. Pelo

Teorema 4.1.2, temos
g(M) = 1=x(G)+W(G) = bi(G)+W(9).

A Figura 4.3 ilustra todo o processo de associar uma superficie com curvas a um

grafo que descrevemos nesta demonstracao.

]

Figura 4.3 — Associando uma superficie com curvas a um grafo.

Fonte: Retirado de (16), p. 8.
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Proposicao 4.1.4 ((16), p.7.). Sejam (M,C) e (M',C") duas superficies com curvas.
Sejam Grey e Gour oy seus respectivos grafos duais. Se (M,C) e (M',C") sdo equivalentes,

ent@o Gy e Gou ey sdo isomorfos.

Demonstragio. Observemos que se (M,C) e (M’',C’) sdao equivalentes, entao existe um
difeomorfismo ¢ : M — M’ que leva C em C’. Pela continuidade de ¢ podemos afirmar
que se v € C é fronteira comum das regides Ry, Ry C M \ C em M, entao ' = () € C' é
fronteira comum das regides R} = ¢(R;), Ry = ¢(R2) C M'\ C' em M’. Além disso, por
¢ ser difeomorfismo, podemos concluir que M \ C e M’ \ C’' possuem o mesmo nimero de

componentes conexas.

Sejam V' e V' os respectivos conjuntos de vértices de G e de G cry. Definamos,

entao, a aplicacao
v o Vo= VY
VR Vp(R)-

Observemos que 1 é uma bijecdo. De fato como cada regiao regular R* C M'\ C’ é
imagem por ¢ de uma tnica regido regular R C M \ C, e vice-versa, temos que cada
vértice vg € V' é imagem por ¢ de um tnico vértice vg € V, onde R’ = p(R). Além
disso, se os vértices vg,,vg, € V estao conectados pela aresta e, € I, entao os vértices
Vp(R1)s Vp(Re) € V' estdo conectados pela aresta e,y € £, onde E e E' sdo os respectivos

conjuntos de arestas de Grcy e de G cr).

Dessa forma mostramos que se duas superficies com curvas sao equivalentes, entao

seus grafos duais sao isomorfos.

]

Observemos que a reciproca da Proposi¢ao 4.1.4 nao é verdadeira. Basta tomarmos

como exemplo as superficies com curvas ilustradas na Figura 4.4.

Figura 4.4 — Superficies com curvas nao equivalentes cujos grafos duais sdo isomorfos.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).



92

4.2 GRAFO DUAL DE APLICACOES DE GAUSS ESTAVEIS

Como vimos na Subsecao 3.2.1, o conjunto parabdlico ¥, de uma aplicacao de
Gauss estavel N : M — S? é composto por curvas simples, fechadas e disjuntas. Ora, isso

significa que a superficie M junto do conjunto >, é uma superficie com curvas.

Na Sec¢ao 4.1 vimos que dada uma superficie com curvas (M, C), sempre podemos
construir um grafo associado G ). Colocando C = X, podemos construir o grafo

G(m,sy ), seguindo o algoritmo descrito na Segao 4.1.

Definicao 4.2.1. Seja N : M — S? uma aplicacao de Gauss estavel. Seja X seu conjunto
parabélico. O grafo Gy = G5, serd chamado de grafo dual da aplicagao N.

Figura 4.5 — Possiveis conjuntos singulares de aplicacoes de Gauss do tipo N : S? — S?
com até quatro curvas e seus grafos duais.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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Na Figura 4.5, vemos todos os possiveis conjuntos singulares de aplicacoes de Gauss
definidas sobre S?, além de seus grafos duais. Na superficie, as linhas pretas representam

curvas parabolicas.

E importante frisarmos que essas nio existem somente oito aplicacoes de Gauss
estaveis com até quatro curvas parabodlicas, mas sim que todas as possiveis aplicacoes de
Gauss estaveis com até quatro curvas parabodlicas deverao ter seus conjuntos singulares
difeomorfos a algum desses casos. Assim também sao as cores dos vértices na figura que
nao devem ser entendidas como representando um vértice positivo ou negativo. Elas

apenas cumprem a funcao de enfatizar que o grafo é bipartido.

J& nas Figuras 4.6 e 4.7, vemos os possiveis conjuntos singulares de aplicagoes de
Gauss definidas sobre o toro T2, isto é, do tipo N : T? — S2.
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Figura 4.6 — Possiveis conjuntos singulares de aplicacoes de Gauss definidas sobre T? com
até duas curvas e seus grafos duais, quando existirem.

N ( E=2 )
2.1 2.2

2.5 2.6

\_ /. J

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Notemos que diferente do visto com S? na Figura 4.5, nem todos os conjuntos de
curvas definidas sobre o toro sao conjuntos singulares de alguma aplicacao de Gauss estavel.
Tanto nos casos 1.2, 1.3, 2.5 e 2.6 da Figura 4.6 quanto nos casos 3.7 a 3.12 da Figura 4.7
encontramos o mesmo problema: existe uma curva que é fronteira de uma regiao consigo
mesma, que contradiz o fato de que curvas singulares de aplicagdes de Gauss estaveis sao

sempre fronteira comum entre uma regiao eliptica e uma regiao hiperbdlica.

rm m u nstruca T u um icaca u
Dessa forma, temos que a construgao do grafo dual Gy de uma aplicacao de Gauss
estavel N : M — S? nos d4, de forma natural, um grafo bipartido, pois cada vértice
positivo serd somente adjacente a vértices negativos, e os vértices negativos aos positivos.
ém di r iar o géner uma regiao regular com u vérti
Além disso, o processo de associar o género de uma regiao regular como peso de seu vértice
dual faz com que o Gyr seja um grafo com peso. Em suma, o processo de associagao de
grafo com uma aplicagao de Gauss estavel cria naturalmente um grafo bipartido e com

peso.

Percebamos com os casos 2.3 e 2.4 da Figura 4.6, e os casos 3.5 e 3.6 da Figura 4.7,

que podemos ter aplicacoes de Gauss tao diferentes a ponto de terem conjuntos singulares
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Figura 4.7 — Possiveis conjuntos singulares de aplicacoes de Gauss definidas sobre T? com
trés curvas e seus grafos duais, quando existirem.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

distintos, mas que mesmo assim possuem grafos duais isomorfos. Isso nos mostra que o
grafo dual por si s6 nao ¢ suficiente pra dizer se duas aplicacoes de Gauss sao equivalentes.
Entretanto, a Proposicao 4.2.2 nos mostra que se as aplicagoes de Gauss sao equivalentes,

entao devem possuir grafos duais isomorfos.

Proposicao 4.2.2. Sejam N1,No : M — S* duas aplicagoes de Gauss estdveis. Se N7 e

N3 sdo equivalentes, entdo seus grafos duais Gn, € Gur, sdo isomorfos.

Demonstracio. Basta observarmos que se N} e Ny sdo equivalentes, entao as superficies
com curvas (M, Xy;,) e (M, X,;,) sao equivalentes. Como G, e Gu, sdo, respectivamente,

os grafos duais de (M, Xy,) e (M, Xy, ), pela Proposigao 4.1.4 temos o isomorfismo.
]

Definicdo 4.2.3. Seja N : M — S? uma aplicacao de Gauss estavel. Seja Gy seu grafo
dual. Sejam, respectivamente, C* e C~ o nimero de cuspides positivas e negativas,
V* e V™ o ntimero de regides elipticas e hiperbdlicas (equivalentemente, o niimero de

vértices positivos e negativos), e W* e W~ o género do conjunto eliptico e hiperbélico



95

(equivalentemente, a soma total dos pesos dos vértices positivos e negativos). Definimos
QC:C+—0_, 9V2V+—V_ (S QW:W+—W_.

Proposigao 4.2.4 ((21), p. 251.). Seja Gy grafo dual de uma aplicagio de Gauss estdvel

N : M — S2. Entao
Oc
5"
Consequentemente, temos 0c = 4(V- —W™) = 2E, com E representando aqui o nimero

Ov —Ow = 1—g(M)

de arestas de G.

Corolario 4.2.5 ((21), p. 251.). Se G é grafo dual de uma aplicacdo de Gauss sem
cuspides, entdo 0o =0 e
E = 2V- —W).

4.3 TRANSICOES E CIRURGIAS NO GRAFO DUAL

Nas Secoes 3.3 e 3.4 vimos que as transigoes e cirurgias sao capazes de alterar
a superficie, seja remodelando-a ou transformando-a em outra superficie, criando assim

novas aplicacoes de Gauss.

Uma vez que temos conhecimento do grafo dual, e que estamos alterando a aplicacao
de Gauss, devemos nos questionar quais sao os efeitos das transigdes e cirurgias no grafo
dual.

Primeiro devemos observar que as tnicas transi¢oes que criam ou aniquilam regioes
regulares e curvas parabdlicas sao as transicoes lips e beaks. Dessa forma, essas serao as
unicas transicoes que alteram o grafo dual. Além disso, como as cirurgias unem regioes

regulares, elas também terao efeitos no grafo dual.

4.3.1 Efeito da Transicao Lips

Como vimos na Subsecao 3.3.2, a transicao Lips € capaz de criar uma nova regiao
regular e uma nova curva parabdlica. No grafo dual isso significa criar um novo vértice e
uma nova aresta incidente no vértice dual a regiao em que se aplicou a transi¢ao, como

ilustrado na Figura 4.8.
Figura 4.8 — Efeito da transi¢do Lips no grafo dual.

I o ; X o7 Xy !

|\ @

Fonte: Retirado de (18), p. 253.
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4.3.2 Efeito da Transicao Beaks

Diferentemente da transicao Lips, a transicao Beaks tem uma atuag¢ao mais com-
plexa no grafo dual de uma aplicagao de Gauss. Ela é capaz tanto de criar quanto de
aniquilar vértices ou arestas, seu efeito depende de qual subtipo da transicdo Beaks estéa

atuando. Na Figura 4.9 vemos o efeito de cada um de seus subtipos.

Figura 4.9 — Efeito da transicao Beaks no grafo dual.

Fonte: Retirado de (20), p. 311.

Detalhemos como cada subtipo atua sobre o grafo dual:

a) a transicio BT é capaz de criar um vértice negativo e uma aresta;
b) a transigdo B~ é capaz de criar um vértice positivo e uma aresta,

c) a transicdo B, ~ é capaz de aniquilar um vértice negativo e uma aresta,
d) a transigdo B, " é capaz de aniquilar um vértice positivo e uma aresta,

e) a transigdo B}t é capaz de aniquilar uma aresta, além de aumentar o peso de um

vértice positivo em 1;

f) a transigdo B, é capaz de aniquilar uma aresta, além de aumentar o peso de um

vértice negativo em 1;

g) a transicdo B~ é capaz de criar uma aresta, além de diminuir o peso de um vértice

positivo em 1;

h) a transi¢do Bt é capaz de criar uma aresta, além de diminuir o peso de um vértice

negativo em 1.
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4.3.3 Efeito das Cirurgias

Assim como as transi¢oes, as cirurgias também irdo atuar sobre o grafo dual. Como
a cirurgia S° une superficies disjuntas, ela é capaz de unir dois grafos duais distintos em
um unico grafo. Esse processo é feito unindo dois vértices positivos, um de cada grafo,

através de um vértice negativo.

Figura 4.10 — Efeitos das cirurgias no grafo dual.

L o (o (=
- { ol
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

J4 a cirurgia S' tem dois efeitos possiveis no grafo dual. O primeiro é semelhante
a cirurgia S°, em que se une dois vértices positivos, desta vez de um mesmo grafo, através
de um novo vértice negativo. O segundo efeito acontece nos casos semelhantes ao ilustrado
na Figura 4.10, em que a cirurgia é feita entre duas vizinhangas disjuntas de uma mesma
regido eliptica. Neste caso, a cirurgia S* adiciona um vértice negativo adjacente a somente

um unico vértice positivo.

Em suma, ambas as cirurgias aumentam o nimero de vértices negativos em 1 e o
nimero de arestas em 2. Além disto, a cirurgia S também aumenta o ntimero cicloméatico
do grafo dual em 1, pois ao criar um novo ciclo criando arestas novas, consequentemente

cria um novo ciclo fundamental no grafo dual.

4.4 REALIZACAO DE GRAFOS BIPARTIDOS COM PESO

J4 sabemos que toda aplicacio de Gauss estavel possui um grafo dual. E natural
surgir a pergunta: todo grafo bipartido com peso é grafo dual de alguma aplicagao de
Gauss estavel? Os teoremas a seguir nos mostram que sim, entretanto s6 podemos garantir

isso com algumas restrigoes sobre a superficie.

Teorema 4.4.1 ((17), p. 101). Qualquer drvore com peso zero em cada um de Sseus
vértices pode ser realizada por uma aplicacao de Gauss estavel definida sobre uma esfera

mergulhada.

Demonstra¢io (Adaptada de (17), p.101). Provaremos este teorema por indugao sobre o

ntimero de vértices. Primeiro, observemos que o mergulho canonico de S? em R? tem como
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aplicagdo de Gauss a aplicagdo identidade N (p) = p. Consequentemente, seu grafo dual

G possui um unico vértice, visto que a identidade nao possui singularidades.

Agora, suponhamos, por inducgao, que o teorema seja verdadeiro para qualquer
arvore com até k vértices e suponhamos que temos uma arvore 7 com k + 1 vértices. Ora,
removendo-se um vértice extremo v € V(7) de T junto da aresta vw, que conecta v a
T’, obteremos uma subdrvore 7’ com exatamente k vértices. Pela hipdtese de indugao,
concluimos que deve existir algum mergulho g : S* — R? cuja aplicacao de Gauss estavel

N, possui T’ como seu grafo dual.

Seja R, a regido regular de S? referente ao vértice w de 7'. Aplicando-se uma
transicao lips em R,,, obteremos um novo mergulho f : S? — R3 cujo grafo dual da
aplicacdo de Gauss estével Ny ¢ obtido conectando uma nova aresta a 7’ no vértice w,
isto é, o grafo dual de Ny é T.

]

Teorema 4.4.2 ((17), p. 101). Qualquer grafo bipartido G com peso zero em cada um de
seus vértices pode ser realizado por uma aplicacao de Gauss estdvel definida sobre uma

superficie fechada e orientdvel M com

X(M) =2(1 = 51(9)),

onde $1(G) é o nimero ciclomdtico de G.

Demonstragio (Adaptada de (17), p. 101). Provaremos este teorema por indugao sobre o
numero J; de ciclos independentes no grafo. No caso ; = 0, temos um grafo sem ciclos,

ou seja, uma arvore. Esse caso ja foi provado no Teorema 4.4.1.

Agora, suponhamos por inducao que a afirmacao seja verdadeira para qualquer
grafo bipartido com peso total zero em cada um de seus vértices, e com [; < n ciclos
independentes. Seja, agora, G um grafo bipartido com peso zero em cada um de seus

vértices, e com 51(G) = n + 1 ciclos independentes.

Tomemos C' um dos ciclos independentes de G. Tomemos um dos vértices positivos
de C, e o separemos em dois novos vértices extremos v; e v9, ambos também positivos.
Dessa forma iremos separar o ciclo C', e criaremos um novo grafo G’ com 3;(G’) = n ciclos

independentes.

Pela hipétese de inducdo, podemos concluir que existe algum mergulho h : M’ — R3,
de uma superficie M’, cuja aplicacio de Gauss N}, : M' — S? tem G’ como seu grafo dual
e que x(M') =2(1—n).

Aplicando uma cirurgia S! nas regioes elipticas E; e Fs, cujos vértices duais sao
v1 e vy, respectivamente, seguida de uma transicio B, " e uma transicio —LT, a fim
de retirarmos a regiao hiperbélica adicionada, obteremos novamente a superficie M, e

também um mergulho f : M — R3, cujo a aplicagdo de Gauss Ny : M — S? tem G como
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seu grafo dual. Além disso, como a cirurgia estd sendo feita entre regioes regulares de M’,
temos que o género g(M) de M serd g(M) = g(M’) + 1, onde g(M') = n é o género de

M’ dai concluimos
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e o teorema esta provado. O

Figura 4.11 — Mergulhos do toro T? e os grafos duais de suas aplicacoes de Gauss estdveis.

Fonte: Adaptado de (17), p.97.

Teorema 4.4.3 ((17), p. 101). Qualquer grafo bipartido G pode ser realizado por uma

aplicacio de Gauss estdvel definida sobre uma superficie fechada e orientavel M com

X(M) =2(1 = B1(G) — w(9)),

onde w(G) € a soma dos pesos de cada vértice de G.

Demonstra¢io (Adaptada de (17), p. 101). Provaremos este teorema por indugao sobre
w(G), o peso total de G. O caso em que w(G) = 0 ja foi provado no Teorema 4.4.2.
Suponhamos, por inducao, que o teorema seja valido para qualquer grafo com peso total

menor ou igual a p.

Tomemos um grafo G com w(G) = p + 1. Consideremos um vértice vg de G com
peso wy, > 0. Tomemos um grafo G’ que é isomorfo a G e com o mesmo peso em todos
os vértices, exceto no vértice v = (v,), onde ¢ : V(G) x E(G) — V(G') x E(G') é o
isomorfismo entre G e G, que terd peso Wy | = Wy — 1.

Pela hipétese de indugao podemos encontrar uma superficie fechada e orientada
M, com x(M') = 2(1 - 3,(G") — p), e um mergulho h : M’ — R3, cuja aplicacio de Gauss
N, possui G’ como seu grafo dual.

Agora, suponhamos que v}, tem sinal positivo, e que R’ é a regiao eliptica de M’
dual a v},. Neste caso, fazemos uma cirurgia neck-beaks em R’ com o toro T;" (vide a

Figura 4.11 (¢)) e obteremos novamente a superficie M, e um mergulho f: M — R? de
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M cuja aplicacdo de Gauss Ny tem G como seu grafo dual. Além disso, como a cirurgia

com o toro aumenta o género de M’ em 1 unidade, teremos

xX(M) = 2(1-g(M))
= 2(1—[g(M')+1])
= 2(1-g(M')) -2
= x(M') -2
= 2(1-51(G") —p) -2
= 2(1-5(9)—p—1)
= 2(1-5(9) —[p+1])

(
X(M) = 2(1=51(G) = [p+1]) = 2(1 = 5(G) —w(9)).

Caso o sinal de v}, seja negativo e R’ seja uma regiao hiperbolica de M’, basta fazermos o

mesmo processo com o toro T (vide a Figura 4.11 (a)), e o resultado se segue.

]

4.5 GRAFOS DE APLICACOES DE GAUSS SEM CUSPIDES

4.5.1 Grafos 2—negativos

Nesta se¢ao queremos investigar as propriedades dos grafos duais das aplicagdes de
Gauss sem cuispides. Como nao teremos interesse em explicitar os conjuntos de vértices e
de arestas, mas sim teremos interesse na cardinalidade desses conjuntos, optamos por usar
a notagao G(V, E, W) para dizer que o grafo G possui V' vértices, E arestas e peso total
W. Quando necessdrio, denotaremos por V* o ntimero de vértices positivos/negativos ou

W= a soma dos pesos dos vértices em V*.

Definigao 4.5.1 ((21), p. 252). Diremos que um grafo bipartido, cujos vértices recebem
um sinal positivo ou negativo, ¢ um grafo positivo quando nao possuir vértices extremos

negativos.

Definigao 4.5.2 ((21), p. 252). Diremos que um grafo bipartido, cujos vértices recebem
um sinal positivo ou negativo, é um grafo 2—negativo quando todos os seus vértices

negativos tiverem grau dois.

Lema 4.5.3 ((21), p. 252). Um grafo bipartido G(V, E, W) é 2—negativo se, e sd se, for

um grafo positivo e £ =2V =, onde V= € o niumero de vértices negativos.

Demonstracao. todos os vértices extremos de um grafo 2—negativo sao positivos por
definicao. Provaremos que qualquer grafo 2—negativo G satisfaz a identidade £ = 2V~

por inducao sobre o nimero k de vértices negativos.
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Se k =1, entdao temos duas possiveis configuragdes para G: uma com dois vértices
extremos positivos, e a outra com um unico vértice positivo de grau 2. Em ambos os casos
temos F = 2 = 2V ™, e assim provamos o caso base. Suponhamos, agora, que a afirmacao

seja verdadeira para qualquer grafo 2—negativo com k vértices negativos.

Seja G um grafo 2—negativo com V'~ = k 4 1 vértices negativos. Removendo um
vértice negativo de G, e suas duas arestas incidentes, obtemos um novo grafo 2—negativo
G’ com k vértices negativos, com E’ = 2k, pela hip6tese de indugao. Ora, mas como

retiramos duas arestas de G para obtermos G’, temos
E =F+2=2k+1) = 2V".

Reciprocamente, se G é um grafo positivo com F = 2V~ entdo G é 2—negativo,

pois nenhum de seus vértices negativos tem grau 1.

]

Teorema 4.5.4 ((21), p. 252). Seja G(V, E, W) um grafo conezo bipartido. G é 2—negativo

se, e s0 se, for positivo e Oy =1 — 1(G).

Demonstragio. Pela definigao de (1(G) (Definicao 2.2.17), temos 1(G) = E —V + 1.

Aplicando o Lema 4.5.3, temos
1-B1(G) = V—FE = V4V =2V = VI -V~ = fy.

E a equivaléncia se segue a partir da equivaléncia dada pelo Lema 4.5.3.

[]

Lema 4.5.5 ((21), p. 254.). Se G(V, E,0) € grafo dual de uma aplicacio de Gauss sem
é

cuspides, entao G(V, E,0) € positivo.

Demonstra¢io (Adaptada de (21), p. 254.). Suponhamos que G(V, E,0) = G5 seja grafo
dual da aplicacao de Gauss sem ctspides A" : M — S?, mas nao seja positivo. Isso significa
que Gy tem ao menos um vértice extremo negativo vy. Ora, mas se vy € vértice extremo
negativo, entao sua regiao dual H é uma regiao hiperbodlica cujo bordo v C X em M é
conexo. Como, por hipétese, G tem peso zero em cada vértice, podemos concluir que H

tem género zero, donde é difeomorfa a um disco.

Como N ¢ aplicacao de Gauss sem cuspides, as direcoes de curvatura nula de M
nao sao tangentes a nenhum ponto de v, pois as dire¢oes de curvatura nula sao tangentes
ao conjunto parabodlico apenas em cuspides. Em cada ponto de H existem duas dire¢oes
assintoticas, e ao longo de v essas duas retas coincidem com a direcao de curvatura nula.
Consideremos uma das duas familias de retas assintéticas. Isto forma um campo de linhas

num disco que nao é tangente ao bordo do disco em nenhum lugar, e a integral deste
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campo de linhas (uma familia de curvas assintéticas) é uma folheagao nao singular do
disco que ¢ transversal ao bordo. Isto é impossivel, o que nos leva a concluir que o grafo

deva ser positivo.

O

Teorema 4.5.6 ((21), p. 255.). Todo grafo dual a uma aplicacao de Gauss sem cispides

e com peso zero em cada um de seus vértices é 2—negativo.

Demonstragdo. Pelo Corolario 4.2.5, se G é grafo dual de uma aplicacao de Gauss sem
cispides, temos £ = 2(V~ — W™). Entretanto, como G possui peso total zero, temos

E =2V ~. Assim, o Lema 4.5.3 vai nos garantir que G é 2—negativo.

]

4.5.2 Arvores com Peso Zero

Teorema 4.5.7 ((21), p. 257). Toda drvore 2—negativa com peso zero em cada um de
seus vértices pode ser realizada por uma aplicacao de Gauss sem cuspides definida sobre

uma esfera mergulhada.

Demonstragio. Se a arvore possui um tnico vértice (0 vértices negativos), entdo pode ser
realizada pela aplicacdo identidade associada ao mergulho canénico de S? em R?®. Quando
V' = 3 (uma arvore 2—negativa com 1 vértice negativo), podemos realizar essa arvore

aplicando uma cirurgia S entre duas esferas mergulhadas em R3.

Observemos que a cirurgia S° entre uma superficie M associada a uma aplicacdo
de Gauss sem cuspides Ny e o mergulho candnico de S? associado & aplicagao identidade,
adiciona dois vértices ao grafo dual de N, com as arestas correspondentes: uma aresta

negativa de grau 2, dual ao tubo hiperbélico, e um vértice extremo, dual a S?.

Provaremos o teorema por indugao sobre o nimero k£ de vértices negativos. Supo-
nhamos, entao, que a afirmacao é verdadeira para toda arvore 2—negativa com peso total
zero e k vértices negativos. Suponhamos que 7 seja uma arvore 2—negativa com peso
total zero e k + 1 vértices negativos. Removendo-se um vértice negativo adjacente a um
vértice extremo, e suas arestas correspondentes, obtemos uma arvore 7’ 2—negativa com

k vértices negativos.

Pela hip6tese de inducao, 7' pode ser realizada por uma aplicacdo de Gauss sem
caspides N’ : S? — S%. Aplicando uma cirurgia S° entre a esfera associada a aplicacao N’
e S? associada a aplicacao de Gauss identidade, obtemos uma nova imersao f : S? — R3

cuja aplicagao de Gauss Ny : S* — S* é uma aplicagdo sem cispides cujo grafo dual é T

]
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4.5.3 Grafos com Peso Zero

Lema 4.5.8 ((21), p. 257.). Seja G um grafo 2—negativo com peso total zero. Se cada
um dos ciclos de G tiver ao menos quatro arestas, entdo G pode ser realizado por uma

aplicagio de Gauss sem cuspides N : M — S%, com g(M) = 31(G).

Demonstragio. Seja G(V, E,0) um grafo 2—negativo com ¢ ciclos fundamentais, e tal que
cada um de seus ciclos tem ao menso quatro arestas. Ao remover um vértice negativo (que
possui grau 2), de cada um dos 3;(G) ciclos fundamentais, obtemos uma arvore 2—negativa
T com V — [31(G) vértices.

Pelo Teorema 4.5.7, garantimos que 7 possa ser realizada por alguma aplicacao de
Gauss sem cuspides N : S? — S%. Ao retirarmos cada um dos ¢ vértices negativos de G a

fim de obtermos 7T, geramos em T ¢ pares de vértices positivos extremos, que chamaremos

de vgi e vgg, comi=1,... ,B1(9).
Sejam Ei e Ei, comi = 1,...,(G), as regioes elipticas em S* duais aos vértices Up
e v, respectivamente. Ao fazermos uma cirurgia Sl entre Ei e EY parai=1,...,5.(9),

obteremos uma imersao f : M — R* com g(M) = 51(G), tal que N : M — S* seja sua

aplicacao de Gauss estavel com G como seu grafo dual, concluindo a demonstracao.

]

Teorema 4.5.9 ((21), p. 257.). Qualquer grafo 2—negativo com peso total zero G pode ser
realizado por uma aplicacao de Gauss sem cuspides definida sobre uma superficie fechada

e orientavel M com

g(M) = pi(G).

Demonstragio. Dado um grafo 2—negativo G(V, E,0), assumamos que este grafo tem r
ciclos com apenas duas arestas. Removendo-se um vértice negativo, que tem grau 2, de
cada um desses r ciclos, obteremos um grafo 2—negativo G'(V —r, E — 2r,0) tal que todos

os ciclos tem pelo menos quatro arestas.

Pelo Lema 4.5.8, Sabemos que o grafo G’ é realizavel por uma aplicacao de Gauss
sem cuspides N7 : My — S? com g(M,) =1-V + E —r.

Aplicando r cirurgias S° entre a superficie M; e o toro associado ao grafo G(2,2,0),
ilustrado na Figura 3.32(e), obteremos uma nova imersao f, : My — R? associada a uma
aplicacio de Gauss sem ctispides Ny : My — S?, com g(My) = 1 —V + E, cujo grafo dual
é Gy, = G(V +r, E+2r,0), como ilustrado na Figura 4.12(c).

A fim de obtermos, entao, uma imersdo f : M — R3 com g(M) = 1-V+E = 3,(G),
associada & aplicacdo de Gauss sem ctspides N : M — S?, cujo grafo dual é G, podemos
remover as r regides hiperbélicas introduzidas pelas cirurgias S° com transi¢oes B, "™, que
une duas curvas parabdlicas, e por fim fazemos transicoes —L™*, que remove as regioes

hiperbdlicas e as curvas parabdlicas com duas ctspides em cada.
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Figura 4.12 — Exemplos de grafos de aplicagoes de Gauss sem cuispides.
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Fonte: Adaptada de (21), p. 256.

Teorema 4.5.10 ((21), p. 258.). Um grafo G(V, E,0) é grafo dual de uma aplicagao de

Gauss sem cuspides se, e somente se, G for um grafo 2 — negativo.

Demonstracao. Pelo Teorema 4.5.6, temos que se G é grafo dual de uma aplicacao de
Gauss sem cuspides, entao é 2—negativo.
Reciprocamente, o Teorema 4.5.9 nos garante que todo grafo 2— negativo é grafo

dual de alguma aplicacdo de Gauss sem cuspides.
O
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5 TEOREMA DE QUINE PARA APLICACOES DE GAUSS

Neste capitulo, apresentamos uma nova demonstragdo do Teorema de Quine (24),
baseada na abordagem desenvolvida em (18). A prova proposta utiliza técnicas de
transi¢oes de codimensao 1, permitindo uma interpretacdo geométrica mais direta do
resultado e destacando o papel dessas transi¢coes na estrutura das aplicagoes de Gauss

estaveis de superficies fechadas e orientadas imersas no R3.

5.1 TEOREMA DE QUINE

Em seu artigo de 1978 ((24)), J. R. Quine demonstra o seguinte teorema:

Teorema 5.1.1 (Teorema de Quine, (24), p. 307.). Sejam M e N 2—variedades compactas,
conexas e orientadas. Seja f : M — N wuma aplicacao diferencidvel tal que cada ponto
p € M seja um ponto reqular, um ponto de dobra ou uma cispide de f. Sejam M™ o fecho
do conjunto dos pontos requlares onde f preserva orientacao e M~ o fecho do conjunto
dos pontos em que [ inverte orienta¢do. Sejam pi,...,p, as cuspides de f e p(px) o grau

local de f na cuspide py. Entao

X(M) = 2x(M™)+ > p(pr) = deg f- x(N),

onde x € a caracteristica de Fuler e deg € o grau topologico.

Observemos que, como x(M) = x(M™') 4+ x(M~), podemos equivalentemente

X(M*) = x(M7)+ > p(pr) = deg f-x(N).

Além de ser um resultado mais geral para aplicacoes entre superficies compactas, a
demonstracao do Teorema de Quine é demasiadamente complexa para que a trouxéssemos
neste trabalho. Ao invés disso, nos basearemos no trabalho de De Jesus e Romero (2022,
(18)) para apresentar uma versao equivalente ao Teorema de Quine especificamente para

as aplicacoes de Gauss estaveis.

Entretanto, trazemos uma consequéncia do teorema que talvez tenha sido observada
através dos exemplos e das ilustragoes que trouxemos ao longo deste trabalho, mas nao

formalizamos.

Corolario 5.1.2 ((24), p. 312.). Nas hipdteses do Teorema de Quine, f tem um nimero

par de cuspides.

Demonstracao. Notemos que sendo M e N superficies compactas, conexas e orientaveis,
entao devem ser homeomorfas a uma esfera ou ao n—toro, a depender do género, retirando-
se m e n discos, onde m,n > 0 sao os respectivos nimeros de componentes de bordo de

M e N. De qualquer modo, temos que x(M) e x(M) sdo ambas pares.
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Dali, concluimos que 3 u(pg) é um niimero par. Sendo C'* o ntimero de ctspides

positivas, e C'~ o nimero de cispides negativas, temos
doulpy) = CH=C" = 0207,
onde C'= C* 4+ C~ é o nimero total de cispides. Daf

C = Z,u(pk) +2C

é a soma de pares, logo é par.

]

Reforcamos que isso nao significa que cada curva singular terd um nimero par de
cuspides, como podemos ver com a transicao D; para as aplicagoes de Gauss, mas sim
que o conjunto singular como um todo terd um nimero par de cuspides. Isso também nos
mostra o porqué as transicoes lips, beaks e swallowtail criavam sempre duas ctuspides cada

uma.

5.2 TEOREMA DE QUINE PARA APLICACOES DE GAUSS

Defini¢ao 5.2.1. Seja N : M — S? uma aplicacio de Gauss estavel. Definimos

O N) = x(My) — x(My),
onde My é o fecho do conjunto eliptico de M, e My; o fecho do conjunto hiperbélico.

Definigao 5.2.2. Seja G(V, E, W) grafo dual de uma aplicagao de Gauss estavel N : M —

S?. Denotamos

1. Oy (N) = VT — V"~ como sendo a diferenga entre o nimero de vértices positivos,

VT, e o nimero de vértices negativos, V;

2. O (N) =W* — W, como sendo a diferenga entre a soma dos pesos dos vértices

positivos, W, e a soma dos pesos dos vértices negativos, W ™;

3. 0c(N) = C*t — C~, como sendo a diferenca entre o niimero de cispides positivas,

C™, e o niimero de cuspides negativas, C~.

Lema 5.2.3 ((18), p. 4.). Seja N : M — S? uma aplicacio de Gauss sem cispides com
grau d = deg(N), entdo 0, (N) = 2deg(N).

Demonstragio. Se N : M — S? é uma aplicacao de Gauss sem cispides, entdao pelo 3.1.5
temos que deg(N) = 1 — g(M) < 1. Como M é uma superficie fechada, entdao N é

sobrejetiva.
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Denotemos por Sy = S? \ By o conjunto complementar do contorno aparente de N

em S?. Denotemos por Mg = N~1(Sy) N M* a pré-imagem de Sy por NV no conjunto M*.

Se deg(N') > 0, entao para cada componente conexa R; contida em M; ", existe uma
copia de R; em M, que denotaremos por R;. Teremos x(R;) = x(R;) e M~ =; R; .
A unido das regives M\ U; R em M forma d regides que cobrem S?, donde temos

X(MJF\UiR;L)
2

=d e x(MT\UR) =2d

No caso d = 1, temos x(M) =2, e M = §2.

Caso deg(N) < 0, para cada componente conexa R contida em M, existe
uma cépia de R em M;, que denotaremos por R;, e M+ = |J; Rj". Equivalentemente,
a unido das regioes M~ \ |UJ; R; formam —d regides em M que cobrem S%. Entdo,

X(M~\U; Ry) = —2d.

Em ambos os casos, teremos

2d = x(MT\U; R") e —2d = x(M~\U;R))
= x(M*) —x(U; B) = x(M7) = x(U; B))
= Xx(M*) = x(Ui &) = xX(M7) = x(U; Bf)
= X(M*)—x(M"7) = x(M7) —x(M™F),

donde temos x(M™) — x(M~) = 2deg(N), e o resultado segue da Defini¢ao 5.2.1.
[l

Lema 5.2.4 ((18), p. 4.). Seja G(V, E, W) grafo dual de uma aplicagio de Gauss estdvel
N M — S A diferenga 6,(N) = x(M*) — x(M~), onde M+ é a unido das regides

elipticas de N' e M~ a unido das hiperbélicas, serd dada por
0 (N) = 2(6v(N) — 0w (N)).

Demonstragio. A caracteristica de Euler de M;" é dada por x(M;*) = 2 — 2w — EF, onde
wi e EF denotam, respectivamente, o género e o niimero de componentes de bordo de

cada superficie M. Entao
Y(ME) = Y x(MF) = 2vE —2W* - E.

Dai,
O (N) = X(MT) =x(M7) = 2(6v(N) — bw(N)).
]

Teorema 5.2.5 ((18), p. 4.). Seja G(V, E, W) grafo dual de uma aplicagio de Gauss sem
ctispides N': M — S?. Entao N tem grau deg(N) = 0y (N) — Oy (N)
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Demonstragdo. Usando os Lemas 5.2.3 e 5.2.4, temos 2deg(N) = 0, (N) = 2(6y(N) —
Ow (N)), donde teremos deg(N') = Oy (N) — Oy (N).

Figura 5.1 — Incremento das transigoes lips e beaks.

Invar

Trams Ly Ly By Bt Byt BT B Buy By BT
AE 1 1 -1 1 -1 1 -1 1 —1 1
ACT 2 0 0 2 2 0 2 0 0 2
AC™ 0 2 2 0 0 2 0 2 2 0
AV 0 1 0 0 -1 1 0 0 0 0
AV~ 1 0 -1 1 0 0 0 0 0 0
AWt 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 0
AW~ 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1

Fonte: Retirada de (18), p. 7.

Lema 5.2.6 ((18), p. 8.). Se N1,Ny : M — S? sdo duas aplicagoes de Gauss estdveis,
entdo a variacdo do numero de cispides, do numero de curvas parabolicas, do niumero de

regioes elipticas e hiperbolicas, e do género total das regides, ao longo de um caminho entre

N1 e Ny € dado por

AC*H = 2(|BFF| + By 4 | B + | By ™|+ [L*);
AE = (LT + L7+ |BFH + |BH [+ By~ | + 1By )
—(IB; [+ By |+ BT+ B
AVE = |LF|+|BHF| = |B,=;

AW* = [BS*| - |B, 7.

Lema 5.2.7 ((18), p. 8.). Se N1,No : M — S? sdo duas aplicagoes de Gauss estdveis,

entdo a variacao de 0c, Oy e Oy € dada por

Abe = 2L+ B[+ BT+ BT+ (B, )
=2(IL7 [+ B[+ B[+ By [+ 1By ])
Aby = (IL7[+ B[+ B ) = (L7 + BT + B, ));

Aby = (IBy [+ [By ) = (I1By |+ By )
Af, = 2(A0y — Aby) = —Abc
Demonstracio. Recordemos que Afc = ACT — AC~, Aby = AVT — AV~ e Aby =
AWT — AW~. A prova sai diretamente dos Lemas 5.2.4 e 5.2.6.
]
Teorema 5.2.8 ((18), p. 8.). Sejam N, Ny : M — S? duas aplicacoes de Gauss estdveis.
Se N1 € uma aplicagio sem cispides, entdo

Oy (N) +0c(N) = 0,(N).
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Demonstragio. Se Ny é uma aplicagao de Gauss sem cuspides, entao teremos 6o(N7) =0
e 0c(N) = Abc(N). O resultado se segue da igualdade 6, (N) = 0, (N;) + A0, (N) e do
Lema 5.2.7.

O

Teorema 5.2.9 ((18), p. 8.). Seja N : M — S* uma aplicagio de Gauss estdvel. Se N
tem grau d = deg(N'), entao

0,(N) +0c(N) = 2d.

Demonstracio. Se N : M — S? é uma aplicacio de Gauss sem cuspides, o Lema 5.2.3

nos dé que 0, (N7) = 2deg(N,), e usando o Teorema 5.2.8, teremos
O (N) + 0c(N) = 6,(N1) = 2deg(M).

Como N e N sdo ambas aplicagoes de Gauss da superficie M, temos deg(N;) =
deg(N). Dai
O,(N)+0c(N) = 2d

e o resultado se segue.

]

Recordemos que na Definicao 5.2.1, definimos HX(N ) = x(M*) — x(M~), como
X(M™) = x(M) — x(M~), temos

OxN) = x(M) —2x(M™).

Na Defini¢ao 5.2.2, definimos 0o (N) = C*T — C~. Sejam py,...,px as k ctspides de N, e

definindo p(p;) como sendo o sinal da ctspide, temos

k

Oc(N) = D pu(pi).

=1

Como toda aplicacao de Gauss N : M — N toma a sua imagem na esfera S?, temos

sempre X(N) = 2. Ou seja, podemos reescrever o enunciado do Teorema 5.2.9 como sendo:

Teorema de Quine para Aplicacdes de Gauss Estaveis. Seja N : M — S? uma
aplicagao de Gauss estdvel. Seja M~ o fecho em M da regido hiperbdlica de N'. Sejam
P1s -, Dk as cuspides de N e u(p;) o sinal da cispide p;. Entio

X(M) = 2x(M7) 4+ > pu(p:) = deg(N)x(S?).

Que é exatamente o enunciado do Teorema de Quine adaptado para as aplicacoes
de Gauss. Isto é, o Teorema 5.2.9 ¢ justamente a versao do Teorema de Quine para as

aplicagoes de Gauss estaveis.
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Teorema 5.2.10 ((18), p. 8.). Seja G(V, E, W) grafo dual de uma aplicacio de Gauss
estavel N : M — S?. Se N tem grau d, entdo

2(0y — Ow) = 2d — fc.

Demonstragio. Se G(V, E,W) é grafo dual de uma aplicacao de Gauss estavel, pelo
Teorema 5.2.9 temos 6,(N) = 2d — 0c(N), enquanto que pelo Teorema 5.2.5 temos
0, (N) =2(0y(N) — O (N)). O resultado se segue das duas igualdades.

]

Corolario 5.2.11 ((18), p. 9.). Se G(2,1,0) é grafo dual de uma aplicagdo de Gauss
estavel N : M — S? com grau d, entdo

Wy = 0o — 2d.

Definicao 5.2.12 ((18), p. 9.). Diremos que o contorno aparente de uma aplicacao de
Gauss estavel N : M — S? ¢ irredutivel quando Y tiver apenas uma tinica componente

conexa.

Teorema 5.2.13 ((18), p. 9.). Seja N : M — S* uma aplicagio de Gauss estdvel com

grau, d. Se N' tem contorno irredutivel, entdo
—2(g(M) —d) < 0o < 2(g(M) +d).

Demonstracio. Se N tem contorno irredutivel, entdao £ = 1. Aplicando o Teorema 4.4.3,
obtemos g(M) = W+ +W~. Notemos que Oy = W —W~ = g(M)—2W~. Do Corolério
5.2.11, temos 2g(M) = 4W~ + 0c — 2d.

Para d > 0, como W~ > 0, entao 2¢g(M) > 0c — 2d, e consequentemente
0o > 2(g(M) +d). (5.1)

Por outro lado, se d < 0, como g(M) —W* =W~ temos 2g(M) = 4W* —0c + 2d.
Como W > 0, teremos 2g(M) > —(0c — 2d), e consequentemente

—2(g(M) —d) < 0. (5.2)

O resultado segue das Equacoes 5.1 e 5.2.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho estudamos e classificamos as singularidades das aplicacoes de Gauss.
Estudamos o caso particular das aplicagoes sem cuspides, estabelecendo condigoes que nos
garantem que um conjunto de curvas numa superficie possa ser o conjunto parabdlico de

um aplicagado de Gauss sem cuspides.

Vimos como podemos associar um grafo bipartido com peso a cada aplicagao de
Gauss estavel, e garantimos que cada grafo bipartido com peso possa ser associado a
uma aplicacdo de Gauss estavel, embora nao possamos garantir uma relacdo um para
um entre as classes de aplicagoes e os grafos. Vimos como podemos usar os grafos duais
para obtermos informagoes acerca da topologia da superficie e da aplicacao, e usamos essa

ferramenta para o estudo das aplicagdes sem cuspides.

Por fim, estudamos uma demonstragao do teorema de Quine no caso particular
das aplicagoes de Gauss estaveis, fazendo uma conexao mais direta com a geometria e a

topologia da superficie e dando mais notoriedade para o uso das transicoes.

Algumas perguntas que podem surgir a partir deste estudo:

1. Quais sao as informacgoes que devemos colocar sobre os grafos bipartidos

com peso para estabelecer essa relacao de forma tnica?

Podemos iniciar esse estudo adicionando a informagao sobre o niimero de ctuspides
positivas e negativas, e o nimero de pontos duplos da aplicagao de Gauss no grafo
dual.

2. Quais sao as condigoes para que esses grafos sejam realizados por uma

aplicacao de Gauss estavel?

Vimos, por exemplo, que um grafo s6 pode ser grafo dual de uma aplicacao sem
cuspides se for 2—negativo, logo um grafo com dois vértices e uma aresta, e com

zero cuspide jamais poderia ser realizado por uma aplicacao de Gauss estavel.

3. E possivel associar um grafo ao contorno aparente a fim de estuda-lo?

Poderiamos investigar se é possivel sintetizar informagoes sobre o contorno aparente
com um grafo. Embora neste caso tenhamos o desafio de que as “arestas” do contorno
aparente podem se interseccionar. Também poderiamos estudar como o contorno

aparente se comporta quando fazemos as cirurgias.
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