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RESUMO

As teorias de calibre sao fundamentais para a construcio e a compreensao do
modelo padrao de fisica de particulas e das interagoes fundamentais por ele descritas. No
entanto, a introdugao explicita de termos de massa em modelos como Yang—Mills viola
a invariancia de calibre e conduz a sistemas descritos por vinculos de segunda classe no
formalismo de Dirac, comprometendo aspectos como a unitariedade e a renormalizabilidade
perturbativa do modelo. O objetivo deste trabalho é estender o formalismo de Gauge
Unfizing aprimorado (GUA) para modelos nao-abelianos de segunda classe. O formalismo
desenvolvido é aplicado explicitamente ao modelo de Yang—Mills massivo SU(N) e ao
modelo de Skyrme SU(2). Mostra-se que, por meio de uma escolha criteriosa dos geradores
de simetria, as varidveis originais do espaco de fase podem ser mapeadas em quantidades
invariantes de calibre. Os resultados estabelecem uma correspondéncia direta entre o GUA,
o formalismo de Stiickelberg generalizado e o formalismo de Dirac, indicando que a técnica
fornece uma ferramenta robusta para recuperar a simetria de calibre em regimes nos
quais particulas mediadoras de interacao adquirem massa, preservando a consisténcia al-

gébrica, a interpretacao fisica do sistema e o nimero de graus de liberdade fisicos do modelo.

Palavras-chave: Invariancia de calibre. Gauge Unfizing aprimorado. Teorias nao-

abelianas massivas. Yang—Mills massivo. Modelo de Skyrme. Formalismo de Stiickelberg.



ABSTRACT

Gauge theories are fundamental to the construction and understanding of the
Standard Model of particle physics and of the fundamental interactions it describes.
However, the explicit introduction of mass terms in models such as Yang—Mills violates
gauge invariance and leads to systems described by second-class constraints within the
Dirac formalism, thereby compromising critical aspects such as unitarity and perturbative
renormalizability. The objective of this work is to extend the improved Gauge Unfizing
formalism (IGU) to non-Abelian second-class models. The framework developed here is
applied explicitly to the SU(N) massive Yang-Mills model and to the SU(2) Skyrme model.
It is shown that, through a judicious choice of symmetry generators, the original phase-
space variables can be mapped into gauge-invariant quantities. The results establish a
direct correspondence between the IGU method, the generalized Stiickelberg formalism, and
the Dirac formalism, showing that the technique provides a robust tool for restoring gauge
symmetry in regimes where interaction-mediating particles acquire mass. Furthermore, the
method preserves the algebraic consistency and the physical interpretation of the system

while leaving the number of physical degrees of freedom unchanged.

Keywords: Gauge invariance, improved Gauge Unfizing, massive non-Abelian theories,

massive Yang—Mills, Skyrme model, Stiickelberg formalism.
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1 INTRODUCAO

Sistemas dinamicos com vinculos desempenham um papel central na fisica tedrica
e podem ser classificados em duas categorias fundamentais: vinculos de primeira e de
segunda classe. Um vinculo é de primeira classe quando seus parénteses de Poisson com
todos os vinculos da teoria se anulam fracamente, isto é, sobre a superficie de vinculos. Ja
um vinculo ¢ de segunda classe quando pertence a um subconjunto cuja matriz de Dirac,
formada pelos parénteses de Poisson entre os vinculos desse subconjunto, é nao singular;
portanto, nao é necessario exigir que seu paréntese de Poisson seja nao nulo com todos
os demais vinculos, mas sim que o bloco relevante da matriz de vinculos admita inversa.
Essa distingao é crucial, pois os vinculos de primeira classe estao associados a invariancia
de calibre e atuam como geradores das transformacoes de calibre [1-5]. Nesse contexto,
a simetria de calibre deixa de ser apenas uma redundancia matematica da descricao dos
campos e passa a desempenhar papel central na identificacdo dos observaveis fisicos e na

separacao entre estados fisicos e estados espirios.

As simetrias de calibre ocupam lugar central na construgao das teorias modernas
das interacoes fundamentais e da gravitacao. Elas permitem identificar correntes e cargas
conservadas, controlar graus de liberdade supérfluos e garantir a unitariedade dos elementos
da matriz S. Além disso, as identidades de Ward, associadas & simetria de calibre, sao
essenciais para o controle da renormalizacdo e para a analise de anomalias [6,7]. A
formulagao em termos de calibre também fornece uma interpretacdo geométrica natural
das teorias de campos, na qual conexdes, curvaturas e estruturas de fibra organizam de

maneira algébrica e topoldgica a dinamica dos campos.

Por consequéncia, descrever uma teoria fundamental como teoria de calibre nao ape-
nas lhe fornece uma estrutura formal mais sélida, mas também favorece uma interpretacao
fisica mais clara. Um exemplo importante de sistema dinamico com vinculos de segunda
classe ¢ a teoria de Yang—Mills com termo de massa explicito do tipo mQAZAZ. Inserido
diretamente, esse termo viola a invariancia de calibre, aspecto central dessas teorias [3,4].
No entanto, ha razoes fisicas para estudar uma escala efetiva de massa no setor de calibre,
especialmente no regime infravermelho e nao-perturbativo da QCD. A convivéncia entre
uma massa efetiva para os glions e a invariancia de calibre constitui um desafio formal
importante: sem uma reformulacao adequada, corre-se o risco de perder o controle sobre a
unitariedade e a renormalizabilidade perturbativa. Esse problema tem sido investigado por
diferentes abordagens, incluindo modelos de Gribov—Zwanziger, equacoes de Schwinger—
Dyson, regras de soma da QCD e simulagdes de rede [6,8]. Torna-se, portanto, natural
investigar reformulagoes do termo de massa capazes de restaurar a simetria de calibre

original.

Em baixas energias, as técnicas perturbativas usuais da Cromodinamica Quantica
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(QCD) tornam-se inadequadas em virtude do forte acoplamento. Nesse regime, os graus
de liberdade efetivos da QCD manifestam-se como hadrons e outros estados exdticos de
compdsitos. Assim, a investigacao das propriedades hadronicas exige frequentemente o
recurso a modelos efetivos. Uma abordagem particular para descrever barions e suas
interacoes com o meio é oferecida pelo modelo de Skyrme, um modelo mesénico nao-linear
que incorpora configuracoes solitonicas topologicamente nao triviais, interpretadas como
bérions. O termo de Skyrme [3,4] é um termo estabilizador de quarta ordem em derivadas
acrescentado ao modelo sigma nao-linear; apds a introducao de coordenadas coletivas e a
parametrizacao em SU(2), a condigdo de normalizagdo do grupo gera vinculos de segunda
classe. A relevancia de tratar tais vinculos adequadamente reflete-se na consisténcia da

descrigao efetiva da fisica nuclear de baixas energias.

A liberdade de calibre pode simplificar dlgebras, desde que se escolha uma fixacao
de calibre adequada para cada cenario. A ideia central consiste em reescrever um sistema
de segunda classe como um sistema equivalente de primeira classe, de modo que a teoria
resultante exiba uma simetria de calibre. Diversos métodos no formalismo hamiltoniano
foram desenvolvidos para esse proposito, incluindo o método de Batalin—Fradkin—Tyutin
(BFT) [2] e o formalismo de Gauge Unfizing (GU) [9,10]. A escolha pelo GU, em detrimento
do BFT, justifica-se pela economia representacional: ao evitar o alargamento do espaco
de fase com campos auxiliares, o método preserva a transparéncia da estrutura fisica
original. Trabalhos desenvolvidos no contexto da UFJF e de grupos associados também
exploram métodos simpléticos, gauge unfixing e conversao de vinculos, fornecendo base

técnica importante para a formulagao adotada nesta tese [3,4,11-13].

A motivacao primaria do GU e de suas versdes aprimoradas é utilizar um dos
vinculos de segunda classe como gerador de simetria, enquanto o outro vinculo ¢ descartado
de maneira controlada. As quantidades invariantes resultantes sdo expressas como séries
de poténcias do vinculo descartado, cujos coeficientes sao determinados por transformacoes
sucessivas da variavel original sob a acao do novo gerador. No dominio da teoria quantica
de campos, esse formalismo tem sido aplicado com sucesso em modelos abelianos, como
Chern—Simons [13], Proca [14] e Carroll-Field—Jackiw massivo [3,4].

No Capitulo II, discutimos a importancia dos sistemas vinculados, a necessidade do
algoritmo de Dirac—Bergmann, a contagem de graus de liberdade e exemplos classicos de
sistemas com vinculos. Ao final do capitulo, apresentamos a conexao entre o formalismo de
Dirac e o formalismo de Gauge Unfizing, enfatizando a equivaléncia entre os colchetes de

Poisson das variaveis invariantes de calibre e os colchetes de Dirac das variaveis originais.

No Capitulo III, revisamos o formalismo de Gauge Unfixing usual e o método
aprimorado, com aplicacao ao modelo Carroll-Field-Jackiw massivo abeliano. Essa etapa
fixa a notacao e mostra como as variaveis invariantes de calibre sdo construidas diretamente

no espaco de fase original.
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No Capitulo IV, apresentamos o formalismo de Stiickelberg, destacando sua funcao
na restauracao de simetria de calibre em teorias massivas e sua relagao com formulagoes

equivalentes de primeira classe [15,16].

No Capitulo V, desenvolvemos a extensao do Gauge Unfizing aprimorado para
casos nao-abelianos. Consideramos um par de vinculos 77 e T3 valorados em uma algebra
de Lie e construimos, ordem a ordem, o operador de projecao que leva funcionais do espago

de fase a quantidades invariantes de calibre.

No Capitulo VI, analisamos o modelo de Yang-Mills massivo SU(N), incluindo
sua estrutura canodnica, seus vinculos de segunda classe e a matriz de Dirac associada. No
Capitulo VII, aplicamos o formalismo desenvolvido a construcao invariante de calibre do

modelo de Yang-Mills, discutindo os dois casos possiveis de escolha do vinculo gerador.

No Capitulo VIII, aplicamos o mesmo procedimento ao modelo de Skyrme SU(2),
entendido como uma teoria efetiva nao-abeliana com vinculos de segunda classe no regime
de baixas energias da QCD. Por fim, no Capitulo IX, condensamos as conclusoes gerais do
trabalho e apontamos possiveis extensdes do método para outras teorias nao-abelianas e

regimes nao-perturbativos.

O principal resultado original desta tese consiste na extensao sistematica do forma-
lismo de Gauge Unfizing aprimorado (GUA) para teorias ndo-abelianas de segunda classe.
Diferentemente dos casos abelianos estudados na literatura, mostramos que, em teorias
de Yang-Mills massivas e também para o modelo de Skyrme, as variaveis invariantes
de calibre ndo truncam em ordem finita, exigindo uma construgdo em série completa.
Aplicamos esse formalismo de maneira explicita aos modelos de Yang—Mills massivo SU(N)
e Skyrme SU(2), estabelecendo sua equivaléncia com uma formulacdo do tipo Stiickelberg

nao polinomial no espago de fase, sem a introdugao de variaveis auxiliares [3,4].
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2 A necessidade de uma nova mecanica hamiltoniana.

A descricao da dindmica de um sistema fisico normalmente se inicia com a sua
formulagdo Lagrangiana, que se baseia em equagoes de movimento de segunda ordem.
Para a maioria dos sistemas na mecanica classica, o principio da minima agao resulta nas
Equacgoes de Euler-Lagrange, que podem ser resolvidas para as aceleragdes em termos das
coordenadas e velocidades [17]. Essa transi¢do para o formalismo Hamiltoniano é crucial
para a quantizagao canonica e depende da transformada de Legendre, um procedimento
que substitui as velocidades generalizadas pelos momentos candnicos. Contudo, essa
abordagem padrao é insuficiente para uma classe importante de sistemas fisicos, cuja

descrigao se dé através de Lagrangianas que sao singulares [1,2,17].

Consideramos uma Lagrangiana singular quando a matriz Hessiana, definida por
W,s = 0*L/(0¢,0qs), possui um determinante nulo (det|W| = 0). A singularidade
desta matriz impede que as relagdes que definem os momentos canénicos, ps = 0L/,
sejam invertidas para expressar as velocidades generalizadas ¢s em termos das posigoes
e momentos canbnicos. Isso, por sua vez, resulta na impossibilidade de se construir um
Hamiltoniano no sentido convencional e, mais fundamentalmente, significa que as equagoes
de Euler-Lagrange nao determinam as aceleragoes de forma tnica [1,17]. A falha na
inversao da transformada de Legendre leva a imposicao de restrigoes entre as varidveis de

fase (coordenadas e momentos), conhecidas como vinculos [1,2,17].

Com o objetivo de sanar essa inconsisténcia matemaéatica, Paul Dirac desenvolveu
uma técnica sistematica para tornar a Lagrangiana nao singular e, assim, obter equacoes
de movimento consistentes para esses sistemas [17]. O formalismo de Dirac é amplamente
reconhecido como a abordagem mais eficaz para lidar com sistemas vinculados, apesar do
desenvolvimento de métodos alternativos, como o formalismo de Faddeev-Jackiw [2]. A
relevancia desse formalismo nao é meramente uma conveniéncia matematica; ela é uma
necessidade para o tratamento de sistemas fundamentais na fisica, incluindo teorias de
calibre como a eletrodindmica (Teoria de Maxwell) e a mecanica quantica relativistica,

onde os graus de liberdade parecem exceder os graus de liberdade dindmicos genuinos [18].

A necessidade do formalismo de Dirac é mais do que uma mera correcao de uma
falha algébrica. A incapacidade do formalismo de Lagrange de determinar unicamente
as aceleragdes é um sintoma de um problema mais profundo: a existéncia de graus de
liberdade redundantes ou nao fisicos. O formalismo de Dirac fornece uma nova fundacao
que nao apenas corrige a falha na transicao Lagrangiana-Hamiltoniana, mas também
oferece uma estrutura para entender e gerenciar essas redundancias. O formalismo separa
os graus de liberdade genuinos dos esptrios, que sao a manifestagao classica de simetrias
de calibre [2,18]. Portanto, o formalismo de Dirac nao é uma simples corregao, mas um

arcaboucgo que revela a estrutura subjacente, como vinculos e simetrias de calibre, que nao
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poderiam ser tratadas de forma canénica tradicional [18].

2.1 O Algoritmo de Dirac-Bergmann e a Classificacdo de Vinculos

O algoritmo de Dirac-Bergmann é um procedimento que visa lidar com a transfor-
mada de Legendre singular e as restri¢oes resultantes. A andlise comeca com a defini¢cao do
momento canoénico ps = 0L/0qs. Para Lagrangianas singulares, esta relagao leva a equa-
¢oes que dependem apenas das coordenadas e momentos, sem a presenca de velocidades
generalizadas. Essas relagoes definem um conjunto de vinculos primarios, ¢;(q,p) =~ 0.
A notacao ~ (igualdade fraca) é utilizada para indicar que o vinculo é vélido apenas na

subvariedade do espago de fase definida por ele, ndo em todo o espago de fase [1].

O passo seguinte é garantir a consisténcia temporal dos vinculos primarios. A sua
evolugdo temporal deve ser fracamente nula, i.e., ¢; = {¢;, Hp} ~ 0, onde {, } denota o
colchete de Poisson e Hp ¢ o Hamiltoniano primario, definido como Hp = Ho + 3 u;9;.

A verificacao dessa condicao de consisténcia pode levar a trés resultados:

1. Uma equagao que é uma identidade, indicando que o vinculo é preservado no tempo.

2. Uma equacao que determina um ou mais multiplicadores de Lagrange arbitrarios,

3. Uma nova relacao entre as coordenadas e momentos, independente dos multiplicado-

res.

As relagoes do terceiro tipo sao chamadas de vinculos secundarios. O algoritmo
exige que se continue a verificar a consisténcia temporal de todos os vinculos (primarios e
secundérios) até que nao sejam gerados novos vinculos. O conjunto completo de vinculos

primarios e secundarios é o ponto de partida para a classificacao final.

A classificacdo mais fundamental dos vinculos é baseada em seus colchetes de
Poisson entre si. Esta distingao ¢ a chave para a compreensao dos graus de liberdade e

das simetrias do sistema.

e Vinculos de primeira classe: um vinculo ®; é de primeira classe quando seu
colchete de Poisson com todos os vinculos da teoria se anula fracamente. De modo
geral, pode-se escrever {®;, ®;} ~ C;,; 5Py [2]. Os multiplicadores de Lagrange
associados a vinculos de primeira classe permanecem indeterminados, refletindo a

liberdade de calibre do sistema.

e Vinculos de segunda classe: um conjunto de vinculos O, ¢é de segunda classe
quando a matriz Cns = {0,, O3} é nao singular na superficie de vinculos. Assim,

a caracterizacao correta nao exige que cada vinculo tenha colchete nao nulo com
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todos os demais, mas que o bloco relevante da matriz de Dirac seja inversivel. Os
multiplicadores associados a esses vinculos sao determinados pelas condigoes de

consisténcia temporal [1,2,19].

Esta dicotomia é o aspecto mais profundo do formalismo de Dirac. Os vinculos de
primeira classe sdo os geradores das transformagoes de calibre (simetrias) do sistema. A
dindmica gerada por esses vinculos nao altera o estado fisico do sistema, apenas move o
ponto no espago de fase ao longo de uma orbita de calibre fisicamente indistinguivel. Em
contraste, os vinculos de segunda classe nao geram transformacoes de calibre e impoem
restricoes algébricas estritas entre as variaveis de fase. O algoritmo de Dirac separa
efetivamente os graus de liberdade genuinos (aqueles que descrevem a dindmica fisica) dos

redundantes ou nao fisicos (aqueles que estdao associados as simetrias de calibre) [1,2].

Tabela 1 — Classificacao dos vinculos e suas implicacoes fisicas

Tipo de Definicao Algébrica Implicacao Fisica

Vinculo

Primario Obtido diretamente da Relagoes iniciais entre variaveis de
transformada de Legendre fase, nao dependentes da evolugao
singular, ¢;(q,p) ~ 0. temporal.

Secundario Gerado a partir da condicao | Vinculos derivados que garantem a

de consisténcia temporal de | preservagao temporal das restri¢oes
um vinculo primario, ¢; ~ 0. | primadrias.

Primeira {®;,P,} =~ 0. Geradores de transformagoes de
classe calibre, associados a graus de
liberdade nao fisicos.

Segunda A matriz C,p = {O,,03} ¢ | Restrigdes algébricas que reduzem o
classe nao singular. espago de fase, associadas a graus de
liberdade fisicos.

2.2 O Hamiltoniano Total e a Dinamica do Sistema

A partir da transformada de Legendre, o primeiro passo é definir o Hamiltoniano
Canonico, He = Y, p;¢; — L. No entanto, para sistemas singulares, a evolucao temporal
das variaveis de fase nao é descrita unicamente por H¢. Dirac propos a introdugao de
multiplicadores de Lagrange arbitrarios para construir um Hamiltoniano Primario,
Hp = Ho + X2 u;¢;, onde ¢; sdo os vinculos primérios [1]. Este Hamiltoniano primario
¢ a base para o algoritmo de consisténcia que leva a descoberta de todos os vinculos

secundarios.

A dindmica completa do sistema é, entao, governada pelo Hamiltoniano Total
(ou Estendido), que inclui todos os vinculos (primdrios e secundarios) com seus respectivos

multiplicadores. A forma geral do Hamiltoniano Total ¢ Hyr = Hge + >, u;®;, onde
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®, representa o conjunto completo de vinculos, cada um multiplicado pelo respectivo
multiplicador de Lagrange. A evolugao temporal de uma fungao arbitraria g(q,p) no

espaco de fase é dada pelas equagoes de movimento de Hamilton modificadas: ¢ ~
{97 HT} [27 175 18]

O Hamiltoniano Total ndo é meramente a soma do Hamiltoniano Candnico com
os vinculos; ele é a ferramenta que codifica a dinAmica completa do sistema na presenca
das restri¢des. A arbitrariedade dos multiplicadores de Lagrange u; para os vinculos de
primeira classe é a manifestacao da liberdade de calibre do sistema. Essa arbitrariedade
reflete o fato de que a dindmica fisica é invariante sob certas transformagoes, e a escolha
do caminho no espaco de fase ao longo das “Orbitas de calibre” nao afeta o resultado
fisico. Para os vinculos de segunda classe, as condigoes de consisténcia temporal podem
fixar o valor de seus multiplicadores, garantindo que as restri¢oes sejam estritamente

preservadas [17,18].

2.3 A Algebra de Dirac: Colchetes de Poisson vs. Colchetes de Dirac

O colchete de Poisson, {f,g} = X, (gi_ gi — %%), é a estrutura fundamental
da mecéanica hamiltoniana para descrever a evolucao temporal de fungoes no espago de
fase [2,17,19]. Entretanto, em sistemas com vinculos de segunda classe sua aplicacao
direta nao preserva automaticamente a superficie fisica de vinculos. Para um conjunto
de vinculos ©,, a matriz Chg = {O,, Oz} é inversivel; por isso, esses vinculos devem ser
incorporados a propria estrutura simplética antes que as equagoes de movimento reduzidas

sejam escritas.

Para sanar essa inconsisténcia, Dirac desenvolveu uma generalizacao do colchete
de Poisson, o colchete de Dirac, {f, g} pirac [2,17,18]. O colchete de Dirac é definido de
modo que a evolugao temporal fique projetada sobre a superficie de vinculos, garantindo
que o colchete de qualquer fun¢do com um vinculo de segunda classe seja zero [1,17]. A
definicao é:

{f7 g}Dirac = {f7 g} - {fv (I)a}<c_1>ab{q)b7 g} (21)

onde ¢, e ¢, representam o conjunto de vinculos de segunda classe, e Cy, = {P,, Py} é a
matriz de colchetes de Poisson entre eles [2,17,19]. Dirac provou que a matriz C' é sempre
invertivel para um conjunto de vinculos de segunda classe [1]. A principal propriedade do
colchete de Dirac é que, por construgao, ele anula os vinculos de segunda classe, ou seja,
{f, ®a}Dirac = 0 para qualquer fun¢do f no espago de fase. Isso permite que os vinculos
de segunda classe sejam tratados como zero fortemente no nivel classico, resolvendo a
inconsisténcia da quantizagao [2,17,19]. As equacdes de movimento podem entéo ser
escritas de forma compacta como ¢ = {g, Hc } pirac, usando o Hamiltoniano Canonico, mas

com a nova algebra de colchetes.
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O colchete de Dirac é mais do que uma simples generalizacao algébrica: ele
representa a estrutura simplética induzida no espaco de fase reduzido. Uma vez construido,
os vinculos de segunda classe podem ser impostos fortemente, e as equagdes de movimento
classicas passam a ser escritas diretamente como ¢ = {g, Hc}p, com a dindmica ja

projetada sobre a superficie fisica de vinculos.

Tabela 2 — Comparagao entre os colchetes de Poisson e de Dirac

Propriedade Colchete de Poisson {f,g} | Colchete de Dirac {f, ¢} pirac
. ~ of o of @ -

Deﬁnlgao {f’g} = Zz (aqfl a;i - 67}{;37;) {f’g} - {f7 (Da}(c 1)ab{(1)bag}

Bilinearidade Sim Sim

Identidade de Sim Sim

Jacobi

Comportamento | Pode ser nulo ou nao, Zero por construcgao, quando

com vinculos de | dependendo das fungoes aplicado no contexto dos

12 classe consideradas. vinculos de segunda classe.

Comportamento | Em geral, nao é nulo. Nulo por construgao:

com vinculos de {f, ®u}Dirac = 0.

22 classe

Uso em Falha para sistemas com Permite a quantizacao

Quantizacao vinculos de segunda classe. consistente de sistemas com
vinculos de segunda classe.

2.4 A Contagem de Graus de Liberdade Fisicos

Um dos resultados mais poderosos do formalismo de Dirac ¢é a capacidade de contar
os graus de liberdade dindmicos genuinos de um sistema. O nimero de graus de liberdade
fisicos, n, pode ser determinado a partir da dimensao do espago de fase inicial e do nimero
de vinculos de primeira e segunda classe. A férmula de Dirac para a dimensao do espago
de fase reduzido é [2]:

n=2N —2j; — js (2.2)

onde 2N ¢ a dimensao do espaco de fase inicial (com N coordenadas e N momentos),

71 é o nimero de vinculos de primeira classe, e j, é o nimero de vinculos de segunda
classe [2,19].

A interpretacao desta formula esta diretamente ligada a classificacdo dos vinculos:

« Vinculos de Segunda Classe (j2): Cada vinculo de segunda classe impoe uma
restricao algébrica direta no espaco de fase, reduzindo sua dimensao em uma unidade.
[sso significa que, para cada vinculo ®, ~ 0, uma varidvel (coordenada ou momento)

pode ser eliminada, removendo um grau de liberdade [2,19].
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« Vinculos de Primeira Classe (j;): Cada vinculo de primeira classe remove dois
graus de liberdade [2,19]. Um corresponde a restri¢gao no espago de fase imposta
pelo vinculo. O outro corresponde a liberdade de calibre gerada por ele. Um vinculo
de primeira classe ®; gera uma transformacao que move o sistema ao longo de uma
orbita de calibre, mas essa direcao nao é fisicamente significativa. Portanto, um
grau de liberdade dindmico (a coordenada de calibre) e sua varidvel conjugada (o
momento) sao ambos eliminados [2,19]. A contagem de Dirac é uma ferramenta
crucial para validar a estrutura de uma teoria, garantindo que a analise hamiltoniana
produza o nimero correto de graus de liberdade fisicos. A contagem no formalismo
hamiltoniano pode ser conectada ao formalismo lagrangiano, em que o ntmero
de graus de liberdade fisicos é metade da dimensao do espaco de fase reduzido,
n, =n/2 [2,19].

2.5 Aplicacoes na Fisica Teérica: Exemplos de Sistemas Vinculados

O formalismo de Dirac é extremamente eficiente na analise de uma variedade de
sistemas fisicos fundamentais. A seguir, o método é aplicado a trés exemplos candnicos,

demonstrando o formalismo na pratica.

2.5.1 Particula Relativistica Livre

O formalismo de Dirac é necessario para tratar a dinamica de uma particula
relativistica livre de maneira covariante. A Lagrangiana para tal particula é singular. A

analise candnica revela a presenca de vinculos.

o Analise de Vinculos: O procedimento de Dirac-Bergmann para a Lagrangiana da

particula relativistica revela dois vinculos:

1. Um vinculo priméario, ¢; = py &~ 0, que surge da definicio do momento

conjugado ao tempo.

2. Um vinculo secunddrio, ¢o = pp, +m? ~ 0 , onde p* é o quadrimomento.

o Classificagao: A analise dos colchetes de Poisson mostra que esses vinculos formam

um conjunto de primeira classe, pois {¢1, ¢2} = 0.

o Implicagao Fisica: A existéncia de vinculos de primeira classe indica que o sistema
possui uma simetria de calibre. Neste caso, a simetria de calibre esta associada a
liberdade de reparametrizacao temporal da trajetoria da particula. Essa liberdade
de escolha da coordenada de tempo é fundamental para o tratamento canonico de
sistemas relativisticos [17]. A contagem de graus de liberdade, por sua vez, confirma
que o sistema possui apenas 6 graus de liberdade fisicos (3 posigdes, 3 momentos), o

que ¢ consistente com a dindmica de uma particula livre no espaco-tempo.
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2.5.2 Teoria de Maxwell (Eletrodinamica)

A Teoria de Maxwell, que descreve o eletromagnetismo, é uma teoria de calibre

fundamental. Sua Lagrangiana é singular.

Analise de Vinculos: O momento canonico conjugado ao potencial escalar A
é nulo, levando a um vinculo primério 7° ~ 0. A condicao de consisténcia deste

vinculo no tempo gera um vinculo secundario, 9;7* =~ 0, que é a Lei de Gauss.

Classificacdao: Ambos os vinculos, ¢, = 7 ~ 0 e ¢y = 9;7* ~ 0, sdo de primeira

classe, pois seus colchetes de Poisson se anulam.

Implicacao Fisica: A presenca de vinculos de primeira classe na eletrodindmica
estd diretamente ligada a sua simetria de calibre, que permite a liberdade de escolher
o potencial eletromagnético A, sem alterar o campo fisico. A contagem de graus de
liberdade fisicos é n = 2(4) —2(2) —0 = 4, no espaco de fase inicial, que corresponde a
2 graus de liberdade fisicos no espago de configuracao. Estes sdo as duas polarizagoes
transversais do féton [17]. A andlise de Dirac confirma a natureza de calibre do

eletromagnetismo e o niimero correto de polariza¢ées do foton.

2.5.3 Teoria de Proca

A Teoria de Proca descreve um campo vetorial massivo e, ao contrario da Teoria

de Maxwell, ndo possui simetria de calibre.

Analise de Vinculos: A andlise canonica da Teoria de Proca resulta em um

conjunto de vinculos, todos de segunda classe.

Implicacao Fisica: A auséncia de simetria de calibre na Teoria de Proca esta
diretamente relacionada com o fato de que todos os seus vinculos sao de segunda
classe. O formalismo de Dirac ndo apenas identifica a auséncia de simetria de calibre,
mas também permite uma quantizagao consistente do sistema. A contagem de graus
de liberdade para a Teoria de Proca resulta em 3 graus de liberdade fisicos, que
sao as trés polarizacoes de um bdéson vetorial massivo. Esta ¢ uma das principais
diferencas fisicas entre a teoria de Maxwell (f6ton sem massa com duas polarizagoes)

e a de Proca (bdson massivo com trés polarizagoes).

2.6 Quantizacao Canodnica de Sistemas Vinculados

O principal objetivo da mecanica hamiltoniana para sistemas vinculados ¢ fornecer

um método consistente para a quantizacdo. A quantizacao de sistemas com vinculos

pode ser realizada de duas formas [17]: pela quantizagdo no espago de fase reduzido
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Tabela 3 — Exemplos classicos de sistemas vinculados

Sistema Vinculos Classificacao | Implicagcao Fisica
/ GLs fisicos
Particula Primario: pg =~ 0. 12 classe. Simetria de
Relativistica | Secundario: 2(4)—2(2) = 4 | reparametrizacao
p? +m? = 0. no espago de | temporal.
fase.
Teoria de Primério: 7° ~ 0. 12 classe. Simetria de calibre; féton
Maxwell Secundéario: 9’ ~ 2(4)—2(2) = 4 | com duas polarizagdes
(Lei de Gauss). no espago de | transversais.
fase.
Teoria de Conjunto de vinculos 2% classe. Sem simetria de calibre;
Proca priméarios e secundarios | 3 graus de béson vetorial massivo
de segunda classe. liberdade com trés polarizagoes.
fisicos.

(eliminando-se os vinculos no nivel classico e quantizando o sistema restante) ou pela

quantizacao de Dirac, que quantiza o sistema no espago de fase completo. O formalismo

de Dirac é particularmente 1til porque lida diretamente com os problemas de consisténcia

que surgem da quantizacao de vinculos de segunda classe. A quantizacao de Dirac se

baseia em duas condi¢oes fundamentais [2]:

1. A Regra de Quantizacao de Dirac: A regra de quantizacao candnica, que associa

colchetes classicos a comutadores quanticos, deve ser modificada para sistemas com
vinculos de segunda classe. Nesses casos, o colchete de Poisson é substituido pelo
colchete de Dirac, garantindo que as relagées de comutacao respeitem a superficie
de vinculos [17,18]. Para operadores correspondentes as variaveis de fase A e B, a

prescrigao correta é

A, B] = ih{A, B} p, (2.3)

onde {A, B}p denota o colchete de Dirac. Esta substituicao resolve o problema de
inconsisténcia, pois os vinculos de segunda classe passam a ter colchetes de Dirac
nulos com qualquer funcao no espaco de fase, resultando em comutadores compativeis

com a imposicao forte dos vinculos no nivel quantico.

. A Condigao de Dirac: A segunda condic¢ao é que os estados fisicos |¢)) do sistema
devem ser aniquilados por todos os operadores de vinculo. Para um conjunto de

vinculos @;, isso se expressa como @;|¢)) = 0. Esta condigdo garante que os estados

'K
quanticos do sistema obedecam as restrigoes classicas.

O formalismo de Dirac soluciona uma questao importante de consisténcia. A quantizacao

de sistemas com vinculos de segunda classe, sem a utilizacao dos colchetes de Dirac,
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resultaria em comutadores nao nulos entre operadores de vinculo. Isso seria fisicamente
inconsistente, pois esses vinculos deveriam ser estritamente zero para estados fisicos. A
troca do colchete de Poisson pelo de Dirac assegura que a algebra de comutagao quantica
esteja alinhada com a estrutura de vinculos do sistema classico, resultando em uma

quantizagao claramente definida.

2.7 Conexao com o Formalismo de Gauge Unfizing

Uma area de pesquisa atual que destaca a profundidade do formalismo de Dirac
é o formalismo de Gauge Unfizing (GU) [10,13,14]. Enquanto o formalismo de Dirac
trata da quantizacao de sistemas com sua simetria de calibre "fixada'(ou seja, sistemas
de segunda classe), o formalismo de GU "anula'o processo de fixacao de calibre. Ele
reintroduz as variaveis de calibre para transformar um sistema de segunda classe em um
sistema de primeira classe, expondo as simetrias que estavam ocultas na formulagao de

segunda classe [13].

A ligagdo mais significativa entre os dois formalismos estd em um resultado impor-
tante: os colchetes de Poisson das novas variaveis invariantes de calibre, obtidas por meio
do formalismo de Gauge Unfizing, sdo equivalentes aos colchetes de Dirac das variaveis de

segunda classe originais. [5,13].

Essa coincidéncia transforma o colchete de Dirac de uma simples ferramenta de
quantizacdo em uma representacao essencial da dindmica de sistemas com vinculos. O
formalismo de Dirac nao sé evita as dificuldades associadas aos vinculos de segunda classe,
como também incorpora a esséncia da dindmica invariante de calibre. A correspondéncia
entre os colchetes de Dirac de um sistema de segunda classe e os colchetes de Poisson
de um sistema de primeira classe equivalente constitui uma validagao cruzada robusta.
Essa ligacao evidencia a universalidade da estrutura simplética de Dirac, que permanece
inalterada mesmo quando o sistema é reestruturado para restabelecer explicitamente sua
simetria de calibre. Dessa forma, o formalismo de Dirac continua a ser um pilar da fisica
teorica, fornecendo a fundagao para a compreensao e quantizacao de uma vasta gama de

sistemas dinamicos.
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3 O GAUGE UNFIXING

3.1 METODO GU USUAL

Proposto por Mitra, Rajaraman, e Vytheeswaran [14,20], o método GU surge
como uma alternativa elegante ao formalismo BFT [21], uma vez que ndo necessita da
expansao do espago de fase com variaveis extras. Para iniciar esse tratamento, deve-se
considerar os vinculos de segunda classe do modelo a ser tratado, vinculos esses, obtidos
via formalismo de Dirac para sistemas vinculados [1]. Caso existam mais de dois vinculos
de segunda classe, devemos combina-los de forma que restem apenas um par de vinculos
de segunda classe [13,19,22]. Um desses vinculos deve ser usado como gerador de simetria
e o0 outro deve ser usado na obtengdo dos termos de fixacao de calibre, fazendo com que a
Hamiltoniana de segunda classe, seja modificada pelo vinculo escolhido como gerador de

simetria, a fim de que ela satisfaga a chamada &lgebra de primeira classe [13,22].

Inicialmente, deve-se considerar um sistema vinculado descrito por uma Hamilto-
niana de segunda classe H e dois vinculos também de segunda classe, T} e Ts. A ideia
basica do formalismo GU esta em selecionar um desses vinculos para ser o gerador de
simetria, entao, caso escolhamos T para fazer o papel de vinculo de primeira classe e
gerador de simetria, é necessario redefini-lo na forma 7' = AT—;, onde Ay = {T1(z), Ta(y) }.
O segundo vinculo serd descartado. Dessa forma o parénteses de Poisson entre T'(x) e T5(y)
é {T(m), Tg(y)} = 0%(z —y), logo T e T} sdo conjugados candnicos. A Hamiltoniana de
segunda classe, H, deve ser modificada com o objetivo de satisfazer a algebra de primeira

classe, ou seja {]:I , T} =0, onde H é construido pela série de poténcias em 7T

fi(@) =H(w) ~ [ EyTw){T, H(x)}
[P BE EO O ~ ot ()

Essa Hamiltoniana invariante de calibre, H pode ser escrita de forma elegante pela aplicacio

de um operador proje¢do na Hamiltoniana de segunda classe H [13,14]

H ="l |, (3.2)

onde T,,H = {H (x), T(y)} E uma convencao importante a ser adotada, é que T, deve vir
antes do parénteses de Poisson [13]. Para a obtengao da Lagrangiana invariante de calibre
no método GU usual é usada a transformacao de Legendre inversa & = WMA'“ — A, onde
Au deve ser obtido pela evolucdo temporal, {A#, H } (14, 20].

Com H obtido é possivel encontrar de forma indireta o valor das variaveis invariantes
de calibre se assumirmos que elas obedecem uma transformacao do tipo F' = F' + ), onde

A € o termo que corrige a variacao de calibre. Esse procedimento dificulta de certa forma a
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obtencao explicita das varidveis do espaco de fase que deveriam ser usadas nos parénteses
de Poisson para obtencao de novas simetrias. E nesse contexto que o método GUA ¢é
desenvolvido, uma vez que nele, as variaveis de primeira classe sdo modificadas diretamente,

portanto sdo obtidas de maneira explicita.

3.2 METODO GAUGE UNFIXING APRIMORADO

O método GUA, assim como o usual, tem como principal vantagem em relagao ao
formalismo BFT [21], a ndo necessidade de inclusdo de termos Wess-Zumino. Apesar de
semelhantes, o GU usual e o GU modificado diferem em um aspecto relevante. No primeiro
corrigimos a variancia de calibre diretamente na Hamiltoniana de segunda classe. No
segundo a modificacao é feita nas varidveis do espago de fase [13,22], como serd apresentado
mais a frente. Antes, é preciso comprovar a validade desse procedimento. Para isso vamos

considerar somente as variaveis do espago de fase original.

F = (¢,m). (3.3)

Na ultima secao foi apresentado o método onde o "gauging'do modelo é feito diretamente na
funcao de segunda classe. Aqui o objetivo é construir essa funcao, fazendo esse "gauging'nas

variaveis do espaco de fase. Denotando a funcao de primeira classe que desejamos construir.

F = (¢,7), (3.4)

onde a fungao de primeira classe F' é determinada em termos das varidveis originais do

espaco de fase, pela imposicao da condigao variacional para sistemas de primeira classe [19].

OF =e{F, T} =0, (3.5)

onde T" é o vinculo de segunda classe escolhido para ser o gerador de simetria e € é um

parametro infinitesimal. Usando a regra da cadeia para parénteses de Poisson, temos que

. - = OF (- OF
[F.T}={0.T} 55+ {771} Er (3.6)
o que s6 ¢ verdade se os parénteses de Poisson contidos na segunda parte da igualdade,
forem identicamente zero, o que ja era esperado ja que elas se tornaram variaveis de

primeira classe. Consequentemente, conclui-se que é possivel obter uma func¢ao invariante

de calibre pela substituicao
F(¢,m) = F(¢, %) = F(¢, 7). (3.7)

As variadveis invariantes de calibre sao construidas, assim como as fun¢oes no GU

usual [14,20], por meio de série de poténcia integral em Ty
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Ow) = ol@) + [ PyCr@ ) Tay) + [ [ Eyd=Cola,y, DT@)To2) + s (38)

onde = e y denotam pontos do espago tridimensional, e essa série possui uma importante

condicao de contorno, a qual é

¢(z)(Tz = 0) = ¢(x). (3.9)

Essa condigao (3.9) e a relacado (3.7) mostram que, quando impomos que o vinculo
descartado T5, seja igual a zero, obtemos o sistema de segunda classe original. Portanto, as
relagoes (3.7) e (3.9) garantem a equivaléncia entre o modelo de primeira classe e o inicial,
de segunda classe. Os coeficientes C,, na relagdo (3.8) sao determinados pela condigao

variacional contida na expressao (3.5). Assim temos que

56(2) = 56(2) + 0 [ PyCi(e,)Taly) + 3 [ [ dyd*=Cala,y, 2)Ton) Ta(2) + .. = 0,

resultando na expressao

06(2) = 66(x) + [ d*ydCi(w,y)Taly) + [ dyCi(w,y)iTa(y)+
+//d3yd3z5C’2(m,y, 2) T (y)T2(2) +//dgyd?’ng(x,y,z)éTg(y)Tg(z)

+ //dgyd3zC’2(x,y,z)5T2(y)5T2(z) +...=0. (3.10)

Os termos de ordem 1,2, 3,...,n devem ser identicamente zero, para que a variacao de ¢

seja zero. Os termos de ordem zero em T,

56(2) + [ dyCi(a, y)0Taly) =0, (3.11)
como 01y = ¢ {Tg(y), T(az)} =ed(y —z) e dop(z,y,2) =¢ {qﬁ(w,y, z),T(y)}, que resulta

e1m

66(a) = — [ PyCilw,y)ed*(y - v),

usando a propriedade de filtragem da funcao delta de Dirac, temos que o coeficiente C'y é

dado por

50(x)

€

C’l(ac) = —

Note que o sinal de menos que aparece na expressao (3.12) pode ser incorporado, no

(3.12)

momento em que redefinimos o gerador de simetria, 7. Os termos de ordem 1 em 75 sdao
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/d3y(501(a:,y)T2(y) +//d3yd3z02(:c,y, 2)0To(y)To(2)+
//dSydngg(x,y,z)Tg(y)(STQ(z) =0, (3.13)

onde 0T5(y) = ¢ {Tg(y), T(:c)} =ed(y—x)edy(z)=¢ {Tg(z), T(a:)} = e0%(z — ), entdo

/ &y {5C (x,y)Ta(y) + 2:Cs(a, y) T (y)} = 0. (3.14)

Essa integral s6 pode ser zero, caso o integrando também seja, o que implica

6C (z,y)T1(y) 4 2eCa(z, y)Ta(y) = O,

logo, Cy(x,y) é dado por

oC 00
ey = -5Ciz) 0800

Fazendo o mesmo procedimento para as ordens superiores de 75, podemos obter uma

(3.15)

relacao para todos os coeficientes C),

20" ()

nlen

Cn(x) = (=)

Agora é possivel reescrever a expressao (3.8), j4 com os coeficientes C,

(3.16)

By, 2) =0y, 2) — [y P8P gy
+//d3 d* W”’ 02 1) Ta() .
™) ¢ (x
[ [ dada, M To(y) -~ To(ya). (3.17)

nlen

Sabendo que d¢p = {gzﬁ, T}, e definindo a operacio ¢ = {¢, T }, podemos definir o operador

projecao.

P=:e [_ fd%nﬂ , (3.18)

0 que permite que a variavel modificada, agora de primeira classe, possa ser escrita da

seguinte forma

(5 _ e[—fdsa:Tz%] ¢ (319)

Com essas variaveis em maos, sao construidas as fungdes de primeira classe, como Hamil-
toniana e Lagrangiana, além de serem calculados os parénteses de Poisson , levando assim

a um modelo de primeira classe e, por consequéncia, invariante de calibre.



26

3.2.1 Aplicagdo ao modelo Carroll-Field—Jackiw massivo Abeliano

Para exemplificar o uso do método GU melhorado, seréa abordado o modelo Carroll-
Field—Jackiw massivo abeliano [5]. O modelo de CFJ massivo, ¢ um modelo em (3 + 1)

dimensoes, governado pela Lagrangiana

1 1
L = = FasF™ = (80paV AP A, A°, (3.20)

de onde é possivel calcular o momento canénico 7#:

4 1
o 3(83014) _ peo iéo‘o’vaz‘lw (3.21)

Rearranjando os termos usando a antissimetria de F'*” e g¥r¢

1
T = —FO §EO“O‘BVQAg. (3.22)

Com a expressao do momento em maos é obtido os parénteses de Poisson candnicos.

{Au(@), 7 (y)} = 0;0°(x — y). (3.23)

Na eq. (3.22) é facil notar que 7° = 0, uma vez que F° = 0 e £ = (. Essa
informacao fornece o vinculo primario da teoria, uma vez que ele advém diretamente da
definigdo do momento |1, 23].E possivel, entdo, escrevé-lo da seguinte forma Ty = 7y = 0.

L}

(Dentro do formalismo de Dirac, o simbolo "="representa uma igualdade fraca, uma vez
que o nao serd necessariamente zero dentro dos parénteses de Poisson). O momento 7; é

definido pela expressao.

1 . 1
mi = —(Foi + eoignViAk) = —Ai + 00 — Seoiji Vi A (3.24)

Agora é necessério escrever a Hamiltoniana canonica do modelo H., e tal procedi-

mento deve ser realizado por meio da transformagcao de Legendre

H, — /d3x [Amr -2}, (3.25)
onde o .Z corresponde a densidade Lagrangiana descrita pela equacao (3.20). Isso nos

leva a seguinte expressao

. . 1
Hc :/d:}’x{A(ﬂTo - Aiﬂ-i - Z <2FOZF0’L -+ EJE])
1 1 1
+ Zgokijv()Ak:Fij + ZgokiijAOFij - §€0kiijAiF0j+

+f@p@”. (3.20)
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A Hamiltoniana é uma funcao do espaco de fase, logo s6 pode conter varidveis desse espago,
portanto varidveis exclusivamente do espago de configuracoes (9pA,), devem ser removidas,
e para isso devemos usar a expressao de momento (3.24) e a definigdo do campo elétrico

em termos dos potenciais escalares e vetoriais (Ag, A4;)

Substituindo A;, com o auxilio das expressoes (3.24) e (3.27), obtemos a chamada hamil-

toniana canonica do modelo de Carroll-Field-Jackiw massivo

1 1
H. :/dx3{2(7rk)2 + AoOr i + Z(ij)Q"'

1 1 1
+ iﬂkEOkij‘/;Aj + 3 [GOkijV;AjF - ZGOkij‘/OAkEj‘i‘

1 2
+ 1eo,m-jv,.CAOEj — %(A(% — A?)}. (3.28)

Seguindo o procedimento de Dirac usual [1], deve-se introduzir a hamiltoniana
primaria (H,), formada pela adi¢ao da hamiltoniana canénica H, com todos os vinculos
primérios, H, = H.u, + [ d*zCmy, onde C' é o multiplicador de Lagrange. Pela teoria de
sistemas vinculados, é sabido que os vinculos nao evoluem no tempo [1,19] [2], gerando
uma nova condicao de consisténcia, {7, H,} ~ 0, o que deve gerar o vinculo secundario

Ti, onde Ty = mg
Ti(z) = {mo(z), Haly)} + {wo(x), [yt y)ﬁo(y)} ~ 0, (3.29)
0 que resulta em
Ti(x) = {Wo(l’), /d?’onam(y)}
1
+ {Wo(l")a 4/d3y60kiijA0Ej(y)}
12
{5 fa e} ~o (3.30)
que gera o vinculo secundario da teoria

1
T1 = —8k7rk - ZEOkij‘/kFij -+ m2A0. (331)

Para verificar a natureza dos vinculos da teoria, ou seja, se sao de segunda ou

primeira classe, ¢ necesséario calcular os parénteses de Poisson entre T} e Tj

(To(a). T} = {mo(o), 0umly) = Jes Vi) + m*Aoly) | = —m6%(—y), (332

Esse resultado (3.32) mostra que o modelo CFJ massivo possui uma estrutura de vinculos

de segunda classe —, caracteristica relacionada a nao existéncia da invariancia de calibre.
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3.3 Adicionando simetria de calibre ao modelo CFJ massivo

Neste capitulo, o objetivo é recuperar a simetria de calibre do modelo CFJ massivo
por meio do método GUA [13,22,24]. Como mencionado anteriormente, esse método
se aplica a sistemas com vinculos de segunda classe, caso do modelo analisado na se¢ao

anterior.

O método GUA exige que um dos vinculos seja usado como gerador de simetria,
enquanto o outro, descartado inicialmente, seja empregado na construgao dos termos de
fixacao de calibre. Assim, héa dois casos possiveis: no primeiro, Ty é escolhido como gerador
de simetria; no segundo, 77 desempenha esse papel. Nesta etapa, consideramos o caso em

que 17 é o gerador.

Partindo da equagao (3.32), temos {T}(x), To(y)} = m?*§(z — y). Logo Ty pode ser

redefinido da seguinte forma

- T 1 1
T=L= {—amrk - Z50kiijEj + m2Ao} . (3.33)

2 m2

3

para que {T(m),T o(y)} = 0(z — y). Usando o mesmo procedimento aplicado na se¢ao

anterior, é possivel obter todas as varidaveis do espaco de fase. Comegando por Ay, temos

Ag = Ag + /d?’yC’l(x,y)ﬁo(y) + //d3yd3z02(x,y, 2)mo(y)mo(2) + ... . (3.34)

Os coeficientes C,, podem ser determinados pela mesma rela¢ao obtida no Caso 1. Logo, a

relacao para C é dada por

¢y =2 @), 7)) =0,

€

por consequéncia, a relagao para Cy é

_ 02 Ao(y)

€2

C = {{A(@), T(w)} . T(2)} =0.

E possivel concluir entdo que os coeficientes da equacio (3.34) serdo todos zero, portanto

Ap nao sofrerd modificacoes,

Ay = Ap. (3.35)
Para 7, temos
o = mo + /d3yC’1(:c,y)7T0(y) + //d3yd3202(:c,y, 2)mo(y)mo(2) + ... . (3.36)
Usando a relagao ja conhecida para C'
LI [mo(@), T(y)} = —0*z — y). (3.37)

€

Portanto Cy = C5 = ...C}, = 0. Substituindo (3.37) em (3.36)

o = mo — /d3y53(x —y)(z,y)mo(y),
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0 que permite concluir que
o = 0. (3.38)

O resultado da expressao (3.38), demonstra a funcionalidade do método na conversao dos
vinculos de segunda para primeira classe, pois agora, com as modificagoes geradas pelo
GU melhorado, g, agora 7y, deixa de ser um vinculo, pois agora ele é fortemente zero(=)

e nao mais fracamente(=) [22].

Para A;, temos

A= A + / dPyCy (x,y)mo(y) + / / dPyd’zCy(x, y, 2)mo(y)mo(2) + .. - (3.39)

Usando a relacao para Cy

_ JA;(x)

€

C = {Ai(x), T(y)} = — {Ai(x), Ohmi} = —Tizai&‘(g; — ), (3.40)

portanto Cy = C3 = ...C,, = 0. Substituindo (3.40) em (3.39), obtém-se

1
A=A — g /d3y8i53(x —y)mo(y),

onde se for usada a integracao por partes, é possivel recair na seguinte equacao

N 1
A=At s [ dyDmoy)] 6 — ).

logo, Ag, adquire a seguinte forma

~ 8i7T0
A, = A - (3.41)
Para A;, temos
T = +/d3y01(33,y)7r0(y) +//dgydngz(fﬂ,y,Z)Wo(y)ﬂo(z) T (3.42)

Usando novamente a relagdo para C

= {m@). 7)) =~ {mle), JeomiViFiu(o) } (3.43)

_ dmi(x)

€

Ch

que pode ser simplificada para a forma

1
Cl = —EEOkiijajdg(l' — y), (344)
Para uma simplificagdo na expressao(3.43), foi usado a propriedade de antissimetria por
permutacao de indices de o5, ou seja € = —€oirj. Da mesma forma que para as
varaveis anteriores Cy = C3 = ...C}, = 0, logo é possivel substituir o resultado (3.44) na

expressao (3.42), o que permite que seja encontrada a nova variavel m;

N Vi
T = T + 277:250%3170- (3.45)



30

Para a obtengao da equacao (3.45), foi usada também a integracdo por partes para a

remogao da derivada da fungao delta (9;6%(z — y)). Dessa forma, as novas varidveis sao

AO = AOa

A= A + 27

‘ M (3.46)
U O7

. Vi
T = T + 5,250k A To-

Com essas variaveis em maos, ¢ possivel agora construir os parénteses de Poisson da teoria

e assim obter novas simetrias

{Ao(f),flo(y)} = {7o(r),7o(y)} = {flo(x),fro(y)}
y)

= {Ao(7), A0(¥)} piraec = {m0(2), T0(¥)} pirac = {A0(®), T0(Y) } pirae = 0 (3.47)
{Ao(@), 7)) = (400 1)) pie = 5rgeons Vi@ —y) (349
{Aol@), A:y)} = {Ao(x). A} e = 505 — 1) (3.49)
{Ai(@), 7%5(9) } = {Ai(®), 75(9) } pirae = 610" ( — ) (3.50)

Novamente é possivel observar dois aspectos importantes, um deles é a equivaléncia entre
o método de Dirac para sistemas vinculados e o GU melhorado, uma vez que os resultados
obtidos via parénteses de Poisson das variaveis modificadas, sao iguais aos obtidos por
meio dos parénteses de Dirac [22,25,26]. Outro aspecto importante reside no surgimento
de novas relacoes de simetria entre as varidveis modificadas, em particular entre Ay e m; e
entre Ag e A; [22].

O préximo passo é buscar as funcoes das novas variaveis, H( ~M, ) € E(/IM, AM).
Partindo da Hamiltoniana modificada, os resultados do conjunto de equagoes (3.46) devem

ser substituidos na expressao (3.28)

N 1 1 -

H :/dx?’{Q(m)2 + Z(F]k)Q—l—
1 o1 2
AoOyTy + §7Tk€0m‘j‘/%z4j t3 [EOkisz‘Aj] -

1 S 1 . 2 -
- ZeokijvbAkFij + EGOkiijAOFij - %(Ag - Af)}, (3.51)



31

resultando em

1 1
H= /dw { 2+ AgOpmy + 4(ij)2 + §7Tk€0kijViAj+

1 , 1 1
+ 3 leoki; ViA;]" — Zﬁokij%AkFij + ZﬁokiijAOEj+
oy L v ! AV Vidmo+

5 (Ao : o €okij ViTrOjmo — e ——5 €0lkm€0kij mTo

1 1

+ rw[eoklmvlamﬂo]Q T — €0mki€0kij Vi VIAjOmTo + — 8 1 [€oriVi0; To)*+

1 2
+ 4#2 60]”]% jakﬂ'o + Aiaiﬂ'o — 27/12[827(0] }
E f4cil notar que o décimo e o décimo segundo termos se cancelam, devido a propriedade
de permutagoes de €gn,, resultando em

1
Fin)* + 5

QWkGOkijWAﬁL

1

H= /d:c { )2+ AgOpmy + 4(
1 1

+ = g [Eom]VA ? — ZEOkij%AkFij + Ze()kij‘/kAOEj"f'

1

ey
2("40 Az) 2[&2

— €0kij Vim0 T+

1 1
+ m[GOklmWamﬂo]Q + %[Eomﬂ/ﬁﬂoP%—

1 1
4 260]%]‘/0Fwakﬂ-0 + A a i TT0 — 2# [8170]2} (352)

ou escrevendo numa forma mais compacta temos
T 31~ ~ ~ 1 1 ~ A
H = [dx {gﬂ'kﬂ'k + AgOi T, + Zﬁ}kﬂk + §€Okij7TkV;Aj

2, X ) _ (3.53)
+% {GOkij‘/;Aj} - iGOkij‘/bAkEj + %Gom‘ijAon‘j — (Aﬁ — A?)}

A Lagrangiana invariante de calibre pode ser obtida usando a mesma forma funcional
da densidade Lagrangiana original [13,22], eq. (3.20), onde os campos iniciais (Ag, 4;) de

segunda classe sao substituidos pelas novas varidveis (3.46) invariantes de calibre.

~ 1. - 1 o o
L=[ds (—4FWF“” — JZBapeV AP+ mQAaA"‘> , (3.54)

A variavel GU E,, na equacio (3.54) é definida por

E,, = 0,4, —0,A, (3.55)

Para generalizar a equacao da variavel GU, A;, numa forma covariante, devemos usar a

equacao de movimento,

1
domo = — Oy, — Zeokijvkﬂj +m?Ay =0, (3.56)
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0 que permite escrever a equacao para A na seguinte forma

~ 1

A= Ayt —50umo. (3.57)

Como ja é conhecido, F,, é um invariante de calibre, o que implica que

Fau = Fau- (358)

Agora é possivel reescrever a equagao (3.54) usando (3.57) e (3.58), logo a Lagrangiana

invariante pode ser resumida na seguinte forma

- 1 1 2
L= / & (—4FMFM — JEapeV” (A% 4 0°0) FP7 4 % (A, + 0,0) (A" + 9"0)

(3.59)
onde o 0 ¢ definido pela quantidade 6 = 7%, essa técnica ¢ chamada de Stiickelberg
Trick [14], ou truque de Stiickelberg, e consiste em definir uma quantidade escalar para que
seja possivel remover a variavel do espaco de fase, my. Aqui é importante mencionar que
podemos identificar o campo 6, também como escalar de Stiickelberg, que permite que seja
usada a transformacao de calibre flu — A, + 0,0, tornando L invariante sob esse tipo de
transformacao [2,19]. Essa Lagrangiana é a mesma encontrada por Vytheeswaran [14] para

o modelo de Proca, somada ao termo que vem em consequéncia da violagao da simetria de
Lorentz (CFJ) [22].
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4 Formalismo de Stiickelberg

A simetria de calibre exerce um papel fundamental para o estudo da fisica de
particulas. Ela dita o comportamento das interagoes e, em sua formulagao mais simples,
impede a presenca de termos de massa explicitos para os bosons de calibre, como o f6ton
onde um termo do tipo Proca, %mzAMA”, viola diretamente a invariancia de calibre local e
compromete a estrutura de renormalizacdo da teoria [7,27,28]. Nao obstante, a realidade
experimental mostra que os bésons W= e Z°, mediadores da interacio fraca, sdo particulas
vetoriais extremamente massivas, com massas da ordem de 80-90 GeV, isto é, quase oitenta
vezes a massa do proton. No contexto do Modelo Padrao, essa massa é entendida como
uma consequéncia da quebra espontanea da simetria eletrofraca por meio do mecanismo de
Higgs, no qual o campo escalar adquire um valor de vacuo esperado nao nulo e gera termos
de massa para os bdsons de gauge W= e Z°, preservando a forma local da invariancia de

calibre subjacente [29-33].

Tal observacao gera um conflito teérico. A tentativa mais direta de dar massa a um
béson de gauge, adicionando um termo de massa explicito a sua Lagrangiana (a chamada
teoria de Proca), quebra a simetria de calibre [34,35]. Essa quebra ndo é um mero detalhe
estético, pois ela conduz a inconsisténcias tedricas, tornando a teoria nao-renormalizavel

em altas energias, o que significa que ela perde seu poder preditivo a nivel quantico [7].

4.1 A solugao de Stiickelberg: restaurando a simetria

Em 1938, Ernst Stiickelberg propos uma solucao engenhosa e elegante para este
problema [33]. O "truque'de Stiickelberg consiste em introduzir um novo campo escalar
auxiliar, ®, na teoria [32,33]. Este campo é projetado para se transformar sob a simetria
de calibre de uma maneira que cancela exatamente a variagao indesejada do termo de
massa do béson vetorial. A Lagrangiana resultante, que descreve a interacao entre o campo
vetorial A, e o campo escalar ®, é perfeitamente invariante sob um conjunto estendido de

transformacoes de calibre.

A interpretacao fisica deste mecanismo é notavelmente elegante. Inicialmente,
temos um campo de gauge sem massa (com 2 graus de liberdade, ou polarizagoes) e
um campo escalar (com 1 grau de liberdade). A simetria de calibre estendida permite
reorganizar esses graus de liberdade. O campo de gauge "absorve'o campo escalar, que se
torna sua terceira polarizacao (a polarizagao longitudinal). O resultado final é um tnico
béson vetorial massivo, que possui os 3 graus de liberdade esperados [32]. O campo escalar
® nao aparece como uma particula fisica independente; ele se torna parte integrante do

bdson massivo.

Este formalismo também revela que a teoria de Proca, que parecia quebrar a

simetria, é, na verdade, a teoria de Stiickelberg em uma escolha de gauge especifica (o
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"calibre unitario"), em que o campo escalar é eliminado da descricao.

4.2  Comparagao com o Mecanismo de Higgs

O Modelo Padrao utiliza um mecanismo diferente, mas relacionado, para gerar
massa: o mecanismo de Higgs. Embora ambos os mecanismos atinjam o mesmo objetivo,

eles sao conceitualmente distintos.

e Simetria: O mecanismo de Stiickelberg preserva a invariancia de calibre de forma
manifesta por meio de uma transformacao estendida. O mecanismo de Higgs, por
outro lado, baseia-se na quebra espontanea de simetria: as leis da fisica permanecem
simétricas, mas o estado de menor energia do universo (o vacuo) nao é, fazendo com

que as particulas que interagem com ele adquiram massa [29-31].

o Particula Fisica: O campo escalar de Stiickelberg é um artificio tedrico que é
absorvido e nao corresponde a uma particula observavel [32]. Em contraste, o
mecanismo de Higgs prevé a existéncia de uma particula fisica real associada as

flutuagoes do campo de Higgs: o béson de Higgs [29-31].

De certa forma, o formalismo de Stiickelberg pode ser visto como um limite do
mecanismo de Higgs, no qual o béson de Higgs se torna infinitamente pesado e, portanto,

inobservavel.
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5 O Formalismo de Gauge Unfixing Aprimorado para Casos nao-abelianos

Esta segdao descreve o formalismo de Gauge Unfiring (GU) aprimorado e sua ex-
tensao para sistemas nao-abelianos. Consideramos um sistema dindmico com vinculos
caracterizado por dois vinculos de segunda classe, 17" e Ty, com variaveis canonicas valora-
das em uma algebra de Lie, onde a = 1,2, ..., N representa a dimensao da representagao
desses campos em relacdo ao grupo nao-abeliano. Por defini¢do, o colchete de Poisson
desses vinculos é nao-trivial e dado por {T%,T¢} = §°K, onde K # 0 é uma constante

nao nula na superficie do vinculo.

Seguindo o formalismo GU, um dos vinculos de segunda classe é escolhido para
gerar transformagoes infinitesimais, enquanto o outro é desconsiderado (nao sendo mais
considerado um vinculo apéds a reformulagao). Sem perda de generalidade, definimos o
gerador de transformacoes infinitesimais como y¢ = K~ !T¢ ~ 0. Essa escolha garante
que, na superficie definida apenas por x¢, {x*, 10} ~ KT TP} + {K Y T2}T¢ ~
5% + {K~1, TP} Kx?, o que significa que x* e T§ formam um par aproximadamente
canonicamente conjugado. O vinculo 7§ sera ignorado.

A ideia central do formalismo GUA é construir uma funcao de primeira classe

invariante F'* a partir de uma funcdo de segunda classe F'*(¢%, p*) como uma série de

poténcias do vinculo descartado T

k
F* = F*+ T8 + Ty + .o = F*+ ) g T] 13" (5.1)
k=1 i=1
Esta expansao estd sujeita & condi¢ao de contorno F' “I1a~o = F. Os coeficientes cj, """
sao determinados ordem a ordem, impondo a condic¢ao de invariancia:
SmMFY = {F,x™} =0 (5.2)

Esta condigdo se expande para:

k k
= 67 F 4 Y (6 T T e T 6T = 0

k=1 =1 i=1
onde 0MF® = e{F x™}, 6™ = {7 x™}, e, importante, 0Ty = e{Tg, X"} =
—0%"e. Nessas equagdes, 0* é o operador variacional valorado na algebra de Lie para
a transformagdo induzida pelo gerador x%, e € é um parametro infinitesimal arbitrario.

Assumimos que nao ha simetria a priori nos indices de cor dos coeficientes cy.

A partir dos termos de ordem zero em 7%, derivamos:

§mFa
STF 4 T = 0 = = (5.3)
€

Para termos lineares em 74, obtemos:

gt

O Ty + 5O Ty + 5 TR0 Ty = 0 = 5™ = — 5
€

(5.4)
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A partir dessas relac¢oes, pode-se concluir que para k > 1, a relacao geral para os coeficientes
é:
1 k
awy ... W w; A
c =— || 0" F 5.5
¢ e 1l (5.5)
: =1
Essa expressao ¢ o andlogo nao-abeliano das expressoes encontradas em trabalhos anteriores.
Consequentemente, a funcao de primeira classe invariante F'* pode ser expressa em uma
forma compacta, semelhante a uma exponencial:

- s*Fe sbocFe
Fe=F+T)—— + TJTs
€

1 k w; SWy a bi a
+...:(1+;WHT215 NF* =:e2c . F* (5.6)

onde :: denota uma prescricao de ordenacgao tal que 7§ sempre precede o operador
. . 1 o . ’ . .
variacional +6f = {f, x*} para qualquer funcional f no espaco de fase. A tltima linha
mostra que qualquer quantidade invariante de calibre pode ser gerada aplicando o operador
b
de projecao P =: T2 em funcoes no espago de fase. A estrutura construida no presente
capitulo serd utilizada na formulacao invariante de calibre do modelo de Yang-Mills (YM)

massivo e do modelo de Skyrme.
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6 Modelo de Yang—Mills Massivo SU(N)

O modelo de Yang-Mills ocupa posicao central na descricao das interagoes funda-
mentais, pois implementa a invariancia de calibre local sob grupos nao-abelianos, como
SU(N). Em sua formulagao sem massa, os bésons de calibre possuem apenas polarizagoes
transversais, e a simetria local controla a unitariedade e a renormalizagao perturbativa da
teoria [7]. No entanto, em regimes de baixa energia da QCD e no estudo do confinamento,
torna-se 1til considerar escalas efetivas de massa no setor de glions. Essa massa nao
deve ser entendida como uma massa explicita ingénua inserida sem controle, mas como
instrumento efetivo para investigar o problema do mass gap, o confinamento e a geracao
dindmica de massa no regime nao-perturbativo [36-39].

A introducao direta de um termo de massa do tipo Proca, %mQAZA““, quebra
explicitamente a invariancia de calibre local. O problema néo é apenas formal: sem uma
simetria compensadora, as contribui¢oes longitudinais do propagador crescem em altas
energias, de modo que os cancelamentos garantidos pelas identidades de Ward deixam de
ocorrer. Esse é o sentido preciso em que o termo de massa “se comporta mal” no regime
perturbativo, comprometendo o controle da unitariedade. A representacao de Hadamard,
por sua vez, organiza a estrutura singular universal do propagador de dois pontos em
curtas distancias; quando essa estrutura nao é compativel com a simetria e com o esquema
de subtragoes locais, a regularizacdo e a renormalizacao tornam-se tecnicamente mais

problemaéticas [40].

Nesta secao, tratamos o modelo de Yang—Mills massivo como um sistema dinamico
com vinculos de segunda classe. Aplicaremos o formalismo de Gauge Unfixing aprimorado
(GUA) para demonstrar que é possivel maped-lo em um sistema de primeira classe
equivalente. Esse procedimento restaura a simetria de calibre por meio da redefini¢ao
das variaveis do espaco de fase e estabelece correspondéncia direta com o formalismo de

Stiickelberg generalizado.

A analise canoénica desenvolvida neste trabalho é realizada em espaco euclidi-
ano quadridimensional, com assinatura ¢,, = diag(+,+,+,+). Essa escolha torna a
acao positivo-definida, favorece a convergéncia da integral de caminho no regime nao-

perturbativo e elimina ambiguidades de sinal na algebra de vinculos.

6.1 Estrutura canonica do modelo de Yang-Mills massivo

Para iniciarmos a construcao do formalismo de um modelo nao-abeliano sem
simetria de calibre, comegamos com o modelo de Yang—Mills massivo SU(N) em d = 4
dimensoes euclidianas. Este modelo é representado pela acao

1 2
Sz/d% FaF, + S ALAL) (6.1)

vt opy 2
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a __ a a abc Ab Ac 4 : :
onde Iy, = 0,A7 — 0, A5, + f*° A} A ¢ a intensidade do campo. Em outras palavras, esta
¢é a versao nao-abeliana da lagrangiana de Proca. Devido a presenca do termo de massa,

esta lagrangiana nao é mais invariante sob transformacoes de calibre.

Os momentos candnicos sao dados por

oL
¢ = — Fo

= Sz~ T (6.2)

A partir da defini¢do em (6.2), definimos os seguintes colchetes de Poisson fundamentais:

{AL (@), AL ()} = {7 (), my(y)} = 0, (6.3)
{AL(2), T (y)} = 06,09 (x — ). (6.4)

Da expressao para 7, identificamos imediatamente um vinculo primario do modelo
a __ — a
o =0=1y =~ 0. (6.5)

Os momentos canonicos 7 sao dados por 7f = F{..

Para uma investigagao completa da estrutura candnica do modelo, escrevemos o

Hamiltoniano candnico H,, que é obtido a partir de uma transformacao de Legendre:

1 1 1
Ho= [ ds {27r§‘7rf (0 A] — g f " AGAD) = TESFG — omP(AGAG + AgAg)} . (6.6)

Da condigao de estabilidade do vinculo primério T{ (ou seja, exigindo que sua evolugao

temporal se anule fracamente), obtemos um vinculo secundario
1Y = {T¢(x), Hy} = 0.

Isso produz:
DIl mPAL ~ 0 = T¢, (6.7)

onde H, é o Hamiltoniano primério, H, = H.+ [ d®z X{(z)T{(z), e D’ = 0"°9, — g f*** AS,
é a derivada covariante na representagao adjunta. A evolugao temporal do vinculo 7%
determina o multiplicador de Lagrange A\¢ como \¢ = D® A% Isso indica que ndo sdo
gerados mais vinculos por este procedimento iterativo. Assim, T e Ty sdo os Unicos

vinculos da teoria, e formam a algebra de segunda classe

{T{(x), T (y)} =0, (6.8)
{T{(x), T3 (y)} = —m?6™6®) (x — y), (6.9)
{T5(2), TS (y)} = gf " T5(x) 6@ (x — y). (6.10)

O Hamiltoniano total é entdo dado por Hy = H. + [ d®z (MTY + MTy) e DI = 6°0, —
g fabCAZ. Exigindo novamente a independéncia temporal do vinculo T}, mas desta vez

usando o Hamiltoniano total, o multiplicador de Lagrange A3 ¢ fixado como \j = =5T§ = 0.
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6.2 Algoritmo de Dirac-Bergmann aplicado ao modelo de Yang—Mills massivo

Os aspectos principais da estrutura canonica do modelo de Yang—Mills massivo
foram obtidos na se¢ao anterior; a seguir, reunimos apenas os resultados necessarios para
construir a matriz de vinculos e os parénteses de Dirac. Primeiramente, o Hamiltoniano

canonico do modelo tem a seguinte forma:

1 1 1
Ho= [ds {QWgwg O — g ALAT) = TFOFG — Smi(AGAG + AgAg)} . (6.11)

41] )

e os vinculos de segunda classe do modelo sao, na ordem adotada para a matriz de vinculos:

T, =0=17 =0, (6.12)

Dl m?AL = Ty ~ 0. (6.13)

Os vinculos T} e T4 sao os tnicos da teoria. Eles formam uma estrutura de segunda classe,

caracterizada por

{T{(2), TY(y)} = 0, (6.14)
{T{(2), T (y)} = —m?6”6P (x — y), (6.15)
{T5(x), Ty (y)} = gf T (x) 6z — ). (6.16)

Com a &algebra de Poisson dos vinculos estabelecida em (6.14)—(6.16), podemos
construir a matriz de vinculos C%(x,y) = {T5(x), Tj(y)}, onde o, § = 1,2 enumeram os

vinculos. Em forma matricial por blocos, temos:

0 —m?2§eb

m2 5ab Kab

C(x,y) = ( ) 5(3)(x — ), (6.17)

onde definimos K®(z,y) = {T9(x), T2(y)} = gf®T5(x)0®) (x — y).

A existéncia da matriz inversa é garantida porque o bloco fora da diagonal contém
m2§%; para meq0, esse bloco é inversivel e a matriz de vinculos ndo ¢é singular. Em outras
palavras, é a presenca do termo de massa que torna a algebra de vinculos de segunda
classe. A inversa (C~')a%(x,y), definida pela condigio [ d*z C%(z,2)(C™")%(z,y) =

§%6,50) (z — y), é calculada como:

ar K (2,y) 50

— s

(€™ (a,y) = ( ) 0%z —y). (6.18)

Uma observagao crucial aqui é que o elemento (2,2) da matriz inversa (o setor

T5-T,) é identicamente nulo.
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De posse da matriz inversa, introduzimos os parénteses de Dirac {F, G }pirac para

duas funcionais quaisquer do espago de fase:

{F(z),Gy)} = {F(2),G(y)} - /d3z d*w {F (), TS(2)}(C)e (2, w){TE (w), Gy)}.
(6.19)

Ao aplicarmos esta definicao as variaveis candnicas fundamentais do setor espacial,
Al e 7r§’, notamos uma simplificacao notavel. Como as varidveis espaciais comutam com
o vinculo primario 77" = 7§ (ou seja, {A4;,T1} = 0 e {m;,T1} = 0), os tnicos termos de
corregio possiveis na equagao (6.19) envolveriam o elemento (C~1)sy. Contudo, como visto

em (6.18), este elemento é nulo. Consequentemente:
{Af (@), 7 ()} = {Af (@), 7} (y)} = 66,67 (x — ), (6.20)
e, de forma andaloga, para os campos:

{Af(x), Aj(y)}* =0. (6.21)

Isso demonstra que, no formalismo de Dirac, a estrutura candnica do setor espacial
é preservada intacta na teoria massiva. A “deformacao” da estrutura simplética recai
inteiramente sobre as variaveis temporais Ay e my. O vinculo 77 =~ 0 torna-se uma
identidade forte, e o vinculo 75 ~ 0 passa a atuar como uma equacao de definicao para

Ap, eliminando-o como grau de liberdade independente:

a 1 ab,_b
Ag = —— D). (6.22)
m

Dessa forma, o sistema reduzido descreve corretamente os 3 x (N? — 1) graus de
liberdade fisicos esperados para bdsons vetoriais massivos (duas polarizagoes transversais

e uma longitudinal por cor).
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7 Construgao invariante de calibre do modelo de Yang—Mills

Estamos agora prontos para aplicar o formalismo de Gauge Unfizing aprimorado
a este modelo. Como o sistema apresenta dois vinculos de segunda classe, temos duas

escolhas disponiveis para o gerador.

7.1 Caso I (T} como gerador)

Como ja mencionado anteriormente, como temos um par de vinculos de segunda
classe, podemos tomar dois caminhos para aplicacao GU, T} ou Ty como gerador de
simetria. Como primeira escolha tomaremos 77" como o primeiro gerador de transformagoes
infinitesimais. Redefinindo-o para que o mesmo forme um par canénico conjugado com
T3, temos . .
— 17 = —Wﬂ'g (7.1)

yr=—

Nesta configuracao, T3 serd ignorado como um vinculo e usado apenas na construgao de

nossas novas variaveis de primeira classe. As transformagoes infinitesimais geradas por *

0 A8) = [ el A, ()} = — ) 72)
5 Alx) = [ diyely){ALw), v (y)} =0 (7.3)
“mh(@) = 0TI (@) = [ dye(y){mb(e), v (y)} =0 (7.4)

ont(a) = [ dyely){mh(@), v ()} = 0 (7.5)

Como ¢ possivel notar apenas o campo Aj(x) tem variagao infinitesimal ndo nula, o que
explicita que apenas essa variavel necessita de correcao a fim de se tornar uma variavel de
primeira classe. Nesse ponto notamos que o resultado se assemelha muito em sua forma

geral com o caso abeliano(Campo de Proca), ndo gerando infinitos termos em sua corregao.

7.1.1 Obtendo Ag

O objetivo agora é construir o campo invariante perante as transformacoes in-

finitesimais, A3, que é construido por uma série de poténcias do vinculo descartado
) 0>
a.
T3

Al(z) = AY(x) + Z/ (H d3:vr> B (2 e xp ) (1:[1 Té”*(xﬁ) (7.6)

Para construir essa série devemos primeiramente determinar os coeficientes By;. Impomos

a condicdo variacional 0™ A¢(z) = 0:
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5™ A% (z) = 5™ AS(x) + kil / (E[l d3xr> FTBE (g s @) @1 Tzw’”(xr)> + (7.7)

00 k k
Z/ (H der> Byt (e g )0 (H TQ“’T(:UT)) =0. (7.8)
k=1 r=1 r=1
Partindo dos termos de ordem zero em Ty, obtemos o coeficiente B{%(z, y):
a a 1 a
Bi(w,y) = {A5(0), " (y)} = —6"6P (z — y) (7.9)
Da equacgao em primeira ordem em 73, emerge o segundo coeficiente :

BYF(r,2) = S {Bi5(w.9), ¥(2)} =0 (7.10)

Procedimento que ao ser repetido para os termos de ordem superior em 73 nos permite

calcular o terceiro coeficiente,
aoc 1 ac
B?)z d(xa Y, <, 'LU) = 5{82,id(x7 Y, 2)7 ¢b(w)} =0 (711)

A partir dessas expressoes, pode-se concluir que para k > 2, os coeficientes By, sao zero.
Substituindo a equacio (7.9) em (7.6), temos a nova forma de Ag(z)

3

Al(z) = Al(x) + — (7.12)

Pode-se agora verificar que o novo campo A%(x) satisfaz a condigdo que o caracteriza como

variavel de primeira classe.

(38,9} = (A3() + - 5.4"} =0, (713

Ao substituir essas expressoes no Hamiltoniano candnico e na Lagrangiana original,
pode-se obter o Hamiltoniano de primeira classe e a Lagrangiana de primeira classe,

respectivamente.

7.1.2  Verificacao da condigao de consisténcia para o vinculo descartado 7%

O método de Gauge Unfixing pode ser caracterizado como um método autoconsis-
tente, pois a constru¢ao de um modelo invariante de calibre (primeira classe) surge da
imposic¢ao de que um dos vinculos seja de primeira classe e a partir dessa imposicao, a
nova formulagao do modelo é estabelecida. Uma das formas de verificar a efetividade
do formalismo é por meio da redefinicao do vinculo descartado, 7§ recorrendo ao GU.

Procedemos tal como fazemos com as variaveis do modelo.

T8 (z) = T8 (x) + gjl / <ﬁ1 cl%) GOk (gq, ., T ) (ﬁl Ty (:[T)> : (7.14)



43

O primeiro coeficiente G z(x y) é obtido pela seguinte equacao

G4 (x,y) = {T5(2),4"(y)} = "6 (z — y). (7.15)

Essa forma nos indica que os coeficientes para k > 2 sao nulos. Substituindo o coeficiente

(7.15) na expansao (7.14), encontramos a seguinte relagao
T3(x) = T3(x) = Ty (x) = 0, (7.16)

resultado que explicita a descaracterizacao de 73 enquanto vinculo, o que demonstra
a conversao do modelo, anteriormente de segunda classe (2 vinculos com parénteses de
Poisson nao nulos entre si), em um modelo de primeira classe (com apenas ¥*(x) como

vinculo de primeira classe e gerador de transformagoes infinitesimais).

7.2 Caso II (T§ como gerador)

Embora a escolha de T} como gerador levasse a variacoes de campo semelhantes
ao caso abeliano, as transformacoes infinitesimais geradas por 7§ introduzem novas
caracteristicas no contexto nao-abeliano. Portanto, foquemos no ultimo caso. Redefinimos
T35 como:

X' = 13 (7.17)

tal que {x%(x),T’(y)} = 6°°6®) (x — y). Nesta configuracio, T serd ignorado como um

vinculo. As transformacoes infinitesimais geradas por y* sao:

6 Ah(w) = [ dyely){Ah(@), ()} =0 (7.18)
5 Al /d3ye (AAL), X ()} =~ D) (7.19)
Fria) = THw) = [ dy ) (o). a(y)}z—éj‘:}aw (7.20)
srt(a) = [ d3ye W) @) X" (W)} = = ™ e(x)mi(a) (7.21)
1) = [y Y rs(e) 75 0)

—Wf“b%(:r) T5 () (7.22)

A partir dessas relagoes, fica claro que A¢ e 7¢(x) sdo os campos nao invariantes relevantes
sob transformagoes infinitesimais geradas por x®. No caso de 7 (vinculo descartado),
notamos uma nao invariancia perante a transformacao infinitesimal introduzida, uma
consequéncia direta da natureza de segunda classe do modelo. A varidvel Af, ja apresenta
invariancia perante a transformacdo, o que implica que ela nao necessita de modificagao

em sua forma, i.e., A} = A§.
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7.2.1 Obtendo A?

Agora buscaremos um campo invariante A¢, que é construido por uma série de

poténcias do vinculo descartado 77"

- o0 k k
Al(z) = Al(x) + z_:/ <1_[1 d?’x,,) Rt (T ey T ) (H leT(.CET)> (7.23)

r=1

O préximo passo é determinar os coeficientes c¢g;. Impomos a condicdo variacional

o™ A%(z) = 0:
A (x) = SMAY(x) + kzl/ (};[l d3xT> O (T e g <1;[ ) + (7.24)
2 / (ﬁl d3xr> N (2 (ﬁ ) —0 (7.25)

A partir dos termos de ordem zero em 77, encontramos o primeiro coeficiente:

() = {A2(2) W)} = 5 DI (@ — ) (7.26)

onde o subscrito "y'na derivada covariante indica a variavel espacgo-temporal sobre a qual

ela atua. A partir da equacao linear em T, encontramos o segundo coeficiente:

gfcad 5(3)
2m4

abc

i (,y,2) = *{cu(x y).X"(2)} =

Realizando o mesmo procedimento para os termos de segunda ordem, chegamos ao terceiro

(z = y) D6 (y - 2) (7.27)

coeficiente:
ube e fdaefceg
A,y 2, w) = ST, 2) )} = TL 60— )6y — 2) DO (= — w)

(7.28)
A partir dessas expressoes, pode-se concluir que para k > 4, os coeficientes ¢, tém a
seguinte formas:
k—1

szjlmwk = kg!m% fwkablfwkflble”'fbk—Qwak—lfbkfleUk w 63 (l’ _ Jil)X (7.29)

k-1
(H 0™ (z; — 37j+1)) D;Ui«:ké N1 — ) (7.30)
j=2

Assim, a forma geral do campo A{ é dada como segue:

o) k—1 k
tta) = 20) = i Dbene) = 3= e ([T (o)) (07 (@) (a0

2k
k'm r=2

onde Fwkdw2e — fuwgaby fwpibibz  fbrswsbe—1 fbr1w2c  Fgerevendo explicitamente a série

Aa .
para A¢, temos:

B 1 cad dae fceg
A?:A?—il)baﬂ'b— gQJ;L bDbd c_g];‘f b cDbg d (732)
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Isso também pode ser escrito como:
- g e
A = A7 — Dlrgh — & peogh pllge — & poe peeagheepiog. (7.33)

onde £ = ;—‘1 Se £ for identificado como um campo de Stiickelberg, entao esta expressao
é a mesma que a obtida em outras obras, onde um campo h = €%¢"5" (com S* sendo os
geradores do grupo de calibre SU(N) atuando Aj para obter uma acdo em uma forma

local tal qual o Formalismo de Gribov-Zwanziger (Fixacao de Calibre Local) [6].

7.2.2 Obtendo 7{

Os campos 7 podem ser obtidos usando o mesmo algoritmo aplicado para os

campos A?. Apresentamos os trés primeiros coeficientes da série para os campos 7

1
(o) = 0w () — ) (734
1
b5 (2, y, ) = 72m492f0d“f”6d7ff (2)6*(x — y)3*(y — 2) (7.35)
1
4, 2 0) = g P P )d (e~ )y~ Oz ) (736)

A partir disso, é possivel construir uma forma geral dos coeficientes para todo k > 4:

k k—1
biﬁ”l’“"w’“(x, Y, 2, w) = k'in% frorbe-ra pweoibibioy | fwrvnbs s (053 (p—x1) H 53(xj — Zj41)
! i

(7.37)

Assim, os resultados nos permitem obter a expressao para a variavel 7 corrigida por GU:

2 3
R =l |01 gthegh 4 T pein prhdghee 4 T pen oo pPogheegt 4 ] (7.38)

=}

onde £ = % Ainda é possivel reescrever a equacao anterior de uma forma simplificada

70 = nlexp (th“) (7.39)

a
onde {* = 7% e [ = fbhegd  Pode-se agora verificar que os novos campos satisfazem

{A2 xb} =0 e {7% X"} = 0, significando que A¢ e 7¢ sdo varidveis de primeira classe.

7.2.3 Obtendo 7§ (condigao de consisténcia)

Como vimos em (7.20), a variacdo infinitesimal de 7§ é nao nula, entdao podemos

prosseguir com a aplicagao do GU.

79(x) = m8(x) + kfjl / <1i[1 d3xr> ek (g ) (E[l T (xr)> , (7.40)

de onde é possivel obter os coeficientes Dy **. Seguindo o formalismo GU, temos o

primeiro
Di(x,y) = {m5(2), X" ()} = —6"8°(z — y). (7.41)

|
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Pela forma de D{(z,y), fica evidente que os préximos coeficientes serao nulos.

Substituindo o coeficiente anterior em (7.40), obtemos
7g(x) = mg(x) — my(x) = 0. (7.42)

A relevancia deste resultado reside na demonstragao da eficicia do formalismo. Observa-
se que 75(z) (vinculo primdrio) passa a ser fortemente igual a zero, pois a condigao
{78(x), Ab(y)} = 0 é satisfeita. Isso implica que 7¢(z) ndo atua mais como um vinculo,
resultando em um modelo dotado de um tnico vinculo de primeira classe, assegurando a

invariancia de calibre do sistema.

7.2.4 Obtendo T¢

Como vimos em (7.22), a variagdo infinitesimal de Ty é nao nula, entao podemos
prosseguir com a aplicagao do GU.E possivel notar que a estrutura da variagdo de 7{ e de
T§ sao similares, o que implica que a série construida por meio do GU ¢ similar, seguindo

a forma
» 2 3
T2a — T2h (Sha + gfbhagb + %f'cdafbhdé-bgc 4 %fdeafcgefbhgébgcgd + (743)

a

onde £% = % Ainda é possivel reescrever a equacao anterior de uma forma simplificada

o

T¢ = Thexp (th“) (7.44)

onde &% = ;—‘z e Fha = fbhacd  Pode-se agora verificar que {TQ‘I, X’} = 0, satisfazendo a

algebra de primeira classe.

7.2.5 Construindo a hamiltoniana de primeira classe

A passagem de um sistema com vinculos de segunda classe para uma com vinculos
de primeira classe i.e. em uma teoria invariante de calibre exige a reestruturagao das
funcdes fundamentais do modelo Hamiltoniana (H) e Lagrangiana (L). A construcao das
versoes de primeira classe dessas fungoes sera conduzida exclusivamente sob a Otica do

Caso II, e tal escolha se apoia sobre as seguintes justificativas:

o Complexidade Nao-Abeliana: enquanto o Caso I produz variacoes de campo que se
assemelham ao comportamento de teorias abelianas, o Caso II explicita a algebra
de Lie presente na estrutura da algebra de Lie SU(N). E neste cenario que as
constantes de estrutura fe e a representacio adjunta desempenham papéis centrais,

exigindo o uso de séries infinitas de operadores para a restauracao da simetria.

a
o Mecanismo de Stiickelberg: O Caso II liga diretamente o campo auxiliar £* = % a0
campo de Stiickelberg nao-abeliano. Desenvolver a dinamica para este caso permite
uma conexao direta com o formalismo de Gribov-Zwanziger local, essencial para a

compreensao de glions massivos no regime de baixas energias.
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o Prova de Consisténcia do GU: A obtencao de uma Hamiltoniana invariante no Caso
II serve como o teste de efetividade para o formalismo de Gauge Unfizing (GU)
aprimorado. Demonstrar que a estrutura simplética é preservada mesmo diante da
nao-comutatividade dos geradores valida a robustez do método para qualquer teoria

de calibre nao-abeliana.

A estratégia consistira na substituigao sistematica das variaveis originais do espago

de fase (A, 7) pelas varidveis modificadas (A, 7) nas formas funcionais da Hamiltoniana

canonica:
H.— H = H.(A, %), (7.45)
da seguinte forma
[ 3 1~a~a 1 [a 1oa 1 2 4a Aa arfa
= [ i {27@. 7o Fo By + Smt A AL — AT (7.46)

onde Fz‘; = &fl? — §;A¢ + gfabcflffl;.

7.2.5.1 Expansao do Termo de Massa

O termo de massa é o ponto central onde £* se acopla dinamicamente ao campo de

gauge. Utilizando a expansao obtida em (7.33):

A% = As — pabeb g fobeeb pedgd 4 (7.47)
O termo im?A?A¢ torna-se:
1 . 1
§m2A§A§ = §m2(A? — D€’ (A} — Di*€?) + O(g) (7.48)

E importante notar que ao se realizar a expansao do produto, o termo (9;£*)(0;£*) fornece
a energia cinética necessdria para o campo escalar, enquanto os termos cruzados A;0;¢

representam o acoplamento caracteristico do mecanismo de Stiickelberg [32].

7.2.5.2 Expansao do Termo Cinético dos Momentos

O termo cinético dos momentos na Hamiltoniana de primeira classe é dado por

%frﬁrf. Utilizando a relagdo compacta obtida em (7.39) e reescrita em termos da matriz

adjunta M = g fohagb.

78 = 7} [exp(M)]" (7.49)
Substituindo na expressao da densidade Hamiltoniana, temos:
L Miha ki, M1ka
T, =3 (wl e (ke ) (7.50)
Utilizando a propriedade de que os geradores na representagao adjunta sao antissimétricos
(Mhe = — M) a matriz exponencial e é uma matriz ortogonal, satisfazendo:
[eM]ha[eM]ka — [eMeMT]hk: — [6M6—M]hk — 5hkz (751)
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Dessa forma, o termo cinético reduz-se a:

1
= —qirksht = —pog, (7.52)

= oM™
O resultado em (7.52) é extremamente relevante uma vez que ele indica que, embora
o momento 7 seja formalmente uma série infinita em termos de £, a energia cinética
associada aos momentos transversais ¢ numericamente idéntica a do sistema original. Isso
confirma que a transformacao de GU para os momentos atua como uma rotagao pura no
espaco de cor, preservando o produto escalar e, consequentemente, a norma do campo de

momento [41].

Uma propriedade fundamental das variaveis modificadas é que elas satisfazem
{A2,x*} = 0 e {72, x*} = 0. Consequentemente, a Hamiltoniana construida a partir dessas

variaveis é, por construcao, invariante sob as transformacoes geradas por x“:

o = [ dye(y){H. X" ()} = 0 (7.53)

Isso implica que a teoria massiva original, que possuia vinculos de segunda classe e carecia
de simetria de calibre local, foi redefinida para uma teoria de primeira classe, em que a

massa do glion coexiste com a invariancia de calibre, a custa da introducao do campo £%.

Substituindo entdo as formas exponenciais 7¢ = 7l[esf]h ¢ a série de AY, a
Hamiltoniana de primeira classe assume a forma local:

- 1 1 1
i = [ i {zwgwg + FA(AVFS(A) + Sm?(A2 — DI+ (7.54)

onde os termos omitidos representam as interagoes nao-abelianas de ordem superior em g
entre o campo de gauge e o campo de £%(Stiickelberg). Essa formulagdo demonstra como
a Hamiltoniana manifesta claramente a natureza nao polinomial do modelo em sua forma

de primeira classe.

7.2.6 Construindo a lagrangiana de primeira classe

A densidade lagrangiana de primeira classe, L;, é definida pela forma funcional da

lagrangiana original atuando sobre os campos transformados Aj:

1y ma L M2 0
— FuE + AL, (7.55)

L= i

Considerando a estrutura nao-abeliana e utilizando a identificagdo do campo de
Stiickelberg £* = 7§ /m?, o tensor de intensidade de campo permanece invariante em sua
forma, F, = F},. Contudo, o termo de massa adquire uma dinamica extra por meio da

série ndo-polinomial Bj;(0), resultando na lagrangiana invariante de calibre:

= Ltpope m (A2 — Bi(9)) (As - Bi(©)) (7.56)
4wt 2 H H I H
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Nesta formulacio, By, (&) ¢ definido pela expansdo:

B(§) = V() Dsre® = i [((n_ fl);!

n=0

ab
] Degb (7.57)

—ab ~ .. .
onde £ = feb¢c. Esta estrutura garante que a acdo seja invariante sob as

transformagoes de calibre locais simultaneas (procedimento detalhado no apéndice B):
a __ ab b
0A;, = Dje (7.58)
5ET = € 4 g fabegbee 4 (7.59)
Desta forma, o sistema original de segunda classe é mapeado em uma teoria de

primeira classe, preservando a consisténcia algébrica e o niimero de graus de liberdade

fisicos do modelo através da introducao do campo escalar de Stiickelberg.

7.2.7 Parénteses de Dirac vs. parénteses de Poisson das varidveis GU

Uma importante forma também de verificar a eficicia do método de Gauge Unfizing
aprimorado reside na comparagao dos resultados obtidos nos parénteses de Poisson das
variaveis modificadas pelo GU, com o resultado encontrado via formalismo de Dirac com

as variaveis originais do modelo, listados abaixo

{A2(), 7)) = 056" (@ — ), (7.60)
{A5(2), Aw)}p = 53 D5(a — ), (7.61)
{A5(2), wy)ko = 5 5l @) @ ), (7.62)
{A5 (@), m5(y)}p = 0. (7.63)

Calculando os parénteses de Poisson das variaveis provenientes do GU, temos que para

Af(x) e Aj(y)

~ ~ 2
{A7 (), Aj(y)} = {=DIe", A} +{=3 1 DI, A +{~ T f e fooog DI, A} .

(7.64)
que considerando o limite £* — 0, pode ser escrito na forma
Aa A “—=0 a
{Af(2), A ()} AL (@), AT ()} Dirac
1
= 3Dl —y) (7.65)

1
= (ai5ad + gfabdA?) 0*(z —y)
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Para A%(z) e #%(y) temos que
(A (@), #hy)} = {- e eap (gF) + { = ot plige b eap (™) +
9 b
{—6 flac peeaghee phagd Wm} exp (gF"™) + ..., (7.66)
calculando os parénteses de Poisson, temos que
{A%(x), 7 (y)} =0°"6,;0°(x — y)eap (¢F"™)
— gf"¢5,;0%(x — y)eap (gF"™)
g ca m
= S 650 (@ — y)exp (gF™)
2
g ac fce C m
= G g 150 w — y)eap (gF"") . (7.67)

onde se rearranjarmos os termos, teremos

~ 2
{A2(0), 710} = 050%( — {5 — grmee — L peodga primee

& (7.68)
. 6fdacgdfceg£gfbgm§e'”} eXp(thm>
que, se usarmos a propriedade de antissimetria de f%¢, teremos
2
Aa ~ am cam ¢c 9 tac m ¢c
(A2(w), 7 ()} = bg0°(@ — ) {ar — gpomee 4 L pret rime
3 (7.69)
g ac ce, m ¢e m
= &gt ponga prmge. A exp(g ™),
que claramente pode ser escrita na forma
{47 (2), 7} (y)} = 6;50° (x — y) exp(=M“) exp(M"™) = 6,;6°(x — y)o*",  (7.70)

Note-se que a matriz (M) = g€¢f® representa a acio da dlgebra de Lie na representacio
adjunta. A preservacao do paréntese de Poisson sem a necessidade do limite & — 0
demonstra que a transformacao de Gauge Unfixing para as variaveis espaciais ¢, de fato,

uma transformacao canonica induzida pelo grupo de calibre.

Para Ag(z) e #b(y), teremos

{49 (@), 729)} = {47 (@), 7l exp (317}
- 771}‘1 {Agn(m), exp (Mha)}

o Ly apee £ o )

= L2 AR ), 7))+ 1 (A o))

+ AP @), 7)) + g!fde“fcgef”’”‘g---] |

(7.71)
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considerando que {A7(z),7¢(y)} = ™53 (x — y) e que f%¢ = —f2 notamos que os

termos de ordem maior ou igual a dois, vao a zero, resultando em

{45 @) 7)) = al-L e —y). (7.72)

A equivaléncia direta entre os parénteses de Dirac das varidveis originais e os de Poisson
das varidveis GU ocorre porque o operador {A',-} atua como uma derivada funcional
que reduz a ordem da expansao em série de 7;. Devido a antissimetria das constantes de
estrutura f®° contraida com a simetria dos produtos de campos £°€¢... nos termos de
ordem superior, apenas o termo linear sobrevive, recuperando exatamente a estrutura de

transformacao da representacao adjunta prevista pelo paréntese de Dirac.

7.2.8 Andlise dos Graus de Liberdade e Consisténcia do Formalismo

A obtencao das func¢oes Hamiltonianas e Lagrangianas de primeira classe através
do método de Gauge Unfiring (GU) permite estabelecer uma nova estrutura de vinculos
para o modelo de Yang—Mills massivo. Uma das principais vantagens deste formalismo,
em contraste com o mecanismo de Stiickelberg convencional ou mesmo formalismos como
o BFFT, é que o espaco de fase original nao é expandido pela introducao de campos
auxiliares externos; em vez disso, a liberdade de calibre é reestabelecida por meio da

reclassificacdo dos vinculos existentes [3,4].

No modelo original de Yang-Mills (YM) SU(N), o sistema é caracterizado por
dois vinculos de segunda classe por gerador da algebra: o vinculo primério 7§ ~ 0 e o
vinculo secundério D;w¢ + m?A¢ ~ 0. No espaco de fase de dimensio 8 (considerando as
componentes 1 = 0, 1,2, 3 e seus momentos), a presenga desses dois vinculos de segunda
classe reduz o sistema a 8 — 2 = 6 variaveis, resultando em 3 graus de liberdade fisicos
no espago de configuracao, correspondentes as trés polarizagoes de um bdson de calibre

massivo.

Com a aplicagdo do GU, o sistema é elevado a uma teoria de primeira classe. Sob
esta nova perspectiva, um dos vinculos de segunda classe é efetivamente "desfixado", e o
sistema passa a ser governado por um unico vinculo de primeira classe — o gerador da
simetria de calibre T;. De acordo com formalismo de Dirac para sistemas de primeira
classe, cada vinculo desta natureza remove dois graus de liberdade do espaco de fase (um
pela restricao e outro pela liberdade de fixacao de calibre) [2,18,19]. Assim, a contagem

resulta em:

G.D.L. — ; (8—2x1) =3 (7.73)

Este resultado confirma que o formalismo GU preserva a integridade fisica do
modelo original. A componente longitudinal, que em teorias de calibre puras é eliminada,
aqui permanece como um grau de liberdade fisico, mas agora descrito em uma linguagem

onde a invariancia de calibre é manifesta.
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Dessa forma, a Hamiltoniana H e a Lagrangiana L construidas nio representam um
novo sistema fisico, mas sim uma descri¢cao dual e matematicamente mais tratavel, onde os
vinculos de segunda classe foram mapeados em uma orbita de calibre. Esta caracteristica é
o que permite a equivaléncia direta entre os parénteses de Poisson das variaveis modificadas
e os parénteses de Dirac das variaveis originais, conforme demonstrado anteriormente,
validando a eficacia do método na transicdo para um formalismo de primeira ordem

invariante.
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8 O Modelo de Skyrme SU(2)

Consideramos agora o modelo de Skyrme SU(2), que descreve barions e suas

interagoes por meio de solugoes de solitons. A Lagrangiana para este modelo é dada por:
1
L= /d3 [ SI{OUOU} + S T{[UTOU, U 0,U]} (8.1)

onde F} é a constante de decaimento do pion, e é um parametro adimensional, e U é uma
matriz SU(2). Ao inserir uma coordenada coletiva A(t) na Lagrangiana e substituir U(r)
por U(r,t) = A(t)U(r)A*(t), obtemos:

L=—M+XTr{9yA0 A"} (8.2)

onde M é a massa do sdliton, que, na ansatz de Skyrme U(r) = exp(iF(r) - ), é dada por:

oF sin? F sin? F oF 2
_47T/ drr{ (m) +2—; = +2<87"> } (8.3)

e A =2/3(1/eF)A, com A = [¢° dwva®sin® F{1 +4[(25)? + $22F]} onde o é uma varidvel

adimensional definida por x = eF,r. A matriz A do grupo SU(2) pode ser escrita como

1 sin? F
2e2 2

A =ag+ia-7 com o vinculo T} = a;a; — 1 = 0, para i = 0,1,2,3. Entao, a Lagrangiana

pode ser reescrita como uma funcao dos a; como L = —M + 2\ a;a;.

Para a transicao para o formalismo Hamiltoniano, calculamos os momentos canoni-

COS:
oL

T = —
’ &Li

Através da transformacao de Legendre, obtemos o Hamiltoniano candnico:

= 4\ (8.4)

1
Hc =M + Sjﬂiﬂi (85)

Da condicao de consisténcia de que o vinculo 7} nao pode evoluir no tempo, obtemos um
vinculo secundario:

TQ =T, = 0 (86)
Entao, o Hamiltoniano total é Hy = M +3 7r27rl + uy(agar — 1) + usa;m;. A conservagao

do vinculo 75 determina o multiplicador de Lagrange uy:

T

(8.7)

Uy =
8/\ajaj

Isso confirma que o sistema possui apenas dois vinculos, e eles sao de segunda classe, com
algebra de Poisson dada por {7, T} = 2¢qpa;a;, onde a,b = 1,2 e €4, = 1. O Hamiltoniano

total pode agora ser reescrito como:

1 il
HT:M—Ffﬂ'i?TZ‘—F i

-1 i 8.8
8A 8)\ajaj (akak ) + i ( )
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A evolugao temporal do vinculo 77 fixa o multiplicador de Lagrange us:

;T
— 8.9
Y2 4)\6L]‘CL]‘ ( )
e o Hamiltoniano total se torna:
1 1 (aﬂri)Q
Hr=M+— 12— — 8.10
T + 8)\ ( ajaj> 4)\(1]‘@]‘ ( )

A natureza de segunda classe mostrada pelos vinculos na equagao (8.10) nos permite
aplicar o formalismo de Gauge Unfixing aprimorado. Agora precisamos escolher um dos
vinculos para ser o gerador de transformagoes infinitesimais. As duas possibilidades podem

ser analisadas separadamente.

8.0.1 T3 como Vinculo de Primeira Classe

Neste caso, escolhemos o vinculo (8.6), 77 = a;a; — 1 = 0, como o gerador de
transformacoes infinitesimais, y. Podemos redefini-lo para que os dois vinculos formem
um par aproximadamente canonicamente conjugado. Assim, reclassificamos 7T como:

T1 . a;a; — 1
2611'(1@' N QCLjCLj

X = (8.11)

O vinculo T, sera descartado. Portanto, as variagoes infinitesimais das quantidades

relevantes sao dadas por:
da; = e{a;, x} =0 (8.12)
0Ty = e{Ty, x} = —€(1 4+ 2x) (8.13)

i 2a;
57@26{7@,)(}26(- ¢ + ax>

aja;  a;a;
Conforme apresentado na Secao II, as varidveis de primeira classe sdo construidas como

(8.14)

uma série de poténcias do vinculo descartado T5:

a; = a; + »_ b1y (8.15)
n=1

Ti=m+ > Ty (8.16)
n=1

Os coeficientes b, e ¢, sao calculados usando a féormula geral da Secao II. Usando as
expressoes para as variagoes, podemos ver que para a variavel a;, todos os coeficientes b,

sao trivialmente zero. Portanto, a; = a;. Para 7;, obtemos o primeiro coeficiente:

(2x — 1)a;
_ i 8.17
“l 2CLj(Ij -1 ( )

Como dc; = 0, todos os coeficientes subsequentes para n > 2 sao nulos. Portanto, as

variaveis de primeira classe sao:
a; = a; (8.18)

T =M + ———apTg (8.19)
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A construgdo do Hamiltoniano através dessas novas variaveis é essencial para verificar
se 0 novo sistema ¢é agora do tipo de primeira classe. Podemos verificar isso através dos
colchetes de Poisson entre o gerador de simetria x e o novo Hamiltoniano. Ao inserir as
expressoes para a; e ; no Hamiltoniano canénico original H. = M + émﬁri, obtemos o

seguinte Hamiltoniano de primeira classe:

2akak—1

- 1 1 (2x — 1) (a;m;)? 1 | (2x — Dasa;m, 2 (8.20)
8)\ 4)\ 2(leLj — 1 8)\ '

Pode-se verificar que {y, ]5[0} =0.

8.0.2 T35 como Vinculo de Primeira Classe

Agora consideraremos a outra escolha de gerador de transformacoes infinitesimais.

Neste caso, reescalamos Ty = a;m; ~ 0 como:

T ays
. B (8.21)

QCLZ'CLZ‘ 2ajaj

e Ty sera ignorado como um vinculo. x’ gera transformacoes infinitesimais como segue:

€a;
Sa; = —e{a;, '} = —— 22
= el '} = s (522
; 2ex a;
om = e{mi '} = - i 2
;i = e{m, X'} S0 aar (8.23)
0Ty = e{T1, X'} = —¢ (8.24)

Assim, tanto a; quanto m; sdo variaveis de segunda classe e devem ser redefinidas. As
variaveis de primeira classe a; e 7; sao construidas como séries de poténcias do vinculo

descartado T;:

n=1
Ti=m+ Y I (8.26)
n=1

Para ambas as variaveis, temos um numero infinito de coeficientes, pois as séries nao

truncam devido a natureza das transformagoes. Para a;, os dois primeiros coeficientes sdo:

Q;

b — _ 2
! 2ajaj (8 7)
a.
by — — 4 8.28
2= " §laya,)? (8.28)

Para n > 3, a relagao geral para os coeficientes b, é dada por:

C-Del—nt1) a
n! (aja;)"

1
by = —2

(8.29)
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Portanto, a; se torna:

_ (aja; —1)  (aja; —1)°
i —a [ T ot (8.30)

que pode ser colocada em uma forma fechada como:

i = a; [1 - %_1)12 S (8.31)

(4ja)*

Agora, para a variavel 7;, os dois primeiros coeficientes sao:

i 2a;X’
o = 1y ZhiX (8.32)
2aja;  apay
3m; a;x’
cy = + (8.33)

8(aja;)*  2(arax)?
Ao substituir esses ¢, na expressao para 7;, a variavel se torna:

7 i 2a;x' 3m; a;x’' 2
e way, ) (% a;—1)%..  (8.34
=T+ <2akak + akak> (aja; — 1) + <8(akak)2 + 2apar)? (aja; —1) (8.34)

Diferentemente de @;, nao se pode obter aqui uma forma fechada simples para a variavel

de primeira classe 7;. Este é um resultado diferente de alguns outros trabalhos anteriores.
Ao inserir essas expressoes no Hamiltoniano (8.5), obtemos um novo Hamiltoniano de
primeira classe:

H =M+ 81)\7?2-7?1- (8.35)
E possivel verificar que {x, H'} = 0, o que reafirma a efetividade do GUA em tornar os
modelos por ele tratados com estrutura de vinculos de primeira classe e por consequéncia,

com invariancia de calibre.
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9 CONCLUSAO

Nesta tese, generalizamos com sucesso o formalismo de Gauge Unfizing (GU)
aprimorado para abordar sistemas nao-abelianos de segunda classe, com foco na restauracao
da invaridncia de calibre [42-44]. Esta generalizagao é crucial para uma reformulagao
mais completa e formal de tais sistemas dentro do seu espago de fase original [45,46].
Diferente de métodos de extensao, o formalismo GUA preserva a dimensao do espaco
de fase, convertendo a rigidez dos vinculos de segunda classe em liberdade de calibre,
o que mantém a contagem de graus de liberdade fisicos consistente com a descri¢ao
original do béson massivo [47-49]. Demonstramos que varidveis de segunda classe podem
ser sistematicamente convertidas em quantidades invariantes de calibre por meio de um

procedimento iterativo, levando a um sistema totalmente invariante [50-52].

Investigamos especificamente a restauracao da invariancia de calibre para dois
modelos nao-abelianos significativos: o modelo de Yang-Mills massivo SU(N) e o modelo
de Skyrme SU(2) [53-55]. Para o modelo de Yang—Mills massivo, uma escolha criteriosa do
gerador de simetria de calibre permitiu-nos reproduzir com precisao a forma infinitesimal
das variagoes de calibre caracteristicas da teoria de Yang-Mills sem massa [7,27,28]. As
expansoes resultantes para as variaveis GU, expressas como séries de poténcias do vinculo
descartado, correspondem precisamente a construgao de Stiickelberg (nao-polinomial)
derivada em trabalhos anteriores [16,33,53,56]. Foi demonstrado que a transformagao
para os momentos (7;) atua como uma rotagdo pura no espago de cor, garantindo que a
energia cinética do sistema permaneca numericamente invariante, preservando a norma
do campo de momentos independentemente da complexidade da série infinita gerada [10].
Esta forte concordancia valida a nossa abordagem e destaca a sua capacidade de recuperar

resultados conhecidos de formalismos alternativos [50, 53].

No caso do modelo de Skyrme SU(2), a nossa analise revelou duas teorias de calibre
distintas, dependendo de qual vinculo foi escolhido como gerador de simetria [54,55,57].
Quando T3 (o vinculo a;a; — 1) foi usado como gerador, as variaveis GU obtiveram uma
forma mais simples e truncada [43,57]. Por outro lado, quando 75 (o vinculo a;7;) foi
escolhido, as respectivas varidaveis GU resultaram numa série infinita de coeficientes [55].
Embora a ultima série fosse infinita, ela pdde ser expressa numa forma fechada para
a;, enquanto 7; permaneceu uma série infinita [3,4]. Uma caracteristica consistente em
todas as aplicacoes é que o sistema de primeira classe recupera a sua natureza original de
segunda classe quando o calibre unitario ¢ imposto ou as condigoes de contorno iniciais
sao restabelecidas [42,43,52].

Além disso, estabelecemos uma conexao crucial entre o formalismo GUA e o
formalismo de Stiickelberg generalizado [16, 33, 53]. Demonstramos que os escalares

auxiliares introduzidos no mecanismo de Stiickelberg, juntamente com os seus conjugados
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canonicos, podem ser diretamente identificados com os campos adicionais introduzidos no
espago de fase estendido na abordagem BFFT [21,50,58]. Este mapeamento confirma a
equivaléncia destas duas prescrigoes distintas para transformar sistemas nao invariantes de
calibre em sistemas invariantes, independentemente da dimensionalidade do espago-tempo
ou do grupo de calibre nao-abeliano especifico [3,4,48,51]. Esta correspondéncia estende e
generaliza descobertas semelhantes anteriormente relatadas para grupos abelianos [14,44,
59]. E importante ressaltar que, embora a generalizagao do formalismo de Stiickelberg usual
de teorias abelianas para nao-abelianas seja nao-trivial, o mesmo ocorre no formalismo
BFFT [50,53]. De facto, uma caracteristica distintiva da transformagao de sistemas de
segunda classe nao-abelianos em sistemas de primeira classe foi que todas as ordens de
iteracao na abordagem BFFT foram obrigatérias [21,55]. No entanto, a nossa abordagem
forneceu um algoritmo para calcular sistematicamente estas correcoes e expressa-las em

formas fechadas [3,4].

A consisténcia do nosso formalismo é ainda mais corroborada pela observacao de
que os parénteses de Poisson entre as variaveis GU sdo equivalentes aos parénteses de Dirac
entre as variaveis originais de segunda classe para o modelo de Yang—Mills massivo e para
o modelo de Skyrme SU(2) [45,46,52,60,61]. Isto indica a robustez e validade do nosso
formalismo GUA generalizado [3,4]. Uma aplica¢do interessante do método desenvolvido
aqui seria estudar a bosonizacao e a dualidade entre teorias nao-abelianas em dimensoes
superiores, onde a abordagem de Lagrangiana mestre convencional falhou, enquanto a

baseada no formalismo de Stiickelberg generalizado foi eficaz [53, 62, 63].

Como observacgoes finais, mencionamos que o formalismo Hamiltoniano para a
teoria de Yang—Mills massiva, considerada um sistema de segunda classe, foi originalmente
estabelecido na literatura classica [8,36,41]. A interpretagdo canoénica de primeira classe
correspondente em termos da abordagem de Stiickelberg parte de uma Lagrangiana
incorporada e nao utiliza o elaborado método BFFT [16,53]. O presente trabalho avanga ao
converter sistemas de segunda classe nas suas formas de primeira classe sem a necessidade
de estender artificialmente o espago de fase, preservando a elegancia geométrica da
teoria [3,4,49]. Trabalhos futuros poderao explorar novas aplicagoes deste método,
potencialmente em areas como bosonizacao e dualidade em dimensoes superiores, onde

abordagens convencionais enfrentaram desafios significativos [2-5].
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A Apéndice A: correspondéncia com o formalismo de Stiickelberg generali-

zado

Esta secao explora a relagdo entre a imersao Hamiltoniana de sistemas de segunda
classe, especificamente o formalismo de Batalin-Fradkin-Tyutin (BFFT), e o formalismo
de Stiickelberg generalizado para converter Lagrangianas nao invariantes de calibre em
formas invariantes de calibre. A teoria de Yang—Mills massiva serve como um exemplo

classico para essa comparagao.

A Lagrangiana padrao de Yang—Mills massiva, definida como L = —iF O i

l77”L2AZA““, nao ¢ invariante sob transformacoes de calibre devido ao termo de massa.

2
No entanto, o mecanismo de Stiickelberg generalizado introduz escalares auxiliares para

restaurar essa invariancia de calibre. A Lagrangiana de Stiickelberg modificada é:

1 a 1a m2 a a @ a
L= = FFyy 5 (AL = BUO)A - BL(9)) (A1)

onde §%(r) sdo os campos escalares auxiliares (campos de Stiickelberg) e Bjj(0) =
—._qab 7a
Vb (9)9,0° com V(0) = 322, [m} e 0" = fg¢. Esta Lagrangiana é construida
para ser invariante sob transformacoes de calibre ndo-abelianas infinitesimais:

Al — A%+ DE(V(A) (A.2)
£9— £ 4\ (A.3)

onde \ é o parametro de calibre.

Desenvolvendo o formalismo canonico para esta Lagrangiana invariante de calibre,

encontram-se vinculos primarios e secundarios. Os momentos candnicos sao:

a aL a
Uy i m2¢ (A.4)
a aL a
Uy i —F (A.5)
me = OL _ jppyeayyedgl _ 2 pbyysin (A.6)
o

onde W®(£) = Ve (€) — §%. Da expressao para 7d, o vinculo primdrio é:

T8 =70 —m** =0 (A.7)

Este vinculo pode ser diretamente identificado com o primeiro vinculo no formalismo

BFFT, fazendo a simples identificacdo de campos £% «+ n?.
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Para o calculo do vinculo secundario, utiliza-se a conservagao temporal de T,

resultando em:

T8 =T0 — m*¢® =78 — m2§“ (A.8)

ab
Tg = m*AS — 12 + D;mt) A9
R [P YR (A9)
Essa correspondéncia confirma que tanto as prescri¢coes de imersao Lagrangiana

quanto Hamiltoniana convertem sistemas nao invariantes de calibre em sistemas invariantes

de calibre.
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B Apéndice B: invariidncia de calibre da lagrangiana de Stiickelberg nao-
abeliana

Consideremos a Lagrangiana

Lj=—tpope 4 m (A2 = Bi(9)) (A4 - Bi(©)) (B.1)

T 9 %
onde o campo de calibre nao-abeliano Aj transforma como
a ab b a acb Ac b
0A} = Dive’ = 0ue + gf* " Aje, (B.2)
e o tensor de campo é dado por
a a a abc pb pc
Fi, = 0,A7 —0,A, +gf"" A A, (B.3)
E bem conhecido que, sob esta transformacio, F ., Varia covariantemente,
a acb e b
0F,, = gf*F,,€, (B.4)
de modo que o termo de Yang-Mills é invariante:

1 a 1a 1 a a 1 a achb e b
6<—F F >:—2FW6FW:—2FM I Ee & =0, (B.5)

4MV uv v

pois Fg I, é simétrico em (a, ¢) enquanto fa¢ ¢ antissimétrico.

A parte de massa em (B.1) depende da combinagao
Ch = Al — Bi(6), (B.6)

onde o campo de Stiickelberg Bf(£) ¢ definido por

Bi(§) = V() Dyre" = i [((n_ fl):!

n=0

ab
] Dzagb’ Eab _ facbgc‘ (B.7)
Expandindo até segunda ordem em &, obtemos
B(€) = Dy’ — S 7" ¢ Dt + O(¢Y). (B.8)
Escolhemos a transformacao de calibre do campo de Stiickelberg como
5E% = €@ + gfabCSbec +O(e?), (B.9)

de forma que a variacao de Bz(f) reproduza a transformacao padrao de um campo de

conexao na representacao adjunta.

De fato, tomando inicialmente o termo linear de (B.8),

a(l) __ ab #b
By = Dibeb (B.10)
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sua variagao é
a(l) __ ab ¢ ¢b ab\ ¢b
§ByM = D¢t + (6D)E. (B.11)

Usando (B.9) e
D =670, + gf*CAs, 5D = gf*POAS = gf*“" D, (B.12)
vemos que a contribuicao dominante de 5BZ(1) contém
a(l) ab b . . 2
(SB#( ) = D}’€” + termos proporcionais a g(§ €, 0 €) + O(£7), (B.13)

onde o primeiro termo é o “shift” D,e desejado. J& o termo quadrético em (B.8),

a(2 g ach ¢ Mbd +d
Bu( ) — _§f §eDe, (B.14)
gera, ao ser variado,
a g ac (& g ac (&
5B“<2> - _§f bs¢ Dfﬂgd — 5f b¢ Dzdégd +..., (B.15)

onde os pontos indicam termos de ordem superior em &. Substituindo (B.9) e retendo
termos até ordem £ €, os termos adicionais de 533(1) sao cancelados por 5Bz(2), de forma

que a variagao total de Bg(f ) pode ser escrita como
SBI(E) = Die® + gf*" B (€)e” + O(E%). (B.16)

Isto mostra que B (&) transforma como um campo de calibre na representacao adjunta,

ordem a ordem na expansao em &.

Definindo entao

Ch= A} — BZ(f), (B.17)
a variagao de C é
0C;; = 045 = 0B; = Dife’ — (Djfe! + gf**Bie") + O(€), (B.13)
o que leva a
a __ acb pe b __ acb e b 2
503 = —g " Bie = g[*IC5e + O(E%), (B.19)

onde, na tltima igualdade, usamos Cj; = Af, — Bj. Assim, C; transforma covariantemente
no adjunto:
a acb e b
oC, = gf*’Che’. (B.20)
Finalmente, a parte de massa pode ser escrita como
o

2
L = %Caca (B.21)

cuja variagao é
0L, = mzq‘j oC) = mQCg gf“CbC’;eb. (B.22)
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Como C{Cf é simétrico em (a,¢) e f* é antissimétrico, temos
CaCef* =0 = 6L, =0. (B.23)

Portanto, o termo de massa é invariante de calibre, e como o termo de Yang—Mills também
o é, concluimos que a Lagrangiana L; em (B.1) é invariante sob as transformagoes de

calibre locais simultaneas de Aj e {* consideradas acima.
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