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RESUMO

A compreensao do Universo primitivo requer estender o arcabouco da Relatividade
Geral para regimes onde os efeitos da gravidade quantica e as possiveis modificagoes
da estrutura do espago-tempo se tornam relevantes. O objetivo principal desta tese
¢ estudar o papel da nao comutatividade na cosmologia primordial por meio de duas
abordagens complementares. No regime classico, analisamos a dinamica classica de modelos
de Bianchi I e III simétricos e localmente rotacionais (LRS) nao-comutativos na era de
radiagdo, avaliando o impacto do pardmetro nao-comutativo (NC) = sobre a expansao,
a isotropizacao e sua evolugao temporal sob a hipotese de um Universo homogéneo e
isotropico. Empregamos uma formulagao hamiltoniana no formalismo ADM com um fluido
de radiagao descrito por meio do formalismo de Schutz, introduzindo a nao comutatividade
por meio de uma deformacao da algebra de Poisson entre as variaveis candnicas, o
que permite incorporar corregoes geométricas as equagoes dindmicas. Os resultados
indicam que v altera significativamente a dinamica, com uma influéncia maior em estagios
iniciais, favorecendo a expansao e a isotropizacao para valores negativos e produzindo
comportamentos semelhantes entre os modelos de Bianchi I e III. No regime quantico,
estudamos a nucleagdo quantica do Universo em um modelo FLRW em um minisuperspaco
NC, analisando como o pardmetro NC e modifica a equagao de Wheeler-DeWitt (WDW)
e a probabilidade de tunelamento. Formulamos um modelo FLRW fechado com constante
cosmologica A > 0, no qual a ndo comutatividade no setor dos momentos canonicos conduz,
apoOs uma transformagao unitaria de fase, a uma equacao de WDW do tipo Schrodinger. Ao
analisar o processo de tunelamento por meio da aproximacao WKB e do método numérico
de Crank-Nicolson, observamos que valores de ¢ < 0 reduzem a altura e a largura da
barreira de potencial, aumentando a probabilidade de nucleagao, efeito que se intensifica
com o aumento da energia de radiacao E e de A. Em conclusao, as deformagodes nao
comutativas do minisuperspaco constituem uma extensao consistente para o estudo da
cosmologia primordial, influenciando tanto os mecanismos de isotropizacao classica quanto

as condigoes iniciais mais provaveis para o “nascimento” do Universo.

Palavras-chave: cosmologia nao-comutativa; modelos de Bianchi; cosmologia quantica;

equacao de Wheeler—-DeWitt; tunelamento quantico.



ABSTRACT

Understanding the primordial Universe requires extending the framework of General
Relativity to regimes in which the effects of quantum gravity and possible modifications of
the structure of spacetime become relevant. The main objective of this thesis is to investi-
gate the role of noncommutativity in primordial cosmology through two complementary
approaches. In the classical regime, we analyze the dynamics of noncommutative locally
rotationally symmetric (LRS) Bianchi I and III models during the radiation era, evaluating
the impact of the noncommutative (NC) parameter v on the expansion, isotropization,
and its temporal evolution under the assumption of a homogeneous and isotropic Universe.
We employ a Hamiltonian formulation within the ADM formalism, with a radiation fluid
described through the Schutz formalism, introducing noncommutativity through a defor-
mation of the Poisson algebra between the canonical variables, which allows geometric
corrections to be incorporated into the dynamical equations. The results indicate that
~ significantly modifies the dynamics, with a stronger influence at early stages, favoring
expansion and isotropization for negative values and producing similar behaviors in both
Bianchi I and IIT models. In the quantum regime, we study the quantum nucleation of
the Universe in an FLRW model within a noncommutative minisuperspace, analyzing how
the NC parameter € modifies the Wheeler-DeWitt (WDW) equation and the tunneling
probability. We formulate a closed FLRW model with a positive cosmological constant
A > 0, in which noncommutativity in the canonical momentum sector leads, after a unitary
phase transformation, to a Schrodinger-type WDW equation. By analyzing the tunneling
process through the WKB approximation and the Crank—Nicolson numerical method, we
observe that values of ¢ < 0 reduce both the height and width of the potential barrier,
increasing the nucleation probability, an effect that becomes stronger as the radiation
energy F and A increase. In conclusion, noncommutative deformations of minisuperspace
constitute a consistent extension for the study of primordial cosmology, influencing both
the mechanisms of classical isotropization and the most probable initial conditions for the
“birth” of the Universe.

Keywords: noncommutative cosmology; Bianchi models; quantum cosmology; Wheeler—

DeWitt equation; quantum tunneling.
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CONVENCOES E NOTACOES

Adotamos unidades naturais, nas quais ¢ = kg = h = 1, salvo indicagdo em contrério.

Em se¢oes com analise cosmolégica, toma-se 87G = 1 para simplificar as equagoes

de campo de Einstein.

A métrica do espago-tempo possui assinatura (—,+,+,+), conforme usual em

Cosmologia.

Utilizamos a convencao de soma de Einstein para indices repetidos, salvo indicacao

em contrario.
Indices gregos u, v, p, ... variam de 0 a 3 e denotam coordenadas do espaco-tempo.
Indices latinos 7, j, k, ... variam de 1 a 3 e denotam coordenadas espaciais.

A métrica do espago-tempo ¢ denotada por g, enquanto a métrica espacial induzida

sobre as hipersuperficies é representada por h;;.

O simbolo = sera utilizado para indicar defini¢goes, ou seja, notagoes introduzidas

por convengao.

As derivadas parciais de um campo A sao representadas por 9, A ou, de forma

abreviada, por uma virgula subscrita na forma A ,.

As derivadas covariantes sao indicadas por V,A, ou, alternativamente, por um

ponto-e-virgula subscrito na forma A.,.
Os simbolos de Christoffel sao denotados por F;\W.

A decomposic¢ao 3+1 segue o formalismo ADM, com N representando a fun¢ao lapse
e N o vetor shift.

O escalar de curvatura tridimensional é indicado por ®)R, e os simbolos de Christoffel

3)i
por )ij.
O pardmetro ~ representa a nao comutatividade no regime classico.

O parametro ¢ representa a nao comutatividade no regime quantico.
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1 INTRODUCAO

Um dos maiores desafios da cosmologia moderna consiste em compreender a fisica
que governa os instantes iniciais do Universo. No contexto da Relatividade Geral, a
evolucao cosmolégica conduz, sob hipoteses fisicas razoaveis, ao aparecimento de uma
singularidade inicial, como estabelecem os teoremas de singularidade de Hawking e Penrose
[1, 2]. No entanto, em um regime caracterizado por densidades de energia e curvaturas
extremamente altas, espera-se que a descrigao classica do espaco-tempo deixe de ser valida
e que os efeitos da gravidade quantica se tornem dominantes [3, 4]. Nesse contexto, a
geometria do espacgo-tempo poderia apresentar fortes flutuagdes quéanticas em escalas
extremamente pequenas, dando origem a uma estrutura conhecida como “espuma quantica”
(spacetime foam), conceito introduzido originalmente por Wheeler [5]. Diversas abordagens
para a gravidade quéantica, como a teoria de cordas e a teoria M [6, 7], bem como a
gravidade quintica em lagos [8, 9], sugerem que, proximo a escala de Planck, a estrutura
do espago-tempo poderia diferir substancialmente daquela prevista pela teoria classica.
Em certos limites da teoria de cordas emergem estruturas geométricas nao comutativas [10,
11]. Uma forma efetiva de modelar essa possibilidade consiste em recorrer a geometria NC,
introduzida originalmente por Snyder [12] e posteriormente desenvolvida no arcabougo
mateméatico de Connes [13], na qual as coordenadas do espago-tempo deixam de satisfazer
as relagoes de comutacao usuais, o que refor¢ca sua relevancia como ferramenta para

descrever a fisica do Universo primordial.

Ainda que a estrutura fundamental do espago-tempo nao esteja completamente
estabelecida, diversos argumentos tedricos e observacionais sugerem que o Universo primi-
tivo pode ter sido muito menos simples do que aquele descrito pelo modelo cosmolégico
padrao (ACDM, Lambda Cold Dark Matter). Em grandes escalas, o Universo atual é nota-
velmente bem descrito pelo modelo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW),
que assume homogeneidade e isotropia espaciais [14, 15]. No entanto, ndo existe razao
fundamental para supor que essas simetrias tenham estado presentes desde as etapas
mais iniciais da evolucao césmica. Pelo contrario, em um regime dominado por processos
quanticos gravitacionais e por condigoes iniciais extremas, torna-se natural considerar
que o Universo pode ter emergido em um estado anisotrépico e até mesmo inhomogéneo
[16, 17]. A partir dessa perspectiva, uma questao central na cosmologia tedrica consiste
em compreender como um Universo inicialmente anisotrépico pode evoluir para o estado
quase isotropico observado atualmente. O problema da isotropizacao adquire, assim, um
papel fundamental, pois conecta a fisica do Universo primordial com a estrutura global do

Universo atual.

Modelos cosmoldgicos homogéneos anisotrépicos fornecem um quadro natural
para estudar a possivel evolu¢cdo de um Universo primordial anisotrépico em direcao ao

estado quase isotrépico observado atualmente. Entre eles, alguns modelos de Bianchi
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[18] constituem uma classe particularmente importante, pois generalizam o caso FLRW
preservando a homogeneidade espacial, mas permitindo diferentes formas de anisotropia [19,
20]. Diversos trabalhos mostraram que, sob condigoes fisicas apropriadas, tais Universos
podem evoluir para estados isotropicos; por exemplo, Wald demonstrou que modelos
anisotropicos inicialmente em expansao, na presenca de uma constante cosmologica positiva,
tendem assintoticamente a uma solugdo do tipo de Sitter [21]. Outros estudos indicaram
que efeitos como a presenca de radiagao, viscosidade césmica, campos escalares ou energia
escura podem favorecer o processo de isotropizacao [22-25]. Além dessas motivagoes
tedricas, cendrios anisotropicos também sao discutidos no contexto observacional devido
a possiveis anomalias na radiagdo césmica de fundo em micro-ondas (CMB), como o
baixo momento quadrupolar e alinhamentos em grande escala [26-35]. Nesse contexto,
os modelos de Bianchi fornecem um quadro geométrico ttil para investigar de que forma
pequenos desvios da isotropia poderiam influenciar observaveis cosmolégicos ou deixar

vestigios na estrutura em grande escala do Universo [36, 37].

Entre os modelos anisotrépicos, os casos de Bianchi I e Bianchi 111 sao especialmente
relevantes para o presente trabalho. O modelo de Bianchi I constitui a generalizagao
homogénea anisotrépica mais simples do modelo FLRW plano e tem sido amplamente
estudado em diversos contextos fisicos, como na presenca de fluidos viscosos, campos
magnéticos, constantes cosmoldgicas, acoplamentos ndo minimais e campos escalares
[38—42]. Nesses cendrios investigam-se, em particular, a evolugdo da anisotropia e as
condigoes sob as quais o modelo pode aproximar-se de um estado isotrépico. Por outro
lado, o modelo de Bianchi III descreve um Universo anisotrépico com geometria espacial
aberta e tem sido utilizado para analisar processos de isotropizagao, a dinamica da energia
escura e diversas extensoes da gravitagdo padrao [43-46]. Também foram exploradas
extensoes quanticas desses modelos; por exemplo, na Loop Quantum Cosmology (LQC)
encontrou-se que certos modelos de Bianchi, como o Bianchi I, podem evoluir para estados
mais isotrépicos devido a corregoes quanticas que modificam a dindmica do espago-tempo
no regime de alta curvatura [47, 48], enquanto outros trabalhos estudaram a quantizagao
de modelos de Bianchi no marco da cosmologia quantica de minisuperspago [49-53]. Em
conjunto, esses resultados mostram que a anisotropia nao ¢é relevante apenas no nivel
classico, mas também no regime quantico, onde pode influenciar a estrutura do espago de
estados, as condigoes de fronteira e a interpretacao da funcao de onda do Universo, o que
motiva considerar geometrias anisotropicas para obter descrigdes mais gerais do Universo
primitivo.

Nesse contexto, a nao comutatividade do espago-tempo emerge como uma das ex-
tensoes mais promissoras para explorar possiveis corregoes efetivas a dindmica cosmoldgica.
Para além de sua formulacao original em termos de coordenadas do espago-tempo, em
cosmologia torna-se particularmente natural introduzir a nao comutatividade diretamente

nas variaveis canonicas do minisuperspaco [54, 55]. Nessa abordagem, os efeitos nao
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comutativos sdo implementados por meio de uma deformagao da édlgebra de Poisson [56]
entre as variaveis canonicas que descrevem os graus de liberdade geométricos e de matéria
do sistema. Diferentemente do cenario comutativo, no qual as varidveis generalizadas e
seus momentos conjugados satisfazem as relagoes de comutagdo candnicas usuais, o caso
NC introduz parametros de deformacao que modificam a estrutura simplética do sistema.
Essa ideia foi introduzida na cosmologia na Ref. [54] e posteriormente desenvolvida em
diferentes diregoes. Entre as principais consequéncias dessa deformagao encontram-se
modificagoes na evolucao do fator de escala, na dinamica anisotropica, na presenca de
singularidades e na expansao cosmoldgica [55, 57-62|. A partir dessa perspectiva, a nao
comutatividade em minisuperspaco constitui uma ferramenta 1til para examinar como uma

deformagao da estrutura canonica pode influenciar a dindmica do Universo primordial.

Em particular, a implementacao de estruturas nao comutativas em modelos aniso-
tropicos tem sido estudada em diversos trabalhos recentes. Nesses casos, a deformacao
da algebra candnica permite explorar diferentes trajetorias dinamicas e investigar se as
corre¢oes nao comutativas podem favorecer a isotropizagao, modificar a expansao ou até
mesmo contribuir para evitar singularidades [51, 52, 58]. Além disso, em alguns cenarios
cosmologicos, a nao comutatividade também pode atuar como um mecanismo efetivo
capaz de influenciar a expansao acelerada do Universo, sem a necessidade da introducao de
componentes exoticos adicionais. Trabalhos existentes sobre modelos nao comutativos de
Bianchi I mostram que esse tipo de deformagao pode alterar substancialmente a evolucao
do sistema [61, 62]. No entanto, o estudo de modelos anisotrépicos ndo comutativos
ainda permanece limitado em varios aspectos. Em particular, a analise comparativa entre
Universos planos e de curvatura negativa durante a era de radiacdo ainda é escassa, e
a deformacao NC do modelo de Bianchi III nao recebeu a mesma atencdao que outros
casos. Essa situacao fornece uma motivagao direta para examinar, dentro de um mesmo
marco formal, como a nao comutatividade afeta a dindmica de modelos cosmologicos
anisotropicos localmente rotacionalmente simétrico (LRS, Locally Rotationally Symmetric)
do tipo Bianchi I (BI), Bianchi ITI (BIIT) e Kantowski-Sachs (KS) [63-66], considerando
um fluido de radiacdo como contetido material dominante. Uma analise deste tipo é
particularmente relevante, pois permite examinar sistematicamente o papel conjunto da

anisotropia, da curvatura espacial e da deformagao NC na dindmica cosmoldgica.

A relevancia da nao comutatividade estende-se também ao regime quantico. Na
cosmologia quéantica, a redugdao ao minisuperspaco permite formular a quantizagdo canonica
do modelo e conduz a equagao de Wheeler-DeWitt (WDW), que descreve a funcao de
onda do Universo [67, 68]. Quando o minisuperspaco possui uma estrutura NC, a algebra
canénica sofre uma deformacao e, consequentemente, a equacdo de WDW também é
modificada. Isso pode resultar em corregoes ao potencial efetivo e em mudancas qualitativas
na dinamica quantica do sistema. Diversos trabalhos mostraram que essas modificagoes

podem afetar a forma da funcao de onda do Universo e alterar processos fisicos relacionados



21

a selecao de condigoes iniciais [51, 54, 69, 70]. Essa linha de investigagdo adquire especial
importancia porque estabelece uma conexao direta entre deformagoes nao comutativas
do minisuperspaco e problemas fundamentais da cosmologia quantica, como a origem do

Universo e a transi¢ao do regime quantico para o regime classico.

Um dos cendrios mais estudados dentro da cosmologia quantica é a nucleagao do
Universo por meio do efeito de tunelamento. Nesse contexto, o nascimento nao singular
do Universo é concebido como um processo quantico no qual um Universo embrionario,
inicialmente confinado por uma barreira de potencial, atravessa a barreira por tunelamento
para uma regiao na qual a expansao classica se torna possivel [71-75]. Esse problema foi
analisado em numerosos modelos de minisuperspago, tanto no caso comutativo quanto
em suas extensoes nao comutativas [76-79]. Em modelos FLRW com curvatura espacial
positiva e constante cosmoldgica positiva, a equacao de WDW apresenta uma barreira de
potencial efetiva cuja forma depende dos parametros fisicos do modelo. Consequentemente,
a probabilidade de tunelamento contém informacgao sobre as condi¢Oes iniciais mais
provaveis para a evolugao classica posterior [77, 80]. A introducdo de ndo comutatividade
no minisuperspago permite examinar como uma deformacao da estrutura canénica modifica

a barreira de potencial efetiva e, com isso, a probabilidade de nucleacao do Universo.

Nesta tese investigamos o papel da ndo comutatividade em modelos cosmologicos
relevantes para o estudo da origem e da evolugao do Universo. Em primeiro lugar,
estudamos a evolugdo dindmica dos modelos cosmolégicos LRS nao comutativos dos tipos
BI e BIII, acoplados a um fluido perfeito de radiacao, com o objetivo de analisar os efeitos
do parametro NC 7 sobre os processos de expansao e de isotropizagdo do Universo. A
escolha de um fluido de radiacao justifica-se porque esse componente dominou as etapas
iniciais do Universo, nas quais os efeitos da nao comutatividade poderiam ter sido mais
relevantes. A versdao LRS desses modelos é adotada devido a semelhanca entre suas
métricas, o que permite escrever os modelos BI, BIIT e KS [63] de forma generalizada. No
entanto, este ultimo nao sera considerado no presente trabalho visto que, sob as condigoes
adotadas, nao produz solugoes em expansao. O parametro v surge da introducao de
uma algebra de parénteses de Poisson deformada, por meio de quatro parénteses nao
triviais entre as variaveis geométricas e as variaveis de matéria do modelo. Esse enfoque
difere de trabalhos prévios: em [61] introduzem apenas dois parénteses nao triviais entre
varidveis geométricas e de matéria; em [62] consideram-se seis parénteses nao triviais,
enquanto em [58] introduzem-se quatro parénteses nao triviais apenas entre varidveis
geométricas. Além disso, o modelo de [62] utiliza um gas relativista reduzido (RRG,
Reduced Relativistic Gas) como conteudo de matéria e emprega o formalismo simplético
para introduzir a deformagao, enquanto em [58] as equagdes dindmicas sdo resolvidas
na aproximac¢ao Wentzel-Kramers—Brillouin (WKB), incluindo também uma constante
cosmoldgica. Em contraste, no presente trabalho resolvemos numericamente as equacgoes

dindmicas do sistema. Além disso, estimamos o parametro v sob a hipotese de que o
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Universo evoluiu para um estado homogéneo e isotropico na atualidade. O objetivo é
avaliar quao influente esse parametro pode ter sido nas etapas iniciais do Universo e
analisar seu possivel impacto na tensao de Hubble, caracterizada pela discrepancia entre a
constante de Hubble inferida da CMB e aquela obtida por observacoes astronomicas do

Universo local.

Em segundo lugar, analisamos o problema da nucleagao quéantica do Universo.
Devido a complexidade técnica associada ao processo de quantizacao dos modelos LRS
anisotropicos no marco NC, examinamos os efeitos da nao comutatividade sobre a pro-
babilidade de tunelamento utilizando um modelo FLRW com curvatura espacial positiva
(k =1) e constante cosmoldgica positiva (A > 0), sob um cenario dominado por radiacao.
O modelo ¢ formulado no formalismo de Arnowitt—Deser—Misner (ADM), enquanto a
radiagao é descrita por meio do formalismo variacional de Schutz [81, 82]. Posteriormente,
aplicamos o procedimento de quantizagao de Dirac para sistemas com vinculos [56], im-
pondo a condi¢ao de vinculo do super-Hamiltoniano no nivel quantico, o que conduz a
equacao de WDW do modelo. Introduzimos também uma deformacao NC no setor dos
momentos canonicos do minisuperspaco, o que modifica a equagao de WDW e gera um
potencial efetivo dependente do pardmetro NC e. A partir dessa formulacdo estudamos o
processo de tunelamento por meio de duas abordagens complementares: a aproximacao
WKB, baseada em solugoes estacionarias da equacao de WDW, e a solugdao numérica
dessa equacao para descrever a evolucao do pacote de onda em relagao ao tempo definido
pelo fluido de radiagdo. Como o fator de escala a nao pode assumir valores negativos,
introduzimos uma parede de potencial infinita em a = 0, o que impde a condicao de
fronteira ¥(0) = 0 para a fungao de onda do Universo [67, 71, 72, 83]. Nesse contexto, a
probabilidade de tunelamento depende nao apenas da energia do fluido radiativo E e da
constante cosmoldgica A, mas também do pardmetro NC &, o que permite investigar como
a nao comutatividade no minisuperspaco modifica as condigoes iniciais mais provaveis para
a evolucao classica do Universo. Em particular, analisamos a dependéncia da probabilidade
de tunelamento em relagao a e para valores fixos de A e F/, tomando como referéncia o

caso limite comutativo (¢ = 0) [77].

A tese estd organizada da seguinte maneira. No Capitulo 2 apresentamos os funda-
mentos da cosmologia relativista e a motivacao para o estudo de modelos anisotrépicos.
No Capitulo 3 desenvolvemos os formalismos ADM e de Schutz para a formulacao hamil-
toniana. No Capitulo 4 introduzimos a quantizagdo canodnica, a equagdo de WDW e a nao
comutatividade no espago de fases do minisuperspaco. No Capitulo 5 estudamos os modelos
nao comutativos de Bianchi I e III na era da radiagao, incluindo a formulacao hamiltoniana,
a andlise numérica da dindmica e a estimativa do parametro . No Capitulo 6 analisamos o
tunelamento quantico na cosmologia NC por meio de abordagens semiclassicas e numéricas,
investigando a dependéncia da probabilidade de tunelamento dos parametros do modelo.

Finalmente, no Capitulo 7 apresentamos as conclusoes e perspectivas deste trabalho.
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2 ALGUNS ELEMENTOS DA COSMOLOGIA RELATIVISTA E MODE-
LOS ANISOTROPICOS

Estabelecemos neste capitulo os fundamentos conceituais e geométricos que sus-
tentam a andlise cosmoldgica desenvolvida nesta tese. Inicialmente, apresentamos a
Relatividade Geral aplicada a cosmologia, introduzindo as equagoes de Einstein, o prin-
cipio cosmolégico e a métrica de FLRW, a partir dos quais derivamos as equacoes de
Friedmann e discutimos a evolu¢ao das principais componentes do conteiido material
do Universo, tais como matéria, radiacao e energia do vacuo. Em seguida, discutimos
a motivacao de considerar modelos cosmologicos anisotrépicos, tanto do ponto de vista
tedrico quanto observacional, destacando o seu papel na investigacao de possiveis desvios
em relagao ao cenario isotropico padrao e na compreensao dos mecanismos de isotropizacao
em tempos tardios. Desse modo, este capitulo fornece a base fisica e matematica necessaria
para a formulagdo dos modelos anisotropicos nao comutativos estudados nos capitulos

seguintes.

2.1 ALGUNS ELEMENTOS DA RELATIVIDADE GERAL APLICADA A COSMOLO-
GIA

2.1.1 Equagoes de Einstein em Cosmologia

Para iniciar o estudo da cosmologia, adotamos uma perspectiva essencialmente
cinematica, na qual, para distancias superiores a 100 megaparsecs, homogeneidade e a
isotropia restringem a estrutura geométrica do Universo. No entanto, para descrever a
evolucao dinamica do Universo, é necessario introduzir a lei fundamental que governa a
gravidade em escalas cosmoldgicas. As equacoes de campo de Einstein codificam essa lei
de forma precisa, as quais estabelecem uma relacao direta e rigorosa entre a geometria do

espago-tempo e o seu contetido de matéria e energia [15, 84]:

G

G,u,l/ + AgNV = 7 TMV . (21)

Nessa equagdo, G, representa o tensor de Einstein; A é a constante cosmolégica; g,
denota o tensor métrico; GG é a constante de gravitacao universal; ¢ corresponde a velocidade
da luz; e T},, € o tensor energia-momento. Dessa forma, a distribui¢ao de matéria e energia
determina a curvatura do espago-tempo, enquanto a geometria resultante condiciona o
movimento e a evolugao da matéria [85]. Nesta segdo utilizamos explicitamente a velocidade

da luz c e a constante de gravitagdao universal G.

Para compreender com maior detalhe a estrutura da Eq. (2.1), é necesséario examinar
a quantidade geométrica G, que aparece em seu lado esquerdo, a qual damos o nome de

tensor de Einstein, definido como

G;w = R;w - %gwf R, (22)
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onde R, ¢ o tensor de Ricci e R = g"”R,,,, corresponde a curvatura escalar. O tensor de

Ricci, por sua vez, resulta da contragdo do tensor de Riemann
R, = R, . (2.3)

A conexao de Levi-Civita determina completamente o tensor de Riemann em

modelos sem torgao, cujos simbolos de Christoffel dependem exclusivamente da métrica

Fp;uz - %gpa (gucr,u + Guoy — g;w,a) ) Jopy = 879045 . (24)

Empregando a notagao de virgula para derivadas parciais, obtemos a expressao explicita

do tensor de Ricci:
R/U’ = prap - prw + Iwr)/\ F)\MV — I FAMP ) Faul«ﬁ = aﬁraw . (2-5)

Essa formulacgdo evidencia que a curvatura emerge tanto das derivadas da conexao quanto
de combinacoes nao lineares de seus componentes, o que manifesta o carater intrinsecamente

geométrico e nao linear da Relatividade Geral.

Por outro lado, o lado direito da Eq. (2.1) é determinado pelo tensor energia-
momento 7}, que descreve a densidade e o fluxo de energia e momento em cada ponto do
espago-tempo [86]. Em cosmologia, o postulado de Weyl exige que a matéria seja modelada
como um fluido perfeito [87], caracterizado por densidade de energia pc?, pressao isotropica

p e quadrivelocidade U*. Nessas condi¢bes, o tensor energia-momento assume a forma

p
T;w = (P + 02> U;LUI/ +pg,u1/ ) (26)

que constitui a fonte dinamica da gravidade em modelos cosmolégicos e garante a compa-

tibilidade entre a simetria cosmologica e as equacoes da Relatividade Geral.

2.1.2 O principio cosmolégico

Dois pressupostos fundamentais determinam a estrutura geométrica do Universo:
a homogeneidade espacial e a isotropia. Em conjunto, esses pressupostos definem o
Principio Cosmoldgico, que estabelece que, em escalas suficientemente grandes (centenas
de megaparsecs e além), o Universo se apresenta estatisticamente igual a partir de qualquer
localizacao e em todas as direcoes. O elevado grau de isotropia do fundo césmico de
micro-ondas (CMB, cosmic microwave background) sustenta fortemente esse principio [88],
cujas flutuacoes de temperatura sao da ordem de 1072, bem como pelos levantamentos de
galaxias e aglomerados em grande escala, que nao exibem nenhuma dire¢cado ou posicao

preferencial [15, 89].

Do ponto de vista matematico, a homogeneidade espacial e a isotropia restringem
a forma da métrica do espaco-tempo que resolve as equacgoes de campo de Einstein.

Um teorema da geometria diferencial estabelece que as tinicas variedades riemannianas
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tridimensionais que possuem essas simetrias sao espagos de curvatura constante [14]. A
curvatura pode ser positiva, nula ou negativa, correspondendo, respectivamente, a uma

geometria esférica, plana ou hiperbdlica.

2.1.3 O modelo homogéneo e isotrépico: métrica FLRW

Como consequéncia direta das simetrias de homogeneidade e isotropia impostas pelo
principio cosmolégico, o elemento de linha mais geral compativel com tais propriedades

corresponde a métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW),

dr?

2 21,2 2
ds® = —c*dt* + a(t) T

+ 72(d6? + sen®d d¢?)| , (2.7)

onde o fator de escala a(t) caracteriza a expansao relativa do Universo, k denota a constante

de curvatura espacial, ¢ é a velocidade da luz, e (1, 8, ¢) sdo coordenadas espaciais comdveis.

o k > 0 corresponde a um Universo fechado, com secOes espaciais esféricas;
e k=0 a um Universo espacialmente plano (euclidiano); e

e k < 0 aum Universo aberto, de geometria hiperbdlica.

O fator de escala introduz uma dependéncia temporal intrinseca na geometria
espacial. Ele descreve como as distancias entre pontos comdveis variam com o tempo
cosmico t. O fator de escala admite uma normalizacao arbitraria; por convengao, fixamos

a(ty) = 1 na época presente t.

O parametro de Hubble quantifica a taxa com a qual o fator de escala evolui e é

dado por
H{(t)

oo (2.8)

onde a(t) = da/dt é a derivada do fator de escala com respeito ao tempo césmico. O

a(t)
0

parametro de Hubble quantifica a taxa instantanea de expansdo do Universo, e o seu valor

atual Hy é conhecido como a constante de Hubble.

2.1.83.1 Tempo conforme

Em certos casos, a componente radial da métrica em (2.7) pode ser inconveniente
para andlises analiticas ou numéricas, pois contém o fator (1 — kr?)~! na parte espacial.
Para simplificar a expressao, é util introduzir uma coordenada radial normalizada pela

curvatura Y, definida por

dr
dy = —. 2.9
X= s (2.9)
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Essa mudancga de variavel absorve o termo de curvatura na nova coordenada, permitindo

que a métrica assuma uma forma mais simples e geometricamente mais transparente,
ds? = -2 dt* + a*(t) {de + S7(x) (d6* + sen®d d¢2)} : (2.10)

onde a funcao Sk(x) codifica a curvatura espacial e assume a forma

seny k=+1,
Sk(x) = {x k=0, (2.11)
senhy k= -—1.

Nessa representagao, todas as hipersuperficies espaciais, fechadas, planas ou abertas,
sao descritas pela mesma forma funcional, enquanto a informacao sobre a curvatura esta
inteiramente contida em Si(y). Esse tratamento unificado da geometria é particularmente
util ao introduzir novas coordenadas temporais que simplificam a analise da propagacao da
luz e da estrutura causal. Em particular, introduzimos o tempo conforme 7, que definimos
por

dn = o (2.12)

Assim, reescrevemos (2.10) na forma conforme
ds* = a*(n) [—02 dn? + dx? + S3(x) (d6* + sen0 d¢2)} : (2.13)

Nessa representacao, a métrica apresenta um componente espacial estatico mul-
tiplicado por um fator conforme dependente do tempo a(n). Essa estrutura conforme
¢é particularmente 1til ao estudar a propagacao da luz e de outros campos sem massa,
pois, para geodésicas nulas (ds? = 0), o comportamento causal torna-se equivalente ao do

espago-tempo plano, a excecao do fator de escala global a(n).

2.1.3.2  Desvio para o vermelho

Como o espago-tempo ¢ isotropico, podemos sempre escolher coordenadas tais que

a luz se propague puramente na direcao radial. Nesse caso, as coordenadas angulares

permanecem constantes, dd = d¢ = 0, e os fétons seguem geodésicas nulas que satisfazem

ds? = 0. Utilizando a parametrizagao (2.13), reduzimos a métrica a um elemento de linha
bidimensional,

ds* = a*(n) {—02 dn? + dxﬂ =0. (2.14)

Dessa relacao, obtemos
dy = %cdn. (2.15)

O sinal positivo corresponde a f6tons que se afastam do observador (trajetérias de saida),

enquanto o sinal negativo refere-se a fétons que se propagam em dire¢ao ao observador
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(trajetérias de chegada). Consequentemente, a diferenga no tempo conforme entre os
eventos de emissao e recepc¢ao determina a distancia comoével até uma determinada fonte.
No caso especifico de fotons que chegam ao nosso telescopio, temos que

c(no —m) = /

m

7o
cdn = / dx ., (2.16)

trajetéria
onde 7, denota o tempo conforme na emissao (pela galaxia distante) e 79 o tempo conforme
na observacao.

Consideremos agora duas frentes de onda sucessivas emitidas pela mesma fonte nos
tempos conformes 7, e 1, + 1y, e recebidas por um observador em 7y e 1y + 9. Ambas
as frentes de onda satisfazem (2.16), de modo que o intervalo conforme entre emissor e

observador é o mesmo para ambas:

0 no+48m0
/ cdn= / cdn. (2.17)
M n+on1

Subtraindo as duas expressoes, obtemos
om = ono - (2.18)

Utilizando a defini¢do de tempo conforme em (2.12), essa condigao implica

oty dto
a(t) = alt) (2.19)

Se 0t denota o periodo da onda luminosa, entao a luz é emitida com comprimento de onda

A1 = cdty e observada com \g = cdty, de modo que

)\0 . a(to)
Mooat)

(2.20)

Definimos o desvio para o vermelho como a variacao fracionaria do comprimento

de onda,
Ao — A1

A

Substituindo essa defini¢ao em (2.20), e normalizando o fator de escala atual & unidade

z

(2.21)

(a(to) = 1), a expressao para o desvio para o vermelho assume a forma

z+1=

AR (2.22)

Isso mostra que o desvio cosmoldgico para o vermelho mede diretamente o quanto o
Universo se expandiu desde que a luz foi emitida: quanto maior o valor observado de z,
menor era o fator de escala no momento da emissdo. Na pratica, essa relacdo permite
aos astronomos inferir a distancia e o tempo de retrovisao (look-back time) de galaxias e
quasares por meio da medicao do deslocamento de linhas espectrais conhecidas em seus

espectros observados [89-91].
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2.1.4 Equacgoes de Friedmann

Consideramos a métrica FLRW (2.7) e o tensor energia-momento de um fluido
perfeito (2.6), e calculamos o tensor de Einstein (2.2) associado a essa geometria. Ao exigir
que a métrica e o conteiiddo material satisfacam as equagoes de Einstein (2.1), obtemos
um sistema de equagoes diferenciais que governa a evolucao dindmica do fator de escala
a(t). Esse sistema, conhecido como as equagdes de Friedmann, descreve a expansao (ou

contragao) do Universo em fungao do seu contetido material [15, 85, 92].

A componente temporal (p, ) = (0,0) das equagoes de Einstein conduz & primeira
equacao de Friedmann, que assume a forma
S\ 2 2 2
a 8rG kc Ac
H2tz(> =—p——+ —, 2.23
onde H(t) denota o parametro de Hubble definido em (2.8), p representa a densidade do
fluido, ¢ é a velocidade da luz, k é a constante de curvatura espacial e A é a constante

cosmoldgica.

Os componentes espaciais (p,v) = (i,1) das equagdes de Einstein conduzem &

segunda equacao de Friedmann, que assume a forma

a ArC 3p Ac?
27 = i 2.24
a 3 ( 02> * 3 (2:24)

onde p representa a pressao total do fluido material. Essa expressao mostra que a matéria e
a radiacao ordinarias (p + i—é’ > O) tendem a desacelerar a expansao do Universo, enquanto
uma constante cosmologica positiva atua como uma contribuicao repulsiva que induz

aceleragao cosmica [93, 94].

As equagoes (2.23) e (2.24) nao sdo independentes. A identidade de Bianchi
V,.G" = 0 garante a sua consisténcia e conduz a conservacao covariante do tensor
energia-momento [86, 95],

vV, T" =0. (2.25)

Em um Universo FLRW preenchido por um fluido perfeito, essa condicao conduz direta-

mente a equacao de continuidade

. a
p+3° (p+ ]92> =0, (2.26)
a c
a qual expressa a conservacao de energia em um volume comovel em expansao.

Ao integrar a equagao de continuidade (2.26) para o fluido cosmoldgico, assumindo
que ele obedece a uma equacio de estado barotrépica p = a(pc?), obtemos a relagao de
escala

pla) oc a=30F) (2.27)

Essa relacao permite distinguir dois casos de especial interesse cosmologico, corres-
pondentes a matéria nao relativistica e a radiagao, de acordo com o valor do parametro

barotrépico «, como discutido a seguir.
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2.1.4.1 Matéria e radiagdo

Quando o = 0, a equacao de estado é p = 0, que descreve um fluido nao relativistico
cuja pressao ¢ muito menor do que sua densidade de energia. Nesse caso, a relagao de escala
(2.27) reduz-se a p(a) o< a3, refletindo uma diluigdo puramente volumétrica associada a
expansao do espaco, enquanto a energia dentro dessa regidao permanece constante. Esse
comportamento caracteriza as eras cosmologicas dominadas por componentes como a
matéria barionica (ntucleos e elétrons), a matéria escura fria (CDM, Cold Dark Matter) e

os neutrinos massivos apds entrarem no regime nao relativistico [14, 85, 96.

No caso da radiacao ou de fluidos ultrarrelativisticos, a equagao de estado assume a
forma p = % pc?, correspondente ao pardmetro barotrépico aw = 1/3. Nesse caso, a relagdo

de escala (2.27) reduz-se a p(a) o< a™*

, 0 que indica que, além da diluicao volumétrica
associada a expansao do espago, a expansao cosmolégica produz uma perda adicional de
energia vinculada ao desvio para o vermelho das particulas ultrarrelativisticas (f6tons,
neutrinos relativisticos e outras particulas ultraleves), cuja energia individual decresce
inversamente com o fator de escala [85, 95, 96]. Em consequéncia, a densidade de energia
da radiacao decai mais rapidamente do que a da matéria nao relativistica, o que implica
que a radiacao domina a dindmica do Universo em épocas iniciais, enquanto a matéria

passa a ser relevante em etapas posteriores da evolugao cosmolégica [14].

2.1.4.2 Energia do vdcuo

Além da matéria e da radiagao, as equagoes de Friedmann admitem a presenca de
uma contribuigdo associada a energia do vacuo, que modelamos fenomenologicamente por
meio da constante cosmolédgica A. Do ponto de vista dindmico, podemos interpretar essa
contribui¢do como um fluido perfeito com densidade de energia constante p, ¢* e pressio

negativa, que se relacionam pela equacao de estado

Py = — Py, (2.28)

o que corresponde ao valor do parametro barotrépico a = —1 [85, 93, 96]. Ao substituir

esse valor na relagao de escala (2.27), obtemos
p, (a) = constante, (2.29)

o que reflete que a densidade de energia do vacuo nao se dilui com a expansao do Universo.
Em consequéncia, enquanto as densidades de matéria e radiagdo decrescem com o fator de
escala, a contribuicdo associada a A permanece invariante e acaba dominando a dindmica
cosmologica em épocas suficientemente tardias, em concordancia com a descrigdo que o
modelo cosmoldgico padrao (ACDM, Lambda Cold Dark Matter) fornece [14, 96, 97].

Essa propriedade manifesta explicitamente na segunda equagao de Friedmann

(2.24), onde a energia do vacuo atua como uma fonte efetiva de aceleragao césmica. Em
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particular, dado que p, + 3p, /c¢* = —2p, < 0, uma constante cosmoldgica positiva induz
uma expansao acelerada, em contraste com os efeitos desaceleradores produzidos pela

matéria e pela radiagao ordindrias [93, 94].

2.1.4.3 Densidade critica e parametros de densidade

Definimos a densidade critica como o valor de referéncia da densidade que corres-
ponde a um Universo espacialmente plano [14, 85]. Introduzimos esse conceito de forma
natural a partir da primeira equagao de Friedmann (2.23). Ao avaliar essa equagao na
época atual ty e considerar o caso de curvatura espacial nula (k = 0), obtemos
e Ac?

N pPo + 3

onde Hy = H (ty) é o valor presente do pardmetro de Hubble e py denota a densidade atual

H} = (2.30)

de matéria e radiagdo (com py = pmo + pro). Por convengao, fixamos o fator de escala

atual como ag = a(ty) = 1, conforme mencionado na subsegao anterior.

Podemos interpretar a constante cosmolégica como uma contribui¢ao equivalente a
densidade do fluido cosmolégico, conforme discutido em detalhe na Ref. [96], introduzindo

a densidade equivalente

(2.31)

Com essa identificacao, reescrevemos a equacao de Friedmann avaliada na época atual na

forma mais compacta como
81G
Hy ==~ (po+p,) - (2.32)

Desse modo, definimos a densidade critica atual py. como o valor de referéncia da

densidade total que satisfaz
81G

Hg =3 Poc > (2.33)
de onde obtemos explicitamente
_ 3H5 (2.34)
Poe = G :

Em um Universo espacialmente plano, a densidade total efetiva do contetiddo cosmoldgico
satisfaz a relagdo po + p, = po. [14, 15]. Essa quantidade fixa a escala caracteristica de

densidade do Universo na época atual.

Para quantificar de forma adimensional a contribuicao relativa de cada componente
do contetido cosmoldgico na época atual, introduzimos os pardmetros de densidade cosmo-
logicos [14, 96], definidos em relagdo a densidade critica atual como §2; 9 = pio/po.c, onde p;
representa a densidade associada a uma componente especifica do fluido cosmolégico, como
matéria, radiacdo ou energia do vacuo. Na época atual 3, os parametros de densidade

correspondentes as principais componentes do Universo sao definidos explicitamente como

G 87rG Ac?
Qr 0 — QA 0

Qm = 5770 Pmo 770 Pro; = 5179 -
,0 3ng,0 R 3H§p,0 , 3H02

(2.35)
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Aqui, o subscrito “m” denota a contribui¢do da matéria total (baridnica e matéria escura
fria), o subscrito “r” corresponde a radiagao, e o subscrito “A” representa a contribuicao

associada a energia do vacuo modelada por meio da constante cosmolégica.

Além das componentes materiais e da energia do vacuo, introduzimos um parametro
de densidade associado & curvatura espacial [15, 96]. A partir da primeira equacao de
Friedmann (2.23), avaliada na época atual, definimos esse pardmetro como

O — kc?
=g

Como por convencao fixamos ag = 1, essa expressao quantifica diretamente a contribuicao

(2.36)

efetiva da curvatura espacial para a dindmica do Universo atual.

Em termos dos parametros de densidade introduzidos anteriormente, a primeira
equagao de Friedmann avaliada na época atual (tg) é escrita em forma adimensional

dividindo todos os seus termos por HZ. Desse modo, obtemos a relagio de fechamento
Qm,O + Qr,O -+ QA70 —|— Qk,O = 1 . (237)

Essa relagao expressa o balanco global entre as contribui¢des normalizadas da matéria, da
radiagao, da energia do vacuo e da curvatura espacial, constituindo uma restri¢ao algébrica
direta imposta pela equagao de Friedmann. Uma andlise detalhada dos parametros de
densidade cosmologicos e de sua interpretagao observacional pode ser encontrada na
Ref. [97], capitulo 4.

2.1.4.4 Idade do Universo

Uma vez especificada a dindmica cosmoldgica por meio das equagoes de Friedmann,
é natural introduzir uma expressao geral para o tempo cosmoldgico em fungao do fator
de escala. A partir da definicdo do parametro de Hubble, H = a/a, escrevemos a relagao

diferencial
da

Tl (a)
Integrando essa expressao desde a origem da expansao (a = 0) até um valor arbitrario do

dt . (2.38)

fator de escala a, obtemos o tempo cosmologico decorrido até esse instante,

t(a) = /0 m%)- (2.39)

Expressando a primeira equacao de Friedmann em termos dos parametros de

densidade descritos anteriormente, escrevemos a func¢ao de Hubble como
H?(a) = Hy [Qoa™ + Qmoa™ + Qoa >+ Qo) (2.40)

Ao substituir essa expressao em (2.39), obtemos uma forma explicita para o tempo

cosmolégico em funcgao do fator de escala,

1 o da
t(a) = 7/ ¢ o (2.41)
HO 0 al [Qr,O CLI74 + Qm,O a3 + Qk,(] a2 + QA70]
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Essa expressao constitui o resultado geral para o tempo cosmoldgico no ambito da cosmo-
logia FLRW e permite determinar a idade do Universo em qualquer época caracterizada
por um valor dado do fator de escala. Na Secao 5.4, essa relagao desempenhara um papel
central na estimativa do parametro nao comutativo do modelo. Em particular, obtemos a

idade atual do Universo avaliando (2.41) em a = 1,

to=tla=1). (2.42)

Como exemplo, consideramos um Universo aberto (k = —1) sem constante cosmo-
légica nem radiacao, isto é, Q49 = 0 e 2,9 = 0. Nesse cendrio, a dindmica cosmolégica
¢ governada apenas pela matéria e pela curvatura espacial, de modo que €0 > 0.
Consequentemente, a relacao de fechamento reduz-se a Q0 + Q2r0 = 1, 0 que implica
Qo =1— Q0. Ao impor essas condi¢oes na expressao geral (2.41), e avaliar a integral
até a = 1, correspondente a época atual, podemos resolver a integral de forma analitica.

Desse modo, obtemos a seguinte expressao para a idade atual do Universo aberto,

1 1

o = — 2.43
* 7 Hyl— Qg (2.43)

] Qo ) 1+ 1—Qm70
— ? n
2@/1—Qm,0 1-— ]-_Qm,O

Para valores observacionais tipicos, Hy ~ 70kms~! Mpc~!

e Qo ~ 0.3, essa
expressao conduz a uma idade atual ¢y ~ 11.3 Gyr. Esse valor é significativamente menor
do que a idade inferida no modelo cosmoldgico padrao ACDM, ¢ty ~ 13.8 Gyr, o que
evidencia que, na auséncia de energia do vacuo, ainda que a curvatura espacial contribua
para a taxa de expansao, a dindmica cosmoldgica permanece globalmente desacelerada. No
modelo ACDM, a expansao do Universo comega de forma desacelerada devido ao dominio
da matéria, mas entra em uma fase acelerada em tempos tardios quando a constante
cosmologica passa a dominar a dindmica, o que prolonga a histéria de expansao e conduz

a uma idade maior do Universo para um mesmo valor do parametro de Hubble atual.

Na maioria dos modelos cosmoldgicos realistas, a integral (2.41) ndo admite solucao
analitica e devemos avalid-la numericamente. No entanto, existem casos particulares de
interesse fisico nos quais a integral admite solucao exata. Por exemplo, Peter Schneider
deriva uma solugao analitica para um Universo plano sem constante cosmologica em seu
livro Eztragalactic Astronomy and Cosmology (capitulo 5, pags. 185-186) [97]. Da mesma
forma, Daniel Baumann obtém uma expressao analitica para a idade atual do Universo
em um modelo espacialmente plano dominado por matéria e energia do vacuo em seu livro
Cosmology (capitulo 2) [96]. Um tratamento pedagdgico semelhante, que inclui solugoes
analiticas para Universos dominados por matéria e energia do vacuo, pode ser encontrado

no capitulo 8 do livro de Andrew Liddle An Introduction to Modern Cosmology [98].
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2.2 MOTIVACAO FISICA PARA MODELOS COSMOLOGICOS ANISOTROPICOS

O modelo cosmologico padrao, baseado na métrica FLRW e complementado pelo
cenario inflaciondario, descreve com grande sucesso a evolucao do Universo em larga escala.
Em particular, a inflacdo, caracterizada por um breve periodo de expansao acelerada no
Universo primordial, fornece um mecanismo para solucionar problemas fundamentais do
modelo do Big Bang, como os problemas do horizonte, da planitude e da abundancia de
monopolos magnéticos, além de explicar a origem das flutuagoes primordiais que deram

origem as estruturas observadas atualmente [96, 98].

Embora o principio cosmologico, baseado na homogeneidade e na isotropia em
grande escala, tenha sido extraordinariamente bem-sucedido na descricao do Universo
observavel, ndo existe uma razao fundamental que garanta que a isotropia tenha sido
uma propriedade exata do espaco-tempo em todas as etapas da evolucao césmica. Em
particular, no Universo primordial, onde efeitos quanticos da gravidade, condic¢Ges iniciais
nao triviais ou campos fundamentais com dire¢oes preferenciais podem ter sido relevantes,
¢é natural considerar extensoes do arcabougco FLRW que relaxem a condi¢ao de isotropia

espacial, mantendo apenas a homogeneidade [99, 100].

2.2.1 Aspectos tedricos e isotropizacgao

Do ponto de vista tedrico, podemos interpretar a isotropia espacial em grande
escala observada na atualidade como o resultado de um processo dinamico de isotropizagao.
Em modelos cosmoldgicos homogéneos, porém anisotropicos, como os Universos de Bianchi,
a expansao césmica, especialmente na presenca de matéria ordinaria ou de uma constante
cosmoldgica positiva, tende a diluir as anisotropias iniciais, conduzindo assintoticamente a
um estado quase isotrépico [21, 101]. Nesse sentido, os modelos anisotrépicos permitem
analisar se um Universo que parte de condigbes iniciais anisotrépicas evolui dinamicamente
para o cenario FLRW, fornecendo assim um arcabougo natural para avaliar a estabilidade

desse cenario e a validade do principio cosmologico.

2.2.2 Evidéncias observacionais e anomalias no CMB

Do ponto de vista observacional, embora o Universo seja altamente isotrépico em
grande escala, especialmente segundo as observac¢oes do fundo césmico de micro-ondas
(CMB), diversas andlises identificaram anomalias em grandes escalas angulares, tais como
assimetrias hemisféricas de poténcia, alinhamentos entre os multipolos de baixa ordem
(quadrupolo e octopolo) e outras caracteristicas direcionais que podem sugerir dire¢oes
preferenciais nos dados do CMB [102, 103]. Embora essas anomalias nao constituam
evidéncia conclusiva de anisotropia cosmoldgica, uma vez que o modelo ACDM continua

consistente com a maioria dos dados, elas motivam o estudo de modelos mais gerais que
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permitam quantificar e impor limites a possiveis desvios em relagao a isotropia estatistica

exata.

2.2.3 Panorama geométrico dos modelos anisotrépicos

Geometricamente, grande parte dos modelos cosmolégicos homogéneos anisotro-
picos é descrita pela classificacao de Bianchi, que agrupa as solugoes das equagoes de
Einstein com se¢oOes espaciais homogéneas sem impor isotropia, permitindo que as taxas
de expansao dependam da dire¢ao espacial [100, 104]. Embora essa classificacao abarque a
maioria dos Universos homogéneos anisotrépicos de interesse fisico, existe outro modelo
homogéneo anisotrépico, o de Kantowski-Sachs [63], cuja estrutura de simetria é distinta
daquela dos modelos de Bianchi. Tanto na classificacdo de Bianchi quanto no modelo de
Kantowski-Sachs, recuperamos o Universo FLRW isotrépico quando as taxas de expansao
direcionais coincidem, o que fornece um arcabouco natural para descrever a transicao
de um estado inicialmente anisotropico para a isotropia observada na atualidade. No
Capitulo 3, concentraremos nossa analise em Universos anisotropicos em sua versao com
localmente rotacionalmente simétrico (LRS, locally rotationally symmetric), a qual combina
simplicidade formal com suficiente riqueza fisica para capturar os efeitos essenciais da

anisotropia.
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3 FORMALISMO ADM E FORMALISMO DE SCHUTZ

Apresentamos neste capitulo os dois elementos formais fundamentais que sustentam
a formulacao hamiltoniana empregada ao longo desta tese. Primeiramente, apresentamos
o formalismo ADM, que permite reescrever a Relatividade Geral em uma forma candnica,
em termos de variaveis dindmicas. Em seguida, introduzimos o formalismo de Schutz para
fluidos perfeitos, essencial para incorporar o conteiido material e identificar uma variavel

temporal interna no contexto cosmologico.

3.1 FORMALISMO ADM

O formalismo Arnowitt-Deser-Misner (ADM) tem como propésito dotar a Rela-
tividade Geral (RG) de uma descricdo hamiltoniana que permita formuld-la como um
problema de evolugao temporal [105, 106]. Para alcangar esse objetivo, devemos reescrever
as equagoes de Einstein como um sistema de valores iniciais ou problema de Cauchy. No
entanto, nao podemos realizar isso diretamente a partir de sua formulagao covariante, na
qual espago e tempo sdo tratados de maneira completamente simétrica, o que dificulta a
identificagdo explicita de variaveis dindmicas e parametros de evolugao. Dirac realizou a
primeira analise sisteméatica da estrutura candnica da gravitagao na década de 1950, ao
estudar as restricoes em teorias de campos com simetrias de calibre, incluindo a prépria
RG [107, 108].

Inspirados por essa abordagem, R. Arnowitt, S. Deser e C. W. Misner desenvolveram
uma reinterpretagao geométrica da teoria que deu origem ao formalismo que leva suas
iniciais. A decomposicdo ADM, também conhecida como foliagao 341, consiste em separar
explicitamente a coordenada temporal das espaciais, entendendo o espaco-tempo como
uma familia de hipersuperficies espaciais que evoluem no tempo [86, 109]. Essa separacao
permite reescrever as equagoes de Einstein distinguindo claramente as equagoes de evolucgao
temporal das variaveis dindmicas e as equacoes de restricao associadas aos vinculos do
sistema. Com isso, podemos tratar a Relatividade Geral como uma teoria dinamica

formulada sobre segoes espaciais tridimensionais [86, 106].

3.1.1 Decomposicao 3+1 do espago-tempo e métrica induzida

Para formular o problema de valores iniciais na RG, devemos reinterpretar o espago-
tempo como uma colecao ordenada de hipersuperficies espaciais que representam instantes
de tempo. Formalmente, consideramos uma variedade lorentziana quadridimensional
(M, g,,) que pode ser decomposta como o produto topoldgico R x X, onde ¥ é uma
variedade tridimensional espacial e R corresponde ao parametro temporal que indexa a

familia de hipersuperficies [86, 109]. A cada valor de ¢t € R associamos uma hipersuperficie
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espacial ¥, imersa em M, que representa o espago fisico no instante ¢. Essa familia {3}
constitui uma foliacao do espago-tempo [105].

A partir dessa construcao, podemos interpretar o espago-tempo como uma familia
de folhas espaciais >;, cada uma dotada de uma métrica riemanniana tridimensional
hij(t, 2¥) que mede distancias puramente espaciais. O pardmetro ¢t desempenha aqui o
papel de coordenada temporal e permite reinterpretar a RG como uma teoria de evolucgao
geométrica. No entanto, para relacionar duas hipersuperficies consecutivas >; e ;. g,
devemos introduzir um mecanismo que descreva como um ponto da folha inicial evolui

para um ponto correspondente na folha seguinte.

Consideremos, entao, duas hipersuperficies da foliacdo, >; no instante ¢t e >;,4; no
instante ¢ + d¢. Cada uma delas estd dotada de uma métrica espacial tridimensional h;;.
Essa métrica descreve a geometria de cada folha e permite medir distancias puramente
espaciais entre pontos que pertencem a mesma hipersuperficie. Em particular, para dois

pontos vizinhos sobre ¥, a distancia infinitesimal assume a forma

Suponhamos que cada ponto da hipersuperficie ¥; seja levado a hipersuperficie
Yitar seguindo a acdo de um campo vetorial d. Esse campo vetorial possui projecoes nas
direcoes normal n e tangencial @ a hipersuperficie ¥;, como ilustrado na Fig. 1. Essas

projecoes assumem, respectivamente, os valores
n— Ndt
. (3.2)
o — N*dt,

onde N recebe o nome de lapso e N* é o vector deslocamento, que descreve o deslocamento

tangencial a hipersuperficie ;. Ambos sao conhecidos como pardmetros de evolugao.

Figura 1 — Campo vetorial dt que evolui da hipersuperficie ¥; até a
hipersuperficie 3 4.

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Com essa decomposicao, podemos calcular o intervalo espaco-temporal entre os

eventos % (%;) e x4 (X;+q;) de duas maneiras. Primeiro, expressamos o intervalo em termos
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das quantidades h;;, N e N'. Em seguida, calculamos o mesmo intervalo utilizando
a métrica g,g. Ao comparar ambos os resultados, obtemos a relagdo entre g.g e as
quantidades h;;, N e N, isto é, a forma explicita dos componentes de g,s na decomposigao
3+1.

Seguindo essa ideia, consideramos primeiramente a separagao entre zj e x!, na
direcdo normal 7. Um deslocamento infinitesimal nessa dire¢ao corresponde a um intervalo

puramente temporal, de modo que o tempo proprio entre ¥; e ¥y, 4; assume a forma
dr? = N?di?. (3.3)

Por outro lado, a separagdao entre z% e a projegao P(z}) sobre a superficie ¥,

determina a distancia propria. Assim, escrevemos a projecao P(z4) como
P(z}) =z} +da} + N'dt, (3.4)

onde dz} representa a liberdade de adicionar um deslocamento infinitesimal sobre ;.

Reescrevendo a expressao anterior, obtemos
P(xh) — 2% =da} + N'dt. (3.5)

Usando esse deslocamento infinitesimal, a distancia propria entre os dois pontos sobre ¥,

assume a forma

de? = h;;(dz’ + N dt)(de] + N7 dt). (3.6)

Finalmente, para obter o intervalo entre os eventos z% e x%, utilizamos o teorema

de Pitagoras no espago-tempo quadridimensional com assinatura lorentziana,
ds? = de? — dr?. (3.7)

Substituindo as expressoes (3.3) e (3.6) em (3.7), e omitindo os subindices em x} para

simplificar a notagao, obtemos
ds? = hy; (dz’ + N'dt)(da? + N7 dt) — N?dt*. (3.8)

Ao expandir a expressdo anterior e reagrupar adequadamente os termos, obtemos a forma

explicita do intervalo no formalismo 3-+1,
ds® = (hyjN'N7 — N?)dt* + h;; dz’ da? + 2N; da' dt . (3.9)
A partir dessa expressao, identificamos os componentes do tensor métrico g,g em termos

do lapso N, do deslocamento N* e da métrica espacial h;;.

Considerando agora a métrica quadridimensional g,3, o intervalo entre os pontos
r! e xh assume a forma
ds® = gopda®da’. (3.10)
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Além disso, expandimos essa expressao explicitamente em coordenadas adaptadas a foliagao,
() = (t,x"), como
d82 = goo dt2 + 2901 dt d.fz -+ Gij dl’z dl‘j ) (311)

Comparando os elementos de linha ds® das expressoes (3.9) e (3.11), podemos
identificar termo a termo os coeficientes que acompanham d¢?, dt dz’ e dz’da/. Dessa

comparacao obtemos as igualdades

goo = hiyN'N7 = N? = — (N? = N;N¥) , (3.12)
9ij = hij.- (3.14)

Aqui utilizamos a relagio N; = h;; N7 para abaixar o {ndice do deslocamento. Dessa forma,

a métrica quadridimensional assume a forma matricial caracteristica do formalismo 3 + 1:

—(N? — N;N?) Nj)
Yap = : (3.15)

Da mesma forma, a métrica inversa assume a forma

1 Ni
s | TN N
§°P = ]\J[V ) NNiNJ‘ _ (3.16)
N2 h — N2

A derivacdo explicita da métrica inversa ¢’ a partir de (3.15) pode ser consultada

no Apéndice A.

As expressoes (3.15) e (3.16) resumem a decomposi¢do ADM da métrica em termos
dos parametros de evolugao: o lapso N, o deslocamento N* e a métrica induzida h;;,
que corresponde aos componentes puramente espaciais da métrica projetada sobre cada
hipersuperficie ;. Neste trabalho, tal formalismo sera essencial para a construcao da
hamiltoniana do sistema, fornecendo as variaveis candnicas necessarias para o estudo da

cosmologia classica e quantica.

3.1.2 Curvatura extrinseca das hipersuperficies espaciais

A foliagdo do espaco-tempo em hipersuperficies espaciais permite descrever a
evolugao geométrica dessas folhas a medida que o pardmetro temporal ¢ varia [85]. Para
caracterizar como cada folha esta imersa no espaco-tempo quadridimensional, devemos
introduzir a nogao de curvatura extrinseca [110]. A congruéncia definida pelo vetor
normal unitario n* permite identificar pontos correspondentes em hipersuperficies espaciais
sucessivas. Essa quantidade mede quao rapidamente a métrica h;; varia quando evolui ao

longo da congruéncia [106, 111].
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Consideremos o vetor normal unitario n* associado a cada hipersuperficie 3,
definido por n,n* = —1. Embora, em coordenadas adaptadas a foliacao, as componentes
espaciais satisfacam n; = 0, sua derivada covariante n;; nao se anula necessariamente, pois
envolve a conexao do espago-tempo [85, 106]. Em particular, um deslocamento infinitesimal

tangencial dz7 dentro da hipersuperficie produz uma variacao do vector normal dada por
on; = ng; da’ . (3.17)

Essa variacao ¢ puramente espacial, pois a condi¢ao de normalizagao n,n* = —1
S u o . W e - . o
implica (n*n,).; = n,n*.; +n*n,.; = 0. Utilizando a compatibilidade métrica (g,,),; =0
e a relacao n, = g, n”, obtemos n,; = g, n"; Substituindo na expressao anterior,
verificamos que os dois termos sao idénticos, de modo que 2n,n*; =0 = n,n"; = 0.
Assim, interpretamos dn; como um vetor tangencial a ¥;, que quantifica como a diregao

do normal varia ao deslocar-se sobre a hipersuperficie [109].
Definimos a curvatura extrinseca K;; precisamente a partir dessa variacao. Ado-
tando a convencao padrao no formalismo ADM, introduzimos
Ni; = _Kij s (318)
de modo que a equagao (3.17) assume a forma
Dessa forma, K;; caracteriza completamente a variagdo do vetor normal ao longo da
hipersuperficie e descreve como a folha ¥; esta embebida no espago-tempo.

Empregamos agora a decomposicao 3+ 1 da métrica (3.16) para expressar explicita-
mente K;; em termos do lapso N, do deslocamento N* e da métrica espacial h;;. Partimos
da expressao geral da derivada covariante do vetor normal
on;
Oai

Aqui, n; = 0 para todo indice espacial, de modo que o primeiro termo do lado direito

— ngj Ny (320)

Nisj =

anula-se identicamente. Além disso, n, possui apenas componente temporal distinta de

zero, isto é, no = —N. Portanto, apenas o termo com ¢ = 0 contribui, e obtemos
ni.; = —I";ng
=N (gogfgij)
= N (¢*Toij + 6" Tmis) -
Agora, substituimos os componentes da métrica quadridimensional dados em (3.16) e

obtemos

1 N™
ng; = N <_]\72F0ij + NQFmij>

1 m
=5 Toij +N i)
(1)
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af
@ 9
(1) Loij = 90a'ij = Goa o5 (9pi.j + 98ji — 9ijs)
1o
=35 o (9sij + 98ji — 9ij,3) » usando (3.15), resulta
1

= 5 (Nij + Nji — hijo) -

[\

Em seguida, substituimos o valor obtido em (I) na expressao anterior e obtemos

171 -
i = [ = 5 (Nig + Nji = hizo) + N Fmij]
1 m m Ohij
Nigj = _2N[<Ni,j = Nil™3i5) 4+ (Nji — NoI'™35) — (‘%]}
1 Ohi;
N = _W[Ni|j + Njj; — at]] ) (3.21)

onde o simbolo | denota a derivada covariante associada a métrica espacial tridimensional
hij.

A partir das equagoes (3.18) e (3.21), obtemos finalmente a expressio da curvatura
extrinseca,
Ohj

K = .
ot

Nag + Ny - (522

2N
Essa expressio mostra que K;; depende unicamente do lapso N, do deslocamento N* e da

meétrica espacial h;j, isto ¢, das funcgoes que fixam a foliagao 3 + 1 do espago-tempo.

Apbs esse resultado, o passo seguinte consiste em reescrever a curvatura quadridi-
mensional, isto é, o tensor de Riemann (4)R“l,a/3, em termos da curvatura intrinseca G)R? jkl
da hipersuperficie ; e da curvatura extrinseca K;;. Podemos obter isso por meio das equa-
¢oes de Gauss-Codazzi, que derivamos ao projetar o tensor de Riemann quadridimensional
sobre uma base adaptada a foliagao, formada por vetores tangentes as hipersuperficies
espaciais e pelo vetor normal n# [109, 112]. A derivacao detalhada dessas identidades pode

ser consultada na referéncia [106]

1
(4)Rmijk - (3)Rmijk + P (K K™ — Ky KG™) (3.23)
1 1
Wpn - _ O K
R ijk — ana Rm]k — nana (Kz]\k; sz‘]) . (324)
Na literatura também se apresenta a equacao [86,
) 1 -
WRin,, = —— |K? — K; K| — (n°n?, onf. 3.25
= o K2 = KGRI = (n) 4 () (@29

onde K = gV K,;; = K'; é o trago da curvatura extrinseca e o indice n estd associado a

coordenada t.
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Com isso, estabelecemos a relacao entre a curvatura do espaco-tempo e a geometria
associada a cada hipersuperficie tridimensional [112]. Desse modo, as equagoes (3.23),
(3.24) e (3.25) estabelecem a ponte geométrica fundamental que permite formular a

Relatividade Geral na estrutura 3 + 1 do formalismo ADM, como veremos mais adiante.

3.1.3 Lagrangiano e Hamiltoniano ADM

Utilizando as equagoes (3.23)-(3.25), reescreveremos a acao de Einstein-Hilbert em
termos da curvatura intrinseca (3)Rmi]~k da hipersuperficie 3, e da curvatura extrinseca

K;;. Recordemos que a agao gravitacional ¢ dada por

1

50 = 167

/ dley/—g R (3.26)

onde MR é o escalar de Ricci quadridimensional e g é o determinante da métrica quadridi-

mensional g, .

Para aplicar as equagoes de Gauss-Codazzi (3.23)-(3.25), comegamos expandindo

explicitamente o escalar de Ricci

R=g""Rag = 9" R'aus = B 5
= R%p + R%y; + R + RY;

=2R%; + RY;;. (3.27)

Nessa expressao, o termo R%, se anula devido & antissimetria do tensor de Riemann nos
dois ultimos indices, da qual segue que R,p00 = 0 e, consequentemente, R%y, = 0. Além
disso, por definigio, R%); = g% ¢*® R,p0;. Utilizamos a simetria por troca de pares do
tensor de Riemann, R,p0; = Roiag, €, em seguida, a antissimetria em cada par de indices,
Roiap = —Rioas » Rivap = —Rioga. Combinando essas propriedades, obtemos diretamente
R%y; = R™,. Esses resultados justificam a tltima igualdade em (3.27).

O passo seguinte consiste em expressar o termo R i em funcao da curvatura intrin-

Wy
7

seca e extrinseca. Para isso, elevamos o segundo indice na equacao de Gauss—Codazzi

(3.23), obtendo
1

NN

WRm ) = BR™, + (KK = KW K™ (3.28)

Em seguida, realizando a troca de indices nessa expressao (m —i,1 — j, j —

i, k — j) e combinando com (3.25), podemos reescrever (‘R da equacio (3.27), resultando

R =

njna {KQ _ KiniJ} -9 (nanﬁ;/j);a +2 (nanﬁ;a>;ﬂ

+ @GR, +

(K7:K; — KK, (3.29)

NN
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Observamos que K7;K;" = K;;K% e que K’; = K corresponde ao trago da
curvatura extrinseca. Além disso, a contracio ()R ;j com a métrica espacial h;; produz o
escalar de Ricci tridimensional (R*¥y; = h R*;;; = hi R;; = ®)R). Com essas identidades

e simplificando termos redundantes, obtemos finalmente

WRr =GR _—

1 .

KyK7 — K?| —2(n*n45) +2(n"n",) . 3.30

none [ J ] ( ”8>;oz ( ’ ); ( )
Essa decomposicao do escalar de Ricci expressa R em termos de quantidades

definidas sobre a hipersuperficie espacial e de sua imersao no espaco-tempo. Para incorpora-

la na agao gravitacional, substituimos a expressao (3.30) na a¢ao de Einstein-Hilbert (3.26),

obtendo

1 1 i
Se — / [(3)3 _ (Kin” _ K2> }N\/ﬁdtd%
NN

1 1
_ a, B 3 i a, B 3
. (n n ;5)@ NVhdtd®z + 87r/(n n w)ﬂN\/ﬁdtd x, (3.31)

) )

onde utilizamos \/—gd*x = NVhdtd3z, com g = det(gap) 0 determinante da métrica
quadridimensional e h = det(h;;) o determinante da métrica induzida em cada hipersu-
perficie espacial. A demonstragao detalhada da relacao entre os elementos de volume

quadridimensional e tridimensional, é apresentada no Apéndice B.

Os dois ultimos termos na equagao (3.31) sao divergéncias totais que, ao serem
integradas sobre o espaco-tempo, tornam-se contribuig¢oes avaliadas apenas na fronteira
do dominio de integracao. Sob condigoes fisicas razoaveis, por exemplo, supondo que as
hipersuperficies espaciais sejam compactas ou que os campos decaiam suficientemente
rapido no infinito, essas contribui¢oes de fronteira se anulam e, portanto, nao influenciam

a dindmica do interior do espago-tempo [109, 112].

A partir dessa consideracao, escrevemos a agao gravitacional (3.31) exclusivamente

em termos da geometria intrinseca h;; e da curvatura extrinseca K;;. Eliminando as

divergéncias totais e usando n,n® = —1, obtemos a acao no formalismo ADM
1 g
Sa = 1o / [OR 4 K, K9 — K] NVRdtds. (3.32)
T

Essa expressao constitui o ponto de partida para a formulagao lagrangiana e
hamiltoniana da Relatividade Geral. Em primeiro lugar, identificamos a densidade

lagrangiana gravitacional correspondente a (3.32),

Lo =Nh'?|OR 4+ KK — K?]. (3.33)

No entanto, nosso objetivo é obter a formulacao hamiltoniana, a qual requer
identificar o espaco de fase associado a teoria. Para isso, devemos determinar os momentos

canonicamente conjugados as variaveis de configuracao do sistema. No formalismo ADM, as
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variaveis dindmicas fundamentais sao as componentes da métrica espacial h;;, enquanto o
lapso N e o deslocamento N? ndo evoluem dinamicamente: eles atuam como multiplicadores
de Lagrange, o que se reflete no fato de que a lagrangiana nao depende de suas derivadas
temporais, isto é, ILg/ON = 0, Ls/ON? = 0, conforme discutido em [86].

Portanto, o espago de fase gravitacional é constituido pelos pares (h;;, I17), onde

definimos os momentos canoénicos conjugados a h;; da maneira usual por

0L

s = 2= .
(‘9hij

(3.34)
O célculo explicito de 9L/ 87%]- requer manipular a expressao da curvatura extrin-

seca K;; em termos de hij, o que pode ser extenso; a derivagdo completa é apresentada no
Apéndice C. O resultado final é

M7 = Vh WK - KV, (3.35)

o qual relaciona diretamente a curvatura extrinseca com os momentos canonicos do campo

gravitacional.

Com as relagdes (3.33) e (3.35) em maos, ji podemos construir a densidade ha-
miltoniana gravitacional. Recordemos que a passagem da formulacao lagrangiana para
a formulagao hamiltoniana é realizada por meio da transformacao de Legendre, a qual

define a densidade hamiltoniana como
He =0 — Lo (3.36)

Apods reescrever h” e os termos envolvendo K;; na densidade de lagrangiana L, Eq.
(3.33), em termos dos momentos canonicos I1;; Eq. (3.34), obtemos finalmente a densidade
hamiltoniana gravitacional. A deducao passo a passo é apresentada no Apéndice D. O
resultado é .

ngAf;%a%Hﬁ—gn%—V@“m — 2N, (IT% ;) , (3.37)

onde II = h;;IIY é o traco do momento canonico, 11 é um tensor simétrico, e a barra

vertical | denota a derivada covariante associada a métrica espacial h;;.

Um aspecto essencial do formalismo hamiltoniano é identificar a estrutura geomé-
trica que serve de base a teoria. Nesse contexto, introduzimos a métrica do superespaco,
que caracteriza a geometria do espago das métricas tridimensionais h;; [113]. DeWitt

propos originalmente sua definigdo como [67],

1
Gijkl = ﬁ hixhji + hihje — hijhig| (3.38)

e satisfaz as simetrias

Gijki = Gjitt = Gijik = Gniij - (3.39)
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Essa métrica expressa a parte cinética do Hamiltoniano gravitacional. De fato, ao

contrair gz-jkl com os momentos candnicos, obtemos

. 1 .
Gijr T TIM = §h_l/ 2 (hz‘khjl + hyhjp — hijhkl>HZ] I

= Sh7 (hikhﬂnwn’d + hahy T9TF — hijhklnwnkl)

1 . .
= §h_1/2 (H”Hij + HZ]HJ'Z' - H2> (pOl" simetria, Hji = HZJ)
1 o1

Esse resultado reproduz exatamente o termo cinético presente em (3.37). Portanto,

podemos reescrever a densidade hamiltoniana gravitacional como
Ho = N |Gy TTVIIH — VR OR| — 2N;(117);) (3.41)

A partir dessa expressao, introduzimos naturalmente as funcoes H e H¢, que agrupam os

termos que multiplicam o lapso N e o deslocamento N?, respectivamente
H =Gy """ — VROR, N = —2(I1%), (3.42)
0 que nos permite escrever a densidade hamiltoniana de forma compacta como
Ho=NH+N,H . (3.43)
Aqui, H recebe o nome de super-hamiltoniano, enquanto H* ¢ conhecido como supermo-

mento.

Isolando L na expressao (3.36) e substituindo-a em (3.32), podemos escrever a

acao gravitacional fazendo uso de (3.42) da seguinte forma

1 . .
- Uh.. _ gt 3
Se = 1(),W/(H hi — NH = Ny HY) d d (3.44)
Ao variar essa acdo gravitacional com respeito ao lapso N e ao deslocamento N¢,

impondo estacionariedade sob variacoes arbitrarias JN e JN*, obtemos:

0Sa
=0 = =0 3.45
ON 7t ’ ( )
0Sa ,
ON; 7 ’ ( )
onde a condicdo H = 0 corresponde ao vinculo do super-hamiltoniano, enquanto a

condi¢do H* = 0 corresponde ao vinculo do supermomento. Essas equacoes sao andlogas,

respectivamente, as componentes Goy = 0 e Go; = 0 das equagoes de Einstein.
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De maneira semelhante, ao variar a agao gravitacional com respeito ao momento

canonico 1Y e a métrica h;;, impondo estacionariedade sob variacoes arbitrarias dII e

dh;;, obtemos
: 0Sa _ 1
hij = STI 2h"'2N (Hij - thjn) + 2N (3.47a)
Hi‘ — _ _Nh71/2 ((3) ij _ —(3) hz]) *Nh71/2hm <H Hkl . H2)
’ Ohij RE =g TR ) . 2

_9Np L2 (sznkj . 51—[ H”) + pl/2? <N|Z|J _ thle\k)
4L (]AL71/2]\]I<1-[¢]')“g — oI N, (3.47Db)

onde os parénteses sobre os indices indicam “( )” simetrizagao.

As equacdes de evolucdo (hy, I1;;) em (3.47a) e (3.47b) constituem o andlogo
hamiltoniano das equagoes espaciais de Einstein, isto é, correspondem dinamicamente a
G;; = 0. Em conjunto com as condigoes de vinculo H = 0 e H' = 0, formam o sistema

completo de equagoes do formalismo ADM.

3.2 FLUIDO PERFEITO NO FORMALISMO DE SCHUTZ

O formalismo variacional de Schutz, desenvolvido por B. F. Schutz no inicio da
década de 1970 [81], permite descrever um fluido perfeito por meio de potenciais escalares,
de modo que, na formulagao hamiltoniana, o sistema admite uma varidvel interna que

pode desempenhar o papel de tempo no contexto quantico [114].

Tomamos como ponto de partida a acdao do fluido perfeito escrita em termos da

pressao,
Sy = /d4x\/—gp, (3.48)

onde p denota a pressao do fluido e g = det(g,,) é o determinante da métrica quadridi-

mensional. No formalismo ADM, essa agao assume a forma
Sy = / dt &z NV p, (3.49)

onde N ¢é a funcao lapso e h = det(h;;) corresponde ao determinante da métrica sobre a

hipersuperficie espacial.

No formalismo de Schutz, é necessario introduzir certas rela¢des termodinamicas
que permitem reescrever a acao (3.49) de forma mais adequada. Em particular, a descrigao
do fluido baseia-se na introducao de potenciais termodindmicos, a partir dos quais se

define a quadrivelocidade do fluido [81],

1

Uu = X (90,,u +n gu + 198,#) ) (350)
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onde ) é a entalpia, ¢ é o potencial de velocidade, s é a entropia, ¥ é o potencial conjugado
a entropia, enquanto 7 e ( estao associados aos graus de liberdade vorticosos do fluido. A

quadrivelocidade satisfaz a condicao de normalizacao

U U = —1. (3.51)

Neste trabalho, por simplicidade, consideramos um fluido sem vorticidade, de modo
que os termos 77 e ¢ nao sao levados em conta na expressao (3.50). Ao substituir a definigao

da quadrivelocidade na condi¢do de normalizacao, obtemos
N=—g" (o +0s,) (00 +0s,). (3.52)

Para modelos de Universo homogéneo, como por exemplo FLRW, as quantidades
fisicas dependem apenas do tempo, e os potenciais termodinamicos sao fung¢oes temporais.

Nesse caso, a equacao (3.52) reduz-se a

2N = —g"(p + 95)*. (3.53)
Utilizando a relagao ¢°° = —1/N? da decomposicio ADM, a expressdo anterior resulta em
)\—1('+19') (3.54)

que representa a entalpia do fluido relativistico expressa em termos dos potenciais de

Schutz sob condi¢oes de homogeneidade e auséncia de vorticidade.

Além disso, a pressao do fluido pode ser expressa como uma fungao das variaveis
termodinamicas, em particular da entalpia e da entropia. Obtemos essa relagao a partir
da primeira lei da termodinamica relativistica, juntamente com a equagao de estado, e
sua deducao detalhada é apresentada no Apéndice E. O resultado final permite escrever a

pressao diretamente como

p(A, 8) =« ( A )Ha e~/ (3.55)

Em consequéncia, ao substituir a expressao da pressao (3.55) na acao (3.49), e
utilizando a relagao (3.54) para a entalpia, obtemos finalmente uma expressao explicita da

acao de matéria em funcao dos potenciais de Schutz,

o+ 95 \'e
Sur = /dt Pr NVha | ed/e, 3.56

M N(1+a) (3:56)
Essa expressao constitui o ponto de partida para a formulagdo hamiltoniana do fluido
perfeito e serd empregada nas se¢oes seguintes para identificar as varidveis candnicas e

analisar a dindmica do sistema tanto em nivel classico quanto quantico.
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4 QUANTIZACAO CANONICA E NAO COMUTATIVIDADE NO
ESPACO DE FASE

Desenvolvemos neste capitulo a formulagao quantica do modelo cosmolégico no
contexto da quantizacdo canodnica e ndo comutativa. Apresentamos a estrutura de parénte-
ses de Poisson, a quantizacao de Dirac e a equacao de WDW. Em seguida, introduzimos a
quantizacao por deformagao como uma abordagem para incorporar a nao comutatividade
no espaco de fase. Por fim, discutimos as principais dificuldades conceituais da quantizagao

da gravidade e as estratégias adotadas nesta tese para trata-las.

4.1 PARENTESES DE POISSON E QUANTIZACAO CANONICA

Na mecanica classica, os parénteses de Poisson constituem uma operagao binaria
{-,-} definida sobre o espago de fungoes suaves. Essa operagao associa a dois observaveis
classicos f e g outra funcao {f, g} e codifica simultaneamente a estrutura algébrica do

espago de observaveis e a dindmica hamiltoniana do sistema [115-117].

Para funcoes suaves f(q;, p;) e g(¢;, p;) definidas sobre o espago de fase candnico,
com coordenadas candnicas (g;, p;), os parénteses de Poisson sao definidos explicitamente

Cco1mo

—~(0f 99 Of Og
(=3 (gon - 210), ()
i=1 q; Op; Pi 04;
onde ¢; representam as coordenadas generalizadas e p; seus momentos canonicamente

conjugados.

Em particular, ao aplicar a definigdo anterior (4.1) as varidveis canonicas, obtemos

as relagoes fundamentais

{%7 q]} = 07 {pzap]} - 07 {QHPJ} = 52']'7 (42)

onde d;; € o delta de Kronecker, que vale 1 se ¢ = j e 0 se ¢ # j. Essas relagoes caracterizam
a estrutura canonica do espago de fase e constituem o ponto de partida do procedimento

de quantizacao canonica [118, 119].

De maneira formal, a quantizacao canonica é um procedimento para passar de um
sistema classico a um sistema quantico. Nesse enfoque, os observaveis classicos definidos
como fungoes sobre o espaco de fase sao promovidos a operadores lineares que atuam sobre
um espaco de Hilbert, enquanto os parénteses de Poisson sao substituidos por comutadores

de operadores, de acordo com a regra [119]
Lo

onde f e § sao os operadores associados aos observaveis classicos f e g, respectivamente, e
[f,d] = fg — gf denota o comutador, i é a unidade imaginaria e & é a constante de Planck

reduzida.
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Aplicando essa regra as variaveis canonicas do sistema, as rela¢goes fundamentais

de Poisson (4.2) traduzem-se nas relagoes de comutagao candnicas
[QZaﬁj] - Zh51j7 [Cjw q\]] = 07 [ﬁ“ﬁ]] = 0. (44)
Essas relacoes de comutacao refletem a estrutura quantica dos observaveis, em contraste

com a descricao classica baseada em fungoes continuas sobre o espaco de fase e nos

parénteses de Poisson.

42 QUANTIZACAO CANONICA E EQUACAO DE WHEELER-DEWITT

Para proceder a quantizacao da Relatividade Geral no formalismo ADM, recorremos
a quantizacao hamiltoniana de sistemas vinculados. De fato, a Relatividade Geral constitui
uma teoria vinculada, o que se manifesta explicitamente na presenga dos vinculos, obtidos
ao variar a agdo gravitacional em relacdo a fungao lapso N (3.45) e ao vetor deslocamento

N* (3.46), respectivamente.

Dirac desenvolveu originalmente o procedimento para a quantizagao desse tipo de
sistemas. Esse formalismo fornece um conjunto bem definido de regras para promover as
variaveis canonicas a operadores quanticos e impor os vinculos classicos como condi¢oes
sobre os estados fisicos [107, 108, 120]. No que segue, adaptaremos esse procedimento ao
caso particular do Hamiltoniano gravitacional na formulacao ADM, o que nos conduzira
naturalmente a equacao de Wheeler-DeWitt (WDW).

i) Tomamos como varidveis canénicas a métrica espacial h;;(x) e seu momento canénico
conjugado 11V (x), onde x = (2'), i = 1,2, 3, denota as coordenadas espaciais sobre
a hipersuperficie. Ao promover essas variaveis a operadores quanticos, impomos as

relagdes de comutagao candnicas usuais:

i (%), hua ()] =0, (4.50)
117 (x), T (x')| =0, (4.5b)
iy (), T ()] = ; (558% + 819%) 59 (x — ). (4.5¢)

ii) Escolhemos a representacao na qual os estados quanticos sdo funcionais das varidveis
de configuragao do sistema. Nessa representagao, promovemos o momento candénico
conjugado a métrica espacial a um operador diferencial funcional em relacao a h;;(x).

Desse modo, tem-se

0
5hkl(X) '

iii) Descrevemos o estado quantico do sistema por um funcional definido no espago de

M (x) — —i (4.6)

configuragoes, o qual depende da métrica espacial h;;(x),

W = Ulh(x)]. (4.7)
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iv) Promovemos H e H" em (3.42) a operadores quanticos e impostos como condigoes
sobre os estados fisicos do sistema. Ao substituir as expressoes operatoriais da variavel
de configuracdo canonica e de seu momento canonico nesses vinculos, obtemos as

equacgoes funcionais:

N 52U
\I] — _ .. — 1/2 (3) \If = 4
. ow
HY =0 = =0. 4.8b
<5hz‘j(X)> J (450)

Essas duas equagoes constituem a descricdo quantica candnica da Relatividade
Geral no formalismo ADM. Em particular, a equagao (4.8a) corresponde a imposi¢ao
quantica do vinculo hamiltoniano e é conhecida como a equacao de Wheeler—-DeWitt,
enquanto a equagao (4.8b) expressa a imposigao do vinculo de momento, garantindo a
invariancia do estado quéntico sob difeomorfismos espaciais tridimensionais [67, 121, 122].
Podemos compreender seu contetdo fisico analisando separadamente o significado de cada

vinculo.

No caso do vinculo superhamiltoniano, é importante salientar que sua presenca
reflete, ja no nivel classico, a invariancia da RG na formulacao ADM sob reparametrizacoes
do pardmetro temporal [107, 121, 123]. Em consequéncia, a dindmica do sistema nao
é formulada como uma evolugdo em relagdo a um tempo externo privilegiado, mas fica
expressa como uma condicao de vinculo (3.45) sobre as varidveis canonicas [67, 124]. Ao
aplicar o procedimento de quantizagao de Dirac, essa propriedade se traduz na equacgao
de WDW, a qual atua como uma equacao funcional sobre o estado quantico W[h;;(x)],
e ndo como uma equagao de evolugao temporal no sentido usual [123]. Desse ponto
de vista, devemos entender a equacao de WDW como uma condi¢ao fundamental que
seleciona os estados fisicos admissiveis [125]. Em geral, essa equagdo admite um conjunto
infinito de solucoes, de modo que é necessario impor condi¢oes adicionais, como condigoes
de contorno, para especificar um estado fisico particular. Além disso, a promocao dos
momentos candnicos a operadores funcionais introduz ambiguidades de ordenamento, cuja
fixagao requer um critério fisico ou matematico apropriado, como o proposto originalmente
por DeWitt [67]. Existem ainda outras dificuldades técnicas e conceituais na quantizacao
canodnica da gravidade, tais como a definicdo do produto interno e a regularizacao de

operadores funcionais [67, 124, 126], que ndo abordaremos neste trabalho.

Por outro lado, a condigao de vinculo associada ao supermomento (3.46) implica, no
nivel classico, que a descricao da RG no formalismo ADM ¢ invariante sob transformacoes
de coordenadas definidas sobre as hipersuperficies espaciais. Nesse sentido, as variaveis
fisicamente relevantes nao sao dadas pelas métricas espaciais individuais h;;(x), mas por
suas classes de equivaléncia sob difeomorfismos espaciais tridimensionais [86, 105]. No

nivel quantico, a imposi¢ao do vinculo de supermomento traduz-se na exigéncia de que o
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estado quantico do sistema seja invariante sob essas transformacoes de coordenadas sobre

as hipersuperficies espaciais [67, 123].

4.3 QUANTIZACAO POR DEFORMACAO E PRODUTO ESTRELA

Uma alternativa conceitualmente distinta a quantizacao candnica é a quantizacgao
por deformacao, na qual ndo promovemos os observaveis classicos a operadores que atuam
sobre um espacgo de Hilbert. Em seu lugar, preservamos o espago classico de observaveis
e deforma-se o produto pontual entre fung¢ées por meio de um produto nao comutativo,
denominado produto estrela (x) [118, 127-129].

Nesse enfoque, os observaveis quanticos continuam sendo representados como
fungoes suaves sobre o espago de fase, enquanto a informacao quantica é codificada na
lei de composicao [118]. Em particular, para um espago de fase em que os parénteses de
Poisson sdo constantes, podemos escrever explicitamente o produto estrela como [130,
131],

th

)
(1 9)(©) = e g

: (4.9)
§1=E2=¢
onde &% é o conjunto de coordenadas do espago de fase, e £ é um ponto no espaco de fase;

) f(&) 9(&)

w® é a inversa da forma simplética wgy,

. 0 4%
Wt — (—&'j 0) : (4.10)

satisfazendo w*wgy = 0%, onde a,b=1,....2n e 4,7=1,...,n.

Ao expandir a exponencial do produto estrela utilizando a expansao de Taylor na

equagao (4.9), obtemos

ih af o
frg=fgt+ Dow I 09

2 <" 9Ee oe + O(R?), (4.11)

onde o termo linear em A coincide exatamente com o paréntese de Poisson (4.1),

af 0Og

oo o = L) (112

wab

A notagao O(k?) agrupa todas as correcoes quanticas de ordem quadratica e superior em

h, que nao sao escritas explicitamente.

Em consequéncia da expressao (4.11), no limite semiclassico i — 0 recuperamos o

produto cléssico usual, 71'31% fxg= fg. Além disso, considerando a parte antissimétrica
_>

do produto estrela, definida pelo comutador f g — g * f, reproduzimos o paréntese de

Poisson,

lim > (fxg—g%f)=1{f.g}. (4.13)

h—0 1h
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Em um contexto nao comutativo (NC) no espago de fase, a estrutura simplética
dada em (4.10) é deformada, introduzindo nao comutatividade tanto entre as coordenadas
quanto entre os momentos. Codificamos essa deformacdo em uma estrutura 9%, de modo

que o produto estrela assume a forma [131],

(7 0)(©) = oo 0% ) res(e)

, (4.14)
§1=2=¢

onde Q% ¢ a inversa da forma simplética deformada e pode ser escrita, em uma parametri-

E L
Q“b:( 3 ) (4.15)

—§4 i

zacao geral, como

Nessa expressao, os parametros 6% e n* controlam a nao comutatividade entre coordenadas

e entre momentos, respectivamente, e caracterizam a deformacao NC do espaco de fase.

Para obter explicitamente as relacoes de comutacao induzidas por essa estrutura,
escolhemos f(§) = &% e g(&) = £ e os substituimos na definicio do produto estrela
(4.14). Ao expandir a exponencial em poténcias de h, de maneira andloga ao procedimento

utilizado para obter (4.11), obtém-se
£ x £ = ¢agb + QCdé“ &+ O(n%)
= ¢ + e o(r?). (4.16)

A partir desse resultado, o comutador estrela entre as coordenadas do espaco de

fase é dado por
€, & = €2 &P — P x g
= (e -+ @“ Q") + O()
=ihQ® + O(h?), (4.17)

onde utilizamos que o produto pontual é comutativo, %% = £2€2, e que Q% é antissimétrica.
Além disso, os termos de ordem O(h?) correspondem a corregoes de ordem superior, que
se anulam no limite semiclassico A — 0 ou podem ser desprezados ao trabalhar a primeira

ordem em h.

No caso particular em que se adota a forma explicita de 2% dada em (4.15),
e se identificam as coordenadas do espago de fase como &% = (gq;,p;), a relagao geral
(€2, €%, = ih Q% (4.17) conduz diretamente as relagdes de comutacio fundamentais entre

coordenadas e momentos,
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Essas relagoes mostram que a estrutura do espago de fase fica completamente determinada
por Q. Em particular, o bloco #% codifica a ndo comutatividade do espaco de configura-
coes, o bloco ¥ introduz uma deformacao na estrutura dindmica do espaco de momentos,
enquanto o bloco 6% preserva o acoplamento candnico entre coordenadas e momentos [131,
132].

4.4 PROBLEMAS DE INTERPRETACAO NA QUANTIZACAO CANONICA DA
GRAVIDADE

A quantizacao canodnica da gravidade, por meio do formalismo ADM e do pro-
cedimento de Dirac, conduz a equacgdo de WDW, cuja forma HY = 0 revela profundas
dificuldades interpretativas [4, 67]. Em particular, a auséncia de uma derivada temporal
explicita da origem ao denominado problema do tempo, que impede uma interpretacao
evolutiva padrao da funcao de onda do Universo [4, 124]. A isso se soma a dificuldade
de definir um produto escalar positivo e conservado, devido a estrutura da equacao do
tipo Klein—Gordon, assim como a auséncia de um observador externo, uma vez que o
sistema em estudo é o Universo em sua totalidade [4]. Essas limita¢oes tornam inaplicavel
a interpretacao de Copenhague na cosmologia quantica, motivando a busca por abordagens
alternativas capazes de descrever sistemas fechados sem recorrer ao colapso da funcao de
onda. Nesse contexto, o formalismo de Schutz permite introduzir uma noc¢ao de tempo
associada aos graus de liberdade do fluido, fornecendo um caminho para recuperar uma
descri¢ao dindmica [82].

Uma das alternativas conceituais mais relevantes corresponde a interpretagao de
muitos mundos, proposta por Hugh Everett III, que postula que todos os resultados
possiveis de um processo quantico se realizam em diferentes ramos do Universo, sem a
necessidade de introduzir o colapso da fungao de onda [133]. Sob essa perspectiva, existe
uma func¢ao de onda universal que descreve simultaneamente todos os graus de liberdade, e
o processo de medicao ¢ interpretado como uma correlacao entre subsistemas, eliminando a
distingao fundamental entre sistema e observador [134]. Essa formulagao é particularmente
adequada na cosmologia quantica, onde nao é possivel definir um observador externo.
Ainda assim, persiste o problema de selecionar solugoes fisicamente relevantes da equacao
de WDW, o que conduz a propostas como a func¢ao de onda de Hartle-Hawking [74]. Esta
se baseia no formalismo da integral de caminho desenvolvido por Feynman [135], no qual a
funcao de onda do Universo é obtida como uma soma sobre historias possiveis, fornecendo
uma generalizacao natural da mecanica quantica e um quadro consistente para abordar a

nucleacao quantica do Universo.
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5 MODELOS NAO COMUTATIVOS DE BIANCHI I E III NA ERA DA
RADIACAO: DINAMICA E ESTIMATIVA DE ~

Estudamos neste capitulo a dinamica de modelos cosmologicos homogéneos e
anisotropicos do tipo Bianchi I e III no contexto de uma extensao nao comutativa do
espaco de fase. Utilizando o formalismo hamiltoniano ADM e a descricao de fluidos
perfeitos via formalismo de Schutz, construimos a dindmica classica dos modelos LRS e
introduzimos corregoes nao comutativas parametrizadas pelo parametro . Nosso objetivo
¢é analisar de que maneira tais corre¢oes afetam a expansao, a anisotropia e o processo de
isotropizacao do Universo na era dominada por radiagdo, bem como estabelecer possiveis
conexoes com estimativas cosmolédgicas do parametro nao comutativo v. Uma outra
motivagdo importante é a possibilidade que a NC possa descrever a expansao acelerada do

universo, ao invés do uso de algum tipo de matéria exética.

5.1 FORMULACAO HAMILTONIANA DO MODELO COSMOLOGICO LRS

O elemento de linha localmente rotacionalmente simétrico (LRS, locally rotationally
symmetric), que abrange os espagos-tempos de Bianchi I (BI), Kantowski-Sachs (KS) e
Bianchi IIT (BIII) [63, 64, 136-138], fornece uma descri¢ao unificada desses Universos
homogéneos e anisotrépicos. Inspirados na parametrizagdo de Misner [139], escrevemos o
elemento de linha LRS na forma [140],

ds? = —N(£2de* + a(t)?e™"Odr? + a(t)?e"D (6> + f(0)*de?) . (5.1)

Aqui, a(t) representa o fator de escala isotrépico, () descreve o grau de anisotropia, N ()
é a funcao lapso, e f(f) assume as formas especificas f(0) = 6, sen(f), senh(f) para os

espacos-tempos BI, KS e BIII, respectivamente.

No presente capitulo, utilizamos inicialmente as unidades geometrizadas, introduzi-
das pela primeira vez na Ref. [106]. Nessas unidades, a velocidade da luz ¢, a constante
gravitacional de Newton 87G e a constante de Boltzmann x sao todas iguais a unidade.
A unidade padrao, em termos da qual tudo é medido neste capitulo, é o centimetro.
Caso desejemos recuperar as unidades usuais, devemos multiplicar ou dividir a grandeza
pelo fator de conversao correspondente. Por exemplo, se temos um intervalo de tempo
expresso em unidades geometrizadas e desejamos converté-lo para segundos, dividimos esse
valor pelo fator de conversiao 1.0 = ¢ = 2.997930 x 10*° cms~!. Para uma lista completa
dos fatores de unidade, ver a Ref. [106]. Entretanto, na Se¢ao 5.4 utilizamos unidades
convencionais para estimar o parametro NC . A principal motivacao para o uso das
unidades geometrizadas é que elas permitem empregar escalas de tempo e valores de
parametros que viabilizam os calculos numéricos e a producao de graficos nos quais o

comportamento das fungoes é facilmente visualizado.



o4

Na métrica (5.1), a anisotropia depende do pardmetro ((t), que produz diferencas
nas taxas de expansao ao longo de diferentes dire¢oes espaciais. Espera-se que 5(t) —
constante ou zero em tempos tardios, implicando que o Universo, embora inicialmente
anisotrépico, evolui em dire¢io a um estado isotrépico do tipo FRW. E conhecido na
literatura que os espagos-tempos de Bianchi I e Kantowski-Sachs tendem ao espago-tempo
FRW em tempos tardios. No entanto, o espago-tempo de Bianchi III nao alcanga um
espaco-tempo FRW exato em tempos tardios. Ainda assim, ele se torna muito semelhante
a um espago-tempo FRW durante um periodo de sua evolugao [141]. Neste capitulo,
estudaremos as condi¢oes sob as quais o espago-tempo de Bianchi III se torna muito

semelhante a um espago-tempo FRW.

Para desenvolver a formulagdo dinamica do modelo, é conveniente expressar a
métrica (5.1) no formalismo ADM. Nesse formalismo, escrevemos o elemento de linha geral

como

ds? = —N(£)%de® + hy () da'da? | (52)

onde N (t) é a fungao lapso e h;; representa a métrica induzida nas hipersuperficies espaciais.
Para o caso LRS considerado, ndo ha termos de deslocamento espacial (shift), isto é,
N% =0, em concordancia com a homogeneidade do modelo. Comparando as Egs. (5.1) e

(5.2), identificamos a métrica espacial induzida como
hiy = ding (a(t)2e 7, a(t)2%D), a(t)?e"0 f(0)?) | (5.3)

onde os indices espaciais i, j correspondem as coordenadas (7,6, ¢). O determinante da

métrica espacial ¢ dado por
h = det(hy;) = a(t)e’® f(6)%, (5.4)

mostrando que o determinante da métrica espacial depende do fator de escala isotropico
a(t) e da parametrizagao anisotrépica §(t). O elemento de volume tridimensional é dado
por dV = Vhd3z, sendo que o grau de liberdade volumétrico est4 associado exclusivamente

ao fator de escala, enquanto ((t) descreve anisotropias de forma.

A curvatura extrinseca associado & hipersuperficie espacial é definida em (3.22) e,

para este caso, assume a forma

1
2N
onde o ponto denota derivada em relacdo ao tempo coordenado t. A partir dessa definicao,

pode-se calcular o escalar de curvatura extrinseca K = h*” K;; e a combinagao quadrética

K;; K", que entram explicitamente na agao gravitacional.

A agao de Einstein-Hilbert no formalismo ADM, descrita na expressao (3.32), em

unidades geometrizadas, assume a forma

1 ;
S =3 / dt / & NI (KK — K2+ OR) | (5.6)
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onde ®)R ¢ o escalar de curvatura associado & métrica espacial h;;. No caso dos modelos
LRS considerados, ¥R depende da funcao f(#), que caracteriza a geometria do espaco

homogéneo, permitindo distinguir os casos de Bianchi I, Kantowski-Sachs e Bianchi III.

Para a métrica LRS dada em (5.3), a curvatura extrinseca (5.5) é diagonal, e
obtemos diretamente seus componentes nao nulos a partir das derivadas temporais das
componentes da métrica espacial. Com isso, podemos escrever a combinacao que aparece

na acao gravitacional, apos manipulagoes algébricas, como

g 1 a? a- 1.
K KV —K?*= — |—-6— —2— 32| . )
; 5 |65~ 258+ 38 (57)
A deducao completa desta expressao, incluindo o calculo detalhado dos componentes da

curvatura extrinseca e das combinagoes K;; K e K2 é apresentada no Apéndice F.

Por sua vez, o escalar de curvatura tridimensional associado a métrica espacial

(5.3) assume a forma

)p 2e= P10 17(9)
e (5.8)

mostrando explicitamente que a dependéncia espacial da curvatura tridimensional )R

é determinada pela fungdao f(0), enquanto os fatores a(t) e 5(t) atuam como reescalas

temporais. Para os modelos LRS considerados, a razao ! ;((96;) é constante e pode ser escrita
como L ;(599)) = —k, onde Kk = 0 corresponde ao modelo de Bianchi I, k = —1 ao modelo de

Bianchi IIT e k = 1 ao espago-tempo de Kantowski-Sachs.

Para as escolhas especificas de f(f) correspondentes aos diferentes espagos-tempos

homogéneos considerados, obtemos os seguintes resultados:

0, Bianchi I (f(@) = (9) :
(3) 267ﬁ .
R = 5~  Kantowski-Sachs (f(@) = sen 9) , (5.9)
a
270
~~5~ Bianchi 1] (f(6) = senh6) .

Esses resultados evidenciam que o escalar de curvatura tridimensional distingue de forma
inequivoca os trés espagos-tempos homogéneos considerados, sendo nulo no caso de
Bianchi I, positivo para Kantowski-Sachs e negativo para Bianchi III. A deducdo completa
da expressao geral (5.8), bem como a obtengao explicita dos casos particulares apresentados

em (5.9), é apresentada no Apéndice G.

Em seguida, introduzimos o conteido energético do Universo, que ¢ modelado por
meio de um fluido perfeito. A quadrivelocidade desse fluido, usualmente escrita como
U* = N(t)d}j, define um sistema de referéncia comével no qual a matéria ndo apresenta
movimento espacial e evolui unicamente no tempo. Essa escolha ¢ consistente com a

homogeneidade dos modelos cosmoldgicos considerados e simplifica de maneira significativa
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a formulacao dindmica do sistema. Nesse contexto, o tensor energia-momento do fluido
perfeito assume a forma
T = (p+p) UUs + PGy (5.10)

onde p representa a densidade de energia, p a pressao e g,, ¢ o tensor métrico do espago-

tempo. Assumimos uma equacao de estado do tipo barotrépico,

D= ap, (5.11)
onde o é um parametro constante que caracteriza o tipo de fluido considerado.

Com o objetivo de introduzirmos a nao comutatividade como uma deformacao da
algebra de Poisson entre as variaveis do espacgo de fases do modelo, escrevemos explicita-
mente os Hamiltonianos gravitacional e de matéria. Para o setor material, adotamos o
formalismo variacional de Schutz [81], que fornece uma descri¢do candnica consistente de
um fluido perfeito com equagao de estado (5.11) e permite a construgdo do Hamiltoniano
correspondente. Nesse formalismo, a agdo da matéria, escrita no contexto ADM e discutida

no Capitulo 3, é dada pela seguinte expressao

Sur = /dt /d3xN\/_ (%)1 ;e—s/a, (5.12)

onde ¢ e ¥ sdo potenciais escalares introduzidos no formalismo de Schutz que participam
da descricao canonica do fluido perfeito e permitem a identificagao de varidveis canonicas
adequadas para sua formulacao hamiltoniana. Aqui, s representa a entropia especifica e o

ponto denota derivada com respeito ao tempo .

Desse modo, a dindmica completa do modelo cosmolégico LRS fica descrita pela
soma dos setores gravitacional e material. Substituindo explicitamente as expressoes (5.7)
e (5.8) na agao gravitacional (5.6), e somando a contribui¢do de matéria (5.12), obtemos

a agdo total S do sistema (geometria + matéria)

S:SG+SM:;/dt/d3xN\/E[]\172< _ 0 5+ 52> 22 nl

) (5.13)
b+ 03 1+1
—l—/dt/d?’:cN\/Ea e~
N(1+a)
Em seguida, consideramos a integral tridimensional [ d®z v/h = a3/ [ drdf d¢ f (0), onde
toda a dependéncia espacial fica contida na integral Vy = [drdfde¢ f(0), que define um
volume constante. Esse volume pode ser adotado como unitario, sem perda de generalidade,
sendo absorvido na ac¢do. Dessa forma, reescrevemos a agao (5.13) de modo equivalente
como

8
2

2.4 .9 3'2§ . 19 . é+1
S:/{aNmeg—aaﬁe _ dad’e +aﬁe +aa3Nes—3 (S—HD) ]dt.

N N AN
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A expressao (5.14) tem a forma S = [ L£dt, na qual identificamos diretamente o
lagrangiano como o integrando da acao. Em consequéncia, obtemos o lagrangiano total do

sistema

_B
2

L = aNke

. o .
a2a]€€§ B 3a§t\276§ N asfjveg L aadNes—: (M) a+1, (5.15)

Com o lagrangiano £ ja identificado, passamos a formulacdo hamiltoniana do
sistema. Para isso, calculamos os momentos candnicos conjugados as variaveis dinamicas
a(t), B(t), o(t) , s(t), N(t) e 9(t). Os momentos resultantes sao:

oL eb/2

2/ .
Pa= 5o =~ (0 +Gad). (5.16a)
oc e (a®.
L 4 sipse( V5+¢ |
_ 9L _ s/ 5.16
Pe =5, = ¢ Na+1)) (5.16¢)
oL oL oL
= =Yp,, S ady -2 5.16d
Ps= 52 Por Py =% Po =3 ( )
As condicoes py = 0 e py = 0 mostram que o lapso e o potencial ¥ atuam como

multiplicadores de Lagrange.

Em seguida, a partir das defini¢gbes dos momentos candnicos (5.16), o préximo
passo consiste em expressar as velocidades em termos dos momentos. Esse procedimento
nos permite realizar a transformacao de Legendre e formular a descricao hamiltoniana do

sistema. Obtemos as seguintes expressoes para as velocidades:

Q= —Ne P2 (ga + f;) , (5.17a)
; — Pa 3p
95+ = N(a+1) <p§> % (5.17¢)
a

Com todas as velocidades expressas em termos dos momentos e das variaveis
canonicas, realizamos a transformacao de Legendre e obtemos o Hamiltoniano candénico na
forma H = NH, onde o vinculo hamiltoniano H assume a forma

a+1
H = 603 (—16a4l<o —a’p? — dapaps + 12p?3) + (p;?)a > e’ 2. (5.18)

Com o objetivo de simplificar a estrutura de H (5.18) e isolar de maneira explicita
a variavel que pode desempenhar o papel de um tempo, introduzimos a seguir uma

transformacao canonica adequada no termo de matéria. Em particular, consideramos as
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seguintes transformagoes canodnicas [83, 142]:
—-s —(« (] S = Ps —
T=—pee®p, ™, po=pite’,  p=¢—(a-1)=,  py=p, (5.19)

Essas transformacoes preservam a estrutura canonica do espago de fases e permitem
reescrever o setor material do hamiltoniano exclusivamente em termos do novo par canénico
(T, p,). Ao substituir as transformagoes (5.19) no termo de matéria do vinculo hamiltoniano
(5.18), obtemos uma expressao para o Hamiltoniano com forma consideravelmente mais
simples, dada por

2 3 2
H=¢P"? (— ra — Lo _ Pabb + pﬁ) + q 3B/ Dy - (5.20)

" 16a 4a? 4a3

Por simplicidade, e sem perda de generalidade, adotamos o calibre N = 1, de modo que a

dindmica do sistema passa a ser completamente governada pelo vinculo hamiltoniano .

5.2 DINAMICA HAMILTONIANA NAO COMUTATIVA DO MODELO LRS

Consideramos que o Hamiltoniano NC possui a mesma forma funcional do Hamil-
toniano comutativo (5.20). Adotamos essa escolha por razoes de simplicidade estrutural,
pois a introducao de termos adicionais nao presentes no Hamiltoniano comutativo, seria
de dificil justificativa fisica. Reescrevemos o Hamiltoniano acrescentando o indice nc as
variaveis comutativas, que passamos a denominar variaveis NC. Portanto, escrevemos

2

2 ne 3p
an — efﬁnc/Q (_Hanc _ 1%0;“3 . p;;zgnc + 4@5;0) + a;gae*ﬂnca/Qanc. (521)

Aqui, pg,,, Ps..» Dr,. 840, Tespectivamente, os momentos canonicamente conjugados as

coordenadas ay,e, Bne, The no modelo NC.

O modelo NC é particularmente relevante para explorar o Universo primordial,
onde efeitos de gravidade quéantica podem ser significativos [143]. Na cosmologia NC,
postulamos que algumas variaveis classicas do espago de fase nao comutam, o que introduz
uma algebra deformada nesse espago [53, 55, 57, 59]. Para o presente modelo, introduzimos

os seguintes parénteses de Poisson (PBs, “Poisson Brackets”):

{anca Tnc} = {ﬁnm Tnc} = {panc7 anc} = {pgncv anc} =0 (5'22)
{anm ﬁnc} = {ancv pgnc} = {57107 panc} = {panm pgnc} =0

{anca panc} = {Bna pﬁ,w} = {an anc} =1 (523)

{anm anc} = {5710’ anC} = {TnC7 panc} = {Tnc: pgnc} =7 (524)

Aqui, v é o parametro NC, que deve ser uma quantidade pequena e adimensional no

Universo atual. Todos os efeitos resultantes da ndo comutatividade estao concentrados
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nesse parametro. Neste capitulo, assumimos que v é pequeno e, por essa razao, todos os

calculos serao realizados apenas até primeira ordem em .

De um ponto de vista geral, a algebra deformada de parénteses de Poisson introduz
uma modificagdo no espago de fase da teoria. Em particular, como as Egs. (5.24)
correspondem a parénteses de Poisson entre variaveis geométricas e de matéria do espago
de fase e seus respectivos momentos, essa estrutura implica modificagoes na dinamica
tanto do setor geométrico quanto do setor material. No presente capitulo, investigamos as
modificagdes introduzidas na dindmica do modelo devido a presenga do parametro NC 7.
Mais precisamente, analisamos como a expansao do Universo é influenciada pela estrutura
NC. A principal motivagao para nossa escolha das relagbes de comutagdo na Eq. (5.24) é
uma extensdo de uma escolha anterior feita na Ref. [61] ao modelo cosmolégico de Bianchi
I. Essa escolha permite introduzir novos efeitos associados a nao comutatividade e, ao
mesmo tempo, facilita a comparacao entre os resultados obtidos neste trabalho e aqueles

apresentados na Ref. [61].

Agora, em vez de trabalhar diretamente com as varidveis fisicas NC do Ha-
miltoniano (5.21), por simplicidade introduzimos novas varidveis candnicas auxiliares

(aca /667 TC7 Pacs pgca pTC>7 definidas como

ne = e+ (V/2)Te, Pane = Pac + (V/2)Dr,
The = T4 (v/2)ac, Dy, — Py + (V/2)Pa (5.25)

Bne = Bes Dy, —> Dy, -

c

Aqui, (ac, Be, Tc) € (Pa,, Py, Pr,) 580 novas coordenadas e momentos auxiliares em um
espago de fase comutativo. Eles satisfazem os parénteses de Poisson usuais: {a., pa.} =
{Bc, pﬁc} = {Tc, pTC} = 1 e todos os demais parénteses de Poisson sdo nulos. E
possivel mostrar que as novas expressoes das varidveis NC, dadas em termos das varidveis
comutativas e de v nas Egs. (5.25), satisfazem completamente os parénteses de Poisson
(5.22)-(5.24), até primeira ordem em ~. Essas transformagoes, Eqgs. (5.25), sdo também
conhecidas como deslocamentos de Bopp [144]. Essa técnica de transformagoes do tipo Bopp
é particularmente significativa em cosmologia, pois fornece um método para incorporar a
nao comutatividade em sistemas classicos por meio da modificacao das coordenadas do

espago de fase [53, 57].

Com o auxilio das transformagoes (5.25), podemos reescrever o Hamiltoniano (5.21)
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em termos das novas coordenadas e momentos, até primeira ordem em 7y, o que nos fornece

H. = ef%c —K (ac + ch) _ (Pac ™ %pTc)Q . (pac + %pTc>ch 3p/23€

16 (ac+37)  4(ac+37)  4fact 3T

—3a
+ <ac + ch> @_%ﬂca (pTc + fypac) .

2
(5.26)
Aqui, H. representa o Hamiltoniano NC expresso em termos das varidveis comutativas

auxiliares, denotadas pelo indice c.

O formalismo hamiltoniano descreve a evolu¢ao temporal do sistema por meio

das equagoes de Hamilton. Utilizando o hamiltoniano H, (5.26), obtemos as equagoes de
movimento para os modelos BI, KS e BIII:

Be

Be Be
T2 Dg. e 2z e 2
ae = {ac, H} = — €’ py‘ — Pse 5 — v p’;/Tc
8(ac+3T.)  d(ac+3T.)°  16(ac+3T) (5.27)
1 —3a
+§76_%°‘ﬂc <ac + ch) ,
¢ % pop ve™ F pap e % p?
Acl”Be QAcl’ T, e
Pa. = {pam Hc} = - b 3 5 5
2(ac+37.)" 16 (ac+3T.) 16 (ac+ 3T0)
Be
3 —3a—1 6—7
—|—*Oz’ypace_%a,3c <ac + 7T0> _ fy—pﬁprC?) (528)
2 2 4 (ac X %Tc)
96_%6])2 L —3a-1 5
+———— +3ap, e 2" (ac—i- T> +re 2,
4 (ac + 7T> 2
6_%]? 36_%]) 'ye_%p
/BC == {667 Hc} - — de 2 + B 3 - Te 29 (529)
1(ac+3T)  2(ac+3%)  8(ac+3T)
67%]9 p ’ye’%cp D 1 N —3a
Gc actr, 1
Ps, = {pﬂc’ HC} - % 2 - + Oﬁpace 2ok <ac + 2TC>
8 (a.+27.)°  32(ac+3T.)
c _Be
e Fpl, Ve D, by, 3”2
LT 5 T 3
( 2 ) 16 (ac + gTC) 8 (ac + 1T,
1 —3a 1 . 1 .
+§apT e 2% (ac + ;T6> §/€ac6_% N Zfﬂe_%Tc,
(5.30)
i e %pa ”Ye_%cp v\ T3
T, ={T., H} =— e _ fe__ 4 gm3% (ac + 2TC> , (5.31)
16 (ac + 2Tc> 8 (ac + ch>
c c _&
Y€ 2 Pa.Pg, ’ye_ﬂZ pgc 9ve™ 2 pic
pTC {pTca c} = - — 5 —+ 1
torin) @) s e
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Para analisar a evolucao do Universo, resolvemos as equagoes associadas as variaveis
ac, B e T,, as quais se relacionam com as variaveis fisicas a,. e [3,. conforme discutido
anteriormente. Com esse proposito, reescrevemos as equacoes de movimento derivadas do
hamiltoniano H,. exclusivamente em termos dessas variaveis e de suas derivadas temporais,
eliminando explicitamente as dependéncias dos momentos conjugados. Essa abordagem
simplifica a descri¢do da dinamica do sistema e facilita a analise do impacto das corre¢oes

em -y sobre a evolugao das variaveis dinamicas.

Observamos que p,, na Eq. (5.32) é proporcional a p,, na Eq. (5.28), com um fator
7v/2. Isso implica que p,, = 3P, . Integrando essa equacdo, obtemos a seguinte expressao
para o momento canonico,

~

r. = gPa. +C. (5.33)

onde C' é uma constante de integracao positiva. Essa constante representa a densidade

p

de energia inicial do fluido e permanece conservada ao longo da evolugao dinamica do

sistema, sendo fixada pelas condigoes iniciais.

Selecionamos as Eqs. (5.27) e (5.29) e, utilizando a relacao (5.33), resolvemos o

sistema para os momentos canonicos p,, € ps,. Obtemos entao as expressoes

pac = _376%Tcac - 6ace%dc - VGCB%TCBC - age%ﬁc
) 1 1-3a (7 (5.34)
%—Zﬂ’ye%_%aﬂc <OLC + 27Tc> — 77,

(] C 3
Ps, = _Vace%Tcac - aie%dc + 7a € 2 cﬂc + CL € 2 Bc
c 4
1 Be 1 1 2—3a (535)
+§767_5“’36 (ac + 27TC) .

Essas equagoes expressam os momentos canonicos p,, e p, em termos das variaveis a., .,

T, e de suas derivadas temporais.

Agora, substituindo os momentos candnicos p,, , pa, € p, das Eqgs. (5.33), (5.34) e
(5.35) na evolugao temporal da varidvel associada a matéria, Eq. (5.31), obtemos a seguinte

expressao para TC,
. 1 1 —3a
T.= 27ac + o208 (ac + 27T) : (5.36)

Essa expressao mostra explicitamente que a varidavel de tempo interna sofre uma correcao

linear proporcional a 7 a., além do termo comutativo usual.

Derivamos agora as equagoes (5.27) e (5.29) em relagdo ao tempo; em seguida,
substituimos as expressoes para os momentos (5.33, 5.34 e 5.35) e suas derivadas temporais
(5.28, 5.30 e 5.32) por expressoes em termos das coordenadas e velocidades generalizadas
(Gc, ¢, Pe € 60) Esse procedimento permite obter equagoes diferenciais de segunda ordem,
o que é fundamental para descrever completamente a evolugao temporal das variaveis do
sistema. As equacoOes diferenciais fornecem informacgoes detalhadas sobre como a. e [,

evoluem no tempo. Além disso, a derivacao dessas expressoes garante uma descri¢ao fisica
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consistente, alinhada com as condigoes iniciais e os vinculos do sistema. Essas segundas

derivadas sao dadas por:

3 1 “Sa=l 3 1 —da-l
(e = —Zyace_%o‘ﬁc <ac + 2'yTC> + foz'yace_%o‘ﬂc (ac + 27T0> —

2
a? 1 15 - 1 e ] 15 - 1 —3a
c —5afc —5afc
—————— + —ye 2%, (ac + ’ch) + —aye 297, (ac + 'ch)
2(ac+37.) 8 2 4 2
1. 1 1 . 1 —3a—2 —Be (537)
_ 7&02 (ac + rch) — 70506_%0430_% <ac _|_ fch> — /{6—1
8 2 2 2 8 (ac + §7Tc)
Kag.e Pe wfe_ﬁcTC
2 2
8 (ac + %7T5> 16 (ac + %WTC)
e
. 3a.3. 3 1 —3a-2 —Be 1.
Bc - _ailﬁ + 77(106_%0156 (ac + 7T0> - e 2 763
Qe + E,YTC 2 2 4 (ac + %IYTC) 2
(5.38)
3rka.e e 3yke 2T,

et (s ) -
ve 2% e (ac + ST 4(ac+30L) 8(a+ )

O hamiltoniano H. atua como vinculo do sistema e deve satisfazer a condigao
H. = 0, conforme se vé na equagao (3.45). Essa restricdo garante que as trajetorias
dinamicas obtidas das equagoes de movimento permanecam consistentes com a estrutura
hamiltoniana da teoria. Substituimos as expressoes dos momentos candnicos nas equacoes
(5.34), (5.33) e (5.35) na forma NC em termos das varidveis comutativas do Hamiltoniano

(5.26) e obtemos a seguinte condigao de vinculo:

3

c b 1 2 C ]. 1 c ; 1
0= —e%acﬁc (ac + 27TC> — 3667&3 (ac + 2”ch) + Ze%ﬁf (ac + 27TC>

1 Be 1,8, 1 2-3a . Be_lag 1 1-3a
—57e 3 2P (ac + 27TC) — 3ya.ez "2 (ac + 27TC> (5.39)
—laﬂ 1 _ Be 1
+Ce 297 ac + §7Tc — ke 2 | Q.+ §7T0 .

Essa expressao constitui a generalizagdo nao comutativa da equacao de Friedmann para o
modelo LRS e incorpora simultaneamente os efeitos da curvatura espacial x e da deformagéao

do espaco de fase parametrizada por 7.

5.3 EVOLUCAO DO MODELO LRS NAO COMUTATIVO DOMINADO POR RADI-
ACAO: ANALISE NUMERICA

A partir de agora, restringimos nossa atencao ao caso de um fluido perfeito de
radiagdo, no qual & = 1/3. A solugdo analitica do sistema acoplado de equagdes (5.36)-
(5.39) torna-se invidvel devido a forte ndo linearidade dos termos quando o = 1/3.

Consequentemente, adotamos uma abordagem numeérica para resolver o sistema dinamico.



63

Além disso, considerando que v < 1, aplicamos uma expansao de Taylor de primeira
ordem, utilizando a aproximacao (1+~x)~! ~ 1 —~z. Essa expansio permite reescrever os
termos originalmente presentes no denominador em forma perturbativa, mantendo apenas
contribuigoes até primeira ordem em ~. Dessa maneira, isolamos explicitamente os efeitos

lineares associados a estrutura NC do modelo. Assim, obtemos:

a2 767%616 n VT.a? n 5767%60 1 CV€7§(2BC)TC Cle—3(28¢)

. _ - '2
4= "o, 4a? 4a? 24a, 8%& * 4a? 6a?  (5.40)
1 .
——~T.32
167 c)
- 3&656 37TcaCBC 3’}/6_%6610 576_%80 ke P ke T, 1 2 (5.41)
fo=— Qe * 2a? 203 4da2 @ * a3 iﬁc’ .
Be Be
e"e 1 ve s T,
T. = T — < 5.42
e T T (5:42)
e o vinculo (H, = 0) é dado por:
9 B, : e, . ; Be, 3 Be g Be .9 1 Be
0=—aze?af.—yace?T.a.8. —3ves a, — 5’)/6 > Tea; — 3ace? a; — ifyace 3,
_Be _Be (5.43)
3 C - 1 c ~ C TC C c 1 c
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8 4 2a? ac 2

O sistema acima descreve a evolugdo temporal das varidveis comutativas a.(t), 5.(t)
e T,(t). Essas varidveis estao relacionadas as varidveis fisicas, o fator de escala a,.(t) e o
pardmetro de anisotropia [(3,.(t), de acordo com as transformacgoes nas Eqgs. (5.25). Além
disso, as equacoes sao fortemente acopladas e nao lineares, com a presenca de termos
envolvendo ~, que modulam os efeitos da anisotropia e as correcoes a expansao do Universo.
O vinculo H. = 0 atua como condi¢ao de consisténcia dindmica e deve ser satisfeito ao

longo de toda a evolugao temporal.

Nesta segao, resolvemos numericamente as Eqs. (5.40)-(5.43) para diversos valores
dos parametros v e C'. Também testamos diferentes condigdes iniciais e deixamos o sistema
evoluir no tempo, tanto para kK = —1 quanto para k = 0. Os resultados apresentados nas
Figuras e Tabelas a seguir constituem exemplos representativos que ilustram de forma
clara os efeitos dindmicos induzidos pela nao comutatividade no modelo LRS dominado

por radiacao.

5.3.1 Para o caso x = —1

O sistema de equagoes (5.40)-(5.43), correspondente ao caso k = —1, que representa
um modelo cosmologico BIII com curvatura espacial aberta, é resolvido numericamente

devido a complexidade intrinseca das expressoes envolvidas. Para esse fim, especificamos as
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condigdes iniciais a.(0), a.(0), 5.(0), 8.(0) e T.(0), juntamente com os valores do pardmetro
NC v e da constante de integracao C. Em seguida, verificamos que esses valores iniciais
satisfazem o vinculo H. = 0, conforme exigido pelo formalismo hamiltoniano na RG. Esse
vinculo deve permanecer satisfeito para todo instante t, garantindo a consisténcia da

evolugao do sistema no ambito do formalismo candnico.

Na pratica, realizamos o procedimento tratando BC(O) como uma variavel livre,
mantendo os demais parametros fixos (condigoes iniciais), e ajustando seu valor de modo
que a equacio (5.43) fosse satisfeita. Alternativamente, caso (.(0) fosse escolhido como
fixo (condigao inicial), determinavamos entao a constante C' na condigao de vinculo (5.43).
A escolha entre considerar C' ou .(0) como o pardmetro ajustavel é arbitréria e nao afeta

a validade nem a generalidade da solu¢ao numérica obtida.

As solugbes numéricas para as variaveis a.(t), S.(t) e T.(t) permitem reconstruir as
varidveis fisicas por meio das transformacoes definidas em (5.25). Estas sdo o fator de escala
Ane(t) = ac+(v/2)T., que caracteriza a expansao do Universo, e o pardmetro de anisotropia
Bne(t) = B, que codifica as caracteristicas anisotropicas presentes nas fases iniciais da
evolugdo césmica. O comportamento dessas variaveis fisicas serd discutido em detalhes nos
topicos seguintes. Os graficos que apresentaremos ilustram de forma clara o comportamento
geral das solugoes. Nesses exemplos, escolhemos convenientemente as condicoes iniciais e
as constantes apenas para melhor visualizagao e andlise do comportamento do sistema

(Universo).

5.8.1.1 Variacao do parametro NC ~y

Na Figura 2, iniciamos uma anélise do efeito do pardmetro NC ~ sobre a evolugao
do fator de escala a,.(t) e do parAmetro de anisotropia 3,.(t). Na Tabela 1, apresentamos
dados numéricos referentes ao seu comportamento em diferentes instantes de tempo,
evidenciando como os distintos valores de ~ influenciam a expansao do Universo e a

estabilizagdo da anisotropia em tempos tardios.

Com respeito a evolucao do fator de escala a,.(t), observamos na Figura 2(a) que
as solugoes sao sempre expansivas. Por outro lado, dependendo do valor do parametro
NC #~, identificamos um efeito sutil, porém perceptivel. A partir da Tabela 1, observamos
que: para t = 1000000, o fator de escala atinge o valor 1580.69526 quando v = 0,
1770.407126 quando v = —0.2, e 1491.83381 quando v = 0.2. Esses resultados indicam
que um valor negativo de v aumenta levemente a expansao, enquanto um valor positivo
de v a reduz ligeiramente. Com relagao ao parametro de anisotropia f3,.(t), observamos
na Figura 2(b) que esse pardmetro apresenta crescimento rapido nos estdgios iniciais,
seguido de aproximagao a um regime assintotico dependente de . A partir da Tabela 1,
verificamos que, para t = 1000000, os valores obtidos sao 12.89924 para v = 0, 12.67621

para v = —0.2 e 13.04239 para v = 0.2, evidenciando que valores positivos de v aumentam
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a anisotropia, enquanto valores negativos a reduzem. Além disso, a taxa de variacao
Bne(t) diminui progressivamente ao longo do tempo em todos os casos, o que indica que a
evolucao da anisotropia converge para um regime isotropico em periodos de tempo longos,

independentemente do valor do parametro de nao comutatividade ~.

A escolha de diferentes tempos maximos nas tabelas esta relacionada a importancia
de analisar adequadamente os efeitos do pardametro NC v e da constante C'. Para os
casos kK = —1 e Kk = 0, a convergéncia para o regime isotropico pode ser observada com
maior precisao nos resultados numéricos quando se consideram tempos mais longos, o que
motivou a extensao das integragoes até ¢ = 1000000 para evidenciar de maneira mais clara
esse comportamento em tempos tardios. Nos demais casos, as simulagbes apresentadas nas
tabelas foram realizadas até t = 100000, nao devido a alguma restricao fisica particular,
mas porque esse intervalo temporal ja permite identificar os principais efeitos associados a
dindmica do modelo. Isso nao significa, contudo, que a evolugdo nao possa ser estendida

para tempos maiores.

Figura 2 — Os graficos (a) e (b) mostram as solugdes numéricas obtidas sob as condigoes
iniciais: ac(0) = 1, a.(0) = 1, 8,(0) = 1, B.(0) = 1 e T.(0) = 0. Para cada valor selecionado
de v = {0, —0.2, 0.2}, o valor correspondente de C' = {6.58747, 5.43337, 7.74158} foi
calculado a partir do vinculo H, = 0, mantendo as demais condi¢oes iniciais fixas. Devido
as unidades geometrizadas, t ¢ medido em centimetros.

(a) Evolucio do fator de escala a,.(t) em (b) Comportamento do pardmetro de
funcao do tempo t. anisotropia [(3,.(t) em fungdo do tempo t¢.
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Fonte: Reproduzida de Oliveira Neto e Soncco Apaza (2025).
Nota: Figura distribuida sob licenga Creative Commons CC BY 4.0.
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Tabela 1 — Resultados das variaveis fisicas mostradas na Figura 2, para diferentes instantes

de tempo ¢, com v = 0 na parte superior, v = —0.2 na parte central e v = 0.2 na parte

inferior. Devido as unidades geometrizadas, ¢ é medido em centimetros.
t anc(t) /Bnc(t) /Bnc(t)
0 1 1 1
6765 129.164429 7.90581 0.000147
10946 164.586699 8.386061 0.000091
17711 209.632437 8.866669 0.000056
28657 266.918407 9.347501 0.000035
46368 339.773622 9.828475 0.000022
75025 432.432997 10.309537 0.000013
100000 499.374086 10.596825 0.000010
1000000 1580.695261 12.89924 9.999802 x 10~
0 1 1 1
6765 140.504186 7.724368 0.000146
10946 179.714842 8.199524 0.00009
17711 229.709761 8.675289 0.000056
28657 293.446562 9.151532 0.000035
46368 374.692907 9.628163 0.000021
75025 478.247856 10.10512 0.000013
100000 553.180714 10.390063 0.000010
1000000 1770.407126 12.676214 9.937651 x 107
0 1 1 1
6765 123.850819 8.030033 0.000148
10946 157.475065 8.51284 0.000092
17711 200.172186 8.995896 0.000057
28657 254.398652 9.479035 0.000035
46368 323.278445 9.962151 0.000022
75025 410.784542 10.445179 0.000013
100000 473.952318 10.733554 0.000010
1000000 1491.833819 13.042393 1.000000 x 1076

Fonte: Reproduzida de Oliveira Neto e Soncco Apaza (2025).

5.3.1.2 Variacao de C

Em seguida, analisamos o efeito da variacao da densidade de energia C'. Como
mostramos em Figura 3(a), um aumento em C' conduz a um maior crescimento do fator
de escala a,.(t), indicando que uma maior densidade de energia no sistema influencia
significativamente a taxa de expansao do Universo. Esse efeito torna-se particularmente
evidente em tempos tardios, evidenciando uma forte dependéncia da expansao em relacao
ao valor de C. No que diz respeito a evolugao da anisotropia [,.(t), observamos na
Figura 3(b) que esse pardmetro apresenta um crescimento rapido nos estagios iniciais,
seguido por uma estabilizacdo progressiva em regime assintotico. Além disso, a medida

que C' aumenta, o valor da anisotropia diminui.

Na Tabela 2, apresentamos a andlise numérica que mostra que, para t = 1000000,
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o fator de escala atinge o valor de 321.13463 quando C' = 0 e 757.84961 quando C' = 3,
confirmando que valores mais elevados de C' intensificam significativamente a expansao de
ane(t). Por outro lado, o pardmetro de anisotropia (3,.(t) tende a estabilizar-se em valores
finitos de 16.0780 para C' = 0 e 14.3663 para C' = 3, indicando que a anisotropia nao
desaparece, mas sua magnitude se reduz a medida que a densidade de energia aumenta.
Além disso, a taxa de variacao Bnc(t) decresce rapidamente ao longo do tempo, alcangando
valores da ordem de 1.0 x 10~7 em ambos os casos, o que sugere que a anisotropia tende a
um estado de equilibrio a medida que o tempo avanga, embora o valor no qual se estabiliza
dependa de C.

Figura 3 — Os gréficos (a) e (b) mostram as solugoes numéricas obtidas sob as con-
digbes iniciais: a.(0) = 1, a.(0) = 1, 5.(0) = 1, T.(0) = 0 e o pardametro NC
v = —0.01. Para cada valor selecionado de C' = {0, 1, 3}, o valor correspondente
de B.(0) = {5.78536, 5.50429, 4.8607} foi calculado a partir do vinculo H, = 0, mantendo
as demais condigOes iniciais fixas. Devido as unidades geometrizadas, ¢ é medido em
centimetros.

(a) Evolugao do fator de escala a,.(t) em (b) Comportamento do pardmetro de
funcao do tempo t. anisotropia (,.(t) em fungao do tempo t.
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Fonte: Reproduzida de Oliveira Neto e Soncco Apaza (2025).
Nota: Figura distribuida sob licenga Creative Commons CC BY 4.0.
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Tabela 2 — Resultados das variaveis fisicas mostradas na Figura 3, para diferentes instantes
de tempo t, com C' = 0 na parte superior e C' = 3 na parte inferior. Devido as unidades
geometrizadas, ¢ ¢ medido em centimetros.

t ane(t) Bre(t) Bre(t)

0 1 1 5.785361
6765 26.27245 11.128413 0.000144
10946 33.34535 11.599695 0.00009
17711 42.381682 12.073095 0.000056
28657 53.915827 12.548111 0.000034
46368 68.627935 13.024344 0.000021
75025 87.383781 13.501489 0.000013
100000 100.955147 13.786749 0.00001
1000000 321.134636 16.078007 9.964379 x 107
0 1 1 4.860701
6765 61.116958 9.394866 0.000145
10946 78.064725 9.868631 0.00009
17711 99.641000 10.344768 0.000056
28657 127.100693 10.822483 0.000035
46368 162.041345 11.301244 0.000021
75025 206.496301 11.7807 0.000013
100000 238.619806 12.067232 0.00001
1000000 757.849614 14.366261 9.990592 x 107

Fonte: Reproduzida de Oliveira Neto e Soncco Apaza (2025).

5.3.1.8  Variagao de a.(0)

Aqui, examinamos o efeito da varia¢ao da condigao inicial a.(0) sobre a evolugao do
fator de escala a,.(t) e do pardmetro de anisotropia f,.(t). Como mostramos na Figura 4,
a influéncia de a.(0) sobre ambas as variaveis é ilustrada para os valores a.(0) = 1, 1.5
e 2. Os resultados indicam que o aumento de a.(0) conduz a um maior crescimento do
fator de escala, implicando uma expansao mais pronunciada do Universo em intervalos de
tempo iguais. No que se refere ao pardmetro de anisotropia [,.(t), sua evolugao apresenta
crescimento rapido nos estagios iniciais, seguido de uma estabilizagao progressiva em
valores finitos; além disso, & medida que a.(0) aumenta, o valor assintético de [3,,.(t)
diminui.

Na Tabela 3, apresentamos a andlise numérica que mostra que, para t = 100000, o
fator de escala atinge o valor de 501.4288 quando a.(0) = 1 e 632.0084 quando a.(0) = 2,
confirmando que a taxa de expansao aumenta com valores iniciais mais elevados de a.(0).
Por outro lado, o pardmetro de anisotropia (,.(t) apresenta uma estabiliza¢do progressiva
em tempos tardios, permanecendo em valores finitos cujo valor final depende sensivelmente
da condigao inicial, aproximando-se de 10.5 para a.(0) =1 e 10.1 para a.(0) = 2. Além
disso, a taxa de variagao Bnc(t) diminui significativamente ao longo do tempo em ambos
os casos, alcancando valores da ordem de 1.0 x 107°, sugerindo que a anisotropia evolui

para um estado de equilibrio no qual sua variagao se torna praticamente constante.
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Figura 4 — Os graficos (a) e (b) mostram as solu¢oes numéricas obtidas sob as condigdes
iniciais: a.(0) = 1, B.(0) = 1, B.(0) = 1, T.(0) = 0 e o parAmetro NC v = —0.01.
Para cada valor selecionado de a.(0) = {1, 1.5, 2}, o valor correspondente de C' =
{6.5298, 15.5508, 28.1657} foi calculado a partir do vinculo H, = 0, mantendo as demais
condicOes iniciais fixas. Devido as unidades geometrizadas, ¢t é medido em centimetros.

(b) Comportamento do pardmetro de
anisotropia [(3,.(t) em fungao do tempo t.

(a) Evolugao do fator de escala a,.(t) em
funcao do tempo t.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Nota: Resultados obtidos via simulagdo numérica.

Tabela 3 — Resultados das variaveis fisicas mostradas na Figura 4, para diferentes instantes
de tempo ¢, com a.(0) = 1 na parte superior e a.(0) = 2 na parte inferior. Devido as

t

unidades geometrizadas, ¢ ¢ medido em centimetros.

t anc(t) Bnc(t) /Bnc(t)
0 1 1 1
6765 129.593091 7.89773 0.000147
10946 165.160251 8.377767 0.000091
17711 210.395436 8.858171 0.000056
28657 267.928457 9.338811 0.000035
46368 341.105088 9.819604 0.000022
75025 434.181749 10.300497 0.000013
100000 501.428814 10.58769 0.000010
0 2 1 1
6765 162.470187 7.438364 0.000147
10946 207.389223 7.916107 0.000091
17711 264.520029 8.395069 0.000056
28657 337.178437 8.874812 0.000035
46368 429.584201 9.355054 0.000022
75025 547.106591 9.835616 0.000013
100000 632.008434 10.122679 0.000010

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).
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5.8.1.4  Variagio de a.(0)

Prosseguindo com a analise das condigoes iniciais, examinamos o efeito da variacao
de a.(0) sobre a evolugdo do sistema. Como mostramos na Figura 5, os resultados indicam
que valores iniciais mais elevados de a.(0) conduzem a um maior crescimento do fator de
escala a,.(t). Quanto ao comportamento do parametro de anisotropia f,.(t), sua evolugao
caracteriza-se por um aumento acentuado nos estagios iniciais, seguido de uma tendéncia a
estabilizagao assintética em valores finitos. Além disso, a medida que a.(0) aumenta, esse
valor assintotico diminui, sugerindo que maiores velocidades iniciais de expansao podem

favorecer uma isotropizacao mais eficiente em tempos tardios.

Na Tabela 4, apresentamos os resultados numéricos que mostram que, para t =
100000, o fator de escala atinge o valor de 501.4288 quando a.(0) = 1, e 742.3190 quando
a.(0) = 2, confirmando que valores iniciais mais elevados de a.(0) aumentam a taxa de
expansao de a,.(t). Por outro lado, a anisotropia (,.(t), no mesmo instante, tende a
valores de 10.6 para a.(0) =1 e 9.8 para a.(0) = 2, indicando uma reducao da anisotropia
seguida de estabilizagdo em valores finitos. De maneira semelhante, a taxa de variacao
Bnc(t) diminui rapidamente ao longo do tempo, alcancando valores da ordem de 1.0 x 1075,

o que indica que a anisotropia tende a um processo de isotropizacdo em tempos tardios.

Figura 5 — Os graficos (a) e (b) mostram as solugdes numéricas obtidas sob as condigoes
iniciais: a.(0) = 1, 5.(0) = 1, 3.(0) = 1, T.(0) = 0 e o pardmetro NC v = —0.01.
Para cada valor selecionado de a.(0) = {1, 1.5, 2}, o valor correspondente de C' =
{6.5298, 14.7829, 25.9576} foi calculado a partir do vinculo H,. = 0, mantendo as demais
condigoes iniciais fixas. Devido as unidades geometrizadas, ¢ é medido em centimetros.

(a) Evolucao do fator de escala a,.(t) em (b) Comportamento do pardmetro de
fungao do tempo t. anisotropia (,.(t) em fungao do tempo t.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Nota: Resultados obtidos via simulacdo numérica.
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Tabela 4 — Resultados das variaveis fisicas mostradas na Figura 5, para diferentes instantes
de tempo ¢, com a.(0) = 1 na parte superior e a.(0) = 2 na parte inferior. Devido as

unidades geometrizadas, ¢t ¢ medido em centimetros.

4 anc(t) 6nc(t) /Bnc(t)
0 1 1 1
6765 129.593091 7.89773 0.000147
10946 165.160251 8.377767 0.000091
17711 210.395436 8.858171 0.000056
28657 267.928457 9.338811 0.000035
46368 341.105088 9.819604 0.000022
75025 434.181749 10.300497 0.000013
100000 501.428814 10.58769 0.000010
0 1 1 1
6765 191.503249 7.113079 0.000147
10946 244.210567 7.592824 0.000091
17711 311.234571 8.073087 0.000056
28657 396.468117 8.553675 0.000035
46368 504.864111 9.034466 0.000022
75025 642.723662 9.515387 0.000013
100000 742.319000 9.802604 0.000010

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

5.8.1.5 Variagio de (5.(0)

Em seguida, avaliamos a influéncia da condigao inicial 5.(0) na dindmica do sistema.
Como mostramos em Figura 6, os resultados revelam que um aumento em (3.(0) conduz
a um menor crescimento do fator de escala a,.(t), sugerindo que uma anisotropia inicial
mais elevada atua como uma fonte de resisténcia geométrica a expansao do Universo. Por
outro lado, a anisotropia [3,.(t) apresenta crescimento rapido nos estagios iniciais, seguido
de uma transicao suave para um regime assintotico. Além disso, valores mais altos de
B:(0) levam a uma anisotropia residual mais pronunciada, refletindo a persisténcia das

condigbes anisotropicas iniciais na geometria do Universo em tempos tardios.

Na Tabela 5, confirmamos numericamente essas observagoes. Para t = 100000, o
fator de escala atinge o valor de 510.3366 quando (.(0) = 1, mas apenas 431.0322 quando
B:(0) = 10, evidenciando uma diminuigao e destacando o efeito inibidor da anisotropia
inicial sobre a expansao. Por outro lado, 3,.(t) aproxima-se de valores de 10.54 para
B:(0) =1 e 11.39 para (.(0) = 10, indicando que seu valor final depende diretamente das
condigoes iniciais. Adicionalmente, a taxa de variacao Bnc(t) diminui significativamente ao
longo do tempo, e alcanca valores da ordem de 1.0 x 1075 e 4.0 x 1079, respectivamente,
para os mesmos valores de [3.(0). Isso significa que o sistema evolui para um estado

isotropico em largos periodos de tempo.
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Figura 6 — Os gréficos (a) e (b) mostram as solugoes numéricas obtidas sob as con-
digdes iniciais: a.(0) = 1, a.(0) = 1, .(0) = 1, T.(0) = 0 e o parAmetro NC
v = —0.05. Para cada valor selecionado de 3.(0) = {1, 5, 10}, o valor correspondente de
C = {6.2990, 102.7980, 2920.6400} foi calculado a partir do vinculo H. = 0, mantendo
as demais condigOes iniciais fixas. Devido as unidades geometrizadas, ¢ é medido em
centimetros.

(b) Comportamento do pardmetro de
anisotropia [3,.(t) em fungao do tempo t.

(a) Evolugao do fator de escala a,.(t) em
funcao do tempo t.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Nota: Resultados obtidos via simulacdo numérica.

Tabela 5 — Resultados das variaveis fisicas mostradas na Figura 6, para diferentes instantes
de tempo t, com [.(0) = 1 na parte superior e 3.(0) = 10 na parte inferior. Devido as

unidades geometrizadas, ¢t é medido em centimetros.

t anc(t) Bnc(t) /Bnc(t)
0 1 1 1
6765 131.455764 7.864127 0.000147
10946 167.650833 8.34325 0.000091
17711 213.70686 8.822787 0.000056
28657 272.310198 9.302609 0.000035
46368 346.87927 9.782633 0.000022
75025 441.763773 10.262806 0.000013
100000 510.336552 10.54959 0.00001
0 1 10 1
6765 107.443484 10.877028 0.000007
10946 137.053759 10.905822 0.000007
17711 175.07236 10.951388 0.000007
28657 224.079603 11.021804 0.000006
46368 287.549835 11.127043 0.000006
75025 370.138952 11.277662 0.000005
100000 431.032171 11.39297 0.000004

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).
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5.8.1.6  Variacio de (.(0)

Finalmente, analisamos o papel da taxa inicial de variagao da anisotropia BC(O).
Como mostramos em Figura 7, um valor mais elevado de f3.(0) desacelera o crescimento
do fator de escala a,.(t), embora nao altere seu carater globalmente expansivo. Esse
comportamento sugere que uma variagao anisotropica inicial mais intensa atua como
uma resisténcia efetiva a expansao do Universo. Quanto a evolucdo do parametro de
anisotropia [,.(t), observamos um aumento abrupto nos estégios iniciais, seguido por uma
estabilizacao suave que conduz a um regime assintético. Além disso, & medida que BC(O)

aumenta, esse valor assintético também se eleva.

A partir dos resultados numéricos apresentados na Tabela 6, observamos que, para
t = 100000, o fator de escala atinge o valor de 501.4288 quando 53,(0) = 1, ¢ 388.0892
quando 56(0) = 3. Isso confirma que valores mais altos de BC(O) reduzem a taxa de expansao
de a,.(t). Por outro lado, a anisotropia (3,.(t) tende a estabilizar-se aproximadamente em
10.58 para (.(0) = 1.0 e 11.10 para 3.(0) = 3. Ademais, a taxa de variacio fn.(t) diminui
significativamente ao longo do tempo e alcanca valores da ordem de 1.0 x 107° em ambos
os casos. Isso confirma que a anisotropia evolui para um estado de isotropia em tempos

tardios.

Figura 7 — Os graficos (a) e (b) mostram as solugbes numéricas obtidas sob as con-
digbes iniciais: a.(0) = 1, a.(0) = 1, 5.(0) = 1, T.(0) = 0 e o pardmetro NC
v = —0.01. Para cada valor selecionado de 3,(0) = {1, 2, 3}, o valor correspondente de
C = {6.5298, 7.0085, 6.51328} foi calculado a partir do vinculo H. = 0, mantendo as
demais condigOes iniciais fixas.

(a) Evolucao do fator de escala a,.(t) em (b) Comportamento do parametro de
funcao do tempo t. anisotropia [,.(t) em fungao do tempo t.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Nota: Resultados obtidos via simulagdo numérica.
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Tabela 6 — Resultados das varidveis fisicas mostradas na Figura 7, para diferentes instantes
de tempo t, com (.(0) = 1 na parte superior e 5.(0) = 3 na parte inferior.

l ane(t) Bre(t) Bne(t)
0 1 1 1
6765 129.593091 7.89773 0.000147
10946 165.160251 8.377767 0.000091
17711 210.395436 8.858171 0.000056
28657 267.928457 9.338811 0.000035
46368 341.105088 9.819604 0.000022
75025 434.181749 10.300497 0.000013
100000 501.428814 10.58769 0.00001
0 1 3 3
6765 99.858193 8.41316 0.000147
10946 127.423054 8.891245 0.000091
17711 162.485774 9.370362 0.000056
28657 207.083575 9.850146 0.000035
46368 263.808942 10.330363 0.000022
75025 335.96054 10.810861 0.000013
100000 388.089198 11.097877 0.00001

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

5.3.2 Paraocasokxk=0

Neste caso, resolvemos o sistema de equagoes (5.40)-(5.43) para um modelo de
Universo sem curvatura espacial, isto é, com k = 0, empregando a mesma metodologia
adotada na subsecao anterior. Especificamos as condigoes iniciais a.(0), a.(0), 5.(0),
3.(0) e T.(0), juntamente com os valores dos pardmetros C' e v. Em seguida, verificamos
explicitamente que esses valores satisfaziam o vinculo imposto pela equagao (5.43). Tal
como no caso k = —1, esse vinculo deve ser satisfeito para todo instante ¢, garantindo
a consisténcia da evolucao do sistema no ambito da dindmica candnica. A partir das
solugoes numéricas obtidas para as variaveis comutativas a.(t), B.(t) e T.(t), reconstruimos
as variaveis fisicas correspondentes por meio das transformagoes definidas em (5.25). Em
particular, calculamos o fator de escala fisico an.(t) = a. + 37T, que descreve a expansao
do Universo, e o pardmetro de anisotropia f,.(t) = (., que caracteriza as propriedades
anisotrépicas do modelo. Posteriormente, analisamos detalhadamente o comportamento

temporal dessas variaveis fisicas.

5.8.2.1 Variacao do parametro NC

Para iniciar a analise do modelo plano (x = 0), estudamos o impacto do pardmetro
NC ~ na evolugao do fator de escala a,.(t) e do pardmetro de anisotropia [3,,.(t), como
mostramos na Figura 8, juntamente com os resultados numéricos apresentados na Tabela 7.
Esses resultados ilustram como diferentes valores de + influenciam tanto a taxa de expansao

do Universo quanto a estabilizacdo das anisotropias em tempos tardios.
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No que se refere a evolugao do fator de escala a,.(t), observamos que a presenga
do parametro NC v modifica a dinAmica de expansao do Universo. Embora todos os
casos apresentem crescimento desacelerado, a expansao ¢ maior para valores negativos do
pardmetro NC (y = —0.2), padrao que também se repete no caso de curvatura aberta.
Como exemplo, para t = 1000000, o fator de escala assume os valores 1291.12363 quando
v =0, 1564.7220 para v = —0.2 e 986.04263 para v = 0.2, o que mostra claramente que
valores negativos de 7 aumentam a taxa de expansao, enquanto valores positivos tendem a
reduzi-la. Quanto ao pardmetro de anisotropia [3,.(t), observamos que seu comportamento
apresenta crescimento rapido nas etapas iniciais, seguido por uma estabilizacao que conduz
a um valor assintotico. Para ¢ = 1000000, obtemos aproximadamente 1.8810 para v = 0,
0.51375 para v = —0.2 e 3.7579 para v = 0.2, evidenciando maior anisotropia para valores
positivos de v e maior isotropizacao para valores negativos. A derivada temporal Bnc(t)
decresce em todos os casos e assume os valores 2.990 x 10719, —1.0379x 10~ ¢ 1.9129 x 10~

para v = 0, —0.2 e 0.2, respectivamente, indicando estabilizacao tardia da anisotropia.

Figura 8 — Os graficos (a) e (b) mostram as solugoes numéricas obtidas sob as condigdes
iniciais: a.(0) = 1, @.(0) = 1, 5.(0) = 1, 3.(0) = 1 e T,(0) = 0. Para cada valor
selecionado de v = {0, —0.2, 0.2}, o valor correspondente de C' = {7.3040, 6.1499, 8.4581}
foi calculado a partir do vinculo H. = 0, mantendo as demais condi¢Oes iniciais fixas.
Devido as unidades geometrizadas, ¢t ¢ medido em centimetros.

(a) Evolugao do fator de escala a,.(t) em (b) Comportamento do pardmetro de
funcao do tempo t. anisotropia [,.(t) em fungao do tempo t.
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Fonte: Reproduzida de Oliveira Neto e Soncco Apaza (2025).
Nota: Figura distribuida sob licenga Creative Commons CC BY 4.0.
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Tabela 7 — Resultados das variaveis fisicas mostradas na Figura 8, para diferentes instantes

de tempo ¢, com v = 0 na parte superior, v = —0.2 na parte central e v = 0.2 na parte

inferior. Devido as unidades geometrizadas, ¢ é medido em centimetros.
t anc(t) ﬁnc(t) Bnc(t)
0 1 1 1
6765 106.317581 1.874408 5.374146 x 1077
10946 135.200635 1.875963 2.611264 x 1077
17711 171.940933 1.877186 1.268772 x 1077
28657 218.675703 1.878147 6.164690 x 1078
46368 278.123559 1.878902 2.995266 x 1078
75025 353.742648 1.879496 1.455317 x 1078
100000 408.37842 1.879789 9.457318 x 1079
1000000 1291.12363 1.881082 2.990694 x 10710
0 1 1 1
6765 117.819141 1.044834 -0.000016
10946 151.162392 0.993182 -0.00001
17711 193.944185 0.941453 -0.000006
28657 248.83271 0.889743 -0.000004
46368 319.249579 0.838128 -0.000002
75025 409.58232 0.786664 -0.000001
100000 475.281318 0.756025 -0.000001
1000000 1564.721984 0.513759 —1.037937 x 1077
0 1 1 1
6765 93.959956 2.87317 0.000024
10946 117.941041 2.952831 0.000015
17711 148.018844 3.033553 0.00001
28657 185.734984 3.115385 0.000006
46368 233.018627 3.198372 0.000004
75025 292.283231 3.282557 0.000002
100000 334.60206 3.333415 0.000002
1000000 986.042635 3.757939 1.912922 x 1077

Fonte: Reproduzida de Oliveira Neto e Soncco Apaza (2025).

5.3.2.2  Variacao de C

Uma vez explorado o efeito do parametro v, examinamos o impacto do parametro
de densidade de energia C' sobre a dinamica do sistema. Como mostramos na Figura 9,
um valor mais elevado de C' aumenta o crescimento do fator de escala a,.(t), indicando
que a densidade de energia do sistema influencia significativamente a taxa de expansao
do Universo. No que se refere a evolugao do parametro de anisotropia (3,.(t), observamos
crescimento rapido nos estagios iniciais, seguido de estabilizacao em dire¢ao a um valor
assintético, indicando que o Universo evolui para um regime mais estavel em tempos

tardios. Além disso, a medida que C' aumenta, o valor assintético de f3,.(t) diminui.

Na Tabela 8, confirmamos numericamente esses resultados. Para t = 1000000,
o fator de escala assume o valor 38.00039 quando C' = 0 e 555.7012 quando C' = 3,
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confirmando que valores mais elevados de C' conduzem a uma expansao mais pronunciada
de a,.(t). Por outro lado, o pardmetro de anisotropia [,.(t) aproxima-se de valores
assintoticos de 12.0953 para C' = 0 e 5.6048 para C' = 3, evidenciando a influéncia da
densidade de energia na evolugao da anisotropia. Esse comportamento indica que converge
para valores finitos no regime assintético. Ademais, a derivada temporal do parametro
de anisotropia, Bm(t), decresce rapidamente com o tempo e assume valores da ordem de
—2.8540 x 1077 para C' =0 e —1.5636 x 108 para C' = 3. Esses resultados indicam que

uma maior densidade de energia acelera o processo de isotropizac¢ao do modelo.

Figura 9 — Os graficos (a) e (b) mostram as solugoes numéricas obtidas sob as con-
di¢bes iniciais: a.(0) = 1, a.(0) = 1, B.(0) = 1, T.(0) = 0 e o parametro NC
v = —0.01. Para cada valor selecionado de C' = {0, 1, 3}, o valor correspondente
de 3,(0) = {5.9746, 5.70785, 5.1066} foi calculado a partir do vinculo H, = 0, mantendo
as demais condic¢bes iniciais fixas. Devido as unidades geometrizadas, ¢t é medido em
centimetros.

(a) Evolugao do fator de escala a,.(t) em (b) Comportamento do pardmetro de
funcao do tempo t. anisotropia [,.(t) em fungao do tempo t.
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Fonte: Reproduzida de Oliveira Neto e Soncco Apaza (2025).
Nota: Figura distribuida sob licenga Creative Commons CC BY 4.0.
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Tabela 8 — Resultados das variaveis fisicas mostradas na Figura 9, para diferentes instantes
de tempo t, com C' = 0 na parte superior e C' = 3 na parte inferior. Devido as unidades
geometrizadas, ¢ ¢ medido em centimetros.

t anc(t) ﬁnc(t) Bnc(t)

0 1 1 5.974579
6765 5.825437 11.297205 0.000116
10946 6.396436 11.654721 0.000063
17711 7.129517 11.96011 0.000032
28657 8.128739 12.198249 0.000015
46368 9.52243 12.359923 0.000006
75025 11.441132 12.446524 0.000001
100000 12.890687 12.466424 3.213368 x 1077
1000000 38.00039 12.095334 —2.854031 x 107
0 1 1 5.1066

6765 45.551467 5.630641 0.000003
10946 57.857077 5.63739 9.368731 x 1077
17711 73.537506 5.640777 2.296734 x 1077
28657 93.51662 5.641516 —2.801714 x 1078
46368 118.971422 5.640171 —9.993480 x 1078
75025 151.401387 5.637187 —1.018942 x 107
100000 174.860954 5.634773 —9.124810 x 1078
1000000 555.70117 5.604837 —1.563588 x 1078

Fonte: Reproduzida de Oliveira Neto e Soncco Apaza (2025).

5.3.2.8  Variagao de a.(0)

Prosseguindo com o estudo das condigOes iniciais, analisamos o efeito da variacao
da condicao inicial a.(0) sobre a evolugao do fator de escala a,.(t) e do pardmetro de
anisotropia [,.(t). Como mostramos na Figura 10, o aumento do valor inicial de a.(0)
acelera o crescimento de a,.(t), conduzindo a uma expansao mais rapida do Universo. No
que diz respeito a evolugao de f3,.(t), observamos crescimento rapido nas etapas iniciais,
seguido de uma estabilizacao progressiva até um valor assintotico. Além disso, a medida
que a.(0) aumenta, esse valor assintético também cresce, seu valor final depende das
condicOes iniciais.

Na Tabela 9, confirmamos numericamente esses resultados. Para t = 100000, o
fator de escala assume o valor 411.8081 quando a.(0) = 1 e 518.8301 quando a.(0) = 2,
confirmando que valores iniciais mais elevados de a.(0) aumentam a taxa de expansao
de a,.(t). Por outro lado, o parametro de anisotropia [3,.(t) aproxima-se de valores
assintéticos de 1.81 para a.(0) = 1 e 2.61 para a.(0) = 2, indicando que se estabiliza em
valores finitos. Por outro lado, a taxa de variagao Bnc(t) decresce rapidamente com o
tempo e assume valores da ordem de —5.5161 x 107® para a.(0) = 1 e —1.01017 x 10~®
para a.(0) = 2. Esses resultados indicam que, para valores mais elevados de a.(0), o

sistema atinge o regime assintético de forma mais rapida.
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Figura 10 — Os graficos (a) e (b) mostram as solugdes numéricas obtidas sob as condigoes
iniciais: a.(0) = 1, B.(0) = 1, 3.(0) = 1, T.(0) = 0 e o parAmetro NC v = —0.01.
Para cada valor selecionado de a.(0) = {1, 1.5, 2}, o valor correspondente de C' =
{7.2463, 17.163, 31.0318} foi calculado a partir do vinculo H. = 0, mantendo as demais
condicOes iniciais fixas.

(a) Evolugao do fator de escala a,.(t) em (b) Comportamento do pardmetro de
funcao do tempo t. anisotropia [,.(t) em fungao do tempo t.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Nota: Resultados obtidos via simulacdo numérica.

Tabela 9 — Resultados das variaveis fisicas mostradas na Figura 10, para diferentes instantes
de tempo ¢, com a.(0) = 1 na parte superior e a.(0) = 2 na parte inferior.

t anc(t) 5nc(t) Bnc(t)

0 1 1 1

6765 106.900259 1.829763 —4.087872 x 1077
10946 136.011788 1.828233 —3.253992 x 1077
17711 173.061979 1.826362 —2.364353 x 1077
28657 220.215454 1.824224 —1.632731 x 1077
46368 280.2271 1.821876 —1.092286 x 10~7
75025 356.603021 1.819363 —7.154188 x 1078
100000 411.808141 1.817799 —5.516069 x 1078
0 2 1 1

6765 135.076439 2.608498 9.339918 x 10~
10946 171.738679 2.611008 3.838477 x 107
17711 218.389065 2.612614 1.432207 x 1077
28657 277.74788 2.613507 4.282327 x 1078
46368 353.276429 2.613839 4.261344 x 107°
75025 449.378883 2.613732 —8.156041 x 107?
100000 518.830117 2.613498 —1.010171 x 1078

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).
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5.3.2.4  Variagao de a.(0)

Exploramos o impacto da variagdo da condigao inicial a.(0) sobre a evolugao de
Ane(t) € Bre(t). Como mostramos na Figura 11, o aumento do valor inicial de a.(0) aumenta
o crescimento do fator de escala, promovendo uma expansao mais rapida do Universo.
Paralelamente, observamos que a evolugao de f3,.(t) apresenta crescimento réapido nos
estagios iniciais, seguido de estabilizacdo em um valor assintético. Além disso, & medida
que a.(0) aumenta, esse valor assintético diminui, indicando que, seu valor final depende
das condigoes iniciais.

Na Tabela 10, confirmamos numericamente esses resultados. Para t = 100000, o
fator de escala assume o valor 411.8081 quando a.(0) = 1 e 608.4003 quando a.(0) = 2,
confirmando que valores iniciais mais elevados de a.(0) aumentam a taxa de expansao do
fator de escala. Por outro lado, o pardmetro de anisotropia [3,.(t) aproxima-se de valores
assintéticos de 1.81 para a.(0) = 1 e 1.43 para a.(0) = 2, o que indica que o aumento de
a.(0) reduz a anisotropia em tempos tardios. Ademais, a taxa de variacio SB,.(t) decresce
rapidamente com o tempo e assume valores da ordem de —5.5161 x 107® para a.(0) =1 e
—2.8178 x 1078 para a.(0) = 2. Esses resultados indicam que, & medida que @.(0) aumenta,
a anisotropia evolui mais rapidamente para um regime assintético, caracteristico de um

Universo isotropico.

Figura 11 — Os gréficos (a) e (b) mostram as solugdes numéricas obtidas sob as condigoes
iniciais: a.(0) = 1, 5.(0) = 1, 3.(0) = 1, T.(0) = 0 e o parametro NC v = —0.01.
Para cada valor selecionado de a.(0) = {1, 1.5, 2}, o valor correspondente de C' =
{7.2463, 15.4994, 26.6742} foi calculado a partir do vinculo H, = 0, mantendo as demais
condicOes iniciais fixas.

(b) Comportamento do pardmetro de
anisotropia [(3,.(t) em fungdao do tempo ¢.

(a) Evolugao do fator de escala a,.(t) em
funcao do tempo t.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Nota: Resultados obtidos via simulacao numeérica.
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Tabela 10 — Resultados das varidveis fisicas mostradas na Figura 11, para diferentes
instantes de tempo ¢, com a.(0) = 1 na parte superior e a.(0) = 2 na parte inferior.

t anc(t) Bnc(t) 5nc<t)

0 1 1 1

6765 106.900259 1.829763 —4.087872 x 1077
10946 136.011788 1.828233 —3.253992 x 1077
17711 173.061979 1.826362 —2.364353 x 1077
28657 220.215454 1.824224 —1.632731 x 1077
46368 280.2271 1.821876 —1.092286 x 1077
75025 356.603021 1.819363 —7.154188 x 1078
100000 411.808141 1.817799 —5.516069 x 1078
0 1 1 1

6765 158.07382 1.437434 —2.638631 x 1077
10946 201.102897 1.436501 —1.903795 x 10~7
17711 255.851007 1.435439 —1.309204 x 1077
28657 325.509696 1.434277 —8.735122 x 1078
46368 414.139718 1.433036 —5.711106 x 1078
75025 526.907757 1.431733 —3.681300 x 1078
100000 608.400371 1.430932 —2.817795 x 1078

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

5.3.2.5 Variagao de .(0)

Aqui, examinamos o efeito da variagao da condigdo inicial /3.(0) sobre a evolugao do
sistema. Conforme mostrado na Figura 12, o aumento do valor inicial de (.(0), decresce o
fator de escala a,.(t). No que se refere a dindmica de 3,.(t), observa-se crescimento rapido
nos estagios iniciais, seguido de estabilizacdo em direcdo a um valor assintético. Além
disso, & medida que [.(0) aumenta, o valor dessa assintota também cresce, sugerindo que

o Universo tende a um regime isotropico em tempos tardios.

A andlise numérica correspondente, apresentada na Tabela 11, indica que, para
t = 100000, o fator de escala atinge o valor 425.3489 quando [.(0) = 1 e 412.2760 quando
B:(0) = 10, confirmando que uma anisotropia inicial menor decresce em menor grau a
expansao de a,.(t). Por outro lado, o parametro de anisotropia [3,.(t) tende a valores
assintoticos de 1.5 para .(0) =1 e 10.8 para (5.(0) = 10, indicando que se estabiliza em
valores finitos. Finalmente, a derivada temporal Bnc(t) decresce rapidamente, atingindo
valores da ordem de —2.9841 x 1077 para 3.(0) = 1 e —6.2611 x 10~® para (3.(0) = 10,
o que indica que, a medida que o valor de 3.(0) aumenta, o processo de isotropizagao

torna-se mais rapido.
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Figura 12 — Os graficos (a) e (b) mostram as solugoes numéricas obtidas sob as con-
digdes iniciais: a.(0) = 1, a.(0) = 1, f.(0) = 1, T.(0) = 0 e o parAmetro NC
v = —0.05. Para cada valor selecionado de 3.(0) = {1, 5, 10}, o valor correspondente de
C = {7.0155, 102.9870, 2920.6700} foi calculado a partir do vinculo H. = 0, mantendo as
demais condigOes iniciais fixas.

(a) Evolugao do fator de escala a,.(t) em
funcao do tempo t.

(b) Comportamento do pardmetro de
anisotropia [,.(t) em fungao do tempo t.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Nota: Resultados obtidos via simulagdo numérica.

Tabela 11 — Resultados das variaveis fisicas mostradas na Figura 12, para diferentes
instantes de tempo ¢, com (.(0) = 1 na parte superior e 5.(0) = 10 na parte inferior.

3 anc(t) Bnc(t) ﬁnc(t)

0 1 1 1

6765 109.209163 1.655316 -0.000004
10946 139.22317 1.642023 -0.000003
17711 177.496848 1.628388 -0.000002
28657 226.302709 1.614493 -0.000001
46368 288.538477 1.600401 —6.352428 x 1077
75025 367.899073 1.58616 —3.961225 x 1077
100000 425.348972 1.577602 —2.984159 x 1077
0 1 10 1

6765 106.986231 10.825374 —5.154552 x 1077
10946 136.129134 10.823495 —3.919271 x 1077
17711 173.221495 10.821273 —2.778525 x 1077
28657 220.431491 10.818781 —1.890187 x 1077
46368 280.5187 10.816077 —1.252127 x 1077
75025 356.995411 10.813207 —8.145552 x 1078
100000 412.276005 10.811429 —6.261101 x 1078

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).
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5.8.2.6 Variacio de (.(0)

Os efeitos da variacdo da condigao inicial BC(O) sobre a evolucao do sistema sao
analisados na Figura 13. Observamos que, quanto maior o valor de BC(O), menor ¢ a
expansao do fator de escala a,.(t). No que se refere a evolugdo do parametro f,.(t),
verificamos crescimento rapido nos instantes iniciais, seguido de estabilizagdo progressiva
até um valor assintotico. Além disso, constatamos que, & medida que BC(O) aumenta, o

valor dessa assintota também cresce.

Na Tabela 12, confirmamos numericamente esses resultados. Para ¢ = 100000, o
fator de escala assume o valor 411.8081 quando BC(O) =1 e 319.3483 quando BC(O) =3,
confirmando que valores iniciais mais elevados de 3,(0) reduzem a taxa de expansio de
ane(t). Por outro lado, o pardmetro de anisotropia 3,.(t) aproxima-se de valores assint6ticos
de 1.8 para (.(0) = 1 e 3.3 para f3.(0) = 3, indicando que se estabiliza em valores finitos
em tempos tardios. Nesse sentido, a derivada temporal Bnc(t) decresce rapidamente com o
tempo e assume valores da ordem de —5.5161 x 10~® para BC(O) =1e —5.4447 x 1078 para

BC(O) = 3. o que indica que o sistema tende a um regime isotrépico em tempos tardios.

Figura 13 — Os graficos (a) e (b) mostram as solugoes numéricas obtidas sob as con-
digbes iniciais: a.(0) = 1, a.(0) = 1, B.(0) = 1, T.(0) = 0 e o parametro NC
v = —0.01. Para cada valor selecionado de 3.(0) = {1, 2, 3}, o valor correspondente
de C' = {7.2463, 7.7250, 7.2298} foi calculado a partir do vinculo H, = 0, mantendo as

demais condigOes iniciais fixas.

(a) Evolugao do fator de escala a,.(t) em (b) Comportamento do pardmetro de
funcao do tempo t. anisotropia [(3,.(t) em fungao do tempo t.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2026).
Nota: Resultados obtidos via simulacdo numérica.
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Tabela 12 — Resultados das varidveis fisicas mostradas na Figura 13, para diferentes
instantes de tempo ¢, com $(0) = 1 na parte superior e 5(0) = 3 na parte inferior.

t anc(t) Bnc(t) 5nc<t)

0 1 1 1

6765 106.900259 1.829763 —4.087872 x 1077
10946 136.011788 1.828233 —3.253992 x 1077
17711 173.061979 1.826362 —2.364353 x 1077
28657 220.215454 1.824224 —1.632731 x 1077
46368 280.2271 1.821876 —1.092286 x 1077
75025 356.603021 1.819363 —7.154188 x 1078
100000 411.808141 1.817799 —5.516069 x 1078
0 1 3 3

6765 82.988003 3.346053 4.132038 x 107
10946 105.54412 3.346802 3.778496 x 1078
17711 134.256229 3.346532 —8.239524 x 1078
28657 170.803925 3.345462 —1.023013 x 1077
46368 217.325147 3.343761 —8.818094 x 1078
75025 276.541235 3.341566 —6.661610 x 1078
100000 319.348258 3.340064 —5.444791 x 1078

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

5.3.3 Paraocasoxk=1

Em contraste com as solugdes do sistema de equagoes (5.40)-(5.43) para k = 0
e k = —1, correspondentes aos modelos cosmologicos BI e BIII, respectivamente, a
solugdo para k = 1, associada ao modelo cosmologico de Kantowski-Sachs, apresenta
dinamica caracterizada por colapso gravitacional. Em particular, esse modelo nao exibe
comportamento expansivo sustentado no fator de escala, e o pardmetro de anisotropia nao
evolui para um regime isotropico assintotico durante a era dominada por radiacdo. Dado
que o presente trabalho se concentra na analise de modelos que evoluem para um regime
expansivo e isotrépico em tempos tardios, nao consideramos a analise numérica detalhada
do caso k = 1. A exclusao desse caso decorre, portanto, da auséncia de um regime

expansivo estavel compativel com os objetivos fisicos e cosmoldgicos desta investigagao.

5.3.4 Influéncia da curvatura espacial na dindmica NC

Nesta subse¢ao, comparamos como diferentes curvaturas espaciais, especificamente
as geometrias plana (k = 0) e aberta (k = —1), afetam a evolugdo do Universo sob a
influéncia do parametro NC . Sao considerados tanto valores positivos quanto negativos

para este parametro.
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5.3.4.1 Caso do parametro NC negativo (v < 0)

Apos analisar detalhadamente os casos com kK = —1 e Kk = 0, discutidos nas
subsecoes 5.3.1 e 5.3.2, procedemos agora a uma comparacao direta entre ambos os
cenarios. Concentramos essa comparacao no regime v < 0, com o objetivo de evidenciar
de forma clara as diferencas dindmicas induzidas pela curvatura espacial. Em particular,

avaliamos conjuntamente a evolugao do fator de escala e do parametro de anisotropia.

Na Figura 14, mostramos que a inclusao de curvatura negativa intensifica a expansao
do Universo e modifica substancialmente o comportamento anisotrépico. O fator de escala
an(t) apresenta crescimento desacelerada em ambos os casos; contudo, a taxa de expansao
é significativamente maior quando k = —1, indicando que a curvatura aberta amplifica
o efeito expansivo gerado pela nao comutatividade. Por outro lado, o parametro de
anisotropia (,.(t) tende rapidamente a um valor constante no caso de curvatura plana,
enquanto, no cenario com curvatura aberta, a anisotropia persiste por um intervalo de
tempo mais amplo. Esse comportamento indica que a geometria aberta nao apenas favorece
a expansao, mas também retarda o processo de isotropizagao, prolongando a presenca de

anisotropias no regime vy < 0.

Figura 14 — Os graficos (a) e (b) mostram as solugdes numéricas obtidas sob as condigoes
iniciais: a.(0) = 1, a.(0) = 1, £.(0) = 1, T.(0) = 0, B.(0) = 1 e o parAmetro NC
v = —0.1. Para as geometrias negativa (k = —1) e plana (k = 0), o valor correspondente
de C' = {6.0104, 6.7269} foi calculado a partir do vinculo H. = 0, mantendo as condigdes
iniciais fixas. Devido as unidades geometrizadas, t é medido em centimetros.

(a) Evolucao do fator de escala a,.(t) em (b) Comportamento do parametro de
funcao do tempo t. anisotropia [,.(t) em fungao do tempo t.
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Fonte: Reproduzida de Oliveira Neto e Soncco Apaza (2025).
Nota: Figura distribuida sob licenca Creative Commons CC BY 4.0.
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5.3.4.2  Caso do parametro NC positivo (v > 0)

Apés analisar o comportamento dindmico do modelo no regime v > 0 veja-se as
subsecoes 5.3.1 e 5.3.2, comparamos diretamente os casos kK = 0 e kK = —1, conforme
mostramos na Figura 15. Verificamos que a inclusdo de curvatura espacial negativa
(k = —1) exerce um efeito amplificador sobre a expansao do Universo, embora com menor
intensidade do que no regime v < 0. O fator de escala a,.(t) cresce em ambos os cendrios;
contudo, atinge valores significativamente mais elevados na presenca de curvatura negativa,
indicando que esse tipo de geometria favorece a taxa de expansao mesmo quando o
parametro NC positivo tende a reduzi-la. Por outro lado, o pardmetro de anisotropia (,.(t)
apresenta comportamento claramente distinto em cada caso. No modelo plano (k = 0), a
anisotropia se estabiliza em tempos tardios (convergéncia para a isotropia); por outro lado,
no caso kK = —1, ela continua a crescer, alcancando valores substancialmente mais elevados.
Esse resultado indica que a combinacao de geometria aberta e nao comutatividade com
~v > 0 dificulta o processo de isotropizagao, prolongando a presenca de anisotropias no

Universo ao longo da evolugao temporal.

Figura 15 — Os graficos (a) e (b) mostram as solugdes numéricas obtidas sob as condigoes
iniciais: a.(0) = 1, @(0) = 1, B.(0) = 1, T.(0) = 0, 5.(0) = 1 e o pardmetro NC
v = 0.1. Para as geometrias negativa (x = —1) e plana (k = 0), o valor correspondente
de C' = {7.1645, 7.8811} foi calculado a partir do vinculo H. = 0, mantendo as condigdes
iniciais fixas. Devido as unidades geometrizadas, t € medido em centimetros.

(a) Evolucao do fator de escala a,.(t) em (b) Comportamento do pardmetro de
funcao do tempo t. anisotropia (,.(t) em fungao do tempo t.
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Fonte: Reproduzida de Oliveira Neto e Soncco Apaza (2025).
Nota: Figura distribuida sob licenga Creative Commons CC BY 4.0.
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5.4 EVOLUCAO DO FATOR DE ESCALA NC E ESTIMATIVA COSMOLOGICA DO
PARAMETRO ~

5.4.1 Formulagao dinamica e evolugao do fator de escala NC

Nesta se¢ao, estimamos o valor do parametro v a partir de parametros cosmoldgicos
observacionais atuais. Adotamos essa estratégia porque é mais viavel obter estimativas
cosmologicas confidveis no Universo atual do que no regime primordial, especialmente para
as grandezas necessarias a determinacao de . Por essa razao, realizamos a estimativa
durante a fase dominada por matéria, regime no qual também podemos assumir que o
processo de isotropizacao ja ocorreu em grande escala, o que implica (3,. — constante
e momento canonico p, ~— 0. Nesse regime efetivamente isotropico, estudamos se a
contribuicao associada ao parametro v pode desempenhar papel relevante na dinamica de

expansao observada. Sob essas condi¢oes, o Hamiltoniano NC do modelo (5.21) reduz-se a
H _ 2 panc —3a
ne = —KC Qpe — = +a,p, . (5.44)

onde ¢ ¢ a velocidade da luz e r é o parAmetro que define a geometria do Universo (5.8).
Nesta seccao usamos as variaveis NC e os paréntese de Poisson deformados nos calculos e

nao as variaveis comutativas definidas nas equagoes (5.25).

Partindo do Hamiltoniano NC na equacao (5.44), calculamos as equagoes dindmicas
utilizando os PBs deformados descritos nas equagoes (5.22)-(5.24). Esses parénteses
permitem obter a evolucao temporal das varidveis do sistema sob a influéncia da nao

comutatividade. As equagdes dinamicas resultantes sao:

dnc — {anca an} — _% + /y(l,,:cga, (545)

3a—1 P 2
Pane = {Pane, Hne} = 3ap,, a,;*" — W + K2, (5.46)
Tre = {Tpe, Hpel = a2 — Z;Z (5.47)

2
—3a—1 _ Pyp(lnc

Pr = APs,., Hpel = 3ayp,. ay; (60 + Kkcty. (5.48)

Observamos que as equagoes (5.46) e (5.48) estao relacionadas proporcionalmente

por meio do parametro . Essa relacao é dada por
Prye = VPane- (5.49)
Essa expressao pode ser facilmente integrada, resultando em

Proe = VPane + C, (5.50)

onde C'y é uma constante relacionada a densidade de energia do fluido inical.
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Como estamos interessados em obter uma equacao dindmica para o fator de escala

ane, podemos utilizar a equagao (5.45) para isolar p,,., o que nos conduz a
Pane = —8ne (@ne — 70,2 (5.51)

Por outro lado, ao impormos a condi¢ao de vinculo H,. = 0 (ver equagao 3.45),
reduzimos a expressao (5.44) a forma
2

2 Py —3a
— ne — ——nc_ = 0. 5.52
cRa 16anc + Qpe PThe ( )

Em seguida, ao substituirmos nesta equacao os valores de pr. . e p,,., dados nas equagoes
(5.50) e (5.51), obtemos

nc nc

49v2al % + Cra, 3 — dapn.al, — kctan. = 0. (5.53)

Além disso, na fase dominada por matéria temos o = 0, de modo que a expansao acelerada
fica inteiramente associada a presenca do parametro NC ~. Nesse caso, ao isolarmos .

na equacao anterior, obtemos uma equacao do tipo Friedmann:

c 9 1/2
e = < L= +72> . (5.54)

Para simplificar a notagao, definimos
A=Ci/4, g=——+7 (5.55)

Com essas definigoes, a equagao diferencial (5.54) assume a forma

A +g>1/2 VA ga.

dnc = (
Qpe

A partir desta equacao, estabelecemos uma relacao explicita entre o fator de escala

(5.56)

a?’LC

NC e o tempo cosmico por meio da separacao de variaveis. Em seguida, Integramos
essa expressao entre os limites fisicos (a$%, t°7) e (ane, t), onde t* e a$l representam,

respectivamente, a idade do Universo e o fator de escala no instante de igualdade entre

matéria e radiacio. Obtemos entao

t Gnc \/a
dt = ———da. 5.57
=y VAToe %50
A partir desta relacao integral, avaliamos ambas as integrais e aplicamos seus
limites de integragdo. Como a integral do lado esquerdo ¢ imediata e a do lado direito
admite solugao analitica, obtemos uma expressao para o tempo césmico em funcao do

fator de escala NC. Assim, escrevemos

t =g 2 F(ane, Cp,v) — g **F(atd, Cp,v) + t, (5.58)
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onde definimos a fungao auxiliar

V9 ne VAJFW’”). (5.59)

Flanes C.7) = A+ gt /T — A n ( ~

Essa expressao estabelece a dependéncia explicita entre o fator de escala nao
comutativo e o tempo césmico na era dominada por matéria. Observamos que o parametro
g= —%2 + 2% combina os efeitos da curvatura espacial e da nao comutatividade, de modo
que a contribuicdo proporcional a v? modifica a dindmica de expansao ao atuar como um

termo adicional efetivo na equacao de Friedmann.

5.4.2 Estimativas numéricas de 7 com dados cosmoldgicos

Ao comparar a fungao de Hubble no modelo cosmoldgico padrao de FLRW (veja
a equagao 2.40), aqui reescrita em uma forma conveniente para a comparagao, @ =
Hy (Q/a — kc?/ Hoz)l/ ?  com a equacdo (5.54), estabelecemos diretamente as seguintes
correspondéncias entre os pardmetros dos dois modelos: Cy = 40, Hy e g = Q. H /4 + 2,

com ) = —kc?/HZ, onde ¢ é a velocidade da luz.

Utilizamos os valores cosmoldgicos reportados pela colaboragao Planck 2018 [145],
adotando €2,, = 0.315 para a densidade de matéria, 2, = 0.001 para o parametro de
curvatura, h = 0.674, e Hy = (100 h) km/s/Mpc = 67.4km/s/Mpc. Entretanto, medigoes
locais produzem valores mais elevados para a constante de Hubble [146], discrepancia
amplamente conhecida como tensdo de Hubble. Com o objetivo de avaliar a sensibilidade
das estimativas do parametro nao comutativo v a essa tensao observacional, consideramos
também o valor h = 0.733, correspondente a Hy = 73.3km/s/Mpc [146]. A adogao desses
dois valores distintos de H, permite investigar quantitativamente o grau de dependéncia
das estimativas de v em relacao a constante de Hubble, fornecendo, assim, uma medida
explicita da robustez do parametro NC frente as incertezas observacionais atuais. Para
estimar o valor do parametro NC ~, especificamos ainda o valor do fator de escala na
época de igualdade entre matéria e radiacio, a%d = 4.15 x 1075 /(Q,,,h?) = 2.90 x 10~*, bem
como a idade do Universo correspondente, t°¢ = 50.9 Kyr [84]. Esses valores caracterizam

o instante em que as densidades de matéria e radiagdo eram iguais.

Além desse ponto de referéncia inicial, fornecemos o valor do fator de escala em
outro instante da historia do Universo, a,., juntamente com a idade correspondente
t(ane). Determinamos esses valores por meio de uma calculadora cosmolégica para um
Universo descrito por um modelo FLRW com curvatura aberta (kK = —1) [147], a qual
computa a idade do Universo para valores dados de Hy, €2,, e do desvio para o vermelho
z (redshift) ou, de forma equivalente, do fator de escala (2.22). A adogdo de um espago-
tempo com curvatura aberta, em contraste com o caso plano, conduz a idades menores
do Universo para um mesmo fator de escala. Em particular, para a,. =1 (ou z = 0), a
calculadora fornece t; = 11.659 Gyr (para Hy = 67.4km/s/Mpc) e to = 10.721 Gyr (para
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Hy = 73.3km/s/Mpc), em contraste com o valor t(a,. = 1) = 13.791 Gyr que se obteria,
nas mesmas condigoes, a partir da equagao de Friedmann em um modelo FLRW plano. Por
fim, ao substituirmos esses valores na equacao (5.58), obtemos a estimativa do pardmetro

NC para o modelo considerado, cujos resultados numéricos sdo apresentados na Tabela 13.

Tabela 13 — Valores numéricos do fator de escala a,., da idade cosmica t e do parametro
NC ~. Os pares (t1,71) e (t2,72) correspondem a Hy = 67.4km/s/Mpc [145] e Hy =
73.3km/s/Mpc [146], respectivamente. A comparagao ilustra a sensibilidade do pardmetro
NC a escolha de Hj e seu comportamento ao longo de diferentes épocas da evolugao
cosmica.

Ane t1 (anos) " t2 (anos) Yo

1.00 11.659 x 10 5.7064 x 10~ 11 10.721 x 10 6.2099 x 10— 11
0.90 10.220 x 10 5.7073 x 10~ 11 9.398 x 10? 6.2110 x 10~ 11
0.80 8.808 x 10? 5.7084 x 10~ 11 8.100 x 10 6.2120 x 10~ 11
0.70 7.428 x 10° 5.7100 x 10~ 11 6.831 x 10? 6.2142 x 10~ 11
0.60 6.087 x 10? 5.7119 x 10~ 5.598 x 107 6.2164 x 10~ 11
0.50 4.794 x 10° 5.7152 x 10~ 11 4.409 x 10° 6.2205 x 10~
0.40 3.563 x 10° 5.7170 x 10711 3.276 x 10? 6.2289 x 10~ 11
0.30 2.412 x 107 5.7275 x 10~ 11 2.218 x 10 6.2405 x 10~ 11
0.20 1.374 x 109 5.7627 x 10711 1.264 x 10° 6.2717 x 10~ 11
0.10 0.511 x 10? 5.8943 x 10~ 11 0.470 x 10° 6.4321 x 10~ 11
0.05 0.185 x 10° 6.5073 x 10~ 11 0.171 x 10? 6.6517 x 10~ 11

Fonte: Reproduzida de Oliveira Neto e Soncco Apaza (2025).

Na Tabela 13, verificamos que, a medida que o fator de escala assume valores
menores, a idade correspondente do Universo também diminui, como esperado no contexto
da expansao cosmolégica. De forma consistente, o pardmetro v aumenta progressivamente a
medida que a,,. e a idade do Universo ¢t diminuem. Esse comportamento indica que os efeitos
nao comutativos, tornam-se mais relevantes nas fases iniciais da evolugao cosmologica e
perdem importancia relativa a medida que o Universo se expande. Tal tendéncia esta
em plena concordancia com a interpretacao fisica de que possiveis corregoes geométricas
de natureza fundamental devem manifestar-se de forma mais intensa em regimes de
alta densidade e pequenas distancias, podendo ser qualitativamente comparada com
resultados previamente reportados na literatura [59-62]. Além disso, a partir da Tabela 13,
constatamos que os valores estimados de v aumentam quando consideramos valores mais
elevados de H), refletindo a sensibilidade do parametro NC a taxa de expansao atual do
Universo e evidenciando que a tensao de Hubble exerce impacto direto nas estimativas

obtidas para ~.
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6 EFEITO TUNEL QUANTICO EM COSMOLOGIA NAO COMUTA-
TIVA COM MATERIA E CONSTANTE COSMOLOGICA

Analisamos neste capitulo o nascimento do Universo em um modelo cosmologico
por meio do mecanismo de tunelamento quantico. Consideramos um modelo com métrica
FLRW fechada (curvatura positiva, k = 1), constante cosmoldgica A e um fluido perfeito,
no contexto de um minisuperespago nao comutativo. Nosso principal objetivo é investigar
como a introdugao da nao comutatividade (NC), implementada no setor dos momentos
candnicos, modifica a equagdo de Wheeler—-DeWitt (WDW) e, em particular, o potencial
efetivo associado ao processo de nucleagao quantica do Universo. Em outras palavras,
estamos interessados em compreender de que maneira a NC altera a probabilidade de
tunelamento e, consequentemente, influencia o nascimento do Universo. Para esse fim,
desenvolvemos a formula¢ao hamiltoniana no formalismo ADM com um fluido descrito
pelo formalismo de Schutz, realizamos a quantizacao canonica do modelo e estudamos a
probabilidade de tunelamento por meio de abordagens WKB e numérica. Além disso, é
importante destacar que a versao comutativa desse modelo ja foi estudada na literatura
[77], o que nos permite comparar diretamente os efeitos introduzidos pela deformagao nao

comutativa.

6.1 FORMULACAO HAMILTONIANA DO MODELO A-FLRW COM FLUIDO
PERFEITO

Para descrever a geometria do Universo, neste capitulo adotamos a métrica FLRW,
que incorpora as condigdes de homogeneidade e isotropia espaciais [148, 149] e constitui
o cenario geométrico de partida para a analise dos efeitos da nao comutatividade no

tunelamento quantico cosmolodgico, cujo elemento de linha escrevemos como

2

r
1 — kr?

ds? = —N?dt? + a? +72(d6* + sen?d d¢?)| , (6.1)
onde N ¢ a funcao lapso introduzida no formalismo ADM, a o fator de escala e k o
parametro de curvatura espacial, cujos valores kK = 0, K = +1 e k = —1 descrevem,
respectivamente, espacos planos, curvaturas fechadas e curvaturas abertas, enquanto
(r,0,¢) sao as coordenadas esféricas. Ao longo deste capitulo adotamos unidades naturais
taisquec=kp=h=1e81G = 1.

Para desenvolver a formulagao dindmica do modelo, tal como fizemos no capitulo
anterior, reescrevemos a métrica (6.1) no formalismo ADM (veja a Eq. (3.15)), onde o

elemento de linha assume a forma
ds* = —N(t)*dt* + hy;(t) da’ da’. (6.2)

Nesta decomposicao, h;; é a métrica induzida sobre as hipersuperficies espaciais. Neste
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caso em particular, os termos de deslocamento espacial (shift) sdo nulos, N* = 0, como

consequéncia direta das simetrias de homogeneidade e isotropia.

Ao comparar as equagoes (6.1) e (6.2), identificamos diretamente o bloco espacial

como a métrica induzida sobre as hipersuperficies espaciais,

1
- r
1— kr?’

hij = a(t)? diag( 2, rzsen29> , (6.3)

onde os indices espaciais i,j correspondem as coordenadas (r,0,¢). Ao calcular seu

determinante, obtemos

a(t)® r*sen?d
1 — kr?

Esse resultado mostra que o grau de liberdade dinamico associado ao volume espacial fica

h = det(h;j) = (6.4)

completamente determinado pelo fator de escala a(t). Em consequéncia, o elemento de
volume tridimensional assume a forma vh d3z = a(t)? r2%senf/v/1 — kr2 dr df d¢, onde a
dependéncia em (r, 6, ¢) descreve a métrica espacial de curvatura constante das hipersu-

perficies ¥, cujo sinal de curvatura é fixado pelo parametro k.

Uma vez estabelecida a decomposicao 3+1 do espago-tempo, procedemos a construir
a formulacao dinamica do modelo a partir da agao gravitacional no formalismo ADM.

Escrevemos a acao de Einstein-Hilbert com constante cosmoldgica como
1 y
Sa =3 / dt / d*x NVh (KK — K>+ @R~ 20) | (6.5)

onde ®)R representa o escalar de curvatura tridimensional associado & métrica espacial hij,
A denota a constante cosmolégica, K;; corresponde ao tensor de curvatura extrinseca e
K = h K;; define seu trago (veja a Eq. 3.22).

Para o caso do modelo homogéneo e isotrépico (métrica (6.1)), a curvatura extrin-

seca assume a forma

1
2N
onde o ponto denota derivada em relacado ao tempo coordenado ¢. Para determinar

explicitamente a agao (6.5), avaliamos a contribuigao da curvatura extrinseca para a

métrica (6.3). Dado que o cdlculo detalhado é extenso, apresentamos a derivagdo completa
da combinagao K;; K% — K* no Apéndice H. O resultado obtido ¢

Do mesmo modo, calculamos o escalar de Ricci tridimensional associado a métrica induzida

(6.3), cuja dedugao completa encontra-se no Apéndice I. O resultado obtido é

6k

®R = (6.8)

a?’
Para completar a descricao dinamica do modelo cosmologico, incorporamos um setor

material que atua como fonte nas equacoes de campo e permite introduzir uma variavel
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temporal interna no hamiltoniano. Modelamos a matéria como um fluido perfeito comével
caracterizado por uma equagao de estado barotropica e descrevemos sua dinamica por meio
do formalismo variacional de Schutz, o qual admite uma formulacao canonica consistente
e permite escrever a acao de matéria no contexto ADM. Dado que essa construgao foi
desenvolvida detalhadamente na Secao 3.2, adotamo-la aqui diretamente para acoplé-la ao

setor gravitacional.

Desse modo, a dinamica completa do modelo cosmolégico FLRW fica descrita pela
soma dos setores gravitacional e material. Substituimos explicitamente as equagoes (6.7) e
(6.8) na agao gravitacional (6.5) e adicionamos a contribuigao de matéria (3.56), obtendo

assim a agao total S do sistema (geometria + matéria).

1 \ 1 a2\ 6k
S = SG+SM—2/dt/de\/E[N2 (—6a2>+a—2A]
(6.9)

+/dt/d3xN\/EOz Lﬁs e e s/
N(1+ ) '

Em seguida, integramos explicitamente a parte espacial da a¢ao. Utilizando a expressao do
determinante dada em (6.4), como [ d*zvh = a® [(r?senf/y/1 — kr2)drdfde, onde toda
a dependéncia espacial fica contida na integral Vg = [(r?sen6/v/1 — kr2)drdfde, a qual
define um volume constante. Podemos considerar esse volume como Vj = 1 sem perda de

generalidade, ficando absorvido na acao; dessa forma, reescrevemos a agao (6.9) como

D49 1+2
S = /dt[ 3o —l— 3kNa — Na*A + N~Va% o (gﬁs) e_s/a] : (6.10)
a

A expressao (6.10) assume a forma S = [ Ldt, a partir da qual identificamos
diretamente o lagrangiano como o integrando da acao. Em consequéncia, obtemos o

lagrangiano total do sistema dado por

ai? 5405\ n
£=-3% 1 3kNa— Na*A+ N Vogda [ 22 e~/ (6.11)
N 1+ a

Com esse lagrangiano, calculamos os momentos candnicos conjugados associados

as variaveis dindmicas a(t), ¢(t), s(t), N(t) e 9(t), obtendo:

oL aa
Pa = aa =—0 W, (612&)
_ oL _ -1/, 3 —s/a SD + Vs Ve
Pe =55 = N~="%a’e P , (6.12Db)
oL oL oL
s = - = ’19 y = —— = y 12
Ps= g5 =Py PN =g =0 p=55=0 (6.12¢)

onde py = 0 e py = 0 indicam que a funcdo lapso e o potencial ¢ atuam como multi-

plicadores de Lagrange. Utilizando os momentos canénicos em (6.12), expressamos as
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velocidades em funcao dos momentos

Np,
6a ’

95+ ¢ =N(+1) (p“’)a e (6.13b)

a =

(6.13a)

a3

Uma vez expressas todas as velocidades em fungao das variaveis e dos momentos ca-
nonicos, a passagem para o formalismo hamiltoniano completa-se mediante a transformacao

de Legendre, o que nos conduz a expressao NH, com o vinculo hamiltoniano

2

a+1
H=—Lo _3kataA+ <p¢,> e’ (6.14)

12a a3

Com o proposito de expressar NH unicamente em termos de variaveis canonicas,

introduzimos as transformagoes canoénicas [83, 142]
T=—pep, N, p.=pte’, d=¢p—(a+1)p/p,, Pp=p,. (6.15)

Desse modo, o hamiltoniano total do sistema pode ser reescrito em termos das
novas variaveis (6.15), de tal maneira que, ao adotar o calibre conforme N = a, o super-
Hamiltoniano assume a forma

2
NH = —%—3a2+Aa4+pT. (6.16)

Esse resultado corresponde a um modelo de Universo fechado (k = 1) com radiagao
( =1/3), onde p, denota o momento candnico conjugado ao fator de escala a, enquanto

p, € 0 momento candnico associado a varidvel do fluido 7' [81-83].

6.2 FORMULACAO QUANTICA NAO COMUTATIVA DO MODELO

Agora, procedemos a quantizar o modelo seguindo o formalismo de Dirac para
sistemas com vinculos [107, 108, 120], onde tomamos como varidveis de fase os pares
candnicos (a,p,) € (T,p,), os quais satisfazem as relagoes de Poisson usuais. No processo
de quantizagao, promovemos essas variaveis a operadores que atuam sobre a funcao de

onda, a qual depende das variaveis a e T',
U =U(a,T). (6.17)

Ao trabalhar na representacao de Schrodinger [4], os operadores a e T atuam por multipli-
cagao sobre a funcao de onda, enquanto seus momentos conjugados sdo representados por

operadores diferenciais, dados por:

Pa=—1 5 Pp = —0 7. (6.18)
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Essas definigoes satisfazem as relagoes de comutagao,
[daﬁa] = ia [T7ﬁT] - i; (619)

com os demais comutadores sendo nulos.

De acordo com o formalismo de Dirac para sistemas com vinculos, impomos a
condi¢ao de vinculo do super-hamiltoniano H = 0 no nivel quantico como uma condicao de
operador sobre os estados fisicos, o que conduz a equacdo N'H V(a,T) = 0, que corresponde

a equacao de Wheeler-DeWitt (WDW) [67]. Ao trabalhar no calibre conforme N = a,

escrevemos essa equagao na forma

L& 3a*> 4+ Aa* | V(a, 7) 'axp( ) (6.20)
——— —3a a a,7)=—1—Y(a,7). .
12 da? ’ or

onde definimos a nova variavel 7 = —T. Essa expressao assume uma forma andloga a de

uma equagao de Schrodinger. A solugao numérica da equacao (6.20) foi estudada com
grande detalhe na Ref. [77].

O operador N T é auto-adjunto com respeito ao produto interno [150],
(U, ®) = / da V*(a, 7) ®(a,7) (6.21)
0

desde que a funcao de onda seja restringida a um dominio adequado por meio de condigoes
de fronteira em a = 0. Em particular, obtemos um operador autoadjunto ao impor
condigoes de Dirichlet, W(0,7) = 0, ou ainda condigoes de Neumann, 9,¥(0,7) = 0, as
quais definem distintas extensoes auto-adjuntas do operador. Além disso, para garantir
uma norma finita, requeremos que ¥(a, 7) decaia suficientemente rapido quando a — oo,
o que implica ¥(a, ) — 0 nesse limite [67, 151, 152].

Neste capitulo, para introduzir a nao comutatividade no presente modelo, modifi-
camos a prescri¢ao empregada nas Refs. [54, 57, 69, 153]. Nesses trabalhos, os autores
implementaram a nao comutatividade por meio de um comutador diferente de zero entre
os operadores associados as varidveis canonicas a e T'. Na presente analise adotamos uma
implementacao alternativa da nao comutatividade, na qual a deformacgao é introduzida no

setor dos momentos candnicos p, e p,. [70], seguindo a relagdo

[Da, Dy] = i€ (6.22)

Aqui, p, e p, denotam os operadores de momento em sua versao NC, enquanto ¢ é o
parametro que caracteriza a nao comutatividade. Neste trabalho, consideramos £ como
um parametro pequeno, de modo que as equagoes sao mantidas apenas até primeira ordem
nesse parametro. Interpretamos essa relagao como a realizagao quantica da estrutura NC
introduzida em nivel classico na Ref. [154]. Esta ndo comutatividade entre os operadores de

momento pode ser estendida a func¢oes das variaveis nao comutativas mediante o produto
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estrela de Moyal [10, 118, 130, 143, 155]. Em particular, para duas fungoes f(é,T) e
g(a, T), definimos o produto de Moyal como

£, T) % g(a, T) = f(a,T) exp[’; (9497 - %ﬁé)} (6, 7). (6.23)

Com essa definicao do produto estrela de Moyal, escrevemos a equacao de WDW

para a versao NC do modelo classico (6.20) por meio da expressao

1 o
(—12153 — 3 4+ Adt + pT) £ ®(i,T) = 0. (6.24)

onde ®(&,T) ¢ a funcdo de onda.

Expressamos a equagao de WDW (6.24) de maneira equivalente em termos de
operadores comutativos p, e p,., juntamente com o produto ordinario de fungoes. Para isso,
seguindo o esquema proposto na Ref. [70], introduzimos as transformagoes dos operadores

nao comutativos em termos de operadores comutativos, como segue:
Pa=Pa+eT, (6.25)
Pr = bPr (6.26)
enquanto as transformagoes dos operadores a = a e T="T permanecem inalteradas.

Em seguida, escrevemos a versao comutativa da equagdo de WDW (6.24) a primeira

ordem no parametro NC ¢ na representacao de Schrodinger como

1 0> ie 0 9 4 .0
(128@2 — ET% —3a” + Aa q)((l, T) = —Zg(b(a,T) N (627)
onde, por conveniéncia, introduzimos a nova variavel 7 = —T. Observamos que, para

e = 0, a equagdo anterior se reduz diretamente a equacao de tipo Schrédinger (6.20),
discutida previamente.

O termo acoplado e 1 a% na equagao (6.27) é eliminado por meio de uma transfor-
macao unitaria de fase da funcao de onda, a qual nao altera a interpretacao probabilistica
do sistema,

®(a,7) = €“"W(a,T). (6.28)

Ao substituir essa relagdo em (6.27), reescrevemos a equagao de forma equivalente
como uma equacao de tipo Schrodinger associada a um potencial efetivo,
1 0? 0
( — 3a® + Aa* — 5a> U(a,7) = —ia—\li(a, 7). (6.29)
T
Aqui, o termo linear ea faz parte do potencial efetivo (Vo) e corresponde a manifestagao
escalar do acoplamento induzido pela nao comutatividade, obtida apds eliminar o termo
acoplado por meio de uma transformagcao unitéria de fase [55, 156]. Definimos, portanto,
o potencial efetivo como
Veg(a) = 3a® — Aa* + ca. (6.30)
Ao longo do texto, denotamos o potencial efetivo indistintamente como Veg ou Vig(a),

dependendo do contexto.
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6.3 TRATAMENTO SEMICLASSICO E NUMERICO DO EFEITO TUNEL
QUANTICO

6.3.1 Solucao semiclassica WKB

Dado que o hamiltoniano nao depende explicitamente do tempo 7, a equagao (6.29)
pode ser resolvida por separagao de varidveis, introduzindo o ansatz ¥(a, ) = ¢(a)e &7,
Isso conduz a uma equagao estacionéria do tipo Schrédinger para 1(a) com potencial

efetivo Veg(a) definido em (6.30),

d*¢(a)
da?

+12[E — Vig(a)|(a) = 0, (6.31)

onde F é a constante de separacao associada a energia do fluido de radiacao.

Para resolver a equagao (6.31) dentro da aproximagao WKB [157-160], buscamos
solucdes da forma 1(a) = A(a)e¥®. Ao substituirmos essa expressio na equacio
diferencial, obtemos um sistema acoplado de equagoes diferenciais para a amplitude A(a)
e a fase p(a). Nessa aproximagao assumimos que a amplitude varia lentamente, de modo
que o termo d?A/ da? é desprezivel frente a A(dy/ da)?. Sob essa aproximagao, escrevemos

a solugao geral como:

i) Regiao permitida (E > Vig),

¥(a) = ila exp(ﬂ [ +) da), k(a) = \/12[15—‘/63(@)] (6.32)

5

i) Regido proibida (E < Vig),

C

W(a) = —2— exp (j:/ K (a) da) : K (a) = \/12[\/85(@ — E] (6.33)
VK (a)

onde C e U5 sdo constantes de integragao. O procedimento detalhado para a obtengao

dessas solugoes, passo a passo, € apresentado no Apéndice J.

6.3.2 Probabilidade de tunelamento WKB

max

Quando a energia £ é menor que o valor maximo do potencial V3**(a), estabelece-
mos a condicao fisica que permite estudar o tunelamento quantico associado ao nascimento
do Universo através da barreira de potencial Vog(a). Essa barreira é delimitada pelos pontos
de retorno esquerdo (ayp) e direito (a,p), determinados por E = Vig(a). Esses pontos
de retorno dividem o eixo a em trés regides: Regidao I (0 < a < ay,), zona classicamente
permitida a esquerda; Regiao II (ay, < a < ayp), zona classicamente proibida; Regidao 111
(aptp < a < 00), zona classicamente permitida a direita. Sob essas condigoes, escrevemos a
solucdo da equagao do tipo Schrodinger utilizando as expressoes (6.32) e (6.33) para cada
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uma das regioes [161, 162],

A [ k() d B [ k@) da), 0<a<
+ - ) = = )
) exp(z/a (a) a) o) exp( z/a (a) a) a < aip

Y(a) = k:c’((a) exp (— ai K'(a) da> + kl:’)(a) exp(/aa K (a) da) s Qlgp < a < G,

1tp
F a
exp| k(a) da) +
k(a) < Qrtp

lia) exp <—i - k(a) da) , o Grp < a < 00.
(6.34)
onde A, B,C, D, F e GG sao amplitudes constantes das solugoes WKB.

Aplicando as férmulas de conexao nos pontos de retorno ay, € a,, [161], obtemos
as relagoes lineares entre os coeficientes das regioes permitidas (I e IIT). Expressamos o

resultado por meio de uma matriz de conexao que vincula (4, B) a (F,G),

p 1 (29 1
B =3 1 1 ol (6.35)
20 — — 20 1 —
Z( f 29) o+ %
onde o parametro
0 = exp (/ V12(3a2 — Aa* + ca — E) da) , (6.36)

mede a altura e a espessura da barreira de potencial como funcao da energia.

A partir das solugbes na Eq. (6.34), identificamos na Regido I o coeficiente A como
a amplitude da onda incidente que se propaga em direcao a barreira, enquanto na Regiao
IIT o coeficiente F' descreve a componente transmitida. Para o cenario de nascimento
do Universo impomos a condi¢ao G = 0, uma vez que nao existe componente incidente
proveniente de a — oo. Dessa forma, obtemos a probabilidade de tunelamento [161, 162]

mediante a expressao,
F? 4

AP (260 + 5)2 |

Esse resultado sera utilizado posteriormente para comparar com a probabilidade de

TPWKB =

(6.37)

tunelamento obtida numericamente.

6.3.3 Solugao numérica da equacao de Wheeler-DeWitt
6.3.3.1 Condigoes inicial e de fronteira

O tratamento numérico do processo de tunelamento requer a definicao prévia de uma
condigao inicial fisicamente adequada [77]. Nesse contexto, adotamos como condi¢ao inicial
um pacote do tipo gaussiano, modulado pelo fator a, localizado em uma vizinhanca da

origem a = 0, que se anula nesse ponto e satisfaz a condicao de normalizacao. Essa escolha
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é compativel com a condicao de contorno imposta na origem e garante a integrabilidade

quadratica do estado no semieixo a > 0. Escrevemos a func¢ao inicial como

819213\ /4 ;
) ae tEe (6.38)

™

U(a,0) = (

onde o parametro E caracteriza a energia média associada ao estado inicial [77]. Impondo

a condicao de normalizacao, exigimos que
/ U (a,0)2da =1, (6.39)
0

o que determina o fator de normalizagdo que aparece na Eq. (6.38).

Além da condigao de fronteira do tipo Dirichlet W(0,7) = 0, exigimos que a funcao
de onda seja de quadrado integravel no dominio a € [0, 00). Para satisfazer essa condigao,
o comportamento assintotico do estado deve decair suficientemente quando a — oo, de
modo que

V(a,7) - 0 quando a — oo,
de tal forma que a integral [5°|¥(a,T)|*da seja finita, o que garante consisténcia com a
interpretacao probabilistica do estado.
6.3.3.2 M¢étodo de Crank-Nicolson e formulacao numérica

Uma vez especificadas as condigoes iniciais e de fronteira, procedemos a resolver
numericamente a equagdo de WDW em sua forma do tipo Schrodinger, dada pela Eq. (6.29).
Para isso, discretizamos o dominio espacial a € [0, Gpmax] por meio de um esquema de
diferencas finitas e empregamos o método implicito de Crank-Nicolson (CN) [163-165],
o qual é particularmente adequado para equacgoes de evolugao como a considerada neste

capitulo, devido a sua estabilidade incondicional e precisao de segunda ordem no tempo.

Introduzimos uma malha temporal uniforme definida por
Tn:nAT, nzO,l,...,M,

onde AT representa o passo temporal e 7,, corresponde ao ultimo instante da evolucao

numérica. Em cada instante discreto denotamos a func¢ao de onda como
U(a,1,) = ¥"(a). (6.40)
De modo andlogo, dividimos o dominio espacial a € [0, dyax] em uma malha uniforme
a; = jAa, j=0,1,..., N,
onde Aa = Gpax/N € a,, = amax. Avaliando a fungao de onda nos nds espaciais definimos

U = U(ay;, 1), (6.41)

J
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que representa o valor discreto da fungao de onda no ponto a; e no instante 7,.

Partimos da Eq. (6.29), a qual ja possui a estrutura de uma equagao do tipo
Schrodinger em relagao a variavel 7. Com o objetivo de isolar explicitamente a derivada
temporal e expressar a equagao em sua forma padrao de evolugao, multiplicamos ambos

os lados por —i e utilizamos a definigdo do potencial efetivo (6.30). Desse modo obtemos

0

5 Y(a7) = — i HU(a, 1), (6.42)
onde o operador H fica definido como
. 1 0?
H = 1208 + Veg(a). (6.43)

Procedemos a integrar a Eq. (6.42) em relac¢ao a variavel temporal 7 no intervalo
finito 7, T41], definido pela discretizacao temporal 7,1 = 7, + A7, com o objetivo de
formular um esquema de avango temporal entre passos consecutivos.

/Tn+1 a\]:/ Tn+1 A
-

O lado esquerdo é avaliado de forma exata pelo Teorema Fundamental do Calculo, enquanto
no lado direito aplicamos a regra do trapézio, caracteristica do método de Crank-Nicolson

163, 164|, o que nos conduz a seguinte discretizagao
[ g ¢
Pt = - (A AU
= - H (Ut (6.45)

Para discretizar a segunda derivada espacial do H (6.43), utilizamos o esquema de

diferencas centradas obtido da expansao de Taylor em torno do ponto a;,

0*U
0a?

Vi —29; + ¥,
~ : 4
(Bap (6.46)

aj
Substituindo essa aproximacao no operador H, definimos o operador discreto Hy como

LW 20+ 0,
12 (Ba)?

(HqV),; = + VW, (6.47)

onde V; = Veg(a;). Definindo o = 1/[12(Aa)?], o operador H, assume a forma matricial

tridiagonal real e simétrica

200+ V) —« 0
-« 20 + V5 -«

Hi=| 0 —a 2+ Vs - 0 . (6.48)
. . . . .

0 0 0 —a 20+ VN
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Sob condicoes de fronteira de Dirichlet, Uy = U} = 0, a matriz atua sobre o subespago
interior j = 1,..., N — 1. A expressao (HqWV); denota a componente j-ésima do vetor

obtido ao aplicar o operador discreto H, sobre VU, isto é, (HyV); = > (Ha);x V.
k

Substituindo H por H; na Eq. (6.45) e reorganizando os termos de modo que as

quantidades avaliadas em 7,1 fiquem no lado esquerdo, obtemos finalmente
A A
(I + Z;Hd> gl = (1 . Z;Hd> ", (6.49)

Nessa expressao, I denota a matriz identidade de dimensao (N — 1) x (N —1). A
equagao (6.49) define, a cada instante discreto, um sistema linear tridiagonal cuja resolugao

implementamos numericamente conforme descrevemos a seguir.

Implementamos a resolugao numérica do sistema em Python por meio de rotinas
de algebra linear esparsa disponiveis em SciPy [166, 167]. Dado que a matriz do lado
esquerdo é tridiagonal, armazenamos as matrizes em formato esparso e realizamos uma
fatoracao LU inicial, que posteriormente utilizamos para resolver o sistema linear ao longo

da evolucao temporal.

Tomamos o passo espacial Aa = 0.00819, suficientemente pequeno para resolver
adequadamente a dindmica na regiao da barreira do potencial efetivo V.g, no regime em
que a energia F é menor que o valor maximo dessa barreira, e o passo temporal A7 = 0.05,
o que garante uma adequada precisao temporal; verificamos, além disso, a conservacao

da norma discreta > |\II}1|2Aa durante toda a evolugao, em concordancia com o carater

unitario do esquema de CN.

6.3.3.3 Densidade de probabilidade em funcao do fator de escala

Para ilustrar o efeito do parametro NC &, plotamos a densidade de probabilidade
|W(a, tmax)|* em fungao de a, como se mostra na Figura 16. No instante t.y, quando o
pacote de ondas atinge a = 35, valor que é tomado como uma aproximag¢ao numérica da
condi¢ao a — o0o. O exemplo corresponde a A = 0.01 e energia £ = 210, mantidos fixos,
para trés valores de €. Em geral, para valores pequenos de a, observa-se a presenca de
interferéncia entre as componentes incidente e refletida, enquanto a componente transmitida
¢ um pacote de ondas que se desloca em dire¢ao a oo com amplitude decrescente, a qual
tende a zero quando a — co. As linhas verticais indicam os pontos de retorno classicos
esquerdo (ay,) e direito (a,p), definidos pelas raizes positivas da equagio Veg(a) = E, os
quais delimitam a regido classicamente proibida. Para ¢ = —0.5, obtemos (aip, artp) =
(10.91, 13.37); para ¢ = 0, (10.55, 13.74); e para ¢ = 0.5, (10.25, 14.03). Esses valores
mostram de maneira explicita que, para € > 0, o ponto de retorno esquerdo se desloca para
menores valores de a, enquanto o ponto de retorno direito se move para valores maiores, o
que implica um alargamento progressivo da regiao classicamente proibida. Por outro lado,

para € < 0 essa regiao se estreita. Além disso, os valores maximos do potencial efetivo sao
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Ve=—05 = 218.89, V-0 = 225 e V205 = 231.13. Esses valores mostram que, para € < 0,
a barreira de potencial se reduz, enquanto para £ > 0 ela aumenta, como observado na
Figura 17. Portanto, o termo €a no potencial efetivo modifica tanto a altura quanto a
largura da barreira de potencial. Essa modificacao tem implicagoes diretas na probabilidade
de tunelamento, como serd mostrado mais adiante na Tabela 14. E importante destacar
que os valores de A, E e ¢ foram escolhidos apenas com fins ilustrativos, para facilitar a

visualizagao das propriedades do sistema.

Figura 16 — Densidade de probabilidade |¥(a, tmay)|* como funcao do fator de escala a
para diferentes valores de £, A = 0.01 e E = 210, no instante t,,.,, quando ¥ atinge a = 35,
valor que é adotado como uma aproximacao numérica de a — oo.

-
I b — e=-05
o 0.47 | | - ayp = 1091
L , i — = arep = 13.37
+ 1 |
S 02F b
5| N
PR 1 I
OO C 1. T ’ . . . T
04F — £=0.0
o i ~-== aypp = 10.55
§ I — = app = 13.74
S: 0.2 —
>
00 - L 1 L L L . |
C . |
0.75¢ ! i — =05
o i : -=== ayp = 10.25
g 0.50 F , i — = app = 14.03
+ 1 |
= 0.25f o
P— 1 I
000 - . | . . . L 1 L
20 30

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Nota: Resultados obtidos via simulagdo numérica.
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Figura 17 — Potencial efetivo Vig(a) como fungao de a para diferentes valores de ¢.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Nota: Resultados obtidos via simulagdo numérica.

6.3.4 Probabilidade de tunelamento numeérica

Na andlise baseada na resolugao numérica da equagao (6.29), definimos a probabili-
dade de tunelamento, denotada por T'P,;, como a probabilidade de encontrar o sistema na
regiao a > a,p NO instante .. Essa regiao ¢ classicamente inacessivel quando a energia
E é menor que o valor maximo da barreira de potencial e, portanto, somente pode ser
alcangada por meio do efeito tunel [77, 168, 169]. Em termos da fun¢iao de onda, essa

quantidade é dada por

/ 0 (a, tme)|? da

artp . (6.50)
/ 0 (a, fme) |2 da

0

Nessa expressao, o limite superior de integracdao oo é substituido, para fins numéricos, por

Tpint =

um valor suficientemente grande do fator de escala. Neste trabalho adotamos @, = 35,
conforme indicado anteriormente. Além disso, como a funcao de onda estd normalizada, o

denominador da expressao anterior representa a probabilidade total e é igual a unidade.

6.3.5 Contraste entre as probabilidades de tunelamento WKB e integrada

Na aproximagao semiclassica, obtemos a probabilidade de transmissao T Pwkg

ao analisar a interacao da onda incidente W;,. com a barreira de potencial ao alcancar
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o ponto de retorno ay,. Nesse ponto, a onda se separa em uma componente refletida
V.f, que Tetorna para a < ayp, € Uma componente que atravessa a regiao de tunel e se
manifesta em a > a4, como a onda transmitida Wy,,s. Em contraste, a probabilidade
integrada TP, é obtida a partir da evolu¢ao dinamica da fun¢ao de onda no dominio a > 0.
Nesse caso, interpretamos a fronteira a = 0 como uma parede de potencial infinita que
reflete completamente a componente refletida do pacote de onda de volta para a barreira
de potencial. Como consequéncia, o pacote refletido gera novos eventos de incidéncia
sobre a regiao de tunel, produzindo sucessivas contribuicoes transmitidas para a > a,¢, se
deixarmos que o sistema evolua durante um longo periodo de tempo, o que se traduz em
multiplas contribuicoes para T P,,;. Portanto, a comparacao entre TP, e T Pwkp é valida
desde que o sistema evolua em um intervalo de tempo tal que a componente refletida em

a = 0 ainda nao tenha retornado a barreira de potencial, como discutido na Ref. [77].

Para ilustrar essa situacao consideremos o seguinte exemplo. Fixamos os parametros
e=—-0.5, FE =218 e A = 0.01, para os quais o potencial efetivo atinge um valor maximo
max — 218.8867. Os pontos de retorno sao obtidos resolvendo a equacao Vig(a) — E = 0,
o que produz ay, = 11.8128 e ay, = 12.5860. Usando esses valores na Eq. (6.37), obtém-se
T Pwxg = 1.8855 x 1072. Tomando esse resultado como referéncia, avaliamos a Eq. (6.50)
para os mesmos parametros e obtemos TP, = 1.8624 x 1072 no instante ty., = 87.3, que
corresponde ao tempo maximo de evolugao considerado antes que a componente refletida
do pacote de onda alcance a parede de potencial infinita em a = 0. Observamos que
T Pywkg e T Py concordam bem para um intervalo de tempo apropriado. Esse exemplo

sera utilizado posteriormente como referéncia para construir a Tabela 14 e a Tabela 16.

6.3.6 Probabilidade de tunelamento e parametros do modelo
6.3.6.1 Dependéncia da probabilidade de tunelamento com e

Comecamos estudando como a probabilidade de tunelamento depende do parametro
NC e. Para esse propoésito fixamos uma energia inicial £ da radiacdo e uma constante
cosmoldgica A. Em seguida calculamos TP, e T Pykg para diferentes valores de e.
Consideramos o regime em que a energia F é menor que o valor maximo da barreira
de potencial (V33**). Para ilustrar essa dependéncia, consideremos o seguinte exemplo.
Escolhemos E = 218, A = 0.01 e 21 diferentes valores de ¢, de modo que o valor maximo
do potencial efetivo seja maior que 218. Os valores de T P, para um tempo maximo de
evolugao tmax = 87.3, bem como T'Pykg, Vg™, aip, arep € €, encontram-se na Tabela 14.
Usando esses valores construimos In(7'P,) versus €, mostrada na Figura 18. Devido
aos valores muito pequenos da probabilidade de tunelamento (T'P), representamos os
logaritmos naturais de TP como func¢ao de €. Observamos que In(7'P) apresenta uma
dependéncia aproximadamente linear com . Ou seja, ao aumentar € de —0.5 até 0.5,

In(T'P) assume valores cada vez mais negativos (a probabilidade de tunelamento diminui).
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Isso indica que a nucleacao do Universo é favorecida para ¢ < 0, intensificando-se a medida
que sua magnitude aumenta. Por essa razao, ao analisar os demais parametros do modelo

(E e A), consideraremos somente valores negativos de ¢.

Tabela 14 — TP, e T Pykg para diferentes valores de €, com E = 218 e A = 0.01. O

calculo numérico utiliza um tempo maximo de evolugao ., = 87.3.

max

3 T Pt T Pwks off Altp Artp
-0.50 1.8624 x 102 1.8855 x 1072 218.8867 11.8128 12.5860
-0.45 4.0725 x 1073 1.2467 x 1073 219.4971 11.6971 12.7017
-0.40 7.6579 x 104 8.1790 x 10~ 220.1077 11.6035 12.7952
-0.35 1.4416 x 10~ 5.3654 x 106 220.7185 11.5228 12.8760
-0.30 3.0156 x 10~° 3.5212 x 107 221.3295 11.4507 12.9480
-0.25 5.5977 x 106 2.3120 x 108 221.9407 11.3850 13.0137
-0.20 9.3070 x 107 1.5187 x 107? 222.5522 11.3243 13.0744
-0.15 1.6506 x 10~7 9.9813 x 10~ 11 223.1638 11.2675 13.1312
-0.10 3.2099 x 108 6.5628 x 10712 223.7757 11.2140 13.1847
-0.05 5.8577 x 1079 4.3172 x 10713 224.3877 11.1633 13.2354
0.00 1.0063 x 10~? 2.8413 x 1014 225.0000 11.1150 13.2837
0.05 1.6322 x 1010 1.8708 x 1015 225.6124 11.0687 13.3300
0.10 3.0431 x 10~ 1.2324 x 10716 226.2250 11.0243 13.3744
0.15 4.4555 x 10712 8.1223 x 1018 226.8377 10.9815 13.4172
0.20 7.5998 x 1013 5.3556 x 10~1° 227.4505 10.9402 13.4585
0.25 1.2456 x 10713 3.5330 x 10~20 228.0635 10.9002 13.4985
0.30 2.4247 x 1014 2.3317 x 1021 228.6766 10.8615 13.5373
0.35 3.6984 x 1010 1.5396 x 1022 229.2899 10.8238 13.5750
0.40 6.7626 x 1016 1.0171 x 10~23 229.9033 10.7871 13.6116
0.45 9.6429 x 10~17 6.7223 x 10~2° 230.5169 10.7514 13.6474
0.50 1.6625 x 10717 4.4450 x 1026 231.1306 10.7166 13.6822

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).
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Figura 18 — In(T'Py) e In(T' Pwkp) como func¢ao do pardmetro NC ¢, para F = 218 e
A =0.01.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Nota: Resultados obtidos via simulacdo numérica.

6.3.6.2 Dependéncia da probabilidade de tunelamento com A

Agora analisamos como a constante cosmolégica A influencia a probabilidade de
tunelamento quantico. Para esse estudo, mantemos fixo o pardmetro NC ¢ e a energia
inicial E' da radiacdo. Em seguida, calculamos T P,; e T'Pwgkg para diferentes valores de A.
Para esses calculos adotamos o cenario em que a energia F é menor que o valor maximo
do potencial efetivo. Para ilustrar esse comportamento, consideremos o seguinte exemplo,
escolhemos E = 140, ¢ = —0.5, de modo que o valor maximo da barreira de potencial seja
maior que 140. Os resultados de T'P,,; para um tempo maximo de evolucao t,.x = 31.85,
T Pwks, Vg™, aip, awp € A encontram-se na Tabela 15. Dado que os valores obtidos
de T'P apresentam ordens de grandeza extremamente baixas, optamos por representar
os logaritmos naturais de T'P como funcao de A, mostrados na Figura 19. Observamos
que T'P aumenta significativamente a medida que a constante cosmoldgica aumenta. Isso
significa que é mais provavel que o Universo tenha tunelado com um valor maior da
constante cosmologica. Além disso, sob a interpretagdo de que a constante cosmolégica A
estd associada a energia do vacuo, esse resultado indica que valores maiores de energia do
vacuo favorecem a criacao quantica do Universo, uma vez que aumentam a probabilidade

de tunelamento quantico [71-73].
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Tabela 15 — T'P,; e T Pwkg para diferentes valores de A, com ¢ = —0.5 e E = 140. O
calculo numérico utiliza um tempo maximo de evolu¢ao ¢, = 31.85.

A

max

T]Dint TPWKB off Altp Qrtp
0.0100 1.0974 x 10159 1.0142 x 1019 218.8867 7.7413 15.4244
0.0103 1.2899 x 10146 2.3334 x 107146 212.4232 7.7815 15.1192
0.0106 1.7132 x 107134 8.4668 x 10134 206.3267 7.8235 14.8232
0.0109 4.0811 x 107123 5.6617 x 10~122 200.5670 7.8676 14.5356
0.0112 1.9260 x 10~112 8.0159 x 10~ 111 195.1169 7.9139 14.2553
0.0115 1.9764 x 10~102 2.7207 x 107100 189.9522 7.9627 13.9816
0.0118 6.5794 x 10~ 2.4747 x 1070 185.0511 8.0143 13.7134
0.0121 5.4929 x 10~84 6.6680 x 10~8! 180.3938 8.0691 13.4500
0.0124 1.6704 x 1077 5.8262 x 10~ 72 175.9628 8.1276 13.1904
0.0127 1.4217 x 10767 1.7914 x 10793 171.7419 8.1903 12.9335
0.0130 6.4508 x 1070 2.0875 x 10755 167.7165 8.2581 12.6782
0.0133 8.7617 x 10793 9.8614 x 10~48 163.8734 8.3319 12.4231
0.0136 4.9008 x 1046 2.0080 x 10740 160.2006 8.4131 12.1664
0.0139 1.4951 x 10739 1.8638 x 10733 156.6869 8.5036 11.9060
0.0142 1.8467 x 10733 8.3000 x 10727 153.3222 8.6064 11.6387
0.0145 1.9402 x 10~27 1.8585 x 1020 150.0974 8.7261 11.3594
0.0148 9.1625 x 10722 2.1844 x 10714 147.0038 8.8715 11.0591
0.0151 5.1933 x 10716 1.4021 x 1078 144.0337 9.0621 10.7182
0.0154 7.7627 x 10710 5.0838 x 1073 141.1797 9.3704 10.2639

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).
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Figura 19 — In(T' P,y ) e In(T' Pwkg) como fungao de A, para E = 140 e ¢ = —0.5.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Nota: Resultados obtidos via simulagdo numérica.

0.3.6.3 Dependéncia da probabilidade de tunelamento com E

Finalmente, analisamos os efeitos da energia inicial de radiacao E na probabilidade
de tunelamento quantico. Com esse objetivo, fixamos o parametro nao comutativo € e a
constante cosmologica A. Em seguida calculamos TP,y e T'Pwkp para diversos valores
de E. Nesses calculos consideramos o regime em que a energia E é menor que o valor
maximo da barreira de potencial. Para ilustrar esse comportamento, escolhemos A = 0.01
e ¢ = —0.5, sob a restricao de que o pico do potencial efetivo seja V3** = 218.8867. Na
Tabela 16 apresentamos os resultados obtidos para T' Py, considerando um tempo maximo
de evolugao tmax = 87.3, bem como os valores de T'Pywks, itp, trtp € £. Dado que os
valores de T'P resultam extremamente pequenos, representamos os logaritmos naturais de
TP como funcao de E, tal como mostrado na Figura 20. A partir dessa figura observa-se
que T'P aumenta exponencialmente a medida que a energia de radiagdo E aumenta. Esse
resultado indica que o Universo possui maior probabilidade de nucleagao para valores
mais elevados de energia. Tal comportamento é consistente com resultados reportados

previamente em [77, 170, 171].
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Tabela 16 — TP, e T Pwkg para diferentes valores de E, com ¢ = —0.5e A = 0.01. O
calculo numérico utiliza um tempo maximo de evolugao ., = 87.3.

E T Ping TP wks aitp rtp

0 0.0000 5.7147 x 10—°10 0.1667 17.2366
10 1.5427 x 1047 5.0277 x 1047 1.9234 17.1370
20 1.7795 x 10~4 6.3003 x 10444 2.7008 17.0344
30 7.0426 x 1039 5.2311 x 10~416 3.3093 16.9286
40 2.5598 x 10737 1.7461 x 10389 3.8330 16.8193
50 4.2025 x 1036 5.4904 x 10364 4.3045 16.7060
60 4.5498 x 1073 2.6786 x 107339 4.7406 16.5886
70 4.4948 x 1034 2.8149 x 10315 5.1517 16.4666
80 4.5308 x 10733 8.0367 x 10292 5.5444 16.3394
90 4.3906 x 1032 7.4094 x 10269 5.9239 16.2064
100 4.8235 x 10731 2.5210 x 10246 6.2939 16.0671
110 6.2167 x 10730 3.5203 x 1024 6.6577 15.9204
120 9.6674 x 10~2° 2.1998 x 10202 7.0184 15.7654
130 1.8584 x 10727 6.6092 x 10181 7.3786 15.6007
140 4.5107 x 10726 1.0142 x 107159 7.7413 15.4244
150 1.9263 x 1024 8.3701 x 10~139 8.1099 15.2344
160 1.0964 x 1022 3.8843 x 107118 8.4885 15.0273
170 1.1708 x 1020 1.0538 x 10797 8.8823 14.7984
180 2.3974 x 1018 1.7294 x 1077 9.2994 14.5404
190 1.5736 x 10715 1.7695 x 1057 9.7527 14.2408
200 4.2982 x 1012 1.1598 x 1037 10.2678 13.8744
210 1.1755 x 10~ 7 4.9887 x 10718 10.9137 13.3729
218 1.8624 x 102 1.8855 x 1072 11.8128 12.5860

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).



Figura 20 — In(T'P,y) e In(T' Pwkg) como funcao de E, para ¢ = —0.5 ¢ A = 0.01.
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Nota: Resultados obtidos via simulagdo numérica.
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7 CONCLUSAO

Neste trabalho, investigamos o papel da nao comutatividade em dois problemas
cosmologicos em universos primitivos: a evolugao classica de modelos anisotrépicos homo-
géneos e a nucleagao quantica do Universo. Em ambos os casos, o objetivo central consiste
em analisar de que maneira uma deformacao NC da estrutura canénica do minisuperspacgo
pode modificar a dindmica cosmolégica, tanto no regime classico, por meio da expansao e
isotropizacao de Universos anisotropicos, ou no regime quantico, mediante sua influéncia
sobre a equagao de WDW e a probabilidade de tunelamento associada ao “nascimento” do
Universo. Desse modo, o trabalho permite abordar, dentro de um mesmo marco conceitual,

dois aspectos complementares da fisica cosmologica primordial.

Na parte classica estudamos a evolucao dinamica dos modelos cosmologicos nao
comutativos LRS de Bianchi I e Bianchi III acoplados a um fluido de radiacdo. A
nao comutatividade foi introduzida por meio de uma deformacao da algebra de Poisson
caracterizada pelo parametro 7. Os resultados mostram que esse pardmetro modifica
significativamente a dindmica de expansao do Universo: para v < 0 a expansao aumenta
em relacdo ao caso comutativo, enquanto para v > 0 a expansao se reduz. Esse efeito
tem origem na corre¢do que a estrutura NC introduz no fator de escala efetivo (an.),
alterando assim a evolugao dinamica do modelo. A andlise da anisotropia mostrou, além
disso, que a influéncia de v depende da geometria espacial. No modelo de Bianchi I a nao
comutatividade favorece o processo de isotropizacdo. Em contrapartida, no modelo de
Bianchi III a anisotropia persiste durante intervalos de tempo mais longos, o que sugere
que a curvatura espacial negativa tende a retardar o processo de isotropiza¢ao mesmo
na presenca do parametro NC. Além disso, ao estimar o pardmetro 7 sob a hipdtese de
um Universo atualmente homogéneo e isotrépico, encontramos que seus valores na época
presente sao relativamente pequenos, enquanto em etapas mais iniciais da evolugao do
Universo obtém-se valores maiores, o que sugere que os efeitos da nao comutatividade
teriam sido mais relevantes no Universo primitivo. Esse comportamento é consistente com
a expectativa de que os efeitos nao comutativos se tornem mais relevantes em regimes de
alta densidade e pequenas distancias, em concordancia com estimativas reportadas em
estudos prévios [59-62]. Também observamos que os valores estimados de vy aumentam ao
se incrementar Hy, o que sugere que a estimativa do parametro nao comutativo pode ser

afetada pelas diferentes determinagoes observacionais do parametro de Hubble.

Estendendo a andlise ao regime quantico, analisamos o problema da nucleacao
quantica do Universo em um modelo FLRW, com curvatura espacial positiva, constante
cosmologica positiva (A > 0) e um fluido de radiacao descrito por meio do formalismo de
Schutz [82]. Nesse contexto, aplicamos a quantiza¢ao candnica do modelo e introduzimos
uma deformacao NC no setor de momentos do minisuperspaco, caracterizada pelo para-

metro €. Por meio de uma transformacgao unitaria de fase, reformulamos a versao NC da
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equacao de WDW como uma equacao do tipo Schrodinger com tempo e um potencial
efetivo dependente de ¢, além dos parametros cosmolégicos do modelo. Essa reformulacao
permitiu tornar explicito o efeito da nao comutatividade sobre a barreira de potencial

responsavel pelo processo de tunelamento.

A probabilidade de tunelamento T'P(E, A, ¢) foi analisada por meio de duas abor-
dagens complementares: a aproximacao semiclassica WKB e a probabilidade integrada
obtida a partir da evolucao numérica completa da funcao de onda. A comparacao entre
ambas mostrou que a dindmica temporal do pacote de onda contém efeitos que nao sao
capturados pela aproximacgao WKB em sua forma padrao. De fato, enquanto a T Pwkg
descreve essencialmente um tnico evento de transmissao através da barreira, a T Py
obtida a partir da evolug¢ao dinamica da funcao de onda incorpora a condi¢ao de contorno
refletora em a = 0, o que permite que componentes refletidos do pacote de onda retornem
a regido da barreira e gerem contribui¢des transmitidas adicionais. Para comparar ambas
as abordagens, tomamos como referéncia um tempo de evolugao no qual o pacote de onda
refletido ainda nao teve tempo suficiente para interagir com a barreira infinita em a = 0,
de modo que T'P,,; e T'Pywkp apresentam valores semelhantes. Isso nos permitiu analisar os

efeitos do pardmetro NC sobre a nucleacao do Universo a partir de ambas as perspectivas.

Nesse contexto, os resultados mostram que valores negativos do parametro de
nao comutatividade, favorecem o processo de tunelamento. Ao aumentar € de valores
negativos para valores positivos, a probabilidade de tunelamento diminui de maneira
monotona. Esse comportamento indica que a nucleagao quantica do Universo torna-se
mais provavel para € < 0, uma vez que nesse regime a barreira efetiva se reduz tanto em
altura quanto em largura, facilitando assim a nucleagdo do Universo em direcao a fase de
expansao classica. Em contraste, para € > 0 a barreira se eleva e se alarga, suprimindo de
maneira significativa a probabilidade de tunelamento. Além disso, o aumento da energia
de radiacao F e da constante cosmoldgica positiva A também contribui para o aumento

da probabilidade de tunelamento, em concordancia com resultados prévios [71, 72, 77].

Em conjunto, os resultados obtidos indicam que a nao comutatividade influencia de
maneira significativa a dindmica cléssica e quantica dos modelos cosmoldgicos considerados
neste trabalho. No regime classico, afeta a expansao e a isotropizacao de Universos anisotro-
picos, enquanto no regime quantico, modifica a barreira efetiva e modula a probabilidade de
nucleacao do Universo. Esses resultados sugerem que as deformagoes nao comutativas do
minisuperspaco constituem uma ferramenta promissora para explorar possiveis correcoes
a fisica do Universo primordial e abrem perspectivas para investigacoes futuras, como a

possivel conexao entre parametros nao comutativos e observaveis cosmolégicos.

Como perspectiva futura, seria interessante estudar modelos anisotrépicos nao
comutativos em nivel quantico. Uma investigacao desse tipo permitiria analisar os efeitos

da nao comutatividade sobre o probabilidade de tunelamento.
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APENDICE A — Inversa da métrica ADM por meio da férmula de

Banachiewicz

Neste apéndice derivamos a métrica inversa g"” correspondente a decomposicao
ADM por meio da inversao de matrizes particionadas baseada no complemento de Schur

(férmula de Banachiewicz) [172].

Inversao de matrizes particionadas

Consideremos uma matriz nao singular escrita em blocos como

M= (P Q), (A1)
R S

onde S é nao singular. Definimos o complemento de Schur de S em M como
M/S=P—QS'R.

A férmula de Banachiewicz fornece explicitamente a inversa de uma matriz particionada

na forma

(A.2)

M-l (M/S)~ —(M/S)'QS™
—ST'R(M/S)™t ST 4+ ST'R(M/S)'QS!)

Aplicagao a métrica ADM
Podemos escrever a métrica ADM como uma matriz particionada:

G = Yoo Joj | _ —N?% + NNk N;
o gio  YGij N; hij

Ao comparar com a forma geral (A.1), identificamos os blocos como

P=-N*4+N,N¥  Q=N;, R=(N)", S=h.

Calculo do complemento de Schur
Avaliamos explicitamente o complemento de Schur:
M/S=P—-QS'R
= —N?+ N.N* — N; W/* N,
= —N?+ N*N, — N*N,,
= —N2

Desse resultado concluimos que
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Calculo dos blocos de g
Componente temporal
Obtemos diretamente
¢ = (M[S)" = N
Componentes mistas
Para as componentes mistas, obtemos
g% = —(M/S)'QS™ = ~(~N"%) Nt = N2\,

e, por simetria,
giO — (gOi)T — N*QNZ‘.

Bloco espacial

Finalmente, obtemos o bloco espacial na forma
g7 =8+ STIR(M/S)rQS™!
= h 4 h* N (= N"2)N,h"
=hY — N2N'N.
Resultado final

A métrica inversa ADM assume, portanto, a forma

1 Ni
P R v
=1 Vv (A.3)

N2 N2
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APENDICE B — Determinante da métrica ADM por meio da férmula de

Banachiewicz

Neste apéndice calculamos o determinante da métrica quadridimensional g, na

decomposicao ADM, utilizando a teoria de matrizes particionadas baseada no complemento

de Schur (férmula de Banachiewicz) [172, 173].

Determinante de matrizes particionadas
Seja uma matriz nao singular escrita em blocos como
P
M = ¢ )

R S

onde P é nao singular. O determinante de M assume a forma
det(M) = det(P) det(S — RP™'Q).
Por outro lado, a métrica e a sua inversa satisfazem a identidade
det(g,,) det(¢g") = 1.

Aplicacao a métrica inversa ADM

A métrica inversa ADM pode ser escrita em forma matricial como

1w
g = N? N2
N g NN
I
Ao comparar com a forma geral (B.1), identificamos os blocos como
1 NI N . NiNi
P==w @=3 f=m =M

Calculo do complemento de Schur
Em primeiro lugar, o inverso do bloco escalar é
P =_N?

Aplicando o complemento de Schur, obtemos

) . NINi [N N7
a3 ()

= W,

Por conseguinte,
det(S — RP™'Q) = det(h").

(B.1)
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Determinante de g"”

Usando a expressao geral (B.2), obtemos

det(g") = det(P) det(hil) — (—N2> det(h") (B.6)

Se definirmos

h = det(hij),
entao )

det(hV) = —.

et(h) = 1
Portanto,
y 1

Resultado final

A partir da identidade (B.3), obtemos diretamente

1

- — _N?ph.
det(g*) h

det(g,w) =

Em consequéncia,

V=9 =/~ det(g,) = VN?h = NV (B.8)
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APENDICE C — Momento candnico conjugado a hg,

Neste apéndice calculamos explicitamente o momento canoénico I1% associado &

métrica espacial hy,, partindo da densidade lagrangiana gravitacional L4 no formalismo
ADM,

Lo =N [OR 4 K;KT — K| (C.1)
Definimos o momento candnico conjugado a hy, como
1 = % (C.2)
ahab

Dependéncia temporal por meio de K;;

A densidade lagrangiana L depende das derivadas temporais hij unicamente por

meio do tensor de curvatura extrinseca,

K= 2§V(N”' + Njji — hz’j)‘ (C.3)

Em particular, o escalar de curvatura tridimensional ®)R contém apenas derivadas espaciais

de h;; e, consequentemente,

0
—~ (NRV2OR) = 0. C.4
ahab( ) (C.4)

A partir de (C.3), obtemos
0K 1w
ahaz —— o (C.5)

Além disso,
K7 =n*'Ky, K =h"K;. (C.6)

Ao derivar com respeito a hg,, mantemos fixos h;; e h¥, de modo que

0 0K 1

.. . . 1
—— (K KV) =2K9 "9 = oK —— @51?> = ——K® :
Ohap ( ! ) Ohap < 2N5l J NV (C.7)
0K 0Ky 1 1
A At h”<—5961?> —_pe, C8
Ohay Ohap N 2N (C8)
e, por conseguinte,
OK? oK 1 1
— = 2K — = 2K<—h“b> = ——Kh". C.9
ah'ab ahab 2N N ( )
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Célculo de I1%

Utilizando as expressoes anteriores, avaliamos o momento candnico definido em
(C.2) como

0 a0
v [ahab (k) = 51 <K2)1

1 1
— Nh1/2 |:_Kab . (_K hzzb>:|
N N

= W2 (WK - K™). (C.10)

Dessa forma, o momento canénico conjugado a métrica espacial hy, assume finalmente a

forma

n* = vh (h"K - K) (C.11)
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APENDICE D — Obtencio da densidade hamiltoniana ADM em funcio do

momento candnico 19

Neste apéndice desenvolvemos a reescrita explicita da densidade hamiltoniana

gravitacional Hq em termos do momento canodnico 19,

Densidade hamiltoniana

Definimos a densidade hamiltoniana como

He = 17hy; — La. (D.1)
As quantidades fundamentais sao
7 — v/h (hin _ Kij) : (D.2)
Lo =NVh (PR + KKV - K?), (D.3)
K. = ziv (=his + Ny + Nyi) - (D.4)

Célculo de TT"h;;
Partimos da identidade (D.4), da qual isolamos

hij = —2NK;; + Nyjj + Ny, .

Entao,
M7 hy; = T (2N Ki; + Ny + Ny

= 2NTIYK;; + II7(Ny; + Njjp). (D.5)

Definimos
(I) = —2NTVKy;,  (I1) = IIY(Ny; + Nyjo).

Primeiro termo: —2NIIY K;;

A partir de (D.2) isolamos

1

IL;. (D.6)
Cdlculo do traco K
Tomamos o traco e substituimos K;; a partir de (D.6), obtendo

y y 1 1
K = h”Ki' - h” hZK - 71_[1 == 3K - 71_[,
J < J \/E J> \/E



onde IT = h;; 11",
Desse resultado obtemos

—2K:—LH - Kzi.

vh 2v'h
Substituimos esse resultado em (D.6) e obtemos

A, 1
2wh 7 Vh

Recolocando (D.8) em (I), encontramos

y 2N (11 .. g
—2NIIVKy; = — Vh <2H”hij - H”H“>
N

=7 (211,117 — 11%)

Segundo termo: IT7(N;; + Nj;)
Partimos de
I (Nyj + Njji) = IV Nyyj + IV Ny
No segundo termo trocamos i <+ j e, usando a simetria II¥ = II7¢, obtemos
IT7(Ny; + Njji) = 2117 Ny .
Aplicamos a regra do produto para a derivada covariante,
(ITYN;)y = 1Y (Ng) + No(T17)),

e isolamos

|7
Portanto,
7 (N + Njji) = 2(I17 N ) 5 — 2N;(117);).
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(D.7)

(D.8)

(D.10)

(D.11)

(D.12)

O primeiro termo corresponde a uma divergéncia total e gera um termo de fronteira, razao

pela qual nao é considerado. Em consequéncia,
Reunindo (I) e (II)

Substituindo (D.9) e (D.13) em (D.5), obtemos

T h;; = —= (21,11 — I1%) — 2\;ITY ;.
vhoY ’

(D.13)

(D.14)



Expressao de L; em termos de 1%

A partir de (D.8) e (D.7) obtemos

1

- - 1
K ;K7 —K*=— (HMH” — 2112) .

h

Substituimos esse resultado em (D.3) e escrevemos

N

1

Lo=NVhOR 4+ — <HUH” — H2> :

Vh

Densidade hamiltoniana

Usando (D.14) e (D.16) em (D.1), obtemos

Identificamos

Portanto,

N g y
HG = ﬁ(2HUHU — Hz) — 2NZ(HZ]|J)

N -
[N\/ﬁ GR 4+ —=(IT;;T1"7 — ;n%l

Vh

He=NH+ N, H

2

1 - -
N l\/ﬁ(mjnw — 1% - \/E(S)R] — 2N;(TT9 ;).
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(D.15)

(D.16)

(D.17)

(D.18)
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APENDICE E — Obtencio de p(i, s) a partir da primeira lei da termodinidmica

relativista

Neste apéndice deduzimos, passo a passo, a expressao da pressao do fluido perfeito
em termos da entalpia especifica e da entropia especifica s, isto é, p = p(u, s), a partir

da primeira lei da termodindmica relativista [81].

Primeira lei e derivadas termodinamicas

Partimos da primeira lei da termodindmica na forma
dp = pdpo + po T ds, (E.1)

onde p = p(pg, s) é a densidade total de energia, py a densidade de massa em repouso, 7" a

temperatura, p a entalpia especifica e s a entropia especifica.

Como p depende de (py, s), escrevemos o seu diferencial total como

([ Op dp
dp = (aP())S dpo + (83 >p0 ds. (E.2)

Ao comparar (E.2) com (E.1), identificamos diretamente as derivadas termodindmicas

_(9r _ (2
- (ap())S ) IOOT - <6S >p0 . (ES)

No que segue, utilizamos a primeira relagao de (E.3).

Equacao de estado e equagao diferencial para p(po, s)

Definimos a entalpia especifica relativista como

ptp
po= : (E.4)

Po

Adotamos a equagao de estado barotrépica

p=ap, (E.5)
onde « é uma constante (por exemplo, a = 0 poeira, o = % radiacdo, etc.).
Substituindo (E.5) em (E.4), obtemos

14+a)p iz
Po I+«

- (2) -

Agora utilizamos (E.3):
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Substituimos p a partir de (E.6) em (E.7). De (E.6) obtemos p = (1 + «)p/po, portanto
dp p

— | =(1+a)—. E.8

() ~a+at (£5)

Essa expressao constitui uma equagao diferencial (a entropia fixa) para p como fungao de

Po:
1(0p 1 8111,0)
p<8po>s ( )/30 (8111/)0 . (E9)

Integramos com respeito a py, mantendo s constante, e obtemos

Inp=(14a)lnpy+In f(s), (E.10)

onde In f(s) atua como constante de integracao, podendo depender de s. Ao exponenciar,

p(po,s) = pot f(s). (E.11)
Escolha de normalizagio para f(s)

Aproveitamos a liberdade de reparametrizacao da entropia especifica e fixamos a

normalizagao
fls)=¢, (B.12)
de modo a escrever
p(po,s) = po e”. (E.13)

Expressao de p e isolamento de py(u, s)

Usando (E.4)—(E.5) juntamente com (E.13), obtemos

14
= (poz)p = (1+a)pge’. (E.14)
0

A partir de (E.14), isolamos py:

poo poNYe
a_ : _ s/a E.15
=1 a¢ = rols) (H() € (E.15)

Pressao p(u, s)
Finalmente, partimos de p = ap e utilizamos (E.13) juntamente com (E.15):

p(p,s) = ap(po,s) = apy e’

1/a 1+«
a[( a > e_s/a] e’
14+«

1+1
o (1ia) e=s/, (E.16)
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APENDICE F — Calculo explicito da combinacéo K;;K% — K* para

a métrica LRS

Neste apéndice calculamos de forma explicita a combinagdo K;; K — K? para a
métrica localmente rotacionalmente simétrica (LRS) utilizada neste trabalho. Assumimos

um deslocamento nulo (N* = 0) e empregamos a definigao padrdo da curvatura extrinseca

K= —;Vhij. (F.1)
Meétrica espacial e inversa
Partimos do elemento de linha
ds® = =N()? dt* + a(t)’e "D dr? + a(t)%e”" (d6” + £(0)*de?), (F.2)

do qual obtemos uma métrica espacial induzida diagonal,
hij = diag(a®e™?, a*e?, a?e” f(0)?) . (F.3)
Por ser diagonal, a sua inversa assume a forma
hi = diag(afzeﬁ, a2 P, a72€75f(9)72) : (F.4)
Derivadas temporais de h;;

Como f(6) nao depende do tempo, obtemos

e = a?e™ <23 — ﬂ) , (F.5)
heo = a2e” (22 + 6) : (F.6)
oy — a2e? F(0)? (22 +5). (F.7)

Curvatura extrinseca K,

Usando a defini¢ao (F.1), obtemos as componentes nao nulas de K;; na forma

B a’e™? [a 6

Krr - N ((l - 2) 9 (FS)
a*f (a 3

Kog = — N (a + 2) ) (F.9)

8 .
Ky = 1Ok ]{,(9)2 (Z + g) : (F.10)



Componentes mistas e trago

Calculamos mediante K'; = h"* K};. Dado que a métrica é diagonal,

obtemos

O traco da curvatura extrinseca é dado por

. 1(.a f
K=K;,=—-—(3=+2].
N(a 2)

Célculo de K,;; K"

Onde, Kinij = KijhikhjEKM = (thKk])(hjngl) = Kinji s

para um tensor diagonal, vale:
K K7 = (K" + (K7)* + (K%)%.
Substituindo as expressoes (F.11) e (F.12), obtemos
K. K4 — L 3 <d>2+ (a) B_|_ §52
v TN a a 47 |7
Céalculo de K*?

Elevando ao quadrado a expressao (F.13), obtemos

e b @) o) ]

Resultado final

Subtraindo (F.16) de (F.15), obtemos finalmente

y 1 a2 a- 1.
KijK7 - K*=_—|-6— —2-8+4+-8%]]|.
Y N2< 0 aﬁ+26>
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(F.11)

(F.12)

(F.13)

(F.14)

(F.15)

(F.16)

(F.17)
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APENDICE G — Cilculo explicito do escalar de curvatura tridimensional
)R para a métrica LRS

Neste apéndice deduzimos de forma explicita o escalar de curvatura tridimensional

(®)R para a métrica localmente rotacionalmente simétrica (LRS) utilizada neste trabalho.

Meétrica espacial induzida

A 3-métrica induzida sobre Y; assume a forma
hij = diag(a2€767 a2667 G/Qeﬁf(9>2) 9 <Z7j =T, 97 ¢)7 (Gl)

onde a(t) e B(t) dependem apenas do tempo, e as derivadas espaciais atuam unicamente

sobre a fungao f(0).

Métrica inversa
Como a métrica (G.1) é diagonal, a sua inversa assume a forma
h' = diag(a‘2eﬁ, a2e?, a_ze_ﬁf(e)_2) : (G.2)
Derivadas espaciais da métrica

A tnica componente de h;; que depende explicitamente da coordenada 6 ¢é
hes = a’e” f(0)*.
Portanto,
Oohas — 206 [(0)1'(0), (G.3)
onde f'(f) = df/df. Todas as demais derivadas espaciais de h;; sdo nulas.

Simbolos de Christoffel tridimensionais

Definimos os simbolos de Christoffel associados & métrica tridimensional como

(3)Fijk = ;hw (Ojha + Okhej — Ochiji) - (G4)
Utilizando os resultados anteriores, obtemos como tnicos simbolos nao nulos
Dl = ;h% (=0phgs)
= 5 (a72e?) (202" f) = 41" (G.5)
1

(3)F¢9¢ — (3)F¢¢9 — §h¢¢ Aphepes

= 5 () (1) = (G0
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Tensor de Ricci tridimensional
O tensor de Ricci tridimensional assume a forma
(3)Rij _ ak(3)rkij _ aj(?))rkik + (3)sz‘j (3)F4M _ (3)Ff“g (3)ijg. ((}7)

Como existe dependéncia apenas em 6 e os simbolos nao nulos sdo os obtidos em (G.5) e

(G.6), obtemos diretamente

R, — 0, <3>R99:—J;f(<j)), DRy = —1(0)(0), (G.8)

onde f”(0) = d?f/d6>.
Escalar de curvatura tridimensional
Definimos o escalar de curvatura tridimensional como
GR = n GR,;. (G.9)
Substituindo (G.2) e (G.8), obtemos

GR = h99(3)R99 + h¢¢(3)R¢¢

= (a7%) (—J;) + (a2 £ (£ 1)

_ 277 f(0)
a2 f()°

(G.10)

Casos particulares

De acordo com a escolha da funcao f(0), a expressao de )R leva aos seguintes

casos de interesse:
o Bianchi I: f() =1, f” =0, de modo que
®R = 0.

« Kantowski—Sachs: f(0) =senf, f” = —sen0, e, portanto,

726*5
=—.

GR

a
« Bianchi III: f(0) = senh 6, f” =senf, o que conduz a

2¢F

a? -’

GR = —
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APENDICE H — Cilculo explicito da combinacio K;;K% — K* para
a métrica FLRW

Neste apéndice calculamos de forma explicita a combinagdo K;; K — K? para a
métrica FLRW, assumindo N* = 0 (homogéneo e isotrépico) e empregando a definigao

padrao da curvatura extrinseca.

mfrbk%, (H.1)
Meétrica espacial e inversa
Partimos do elemento de linha
@2:—N@fw?+qw2L_;ﬂ+42@W+ﬂm%d&ﬂ, (H.2)

do qual obtemos a métrica espacial induzida diagonal

1
hij = a® diag(lw, r?, r23en2<9) : (H.3)
—kr
Por ser diagonal, sua inversa assume a forma
Wi — a2 diag(1— kr?, £ L (H.4)
- s " 12sen2g) '

Derivadas temporais de h;;

Como os fatores espaciais nao dependem do tempo, a dependéncia temporal provém

exclusivamente do fator de escala a(t). Obtemos entao

h'/‘T = 2@@ 1_7]{;7’27 (H5)

heo = 2aar?, (FL.6)

h¢¢ = 2aar?sen0. (H.7)

Curvatura extrinseca Kj;
Substituindo (H.5)—(H.7) na defini¢do (H.1), obtemos

aa 1

Ko == 375 H.8
N 1— kr? (H.8)
aa

Ko = =51 (HL.9)
aa o

Ky = N sen’). (H.10)
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Observamos que pode fatorizar-se a métrica espacial, o que permite escrever de

maneira compacta

Componentes mistas e traco

Calculamos mediante K'; = h* K, 1j- Dado que a métrica é diagonal, obtemos

Ky =K'= Kby =~ H.12
6 ©= T Na (H.12)
O trago resulta
K=K;,=K,+K’%+K? _ % (H.13)
% r ¢ NCL' .
Célculo de K,;; K"
para um tensor diagonal, vale:
K K7 = (K",)* + (K%)* + (K%;)*. (H.14)
Ao substituir (H.12) em (H.14), obtemos
g a \2
K ;K7 =3 (> : H.15
J Na ( )
Calculo de K>
Elevando ao quadrado a expressao (H.13), obtemos
2 a\?
K-=9(—) . H.16
<Na> ( )
Resultado final
Subtraindo (H.16) de (H.15), obtemos finalmente
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APENDICE I — Célculo explicito de curvatura intrinseca ®)R para la métrica

FLRW

Neste apéndice deduzimos de forma explicita a curvatura intrinseca )R associada

a hipersuperficie espacial ¥; da métrica FLRW.

Meétrica espacial e inversa

A 3-métrica induzida sobre ¥; assume a forma

a2

hij = diag<1k27 a2r2, a2T286H29> ) (i, =1,0,9). (L2)
—kr

Como h;; é diagonal, sua inversa assume a forma

1—kr? 1 1 )

2 )

h' = diag< (1.3)

a a?r?’ a2r2?sen2f
Derivadas espaciais nao nulas de h;;

Como a = a(t) nao depende de (7,0, ¢), as derivadas espaciais atuam apenas sobre

os fatores geométricos. Obtemos

2 2
Ohye = O, (1 - W) = (12_“ :;;)2, (1.4)
Orhgo = 0,(a*r?) = 2a*r, (L.5)
Oyhys = 0,(a’r’sen®0) = 2a*rsen0), (1.6)
ohyy = Op(a*r?sen’d) = 2a*r?send cos 0. (L.7)

Nao aparecem outras derivadas espaciais nao nulas devido a diagonalidade de h;; e a

dependéncia explicita de hgyy em 6.

Simbolos de Christoffel tridimensionais ®)T";;

Definimos os simbolos de Christoffel associados a h;; por
. 1 .
G, = 5}# (O;huk + Ophy; — Oehi) - (1.8)

A partir de (1.4)-(1.7), calculamos as componentes nao nulas.

Componentes com indice superior r

Em primeiro lugar,

1 1—kr?2  2d%kr B kr
2 a2 (1—kr2)?2 1 —kr?

1
(3)FTT‘T == ihTrarhrr -
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Em seguida,

11— kr?
BT gp = —*hwa oy = 32 T (2a2r) = —r(1 — kr?), (1.10)
e de maneira analoga,
11— kr?
OT" s = ——h”& hyg = 3 L (2a*rsen®d) = —r(1 — kr?)sen?d. (I.11)
Componentes com indice superior 6
Calculamos ) - .
Ol g = O, = —h%0,hgg = ——— (2a%r) = - 1.12
ro or 9 rt60 9 CL27”2( a 7") 7’, ( )
e também
(3)T6 L, 99 11
%4 = —=h" Ophyy = ——ﬂ(Qa r?senf) cos §) = —senf cos 0. (I.13)
2 2 a*r
Componentes com indice superior ¢
De (1.6) e (1.7) obtemos
®re,, = Or?, —h °0.h 1#(2a2rsen29) _1 (I.14)
" 0 9 a2r2sen?f r’
¢ 1 1
@rey, = B¢, h¢¢8gh¢¢ 2m(2a2r2sen9 cos ) = cot . (I.15)
Estas s@o as Gnicas componentes nao nulas de F’
Tensor de Ricci tridimensional ( Rz]
Usamos a defini¢ao
(3)Rij = O (3)Fkij — 0 (3)Fkik + (3)Fkij (3)F5M _ (3)Ffl.k (3)ij€_ (1.16)

Como a métrica é diagonal (FLRW), basta determinar ®R,,., @Rz e GR,,.

Cdlculo explicito de )Ry

Avaliamos cada termo de (1.16) para (i,5) = (6, 0).
(1) Termo ), ®T*y. Somente contribui k = r porque T7p9 # 0. Assim,

O BT g9 = 0, BTy = ar( —r(l— er)) = —1+ 3kr?. (1.17)

(2) Termo —3dy ¥ T*y,.. Calculamos primeiro

(3 )F 0k = =6 )F 0p = cot 9, (118)
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e portanto
—09 BT%g, = —0p(cot 0) = + csc? 6. (L.19)

(3) Termo ®)I'*%g, ®T'%;,. Somente contribui k = r. Usamos
kr 1 1

Gt , = G C) @Cre | — Sz 1.20
ré rr+ r9+ ro 1—kJT2+T+T7 ( )
e entao
G7ge OT ) = —r(1 — kr?) LU I . (1.21)
" 1—Fkr2 r

(4) Termo —® Ty, ®Tky,. As contribuicdes nao nulas provém de (k, £) = (r,0) e
(k, 0) = (¢, 9):
—O)Ipt,, Ok, = — ((3)F7‘99 Gpl, + Gl G, + (3)F¢9¢ (3)F¢9¢)
= 2(1 — kr®) — cot® 6. (I.22)
Somando (1.17), (1.19), (1.21) e (1.22), obtemos
ORpp = (—1 + 3kr?) + csc? 0 4 (=2 + kr?) + (2(1 — kr?) — cot? 9). (1.23)

Usando a identidade csc? @ — cot? @ = 1, simplificamos (I.23) e obtemos

(3)R99 = 2]€T2 (124)

Resultados para ®R,, e ®R,,

Repetindo o procedimento anterior para as outras componentes diagonais, obtemos:

2k
1—Fkr2 |

(3)RT7’ -

®Rgp = 2kr’sen®d (1.25)

Escalar de curvatura tridimensional G'R

Definimos o escalar tridimensional como a contraciao com h¥:
GR = v (S)Rz'j — BT (S)Rr’r + pb? (3)390 + po (3)R¢¢. (1.26)

Substituimos (1.3), (I.24) e (1.25). Para cada termo obtemos:
1=k 2k 2k

Ry = e s = (L.27)
B BRgy = ajﬂ (2kr?) = i]j (1.28)
ho? BR,, = a27’2ie1129 (2kr’sen®f) = ZI;:. (1.29)
Somando (1.27)-(1.29) em (1.26), obtemos finalmente
O _ (25)2 (1.30)
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APENDICE J — Aproximacdo WKB para a equacdo de Wheeler-DeWitt

Neste apéndice desenvolvemos passo a passo a aproximagao semiclassica WKB

aplicada a equagao de WDW escrita em forma tipo Schrodinger na variavel de escala a.

Equacao diferencial e potencial efetivo
Partimos da equacao
d*y

Tzt 12(E — Vig(a))y =0,

onde o potencial efetivo é dado por

Veg(a) = 3a® — Aa* + ca.

Ansatz WKB

Introduzimos o ansatz semiclassico

Calculamos as derivadas.

Primeira derivada:

dﬁ(a) = A +iApe” = (A +iAy)e”
a

Segunda derivada:

d%(a) d / . N ip / . ! d 1%
i %(A +iAp e + (A +2A<p)%e
= (A" +iA' Y +iAP" e + (A +iAY) (i)' e

_ (AN—FQZ.A,SO/—A<§0/)2+7:ASON) ol

Separacao em parte real e imaginaria
Substituimos (J.5) em (J.1) e fatoramos €'#:
A" — A + (A + AY") + 12(E — Veg)A = 0.
Separando parte real e imaginaria obtemos o sistema

A" — AP +12(E — Vyg) A = 0,
2A'¢" + Ap" = 0.

(J.2)

(J.4)

(1.5)

(J.6)
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Aproximagao semiclassica

No regime WKB supomos que a amplitude varia lentamente,

A" < JA(¢)?]. (J.8)
Desprezando A” em (J.7a) obtemos
(¢")? = 12(E — Veg). (J.9)
Definimos o momento
k(a) = /12(E — Vig(a)). (J.10)
Entao
o(a) = £k(a),  ola) =+ / k(a) da. (J.11)

Determinacao da amplitude

A equagao imaginéria (J.7b) pode ser escrita como

d 2, 1
- (4%') = 0. (J.12)
Daqui obtemos, integrando,
A%p = C. (J.13)
Substituindo ¢’ = k(a):
Ala) = ¢ : (J.14)
k(a)

Solucao WKB

Substituindo (J.11) e (J.14) no ansatz (J.3) obtemos:

Na regiao classicamente permitida (E > Vig):

(a) = i(la exp<ii/k(a) da> , k(a) = \/12[E - ‘/eﬂ”(a)] (J.15)

~

Na regiao proibida (£ < Veg):

w(a) = Zza exp(i [ ¥ da), k'(a):\/m[veﬁ(a)—E] (7.16)

5

onde (] e (5 sao constantes de integracao.



