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RESUMO

O planejamento da operagao hidrotérmica de médio prazo requer a tomada de decisdes sob
incerteza, considerando restri¢des operativas, elétricas, ambientais e regulatorias. Em aplicacdes
reais, muitas dessas restri¢gdes possuem natureza condicional, exigindo a introducdo de varidveis
inteiras nos modelos de otimizagdo. Entretanto, a presenga dessas varidveis aumenta significati-
vamente a complexidade dos problemas estocasticos multiestdgio e impde desafios a aplicagdo
dos métodos cléassicos de decomposi¢ao. Esta tese investiga os impactos da representacao de
restri¢des condicionais em problemas de planejamento hidrotérmico e propde novas estratégias
para sua resolucao eficiente. Inicialmente, é realizada uma anélise tedrica da estrutura dual
dos subproblemas utilizados no método de Programagdo Dinamica Dual Inteira Estocéstica,
identificando propriedades relevantes para a construcdo de aproximacdes da fungdo de recurso.
Com base nesses resultados, propde-se uma nova familia de cortes de Lagrange, denominada
Tighter Lagrangian Cuts, bem como uma estratégia hibrida de decomposi¢do que combina
caracteristicas dos cortes de Benders e dos cortes Lagrangianos. As metodologias propostas sao
avaliadas em estudos de caso representativos do planejamento da operacdo do sistema elétrico
brasileiro. Os resultados demonstram que os Tighter Lagrangian Cuts produzem aproximacoes
mais precisas da funcdo de recurso e aceleram a convergéncia do processo iterativo. Adicional-
mente, a estratégia hibrida mostrou-se capaz de combinar escalabilidade computacional e maior
capacidade de representacdo das ndo convexidades associadas as varidveis inteiras. Os resultados
obtidos evidenciam o potencial das técnicas desenvolvidas para ampliar a aplicabilidade dos
métodos de decomposicao em problemas estocédsticos multiestdgio com restricdes condicionais,

contribuindo para o avanco do estado da arte na drea.

Palavras-chave: Planejamento Energético, Otimizacao Estocéstica, Programacdo Linear Inteira

Mista, Programacdo Dinamica Dual Inteira Estocéstica, Cortes de Lagrange



ABSTRACT

Medium-term hydrothermal operation planning requires decision-making under uncertainty
while accounting for operational, electrical, environmental, and regulatory constraints. In real-
world applications, many of these constraints are conditional in nature, requiring the introduction
of integer variables into optimization models. However, the presence of integer variables
significantly increases the complexity of multistage stochastic optimization problems and poses
major challenges to the application of classical decomposition methods. This thesis investigates
the impacts of representing conditional constraints in hydrothermal planning problems and
proposes new strategies for their efficient solution. First, a theoretical analysis of the dual
structure of the subproblems arising in the Stochastic Dual Dynamic Integer Programming
(SDDiP) framework is conducted, identifying properties that are relevant to the construction of
cost-to-go function approximations. Based on these findings, a new family of Lagrangian cuts,
termed Tighter Lagrangian Cuts, is proposed, together with a hybrid decomposition strategy that
combines features of both Benders cuts and Lagrangian cuts. The proposed methodologies are
evaluated through case studies representative of the Brazilian power system operation planning
problem. The results show that Tighter Lagrangian Cuts provide more accurate approximations
of the cost-to-go function and accelerate the convergence of the iterative solution process.
Furthermore, the hybrid strategy proved capable of combining computational scalability with an
enhanced ability to represent the nonconvexities associated with integer variables. Overall, the
proposed techniques expand the applicability of decomposition methods to multistage stochastic

problems with conditional constraints and contribute to advancing the state of the art in the field.

Keywords: Energy Planning, Stochastic Optimization, Mixed-Integer Linear Programming,

Stochastic Dual Dynamic Integer Programming, Lagrangian Cuts
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1 Consideracoes Iniciais

Este capitulo visa apresentar a motivacao e os objetivos centrais deste estudo. Primei-
ramente, serd feita uma introducdo breve ao contexto do trabalho, acompanhada da exposicdo
dos principais desafios associados. Em seguida, serdo delineados os objetivos e as principais

contribui¢des. Por fim, serd apresentada a estrutura geral do texto.

1.1 Introducao e Motivagao

O planejamento da operacdo energética visa auxiliar a gestdo de recursos de geracao de
energia em um sistema de poténcia. Esta gestdo deve considerar tanto o atendimento a demanda
energética no presente e no futuro, quanto o atendimento de restricdes operativas de carater
elétrico, hidrico, ambiental, politico, entre outros [1]. O propdsito € alocar os recursos de maneira
a minimizar os custos, a0 mesmo tempo em que se busca mitigar os riscos associados ao nao
atendimento da demanda futura, com vistas a seguranga energética do sistema. Assim, devem-se
considerar incertezas associadas a ocorréncias futuras, tais como regime de chuvas ou variagdes
na demanda energética, de modo a proporcionar uma resposta robusta. Desse modo, a otimizagdo
estocdstica é amplamente utilizada para a modelagem e resolucdo do problema de planejamento

energético [2, 3, 4, 5].

Restri¢des operativas e fisicas relevantes de usinas hidrelétricas frequentemente apre-
sentam cardter condicional, isto €, variam de acordo com o estado operativo da usina, de modo
que sua representacdo adequada requer a introducdo de varidveis inteiras. Tais restricdes podem
exercer impacto significativo sobre a operacdo global do sistema. Nesse contexto, torna-se
fundamental representa-las de forma precisa nos modelos de planejamento, de modo a garantir a
consisténcia temporal (time consistency [6]). Em outras palavras, as caracteristicas do problema
em estdgios futuros, quando planejadas no presente, devem refletir da forma mais fiel possivel as

condig¢des que serdo efetivamente observadas quando esses estigios ocorrerem.

A aplicagdo conjunta de técnicas de otimizagdo inteira e estocdstica ao planejamento
energético ainda apresenta desafios significativos. Nas sec¢Oes seguintes, sao discutidas separa-
damente as principais dificuldades associadas a cada uma dessas areas, a fim de evidenciar a

complexidade resultante de sua integracgao.

1.1.1 Desafios do Planejamento Energético

Sistemas de poténcia interligados de grande porte agregam diversas fontes de energia
(ex: usinas hidrelétricas, térmicas, edlicas, fotovoltaicas), além de restricdes e incertezas futuras,
que tornam seu planejamento muito complexo. Esse problema exige modelagem matematica

complexa para representar de forma exata ou aproximada cada aspecto do sistema real, além
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de técnicas estatisticas para modelar as incertezas do planejamento. Assim, a utilizacdo de
ferramentas computacionais para a execugdo deste planejamento € essencial. Algoritmos de
otimizagao sdo muito explorados nestas ferramentas de forma a encontrar a operacao 6tima

considerando os aspectos e restricdes presentes no sistema.

Assim, existem grandes desafios no planejamento energético relacionados tanto a mode-

lagem quanto ao algoritmo de solugdo:

* modelagem: quanto mais precisa for a modelagem dos componentes e aspectos do sistema,
mais realista serd a resposta do modelo. No entanto, aumenta-se também a complexidade
de sua resolugdo, o que pode resultar em tempos computacionais proibitivos ou até mesmo

na auséncia de um algoritmo capaz de encontrar uma solucao satisfatoria.

* algoritmo de solugdo: os algoritmos de solu¢cdo procuram viabilizar a resolu¢do dos
modelos citados acima. Os dois principais pontos criticos em relagdo ao algoritmo de

solucdo sdo:

— robustez computacional, ou seja, o algoritmo deve ser capaz de resolver um razoavel
nimero de diferentes instancias de tamanho real em um tempo aceitavel. Algumas
caracteristicas relevantes para a robustez sdo: rapidez, eficiéncia e adequabilidade ao

processamento paralelo;

— qualidade da solugdo, na qual devem ser avaliadas a capacidade de encontrar a

solucdo Gtima e as imprecisdes associadas.

No contexto do planejamento da operacdo de médio e longo prazos, os modelos atual-
mente utilizados incorporam as incertezas por meio de técnicas de otimizacgao estocéstica. No
entanto, esses modelos geralmente sdo baseados em restricdes lineares considerando apenas
variaveis continuas [2], [7], o que os classifica como problema de Programacgdo Linear (LP
- do termo Linear Programming) e, consequentemente, um problema convexo. Isso limita a
representacio de restricdes operativas mais complexas, como aquelas condicionadas a outras
varidveis de decisdo, como, por exemplo, regras que determinam a defluéncia maxima a depender
da faixa de volume na qual a usina estd operando. Estas regras ndo podem ser adequadamente
modeladas em um LP. Para representé-las, é necessario recorrer a aproximagdes/linearizacgoes,

como o uso de modelos lineares por partes.

Ja no planejamento de curto prazo [8], aplicam-se técnicas de otimizagdo linear inteira
mista, que permitem a representagdo de decisdes condicionadas. No entanto, as incertezas,
embora presentes — especialmente em relacdo as fontes de energia intermitentes — sao frequen-

temente desconsideradas nesse horizonte temporal.
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1.1.2  Desafios da Otimizacao Linear Inteira Mista

A programacdo linear inteira mista (MILP - do termo Mixed Integer Linear Programming)
trata de problemas de otimizacao nos quais algumas varidveis de decisdo devem assumir valores
inteiros e/ou bindrios [9]. A imposi¢ao de integralidade torna a regido vidvel ndo convexa,
de forma que a resolucio do problema fica consideravelmente mais desafiadora, uma vez que
métodos eficientes aplicados a otimizacao linear continua ndo sdo aplicaveis. Em geral, lidar com
varidveis de decisdo inteiras recai em condi¢des enumerativas e requer técnicas mais avangadas,
como relaxacgdo lagrangiana [10], algoritmos baseados em branch-and-bound [11] e heuristicas

especializadas [12].

Esse tipo de problema € recorrente em vdrias dreas, incluindo logistica, planejamento de
expansdo e problema de alocacdo. No contexto do planejamento da operagdo energética de curto
prazo, uma aplicacdo amplamente reconhecida € a alocacdo de unidades (unit commitment), que
busca modelar o acionamento e desligamento de unidades geradoras, como térmicas, hidraulicas

e nucleares.

Embora a otimizagdo linear inteira mista seja bastante explorada na literatura, ainda
existem indmeros desafios na resolucdo de problemas de grande porte, onde os algoritmos exatos
nao sdo capazes de encontrar a solucao em tempo computacional aceitavel e os algoritmos nao

exatos, por serem baseados em heuristicas, ndo garantem uma resposta adequada.

1.1.3 Desafios da Otimizagao Estocdstica

A otimizacdo estocastica [13] busca resolver problemas de otimizacdo em que alguns
parametros sdo incertos. Geralmente, estd associada a problemas de decisdo em dois ou mais
estdgios, onde a incerteza € revelada a cada estdgio temporal. Assim, € necessario encontrar uma

politica que considere tais incertezas e estime o custo futuro associado a uma decisdo.

Para obter uma politica adequada € essencial avaliar diversos cendrios possiveis, o que
pode tornar o problema de grande magnitude. Portanto, algoritmos de otimizagdo estocdstica
ndo apenas representam incertezas, mas também devem ser projetados para lidar com alta
dimensionalidade. Técnicas de decomposi¢do podem ser empregadas para reduzir o problema.
No entanto, essas técnicas possuem premissas em relacao ao tipo de problema considerado, o

que pode limitar a sua aplicagdo.

1.2 Objetivos e contribui¢des

O principal objetivo deste trabalho € estudar o algoritmo de Programagdo Dinamica
Dual Inteira Estocéstica (SDDiP) e sua aplicagdo ao problema de planejamento energético

de médio e longo prazos, visando a representacdo de restricdes condicionais. Além disso,
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foca-se na metodologia DDiP (Programacdo Dindmica Dual Inteira), que consiste na resolucao
de problemas estocdsticos considerando toda arvore de cendrios, ou seja, sem realizagcdo de
amostragem dos cendrios, o que permite observar efeitos de convergéncia de forma deterministica.
Tais metodologias combinam os desafios da otimizacao inteira e da otimizac@o estocdstica,

possibilitando uma modelagem mais acurada do problema em estudo.

Este trabalho envolveu uma revisdo bibliografica sobre métodos de decomposicao para a
resolugdo de problemas de otimizacao estocastica multiestdgio linear inteira mista, bem como
sobre a aplicagdo dessas técnicas a problemas reais, com €nfase no algoritmo SDDIiP. Esse estudo

fundamentou as principais contribui¢des da pesquisa, que sdo apresentadas a seguir:

* Avaliacdo conceitual das caracteristicas dos cortes que podem ser empregados no método

SDDIiP, com foco na exatiddao, na complexidade e no desempenho computacional.

Proposi¢ao de uma metodologia para a obten¢do de novos cortes para o método SDDiP e
DDiP.

* Incorporagdo de restricdes condicionais ao problema de planejamento energético, acompa-
nhada de uma anélise em um caso tutorial para demonstrar os impactos dessas restricoes

na func¢do de custo futuro.

Aplicacdo do método DDiP ao problema de planejamento energético estocdstico, com ava-
liacdo dos métodos de geracao de cortes existentes na literatura, bem como da metodologia

proposta.

Proposicdo de uma metodologia heuristica hibrida (DDP + DDiP) que viabiliza a aplicagdo
do método DDiP a problemas de grande porte e sua comparagdo com os algoritmos

empregados na pratica.

1.3 Publicacdes e apresentacdes do trabalho

L. C. Brandao, A. L. Diniz and B. H. Dias, "A Two-step Decomposition Approach for
Stochastic Mid-term Power Generation Planning with Disjunctive Constraints for Reservoirs",
in IEEE Access, doi: 10.1109/ACCESS.2026.3704030.

L. C. Brandao, A. L. Diniz and B. H. Dias, "A comparative study of cutting strategies
within the SDDIP framework: building tighter Lagrangian cuts", submetido para Engineering

Optimization inicialmente em 17 de setembro de 2025 e a revisdo 1 em 12 de abril de 2026.

L. C. Brandao, A. L. Diniz and B. H. Dias, "Stochastic Dual Dynamic Integer Program-
ming: finding better Lagrangian Cuts and application on energy planning problem", apresentado

no XVIIth International Conference on Stochastic Programming (ICSP), Paris, Franca, 2025
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L. C. Brandao, A. L. Diniz and B. H. Dias, "Efficient Generation of Lagrangian Cuts
through Boundary Dual Maximization in SDDiP", apresentado no XV Brazilian Workshop on
Continuous Optimization (BRAZOPT) , Blumenau, Brasil, 2026

1.4 Organizagdo do texto

A sequéncia deste documento estd organizada da seguinte forma. No Capitulo 2, é
apresentada uma introdugao ao problema de planejamento energético abordado neste trabalho,
bem como uma discussdo sobre a importancia e os desafios associados a representacdo de
varidveis inteiras nesse contexto. O Capitulo 3 apresenta uma revisao bibliografica das principais
metodologias empregadas na resolu¢do de problemas de otimizagdo estocdstica multiestagio
com varidveis inteiras, com €énfase nos algoritmos que utilizam variaveis de recurso bindrias e

em suas aplicacdes préticas.

No Capitulo 4, sdao detalhadas a formulagdo do problema e as metodologias SDDiP e
DDiP, bem como os diferentes tipos de cortes utilizados por esses métodos e considerados neste
trabalho. O Capitulo 5 apresenta estudos de caso de pequeno porte com o objetivo de avaliar o
impacto da consideragdo de varidveis inteiras na fungdo de recurso e analisar o desempenho de

diferentes metodologias propostas na literatura.

O Capitulo 6 analisa, sob uma perspectiva conceitual, o processo de construcao dos cortes
de Lagrange, destacando as principais caracteristicas do problema dual associado e seus efeitos
sobre a qualidade dos cortes gerados. No Capitulo 7, sdo apresentados os cortes Lagrangianos e os
procedimentos para sua obten¢ao, incluindo a proposicao de um novo tipo de corte, denominado
Tighter Lagrangian Cut. Em seguida, o Capitulo 8 avalia computacionalmente os diferentes

tipos de cortes Lagrangianos, comparando seu desempenho em diversas configuragdes.

Por fim, o Capitulo 9 apresenta estudos de caso de grande porte e evidencia os desafios
associados a sua resoluc¢do, tanto de forma monolitica quanto por meio de técnicas de decompo-
sicdo. No Capitulo 10, é proposta uma heuristica de decomposicdo em duas etapas, que combina
a eficiéncia computacional de métodos aproximativos, como a DDP, com a maior exatidao de
técnicas mais complexas, como a DDI1P, buscando um equilibrio entre qualidade da solugao e
esforco computacional. E o Capitulo 11 retine as principais conclusdes do trabalho e discute

suas contribui¢des, além de indicar temas para pesquisas futuras.
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2 Problema Multiestagio Estocastico Linear Inteiro Misto (MS-MILP) e Planejamento

Hidrotérmico

Este capitulo apresenta os conceitos centrais necessarios ao desenvolvimento deste
trabalho. Inicialmente, discute-se o problema de planejamento energético, destacando seus
principais aspectos no contexto de sistemas de poténcia de grande porte. Em seguida, sdo
descritos os componentes € a modelagem adotada para o problema considerado. Posteriormente,
introduzem-se os fundamentos da otimizacao estocdstica multiestagio utilizados ao longo do
texto. Por fim, sdo discutidos a motivacdo e os principais desafios associados a incorporagdo de

programacdo inteira no planejamento energético de médio e longo prazos.

2.1 Visao geral do planejamento energético

O planejamento energético consiste em um processo complexo de coordenacdo de
diferentes fontes de geragdo com o objetivo de garantir uma oferta estavel, econdmica e eficiente
de energia elétrica. As usinas hidrelétricas desempenham papel fundamental nesse contexto por
combinarem uma geracdo renovavel com capacidade de armazenamento. A capacidade dessas
usinas de ajustar a geragdo de acordo com a necessidade, armazenando d4gua em reservatorios
e liberando-a no futuro, proporciona flexibilidade e confiabilidade ao sistema. No entanto, a
dependéncia do regime hidrolégico, caracterizado por elevada incerteza no médio e longo prazos,

representa um dos principais desafios para a gestao desse recurso.

As usinas térmicas, por sua vez, apresentam geracao mais previsivel, assumindo-se, como
usual no planejamento, a inexisténcia de restri¢des relevantes no suprimento de combustivel.
Elas sdo fundamentais para o atendimento da carga em periodos de escassez hidrica ou alta
demanda. Contudo, possuem custos operacionais elevados, impactos ambientais significativos e
restrigdes operativas que dificultam sua modelagem, especialmente em horizontes de curtissimo
prazo. As usinas edlicas e solares, cada vez mais presentes nos sistemas elétricos, constituem
uma fonte limpa e renovavel, porém sujeita a elevada variabilidade, sobretudo no curto prazo,

exigindo sua complementacao por outras fontes ou mecanismos de armazenamento.

Outros recursos energéticos, como a energia geotérmica, também podem fazer parte do
portfdlio energético. Cada diferente fonte traz suas proprias vantagens e desafios, e seu papel na

seguranca e eficiéncia de um sistema de poténcia interligado.

O planejamento energético exige uma abordagem integrada que considera as caracteristi-
cas de cada tipo de usina, a capacidade de armazenamento, a rede de transmissdo e os aspectos

econdmicos e ambientais; usualmente € dividido em diferentes horizontes temporais:

* Planejamento de longo prazo: considera horizontes de 5 a 10 anos, com discretizagao

mensal. Seu objetivo principal € a definicao de politicas operativas que garantam a
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seguranca energética futura, mitigando riscos associados as incertezas hidroldgicas. Tal

politica visa a determinacao do valor intertemporal do recurso hidrico.

* Planejamento de médio prazo: abrange horizontes de at€ um ano, com discretizagdo
semanal ou mensal. Nesse nivel, busca-se maior detalhamento da representacdo das usinas,
da rede de transmissdo e da discretiza¢ao temporal, permitindo a obten¢do de politicas
operativas mais proximas da realidade e fornecendo subsidios para andlises operativas e

sinalizacdo de precos mais adequados para serem utilizados no horizonte de curto prazo.

* Planejamento de curto prazo: considera horizonte de até uma semana com discretizagdo
horéria ou semi-hordria. O objetivo € determinar um despacho vidvel e econdmico
compativel com a operagdao em tempo real, servindo como apoio a tomada de decisdo e

proporcionando um preco de mercado alinhado com a operagdo econdmica do sistema.

Em sistemas de grande porte com elevada participagdo hidrelétrica, o planejamento de
médio e longo prazos torna-se particularmente complexo devido a trés fatores principais: (i)
a incerteza associada as vazdes afluentes; (ii) o acoplamento temporal decorrente da gestio
intertemporal dos reservatdrios; e (iii) o acoplamento espacial resultante da operacdo em cascata

das usinas, na qual decisdes locais impactam o desempenho global do sistema.

Nesse contexto, ferramentas de otimizagdo estocastica multiestdgio sdo amplamente
empregadas, pois permitem representar explicitamente a incerteza hidroldgica e os efeitos
intertemporais da operagao dos reservatérios. Exemplos de aplicagdes em sistemas predomi-
nantemente hidricos incluem o Brasil [2][14][8], o Chile [15], a Noruega [16][3] e o Canada
[17][5].

2.2 Componentes e modelagem do problema de planejamento energético

Neste trabalho, considera-se uma modelagem de longo e médio prazos do planejamento

energético que contempla os seguintes aspectos:

* horizonte temporal de meses a anos, com discretizacdo semanal e mensal;
* representacao individualizada de usinas hidrelétricas e térmicas;

* modelagem de usinas hidrelétricas com ou sem capacidade de regularizacio, organizadas

em cascata em diferentes bacias hidrogréficas;
* consideragdo explicita da incerteza associada as vazodes afluentes;

* consideragdo da produtividade hidrdulica varidvel com a vazao turbinada e da altura de

queda;
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* representa¢do da demanda por meio de submercados, cada um contendo um subconjunto

das usinas do sistema;

* interligacdes entre submercados, com limites de intercAmbio associados as capacidades de

transmissao;
* divisdo da carga em patamares (leve, médio e pesado) para capturar variacdes intra-periodo;
* inclusao de restri¢des fisicas e operativas hidraulicas e elétricas;

* acoplamento de uma funcdo de custo futuro linear por partes no final do horizonte,

representando a valoragc@o da d4gua remanescente.

A modelagem resultante é composta por varidveis continuas, restri¢des lineares e lineares
por partes, € uma fungdo objetivo linear. A introdugdo de varidveis inteiras, necessdria para
representar determinadas restrigdes operativas, € discutida nas secoes seguintes. A formulagdo

detalhada dos componentes descritos baseia-se em [14].

2.3 Caracterizacdo de problemas de otimizacao estocdstica multiestdgios

Problemas de otimizagao estocdstica multiestagios podem ser representados por meio
de uma arvore de cendrios, na qual cada nivel corresponde a um estdgio temporal ¢t e cada n6
neste nivel representa uma realizacdo da incerteza no estagio. Pode ser descrito pela equacdo de

Bellman, conforme as Equagdes (2.1)-(2.3).

Or(%—1) =minE, [e(x,31,8) + Ory1 (7)) (2.1)
sty X € Y(x-1,&) (2.2)
v ER" < Z" x; € RP x 74 (2.3)

Quanto a representacdo da incerteza, destacam-se duas abordagens principais: (i) arvores
completas (CT), nas quais a varidvel estocastica (&) possui suporte finito; e (ii) drvores amostrais
(ST), utilizadas quando o suporte € infinito, sendo a solucdo obtida por meio de amostragem
sucessiva. A escolha da estrutura da drvore depende do horizonte de planejamento e do nivel de

detalhamento desejado.

Neste trabalho, consideramos que a fungdo ¢ € linear e o conjunto Y definido por
restricoes lineares e restricdes de integralidade, de modo que o subproblema associado a cada né
corresponde a um problema de otimizacao linear. Este pode ser classificado em trés tipos: (i)
com varidveis de decisao continuas (LP), ou seja, m =0,n >0, g =0e p > 0; (ii) com varidveis
de decisdo inteiras (IP): m > 0,n =0, ¢ > 0 e p = 0; (iii) com variaveis de decisdo continuas e
inteiras (MILP), neste caso, tem-se m > 0,n > 0,9 >0e p > 0.
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Em cada subproblema, as varidveis de decisdo sdo particionadas em dois grupos: as
varidveis de recurso (x;) € as varidveis locais (y;). As primeiras correspondem a decisoes
tomadas no periodo ¢ e que influenciam diretamente o periodo ¢ 4 1, enquanto as varidveis locais
nao produzem esse efeito intertemporal direto. Assim, o subproblema de um estagio/cendrio
pode ser representado como uma fungao das varidveis de recurso do estigio anterior (Q;(x;—1)),

tal funcdo € conhecida como fungdo de recurso.

Um Problema Linear Multiestdgio Estocastico (MS-LP) se caracteriza quando todos os
subproblemas sdo LP. Nesse caso, a funcao de recurso associada a cada subproblema é convexa,
poliedral e continua, o que viabiliza a aplicacdo de métodos computacionalmente eficientes
baseados na decomposi¢do do problema e em aproximacdes lineares sucessivas da funcio de

recurso.

Um Problema Linear Inteiro Misto Multiestagio Estocastico (MS-MILP) caracteriza-se
pela presenca de pelo menos um subproblema MILP ao longo da arvore de cendrios. Nestes
casos, a fun¢do de recurso de um subproblema € semicontinua inferiormente e poliedral por
partes [18]. A resolucdo de MS-MILPs €, portanto, mais desafiadora, uma vez que envolve
simultaneamente o tratamento de func¢des de recurso ndo convexas € a otimizacao inteira nos

subproblemas.

2.4 Desafios da programacao inteira no planejamento energético: restricdes condicionais

A operacdo de usinas hidrelétricas estd sujeita a diversas regras de natureza regulatdria,
operativa, ambiental e socioecondmica, frequentemente expressas por restricdes condicionais
dependentes do estado do sistema, como niveis de armazenamento ou vazdes. Tais regras
impactam diretamente o custo de operagdo e a valoracdo da dgua [19], tornando sua representagdo

no planejamento energético essencial para aproximar o modelo da operacao real.

Em [20] sdo apresentadas as principais regras operativas hidraulicas aplicadas na ope-
racdo de usinas hidrelétricas, assim como os desafios da representacdo de regras nao convexas
no planejamento energético. Exemplos incluem a resolucido 193/2024 da Agéncia Nacional
de Aguas (ANA) [21] no Brasil, que exige que a vazio méaxima média mensal da usina seja
400m> /s caso o reservatério esteja operando abaixo de 30% do volume titil; caso esteja entre
30% e 70% do volume iitil a vazio defluente méxima permitida é 500m? /s, e ndo hd restrigdo de
vazao defluente caso o reservatorio esteja acima de 70% de seu volume util. Outras resolucdes
que possuem exigéncias condicionadas semelhantes sdo apresentadas em [22], [23] e [24]. Outro
exemplo sdo as regras condicionadas aplicadas no Chile [25], onde as quantidades minima
e mixima de dgua destinadas para irrigacao e geracdo elétrica sdo condicionadas a faixas de

volume armazenado do reservatorio.

Existem também aspectos fisicos das usinas hidrdulicas que possuem caracteristicas

condicionadas, como por exemplo a operacdo do vertedouro: ndo € fisicamente possivel realizar
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vertimento caso o volume operativo esteja abaixo do nivel do vertedouro. Porém, caso o
volume do reservatorio esteja acima deste limite, o vertimento pode ser realizado sem restrigdes.
Abordagens continuas aproximativas podem ser utilizadas; no entanto, elas ndo evitam que o

modelo obtenha um resultado que pode nao ser realizado na pratica [26].

A representacdo exata dessas restrigdes requer a introducdo de varidveis bindrias, o
que inviabiliza sua incorporacdo direta em modelos tradicionais de MS-LP. A transi¢ao para
modelos MS-MILP implica no aumento da complexidade de resolu¢do dos subproblemas, perda
da convexidade da funcdo de recurso e limitacdo da aplicabilidade das técnicas classicas de

decomposicdo, motivando o desenvolvimento de novas abordagens metodolégicas.

2.5 Modelagem de restri¢des condicionadas

Consideramos uma restri¢ao condicionada que pode ser descrita da seguinte forma:

Lr sey, <L
< 2.4)

Lr caso contrario

onde y,y; sdo varidveis de decisdo continuas ou inteiras. A varidvel y; representa a
varidvel sujeita a restri¢cdo, enquanto y, atua como varidvel de controle. As constantes associadas
a restricdo sdo: L € R, que define o limite da condicao sobre y,; Ly € R o limite da restri¢do
quando a condicao € satisfeita; e Lr € R, que corresponde ao limite quando a condi¢ao ndo é

satisfeita.

Existem diferentes formas de modelar esse tipo de restricdo em problemas de otimizacao.

Assume-se que a varidvel de controle y, possui limites de caixa, isto €,
0 < & < y2 < ?27

o que é uma hipétese razodvel, dado que, em geral, essa varidvel representa uma grandeza fisica,

como volume, turbinamento, entre outras.

Nesse contexto, a restri¢ao condicionada pode ser modelada por meio da introducdo de
duas varidveis bindrias adicionais, by, br € {0,1}, que representam o estado da condi¢io da

seguinte forma:

* Se a condigdo € satisfeita, entdo by = 1e br =0

* Se a condi¢do nao € satisfeita, entdo by =0e br =1

Essa 16gica € imposta por meio da inclusdo das seguintes restrigcoes:

br+br=1 (2.5)
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Y2

Figura 1 — Regido vidvel para as varidveis y; e y, considerando a restri¢do (2.4)

br >1—y,/L (2.6)

—M -bp < 1—y,/L 2.7)

A Equacdo (2.5) garante que exatamente uma das varidveis bindrias assuma valor unitario.
A Equacdo (2.6) forca by = 1 quando y, < L, enquanto a Equacao (2.7) assegura que by = 1
quando y; > L, sendo M € R uma constante suficientemente grande. Como a varidvel y, possui

limite superior, um valor suficiente para M é dado por

Y,
M>—=—1.
L

Por fim, a restricao condicionada pode ser expressa em funcao das varidveis bindrias da

seguinte forma:

vi <Lr-br+Lp-bp (2.8)

Com a introducao das varidveis by e br e das restri¢des (2.5)—(2.8), a restri¢do condi-
cionada original (2.4) passa a ser representada no modelo de otimizacdo. A Figura 1 ilustra
a regifio vidvel no espago das varidveis (y;,y»), evidenciando seu cardter ndo convexo. Essa
formulacdo permite a representacdo de restricdes condicionadas de natureza fisica ou operativa,

como aquelas aplicadas as usinas hidrelétricas, conforme discutido anteriormente.
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3 Métodos para Resolucao de MS-MILPs

Este capitulo apresenta uma revisdo bibliografica sobre métodos para a resolucdo de
problemas de otimizacd@o estocdstica multiestdgio, com énfase em técnicas de decomposicdo
temporal. Inicialmente, sdo introduzidos de forma sucinta dois métodos amplamente utilizados
na resolucao de MS-LPs. Em seguida, sdo discutidas as principais abordagens da literatura
aplicadas a MS-MILPs gerais e a MS-MILPs com varidveis de recurso bindrias, em particular o
algoritmo SDDiP. Posteriormente, sdo apresentadas as aplicacdes e os resultados reportados do
método SDDiP. Por fim, sdo mencionadas outras formas de decomposi¢do para a resolugao de
MS-MILPs.

3.1 Decomposi¢ao de problemas estocasticos multiestagios

Problemas estocasticos multiestdgio apresentam dimensdes elevadas, uma vez que o
nimero de varidveis cresce exponencialmente com o nimero de estdgios. Essa caracteristica
torna indispensavel o uso de técnicas de decomposic¢ao para viabilizar a sua resolucdo. Neste
contexto, 0 método L-shaped [27] introduziu a decomposicdo em dois estdgios. Posteriormente,
a Programacdo Dinamica Dual (DDP) [28] foi introduzida para problemas de multiplos estagios.
Desde entdo, diversas contribui¢des tedricas e aplicagdes praticas tém sido desenvolvidas [29,
30, 31, 32]. A ideia central desses métodos consiste em decompor o problema original em
subproblemas, resolvidos iterativamente até a obten¢@o da soluc¢do do problema global. Embora
a DDP permita resolver problemas que seriam intratdveis sem decomposicao temporal, ela estd

limitada a arvores de cenarios de tamanho intermediario.

Com o objetivo de superar essa limitacdo, os autores de [33] propuseram a Programacado
Dinamica Dual Estocastica (SDDP), uma variante de natureza estatistica. Este método é ampla-
mente utilizado na prética [2, 4, 34], e diversas extensdes e aprimoramentos t€m sido propostos
ao longo dos anos [35, 36, 37]. A SDDP ¢ particularmente adequada para situagdes em que a
arvore de cendrios € muito grande, no caso de modelos de arvore completa (CT), ou mesmo
infinita, no caso de modelos de drvore amostral (ST). Sua principal caracteristica € o uso de
amostragem de cendrios, dispensando a enumeragdo completa da drvore e conferindo ao método

um carater de convergéncia estatistica.

Apesar de amplamente empregadas, tanto a DDP quanto a SDDP requerem que os
subproblemas resolvidos sejam convexos, de modo que a funcdo de recurso associada seja
convexa. Sob essa hipdtese, esses métodos constroem sucessivas aproximacdes lineares que
fornecem limitantes inferiores para cada fun¢do de recurso, até que um critério de parada
seja satisfeito [38, 39]. Ressalta-se que a aplicagdo dessas técnicas utiliza como premissa a
convexidade dos subproblemas estando restrita a problemas de programacao linear estocdstica
multiestdgios (MS-LPs) [40].
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3.2 Decomposi¢ao temporal em MS-MILP

Diversos trabalhos propdem o uso de técnicas de convexificagdo para viabilizar a apli-
cacdo dos métodos tradicionais DDP e SDDP em problemas de programacao inteira mista
multiestdgios. Uma abordagem recorrente consiste na convexificacdo da fun¢do de recurso,
seja por meio da relaxacao linear das varidveis inteiras [41], seja pela aplicacdo de relaxagao
Lagrangiana a um subconjunto das restricdes [42]. Nessas abordagens, ndo ha garantia tedrica de
convergéncia, embora, para determinadas aplicagdes, as solucdes obtidas apresentem gap dentro
de tolerancias aceitdveis [43, 44, 45]. Outra estratégia consiste na convexificacio de relagdes ndo
lineares ou ndo convexas, como aquelas associadas a funcio de produc¢do hidrelétrica, conforme
discutido em [41, 46, 47]. Embora a DDP e a SDDP convirjam para o problema convexificado, as
aproximacoes introduzidas podem comprometer a qualidade da solucao final, ou seja, a solucdo
obtida pode ndo estar aderente a solucdo 6tima do problema real. Além disso, restricdes disjunti-
vas, como aquelas relacionadas a alocac¢do de unidades e as restri¢des hidrdulicas condicionais
apresentadas na Secdo 2.4, sdo particularmente dificeis de representar adequadamente por meio

de convexificacdes.

Diante dessas limitacdes, foram propostos métodos especificamente voltados a resolu¢ao
de problemas MS-MILP, que tratam explicitamente a natureza inteira mista do problema. Em
geral, esses métodos exploram propriedades estruturais especificas e assumem determinadas

premissas, conforme resumido a seguir:

Quando as variaveis de recurso sdo bindrias, a fung¢ao de recurso pode ser representada
por um poliedro convexo. Métodos que exploram essa propriedade sdo apresentados em

[48, 49, 50]. Esse caso sera discutido em maior detalhe na Secdo 3.3.

* No caso em que o problema do segundo estdgio € inteiro e as varidveis de recurso sao
continuas, [51] propde a construcdo de cortes baseados em dualidade para problemas
inteiros, resultando em fung¢des do tipo Chvdtal. Entretanto, esse trabalho ndo apresenta

resultados numéricos.

* Quando a fung¢do de recurso € mondtona, 0 método proposto em [52] adapta a SDDP
substituindo os cortes lineares por funcdes em degrau, Step cut, construidas a partir da
solucdo 6tima dos subproblemas MILP. Os autores demonstram convergéncia do método

sob as hipéteses usuais da SDDP.

* Para problemas com recurso continuo e completo (complete continuous recourse), mesmo
na presenca de varidveis inteiras, a fung@o de recurso € Lipschitz continua com constante
L [53]. Nesse contexto, sdo propostos cortes nao lineares baseados em normas reversas
e na constante de Lipschitz, Reverse Norm cuts, que fornecem aproximacgoes inferiores
da func¢do de recurso. Alternativamente, [54] utiliza cortes baseados no Lagrangiano

aumentado (Augmented Lagrangian cut), com fun¢des de regularizacao, mostrando que
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existe um coeficiente de penalidade finito capaz de eliminar o gap de dualidade. Ambos
os tipos de cortes podem ser aplicados nos casos CT e ST, com convergéncia assintdtica
garantida, permitindo que os subproblemas sejam MILPs sem restri¢des adicionais sobre
as varidveis de decisdo ou de recurso. A incorporacdo desses cortes no subproblema
antecessor requer a introdu¢do de varidveis bindrias auxiliares, aumentando a complexidade

computacional, embora mantendo a estrutura MILP.

Quando a funcdo de recurso ndo € Lipschitz continua, [55] propde a modificagdo dos
subproblemas de forma que a fun¢do de recurso seja substituida pelo seu envelope Lips-
chitz. Essa regularizacdo € obtida pela introducio de uma varidvel adicional que replica a
varidvel de recurso, juntamente com a relaxagdo da restri¢ao de copia via penalizagdo na
funcdo objetivo. Para um fator de penalidade suficientemente grande, as regides vidveis das
funcdes original e regularizada coincidem. Esse procedimento permite tratar problemas
MS-MINLP. Apés a regularizacio, os autores constroem cortes de conjugagdo generali-
zada (Generalized Conjugacy cut), obtidos a partir do Lagrangiano dual aumentado com a

mesma funcao de regularizacio.

Sob hipéteses especificas sobre o envelope convexo da fungdo de recurso, [56] propde os
chamados cortes escalonados (Scaled cut) no contexto da DDP. Esses cortes sdo derivados
da estimag@o de parametros (o, 3, T) em expressdes ndo lineares da forma ot + Bx+ 7¢ (x),
onde ¢ (x) é uma aproximagio inferior da fun¢do de recurso real Q(x). A funcédo ¢ (x) é
escolhida como a aproximacao construida na iteracdo anterior. Apds a determinacgdo desses

parametros para cada cendrio, constrdi-se um corte linear correspondente a agregacao:

E(o) —E(B)x

00 2 =g

Embora os cortes finais sejam lineares, a estima¢ao dos parametros exige a resolucdo de
problemas auxiliares de grande porte, implicando elevado esfor¢o computacional. Ainda
assim, esses problemas podem ser resolvidos em paralelo. Os autores demonstram que os
cortes escalonados sdo capazes de reproduzir o envelope convexo da func¢io de recurso
de MILPs e, em testes numéricos para problemas MS-MILP de dois estdgios, apresentam
gap de convergéncia menores do que métodos baseados em [50], ainda que com maior

custo computacional.
Entre os trabalhos mais recentes que ndo estdo publicados, podem ser citados:

Em [57], é proposto um framework para a geracdo de cortes de Lagrange baseados em
fun¢des de regularizacdo, permitindo a obten¢do de cortes com diferentes propriedades.
Os resultados sdo apresentados apenas para o caso em que as varidveis de recurso sao
bindrias e indicam que, para instancias de pequeno porte, os cortes regularizados melhoram

a convergéncia da SDDiP. Os autores destacam, contudo, a necessidade de aprimorar a
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eficiéncia computacional para viabilizar a aplicacdo do método em problemas de maior

escala.

* O trabalho em [58] aprofunda a anélise da estrutura da funcdo dual e propde cortes ndo
lineares baseados na reformulagdo das restricdes de nio antecipatividade por meio de
funcdes ReLLU (do inglés, Rectified Linear Unit). Esses cortes t€ém potencial para recuperar
o envelope convexo da fungdo de recurso. Os resultados apresentados consideram apenas
casos com variaveis de recurso binarias. Neste contexto, o ReLU cut assume forma linear
e apresenta desempenho superior em relagdo aos cortes de Benders, Benders reforcados e

cortes Inteiros de Otimalidade.

* Quando a dimensao da varidvel de recurso € moderada, [59] propde a elevagdo da dimensao
do espago das varidveis de recurso com o objetivo de reduzir o grau de nido convexidade da
fun¢do de recurso nesse novo espaco, facilitando sua aproximacgao por cortes lineares. Sdo
construidos cortes elevados (Lifted cut), cuja validade € controlada por varidveis binarias
associadas a regides especificas do espaco. Adicionalmente, os autores introduzem cortes
Lagrangianos Pareto-6timos (Pareto-optimal Lagrangian cut), obtidos pela maximizacao
do valor do corte em pontos do interior da regido vidvel. Os resultados indicam que a
elevacdo do espaco permite alcangar convergéncia com tolerancias satisfatérias em menor
tempo quando comparada a utilizacdo de expansdes bindrias para representar varidveis de

recurso nao binarias com a SDDIiP.

A principal vantagem das abordagens mencionadas € a existéncia de garantias formais
de convergéncia do método SDDP sob as hip6teses consideradas. No entanto, tais abordagens
frequentemente geram cortes que induzem funcdes ndo convexas [51, 52, 53, 55, 58]. Apesar
das propriedades tedricas de convergéncia, a presenca desses cortes aumenta substancialmente
a dificuldade computacional do problema, uma vez que impde restricdes ndo convexas aos
subproblemas. Consequentemente, a sua aplicabilidade fica, em geral, limitada a instancias de
menor dimensdo. Além disso, alguns dos cortes propostos, ainda que assumam forma linear
[51, 55, 56, 58, 59], apresentam elevada complexidade de cdlculo, o que contribui para um

aumento significativo do custo computacional global.

Em sintese, a literatura recente evidencia um esforco significativo no desenvolvimento de
métodos de decomposi¢do temporal capazes de lidar explicitamente com a natureza inteira mista
dos problemas estocésticos multiestagios. As abordagens propostas diferem quanto as hipoteses
estruturais assumidas, ao tipo de regularizacao empregada e a forma de construcio dos cortes,
refletindo um compromisso entre generalidade tedrica, qualidade da aproximacdo da funcdo
de recurso e esfor¢co computacional. Embora avancos importantes tenham sido alcancados,
especialmente na recuperacio do envelope convexo da fungdo de recurso e na reducdo do gap de
convergéncia, a aplicacio desses métodos a problemas de grande escala ainda impde desafios

relevantes. Esses desafios motivam a investigacao de estratégias que conciliem rigor tedrico,
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eficiéncia computacional e aderéncia as caracteristicas fisicas e operativas dos problemas reais

de planejamento, tema que serd explorado nas secdes subsequentes.

3.3 Decomposi¢io temporal em MS-MILP com varidveis de recurso bindrias

Uma estratégia relevante para a aplicagdo de métodos de decomposi¢@o onde os subpro-
blemas sdo MILPs consiste em restringir as varidveis de recurso ao dominio bindrio. Nesse caso,
a fun¢do de recurso passa a ser uma funcao definida sobre varidveis bindrias, a qual pode ser
representada exatamente, em todo o seu dominio, por um poliedro convexo. Essa propriedade
permite a constru¢ao de uma aproximacao inferior da funcdo de recurso com cortes lineares,
viabilizando a aplicacdo de métodos de decomposicdo como a DDP e a SDDP, desde que os

cortes gerados satisfacam critérios de validade e exatiddo.

Uma das primeiras abordagens para a resolucdo de MS-MILPs com varidveis de recurso
bindrias foi proposta em [48]. Os autores introduzem o método denominado integer L-shaped
para problemas de dois estagios, cuja formulacdo pode ser estendida ao caso multiestagio. O
método é desenvolvido no contexto de arvores do tipo CT e considera, inicialmente, todas as
varidveis de decisdo do primeiro estdgio como bindrias. No entanto, sua aplicacdo também ¢é
vélida quando apenas as varidveis que representam recurso no estagio subsequente sio bindrias,
permitindo que as demais varidveis sejam inteiras ou continuas. O subproblema de segundo

estdgio pode, portanto, conter varidveis continuas e/ou inteiras, caracterizando um MILP.

A metodologia baseia-se na constru¢do dos chamados cortes Inteiros de Otimalidade
(Integer Optimality cut). A obtencdo desses cortes requer o conhecimento de um limite inferior L
para o valor 6timo do subproblema de segundo estdgio para qualquer decisdo do primeiro estagio.
Tal limite € utilizado no calculo de inclinagdes que garantem a validade dos cortes; quanto mais
preciso for o valor de L, mais préxima a fun¢do poliedral construida estard do envelope convexo
exato da funcdo de recurso. Os autores discutem diferentes estratégias para a determinagao
desse limite. Detalhes adicionais sobre a constru¢do dos cortes inteiros de otimalidade sao

apresentados na Secdo 4.4.

Um aprimoramento dessa abordagem € apresentado em [49], onde os autores exploram
0s pontos ja visitados ao longo do processo iterativo de decomposi¢ao para refinar o valor do
limite inferior. Nesse caso, passa-se a considerar um limite L; associado a cada ponto i do
dominio das varidveis de recurso. Contudo, os resultados numéricos indicam que o uso de
cortes menos relaxados ndo resulta em ganhos significativos de desempenho quando comparado
aos cortes originais. Os melhores resultados foram observados quando os cortes inteiros sao
combinados com cortes de Benders, que embora fornecam aproximacdes relaxadas da funcao de

recurso, carregam informagdes sobre direcoes de descida.

Mais recentemente, [50] introduz o método denominado Programag¢do Dindmica Dual

Inteira Estocastica (SDDiP), voltado a resolucao de MS-MILPs e aplicdvel tanto a arvores CT
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quanto ST. A proposta consiste em adaptar a metodologia da SDDP sob duas premissas centrais:

* todas as varidveis de recurso sao bindrias, garantindo que a fun¢do de recurso possa ser

representada por uma funcao poliedral convexa;

* o problema resolvido possui recurso completo (complete recourse).

Inspirada nos métodos DDP e SDDP, na SDDiP também ¢ feita uma decomposi¢do em
subproblemas. No entanto, a formulagdo tradicional do subproblema € alterada pela adi¢cao
de uma variavel de copia (para cada varidvel de recurso) e uma restricdo que iguala a varidvel
ao valor decidido anteriormente (restricao de copia). A partir dessa reformulacado, os autores
propdem a construgdo de cortes de Lagrange (Lagrangian cut), obtidos a partir dos valores
duais associados as restricdes de copia. E demonstrado que, para tal estrutura de problema, ha

dualidade forte, o que torna estes cortes vélidos e exatos (tight).

Os autores também destacam que, quando as varidveis de recurso ndo s@o bindrias, mas
continuas ou inteiras gerais, pode-se recorrer a uma expansao bindria, o que aumenta a dimensao
do dominio da fun¢do de recurso, mas torna o problema compativel com a metodologia da
SDDiP. Entretanto, essa estratégia pode dificultar a resolucao do subproblema MILP tanto do
ponto de vista matemdtico quanto computacional [60], visto que o método de branch-and-bound
tende a explorar um ndmero significativamente maior de nés quando as varidveis inteiras sao
representadas por expansdes bindrias, em comparacao com formulagdes que utilizam varidveis

inteiras gerais.

Além disso, os autores apresentam os cortes de Benders Reforcados (Strengthened
Benders cut), que, embora sejam validos, ndo sdo exatos. Ainda assim, esses cortes podem
apresentar bom desempenho pratico. O detalhamento da construcdo desses cortes € apresentado

nas Secdes 4.5 e 4.6, respectivamente.

Por fim, estudos de caso realizados com o método proposto indicam uma convergéncia
satisfatoria da SDDiP quando se utilizam os cortes de Lagrange apresentados. Os cortes de
Benders Refor¢ados também demonstram bons resultados quando empregados em conjunto com

outros tipos de cortes exatos, como, por exemplo, os cortes Inteiros de Otimalidade.

Em [61], os autores propdem um refinamento dos cortes de Lagrange, denominados
cortes de Minimizacao dos Quadrados (Square-Minimization cut — SMC). Esses cortes podem
ser interpretados como variagdes dos cortes de Lagrange tradicionais, cujos coeficientes sao
determinados de modo a minimizar a soma dos seus valores ao quadrado. Os resultados
apresentados indicam que os SMCs sdo capazes de melhorar tanto a taxa de convergéncia quanto

o tempo computacional da SDDiP quando comparados aos cortes de Lagrange convencionais.

Na literatura mais recente, trabalhos ndo publicados ou em fase de pré-publicacio,

conforme mencionado anteriormente, como [58], [57] e [59] abordam problemas gerais de
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MS-MILPs, com énfase particular em formulacdes com varidveis de recurso bindrias (SDDiP),

nas quais concentram a maior parte de seus resultados.

Nesse contexto, em [58], os autores propdem uma metodologia para a obtencdo de cortes
por meio da rotacdo de um corte inteiro de otimalidade, em que a rotagdo € definida a partir da
melhor aproximagao possivel do epigrafo do problema linearmente relaxado. Argumenta-se que
essa abordagem apresenta vantagens computacionais relevantes, por basear-se exclusivamente na
resolucdo de problemas lineares, resultando em maior eficiéncia tanto em tempo computacional
quanto na qualidade dos cortes, quando comparada aos cortes de Lagrange. De forma similar, os
cortes Pareto-6timos apresentados em [59] também exploram rotacdes de um corte de Lagrange
arbitrério, tal rotacdo € obtida pela resolu¢do de um problema de otimiza¢do convexa. Por sua
vez, [57] propde um framework que incorpora uma fungdo de regularizacio na determinagdo dos

multiplicadores duais dos subproblemas MILP.

Em conjunto, esses trés trabalhos tém como objetivo o fortalecimento dos cortes de
Lagrange no contexto da SDDIiP, visando acelerar a convergéncia do método, propésito alinhado
ao desta tese. Além disso, todos foram divulgados durante o desenvolvimento desta pesquisa,
evidenciando a atualidade e a relevancia do tema. O fato de esses trabalhos ainda se encontrarem
em fase de preprint e ainda nao terem sido publicados reflete o cardter emergente da drea e a

elevada complexidade dos desafios tedricos e computacionais envolvidos.

3.4 Resumo dos cortes propostos para MS-MILPs

A Tabela 1 sintetiza, em ordem cronoldgica, os trabalhos discutidos nas Secdes 3.2
e 3.3. A coluna “Exato para MS-MILPs” indica se o corte permite uma reconstru¢ao precisa
(tight) da fun¢do de recurso em problemas MS-MILPs gerais, sob hipéteses relativamente fracas.
J4 a coluna “Exato para SDDiP” indica se o corte fornece uma reconstrucdo exata para MS-
MILPs cujas varidveis de recurso sdo bindrias. A coluna “Linear” informa se o corte pode
ser representado por meio de uma restri¢do linear com varidveis continuas. Por fim, a coluna
“Complexidade de célculo” reflete o grau de dificuldade associado a implementagdo e ao custo

computacional necessario para a obten¢do de cada tipo de corte.

De modo geral, cortes lineares e de menor complexidade computacional tendem a ser
mais aplicdveis na prética, especialmente em problemas de grande porte. Contudo, esses cortes
usualmente aproximam a func¢do de recurso de forma mais gradual, exigindo um maior nimero
de iteracdes para a convergéncia. Em contrapartida, cortes ndo lineares, embora mais complexos
e computacionalmente onerosos, costumam ser restritos a problemas de menor dimensao, mas
apresentam maior capacidade de aproximar funcdes de recurso “ndo convexas” de maneira mais

eficiente.
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Corte Exato para | Exato para Linear Complexidade
Proposto MS-MILPs | SDDiP de calculo
Benders’ = = ' i i

cut [62. 41] Nao Nao Sim Muito baixa
Integer Optimality Nio Sim Sim Muito baixa
cut [48]
Augmented Lagrangian Sim Sim Nio Muito Alta
cut [54]
Step cut - : 3
(Midas) [52] Sim S e
Lagrangian ~ : '
cut [41, 50] nao S
Strengthened Benders Nio Nio Sim
cut [50]
Generalized Conjugacy Sim Sim Nio Muito Alta
cut [55]
Reverse norm Sim Sim Nio Muito Alta
cut [53]

Scaled Nio Sim | Sim | Muito Alta

cut [56]
Square-Minimization Nio Sim Sim Alta
cut [61]
RelLU Lagrangian Sim Sim Nio Muito Alta
cut [58]
Lifted Lagrangian Nio Sim Nio | Muito Alta
cut [59]
Pareto-Optimal ~ : : :
Lagrangian cut [59] Nao o o e

Tabela 1 — Resumo dos tipos de cortes utilizados para decomposi¢do temporal de MS-MILPs

3.5 Aplicagdes da DDiP e SDDiP

Em [63], a SDDiP € aplicada a um problema multiestagio de alocacdo de unidades térmi-
cas sob incerteza. As varidveis de recurso associadas ao status das maquinas sdo naturalmente
bindrias, enquanto varidveis continuas relacionadas ao despacho — utilizadas em restri¢des
de rampa — sdo representadas por meio de expansdo bindria. Para viabilizar a aplicacdo em
instancias de maior porte, os autores adotam trés estratégias principais: (i) uso do método de
niveis (level method) para a resolugdo do problema dual Lagrangiano, necessario a construcao
dos cortes de Lagrange; (ii) processamento paralelo no passo backward; e (ii1) uma abordagem
hibrida SDDiP-SDDP, em que, a partir de determinado estédgio, as restri¢des de integralidade sdo
relaxadas. Os resultados indicam que o método de niveis supera o subgradiente na constru¢cao
dos cortes de Lagrange. Embora esses cortes apresentem convergéncia superior, seu custo
computacional é elevado; em instancias maiores, os cortes de Benders alcancam gap satisfatorio

com tempos de solug@o mais razodveis.
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Em [43], os autores utilizam a DDiP para resolver um problema deterministico de
planejamento da expansdo eletroenergética de grande porte, envolvendo varidveis de recurso
inteiras e continuas, ainda que sem garantia formal de convergéncia. Sao avaliados cortes de
Benders, de Lagrange e de Benders Reforcados, todos alcangando convergéncia com gap inferior
a 1%. Os cortes de Benders apresentam o menor tempo computacional, seguidos pelos cortes
de Benders Reforcados e, por fim, pelos cortes de Lagrange. Para instancias maiores, apenas

resultados com cortes de Benders sdo reportados.

Em [64], a SDDIiP ¢ aplicada ao problema estocastico de dimensionamento de lotes
sem limites de capacidade. Para melhorar a eficiéncia computacional, os autores empregam: (i)
agregacdo de nds da drvore de cendrios, resolvendo multiplos periodos em um tinico MILP; (ii)
iteracdes iniciais com SDDP relaxado ou SDDiP com cortes de Benders; e (iii) uma variante
de cortes de Benders Refor¢ados, cujas inclinagdes sdao obtidas a partir de um problema dual
com desigualdades validas adicionais. Os resultados evidenciam limitacdes de escalabilidade da

SDDiP, mitigadas pelas estratégias propostas.

Em [65], os autores abordam um problema MS-MILP de planejamento da operagdo
energética com importantes restrigdes ndo convexas, incluindo volumes minimos para vertimento,
relacdes nao lineares entre geracao e turbinamento e restricdes de acionamento de usinas. A
SDDiP € aplicada em duas variantes: com varidveis de recurso bindrias (via expansao bindria)
e com varidveis de recurso bindrias e continuas. Embora esta tltima ndo possua garantia de
convergéncia, apresenta custo computacional significativamente menor. Sao avaliados cortes de
Lagrange, cortes Inteiros de Otimalidade, cortes de Benders e cortes de Benders Reforcados,
sendo que, para varidveis de recurso continuas, apenas os dois tltimos sdo aplicaveis. Os autores
relatam dificuldades préticas com os cortes de Lagrange e indicam a combinagao de cortes de
Benders Reforcados com cortes Inteiros de Otimalidade como uma solu¢do de compromisso

eficiente.

Em [66], a SDDiP € empregada no planejamento da expansdo de sistemas elétricos com
integracdo de microgrids baseadas em renovaveis, hidrogénio e baterias, considerando incertezas
em multiplas escalas temporais. Na aplicacdo da SDDiP os autores realizam uma binarizacao
das varidveis inteiras e utilizam os cortes de Benders Reforcados, devido a sua eficiéncia
computacional, ndo sdo mostrados resultados para os cortes de Lagrange. Comparagdes com a
formula¢do como MILP tnico e com o método de Progressive Hedging mostram que, a medida

que o numero de cendrios cresce, apenas a SDDiP mantém convergéncia satisfatoria.

Uma aplicacao similar com decisdes de planejamento envolvendo a inser¢ao de hidro-
génio como fonte de geragdo foi apresentada em [67]. Neste trabalho, os autores utilizam a
SDDiP com cortes de Benders Reforcados em conjunto com cortes Inteiros de Otimalidade para
garantir a convergéncia. Além disso, € proposta a introducdo de restri¢cdes auxiliares para evitar
decisdes degeneradas. Os resultados mostrados incluem 3 estdgios e até 125 cendrios por estagio.

Para esta mesma aplicacdo, [68] propde uma formulacdo com objetivo de obter a melhor relagdo
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entre tipos e formas de armazenamento (curto prazo e longo prazo) para atender variagdes das
geracdes Intermitentes assim como as sazonalidades de mais longo prazo. Os autores aplicam a
SDDIiP para a resolu¢ao do problema, porém utilizam apenas os cortes de Benders Refor¢ados,
os resultados proporcionam convergéncia satisfatéria em tempos computacionais muito melhores

quando comparados com a resolu¢do em MILP tinico, porém apenas casos pequenos sdo testados.

Em [69], a SDDIiP ¢ aplicada ao planejamento multiestdgio para rede elétrica com geracao
distribuida sob incerteza, em um problema cujo recurso € naturalmente binario. Utilizando
exclusivamente cortes de Benders Reforcados, os autores obtém resultados satisfatorios tanto
para instancias pequenas quanto grandes. Ja em [70], a SDDiP € aplicada a um problema de
planejamento da operagdo de médio prazo com restri¢cOes hordrias. Os autores comparam cortes
de Lagrange e cortes de Benders tradicionais, mostrando que, embora os cortes de Benders
sejam computacionalmente mais eficientes, ndo produzem convergéncia satisfatéria, ao passo
que os cortes de Lagrange, apesar do maior custo computacional, fornecem solucdes de melhor
qualidade.

Em [71], a SDDiP € utilizada em um problema estocéstico de planejamento da producio
de curto prazo e grande porte, caracterizado por decisoOes discretas. Diante das dificuldades
computacionais, os autores recorrem a estratégias semelhantes as de [64] e utilizam cortes de

Benders Refor¢ados com varidveis de recurso continuas, obtendo convergéncia satisfatoria.

Em [72], os autores modelam um problema estocastico multiestagio de manutencio de
unidades hidrelétricas, considerando incertezas em precos e afluéncias. A SDDiP € aplicada com
cortes de Lagrange, alcangando convergéncia e bons resultados, embora apenas para instincias

de pequeno porte.

Por fim, em [61], a DDIiP € aplicada a um problema de otimizacdo de interrupcoes
elétricas voltado a mitigacao de riscos de incéndios florestais. Trata-se de uma formulacado de
dois estdgios, com recurso bindrio que indica a desconex@o de componentes da rede. Os autores
utilizam cortes de Lagrange e os Square-Minimization Cuts (SMC), mostrando melhorias tanto na
taxa de convergéncia quanto no tempo computacional. Uma extensao multiestagio é apresentada
em [73], na qual sdo comparados cortes de Benders, Benders Reforcados, Lagrange e SMC, com
varidveis de cdpia continuas e inteiras. Os autores concluem que o uso de varidveis de copia
inteiras € vantajoso e que os cortes de Benders Reforcados e SMC sdo os mais adequados para a

aplicagdo considerada.

Entre essas aplicagdes, diversos autores concluem que cortes ndo exatos, como 0s
cortes de Benders e Benders Reforcados, apresentam uma melhor relacdo entre qualidade da
solugdo e esforco computacional [65, 43, 69, 71, 66, 67]. A utilizacdo dos Cortes Lagrangianos
Tradicionais € frequentemente acompanhada por estratégias destinadas a atenuar o seu elevado
custo computacional, como a sua combinagao com cortes de Benders nas iteragdes iniciais ou
nas fases finais do algoritmo [63, 64], ou ainda pela reduc¢do do horizonte de planeamento ou do

numero de estdgios [64, 70]. Assim, embora os cortes lagrangianos sejam exatos, a sua aplicacio
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permanece limitada por questdes de eficiéncia computacional. Em sintese, a metodologia SDDiP
apresenta um elevado potencial de aplicacdo, mas ainda existem desafios importantes a serem
superados para viabilizar a sua utilizacdo em problemas de grande porte, especialmente no que

se refere a derivacdo eficiente de cortes de Lagrange.

3.6 Outras formas de decomposi¢ao para MS-MILPs

Na sequéncia serdo mostradas abordagens diferentes as descritas anteriormente para
resolugdo de um MS-MILP:

3.6.1 Algoritmos de otimizac¢do inteira global

Quando se trata de problemas com varidveis inteiras, métodos que se baseiam em
reducdes consecutivas do espago de solucdes sdo muito utilizados. Um método muito importante
€ o branch-and-bound, que pode ser muito eficiente. Alguns autores adaptaram o branch-and-
bound para resolver um MS-MILP, como no trabalho [74] que propde uma alteracdo na escrita
do problema de forma a se obter uma fun¢do de recurso constante por partes. Assim, dentro
de limites definidos, garante-se uma quantidade finita de partes descontinuas, assegurando a
convergéncia finita do método. Essa metodologia € aplicada para problemas de dois estigios
que utilizam CT com fung¢do de recurso inteira (segundo estagio inteiro puro). O trabalho [75]
mostra que uma reducdo da dimensao do espaco pode ser aplicada para melhorar a eficiéncia
computacional e uso de memoria em [74], o que permite aplicacdo desta metodologia em
problemas de dimensdes maiores. No entanto estes métodos ndo sdo trivialmente escaldveis
para problemas inteiros mistos multiestagios e/ou que necessitam de representacio de varidvel

aleatdria com suporte continuo.

3.6.2 Algoritmos de otimizag¢do inteira + Decomposicao

Formas espertas de conciliar técnicas de decomposi¢@o juntamente com o branch-and-
bound também foram propostas. A ideia é decompor o problema MS-MILP em subproblemas
(MILPs reduzidos). Estes subproblemas sdo resolvidos iterativamente por um método de pro-
gramagao disjuntiva [76], como o branch-and-bound. No entanto, informacdes adicionais do
branch-and-bound, obtidas antes de sua convergéncia, sdo aproveitadas no processo iterativo

principal:

* na solug¢do de um subproblema de segundo estagio, os nés folha da arvore de busca do
branch-and-bound caracterizam um envelope convexo do espaco de solugcdo e podem ser

utilizados na constru¢do do corte para o estagio anterior.
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* na solu¢@o de um subproblema de primeiro estagio, solu¢des vidveis porém nao Gtimas,
obtidas durante o processo de branch podem ser utilizadas para antecipar a itera¢do, sendo

passadas para o estdgio seguinte.

Virios autores propdem metodologias que fazem uso deste recurso [77, 78, 79]. J4 outros
autores usam esta técnica construindo cortes parametrizados de Gomory tanto na decomposi¢ao
(composicao da fungdo de recurso) quanto na resolucdo dos MILPs do segundo estdgio (processo
de ramificacao) [80, 81]. Apesar destes métodos terem a vantagem da ndo resolucdo dos MILPs
até a otimalidade, aproveitando informacdes obtidas durante o processo de disjuncdo, sdo mais
adequados quando as varidveis de recurso sdo bindrias e/ou as decisdes inteiras t€m caracteristicas
légicas. Além disso, tais trabalhos s6 foram aplicados para problemas de dois estdgios e a sua

generalizacdo para problemas multiestdgios ndo € trivial.

3.6.3 Decomposi¢do por cendrios

Além da decomposicio de Benders, a decomposi¢do por cendrios também é amplamente
utilizada. Inicialmente aplicada para resolu¢do de MS-LP [82], em [83] € utilizada pare resolugdo
para MS-MILPs onde sdo mostrados resultados para dois estdgios, embora os autores relatam
que o método € aplicavel para multiplos estdgios. Para cada cendrio resolve-se o problema
dual onde € feita a relaxacdo Lagrangiana das restricdes de nao-antecipatividade (restri¢des que
obrigam as decisOes de primeiro estdgio a serem iguais). Pelo teorema da dualidade fraca o

resultado do problema dual € um limite inferior para o valor 6timo.

Ao se resolver o lagrangiano dual de todos os cendrios encontram-se varios valores para
as varidveis primais do primeiro estigio x; (ji que as restricdes de ndo antecipatividade estdo
relaxadas). Uma média x; =} psx;-f , destes valores € feita, ponderada pela probabilidade pg
de cada cendrio, e restricdes de limites (bounds) sdo impostas criando-se duas ramificagdes
>k

(branches) tal que: x; < |X;

¥l ex; > |X] + 1. O processo continua resolvendo os nds criados

pelo processo de ramificacdes até que seja encontrada uma solugdo x; vidvel para o problema

primal e, portanto, 6tima.

Em [84] a aplicacdo desta metodologia € feita em um problema MS-MILP onde as
decisOes inteiras estdo relacionadas ao problema de alocacdo de unidades (unit commitment),
na busca de uma operagdo 6tima para um sistema de poténcia. O método foi aplicado para um
problema de grande porte, mas de apenas dois estiagios, e os autores utilizam vdrias estratégias

para reduzir o tempo computacional principalmente no cdlculo do problema lagrangiano dual.

3.6.4 Aprendizado de Maquina

Outra abordagem para lidar com o problema MS-MILP é por meio de meta-heuristicas.

Em [85], os autores propdem resolver um problema de dois estdgios combinando técnicas de
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decomposi¢@o com aprendizado supervisionado para prever solugdes do segundo estdgio. Eles
destacam os significativos ganhos em termos de tempo computacional em comparagdo com
os métodos exatos, especialmente quando o segundo estigio é computacionalmente custoso e

solugdes de problemas semelhantes resolvidos anteriormente estdo disponiveis.
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4 Os métodos SDDIiP e DDiP

Conforme discutido no capitulo anterior, a metodologia SDDiP é um desenvolvimento
relativamente recente e tem demonstrado potencial em diversas aplicagdes. Entretanto, sua
utilizacdo em problemas de grande porte ainda enfrenta limitagdes relacionadas principalmente
ao custo computacional, o que evidencia a existéncia de oportunidades para o aprimoramento da

técnica e justifica sua investigacdo neste trabalho.

Assim, este capitulo tem como objetivo apresentar os métodos DDiP e SDDiP. Inici-
almente, sdo revisados os fundamentos dos algoritmos DDP e SDDP e suas extensdes para
problemas com varidveis inteiras. Na sequéncia, sdo descritas as principais abordagens propostas
na literatura para a geracdo de cortes, enfatizando suas formulacdes e propriedades. Por fim, é
abordada a representacdo de varidveis de recurso continuas por meio de expansdes bindrias e sua

aplicacao no contexto do planejamento energético.

4.1 Meétodos tradicionais DDP e SDDP e suas extensdes para DDiP e SDDiP

Os métodos DDiP e SDDIiP sdo baseados em suas versdes continuas, DDP [27], [28] e
SDDP [33], que foram desenvolvidas para resolver problemas de otimizagao estocdstica que, em
geral, envolvem multiplos estdgios de decisao, o que frequentemente resulta em problemas de
grande porte. Assim, este métodos utilizam da formulag¢do dinamica, conforme descrito na Secio
2.3, para decompor o problema original em subproblemas menores, geralmente associados a um
estdgio de decisdo e a um cendrio estocdstico. Cada subproblema passa a ser descrito como uma
funcdo de varidveis decididas em estdgios anteriores, mas que impactam o presente estagio, que
sdo chamadas de varidveis de recurso. Esta funcdo é chamada de fungdo de recurso ou fungdo

de custo futuro, pois, para um dado valor do recurso, indica o custo daquele estdgio em diante.

Os algoritmos da DDP ou SDDP se baseiam na resolucao iterativa destes subproblemas,
construindo-se sucessivas aproximagdes lineares da funcao de recurso, também chamadas de
cortes. A medida que novas aproximacgdes sdo adicionadas, a representacao da funcio de recurso

torna-se mais precisa e o método atinge a convergéncia. Cada iteragdo se resume a dois passos:

* Passo Forward: ilustrado na Figura 2, lado esquerdo, consiste na resolu¢do dos subpro-
blemas do estdgio inicial até o estagio final, de forma encadeada, ou seja, as decisdes
tomadas no estdgio ¢ sdo levadas como varidveis de recurso para o estagio  + 1, e assim
por diante. Assumindo a propriedade de recurso completo (complete recourse [86]), esta
solucdo proporciona uma solug@o vidvel para o problema original. O custo desta solucdo é

chamado de limite superior ou zsup da iteragdo, pois limita superiormente o custo 6timo.

* Passo Backward: ilustrado na Figura 2, lado direito, consiste na resolu¢ao dos subpro-

blemas do estdgio final até o inicial, onde para cada estdgio sao construidos um ou mais
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t—1 t t+1 t—1 t t+1

Figura 2 — Passo forward e backward da DDP

v

cortes responsaveis por aproximar inferiormente a fun¢do de recurso com base no ponto
consultado no passo Forward. Os cortes gerados sao entdo adicionados ao conjunto de

cortes construidos nas itera¢des anteriores.

Ao final da iteragcdo, tem-se uma aproximacgdo da funcdo de recurso melhor, ou igual,
do que a aproximagdo da iteracao anterior, € com isso se obtém o limite inferior ou zinf para a
iteracdo seguinte. Dados os limites superior e inferior, € estabelecida uma métrica para determinar
se o algoritmo convergiu ou ndo. Uma vez que a solu¢do 6tima do problema necessariamente é

menor que o limite superior € maior que o limite inferior, define-se o “gap de convergéncia’:

_zsup —zinf

zinf @1

gap

Frequentemente, o valor do gap é expresso em termos percentuais gap(%) = 100 - gap.

O valor do gap(%) representa a diferenga percentual médxima entre a solugdo obtida em uma
iteracdo e a solug@o 6tima do problema. Para garantir comportamento monétono decrescente do
valor do gap € necessdrio considerar como zsup o menor custo das solugdes obtidas em todas
as iteracdes anteriores (minzsup;). Dessa forma, ao final de cada iteracdo, a convergéncia do
algoritmo € avaliada verificando se o valor do gap € inferior a tolerancia estabelecida, a qual

define a distancia admissivel entre a solu¢c@o encontrada e a solug¢do 6tima.

Os métodos DDP e SDDP tém como premissa a convexidade dos subproblemas (ex.:
PL), caracteristica que garante que a funcao de recurso do subproblema seja convexa. Outra

premissa necessdria para a convergéncia € em relacao aos cortes construidos, que devem ser:

* vdlidos: um corte é valido se, e somente se, para todos os pontos do dominio das varidveis

de recurso, o valor do corte € inferior ou igual ao valor da funcdo de recurso no ponto.

* exato (tight): um corte € exato se, para o ponto em que foi construido, o valor do corte é

igual ao valor da fung¢do de recurso.
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Qt(zi—1)p Exemplos de cortes:
— valido e exato
— valido e nao exato

nao valido e exato

— nao valido e nao exato

7
* Ty
Ti_1 t—1

Figura 3 — Exemplo de cortes quanto a validade e a exatidao

A Figura 3 ilustra uma fun¢@o de recurso unidimensional Q,(x;_1), representada pelo
traco preto, a qual é ndo convexa e ndo continua. A figura também apresenta exemplos de cortes
construidos no ponto x;k_l, classificados de acordo com sua validade e exatidao. O corte verde
corresponde a um corte valido e exato, enquanto o corte laranja representa um corte exato, porém
nao vdlido. O corte azul, por sua vez, é vélido, mas ndo exato, e o corte vermelho nao é nem

valido nem exato.

As premissas de convexidade da funcdo e dualidade forte, assumidas pelos métodos DDP
e SDDP, garantem que cortes lineares obtidos sejam validos e exatos ao construir aproximagoes

afins de primeira ordem baseadas na solu¢ao dual associada ao ponto consultado.

No entanto, quando o subproblema envolve varidveis inteiras (ex.: MILP), esta funcdo
de recurso deixa de ser convexa, conforme ilustrado pela fun¢do Q;(x;_) representada na Figura
3. Assim, em algumas regides do dominio ndo € possivel obter um corte linear que seja vélido e
exato. Neste caso, esses cortes lineares deixam de garantir a convergéncia dos métodos DDP e
SDDP e, conforme discutido na secao anterior, uma alternativa seria obter cortes ndo lineares ou

aplicar técnicas como a DDiP/SDDiP.

No caso da DDiP e SDDiP, a premissa de que as varidveis de recurso sdo bindrias
garante que a funcdo de recurso possa ser representada por um poliedro convexo, mesmo que o
subproblema ndo seja convexo. Dessa forma, € possivel obter cortes lineares vélidos e exatos e
que garantam a convergéncia do método. No entanto, para subproblemas ndo convexos, como a
obtenc¢do das solugdes duais nao é direta, algumas metodologias para construcdo destes cortes
serdo detalhadas ao longo deste capitulo.

4.2 Familias de cortes para a DDiP e SDDiP

Considerando a fun¢do de recurso do periodo ¢ e cendrio s dada pelas Equacdes (4.2)-
4.3).
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T
Qrs(%,_y 4@) = min ¢ - Prssves]l + Y Py s Q0 (¥es) (4.2)
1,55)1,8 S(p)ES[J
s.t.(Xe5,)1,5) € V(xtfhs(a)) (4.3)

Onde:

X, @ € {0, 1}V: representa o vetor das N varidveis de recurso, ou seja, decisdo tomada

no periodo 7 — 1 no cendrio s\?), correspondente ao subproblema antecessor na drvore de cendrios.
x5 € {0, 1}V: representa o vetor das N varidveis de decisdo no subproblema do periodo

t, cendrio s que representam varidveis de recurso para o periodo 7 + 1.

Vis € RM x 7P sdo as varidveis de decisdo no subproblema do periodo ¢, cendrio s que
ndo representam varidveis de recurso. Correspondem a um vetor de M varidveis continuas e P

variaveis inteiras.
c € RNtM+P. & vetor de custo associado as varidveis de decisio.

V(x, ;@) C {0, 1} x RM x ZP: representa o conjunto de solugdes vidveis para as

varidveis de decisdo dado um valor para as varidveis de recurso x, _; (-

8; s: Tepresenta o conjunto de cendrios no estdgio 7 + 1 que podem se realizar dada a

realizacdo do cendrio s no periodo ¢.

Pyl representa a probabilidade condicionada da realiza¢do do cenario sP) emt+1

dada a realizac@o do cendrio s em ¢.

O processo de aproximacao iterativa da SDDiP e DDiP pode ser descrito através da
substitui¢cdo das fungdes de recurso do estagio posterior (¢ + 1), cuja representacdo exata é
desconhecida, por um conjunto de restri¢des lineares (cortes), inseridas a cada iteragdo k do
processo. Assim, a aproximacao da funcdo de recurso na iterac@o K fica entio representada da

seguinte forma:

Of(x, )= min Pyt Y, Py s (4.4)
’ Xt,5,)t,5,00 s (p)
N ES[_]X
$1.(X5:V05) € V(%) () (4.5)
Os > rhsiys— My Xes, Yk =1,K (4.6)

Onde:

04 s € R: € uma varidvel de decisdo que representa o custo futuro do periodo ¢ € cendrio

rhsy; s € R: representa o termo independente do k-€simo corte que compde o modelo

linear por partes da funcio de recurso.
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Mess € RV representa o vetor de coeficientes do k-ésimo corte que compde o modelo

linear por partes da funcdo de recurso.

A determinacéo de um corte, dado pelos coeficientes rhs e A, é feita através da resolugio
do subproblema no passo backward e pode ser feita de varias formas, conforme descrito na

sequéncia.

4.3 Cortes de Benders

Os cortes de Benders [62] sdo largamente utilizados em inimeras aplicacdes da DDP e
SDDP devido a sua simplicidade e eficiéncia. Cada corte € construido a partir do valor da func¢do

objetivo e das solucdes duais associadas ao subproblema.

No caso da DDiP e SDDiP, onde cada subproblema pode ser um MILP, a obten¢do de
solugcdes duais ndo € direta. Assim, os cortes sdo construidos com a solucdo objetivo e solucdes
duais do MILP resolvido com as restrigdes de integralidade relaxadas. Os cortes construidos
desta forma sdo relaxados em relacdo a fun¢do de custo futuro real. Assim, esses cortes sao
validos, porém nao exatos (vide Figura 3, corte azul) e, consequentemente, a convergéncia da

DDiP ou SDDiP com cortes de Benders ndo € garantida.

O corte construido por um subproblema em uma iteracao tem a seguinte forma:

_ % *T %
rhs = zpg + HiRX, | ()

A= Uig
Onde:

Z1g € R: € a solugdo da fungdo objetivo (custo total) do subproblema linearmente

relaxado.

x;il J(«)" TEpresenta o vetor de valores para as varidveis de recurso da iteragdo (decididos

no passo forward).

Mg € RN: ¢ o vetor de solucdes duais (ou composi¢io das solucdes duais) do problema

relaxado, relativo as restricdes onde as varidveis de recurso estao presentes.

O principal aspecto em se utilizar os cortes de Benders para a DDiP e SDDiP € que esses
cortes tendem a ser mais eficazes quanto mais proximo o problema inteiro misto for do problema
linearmente relaxado. Ou seja, como a funcio de recurso do problema linearmente relaxado
¢ uma aproximacao inferior e convexa da fun¢do de recurso do MILP, quanto mais préximas
estas duas fungdes forem, no ponto de otimalidade, mais perto do 6timo ficard a solucdo obtida
utilizando Benders. Outra observagao importante € que este corte pode ser construido mesmo

que a varidvel de recurso nao seja bindria.
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4.4 Cortes Inteiros de Otimalidade (Integer Optimality Cuts)

As caracteristicas do corte inteiro de otimalidade [48] sdo as seguintes: tange a fungdo
no ponto onde foi construido (x:‘il’s(a)), consultado no passo forward, sendo exato nesse ponto,
e possui uma inclinagdo vélida. Como as inclinagdes nao contém informagdes de primeira
ordem, os cortes nao refletem adequadamente a geometria local da fun¢do de recurso e podem
apresentar sinais incorretos sobre as dire¢des de decrescimento. Consequentemente, observa-se
um processo de convergéncia lento, por vezes quase enumerativo, entre as combinacdes de

solugdes inteiras.

O corte construido tem a seguinte forma:

-
rhs = zyip- (1 -1 x;k,l,s(@)

A =zmip- (26| o —1)

Onde:

zuirp € R: € a solugdo da fungdo objetivo (custo total) do subproblema, ou seja, zyyrp =
K (. x
Qt.,s(x,_m(a))

A expressdo apresentada para o corte foi descrita de forma simplificada assumindo que a

fun¢do Q; s possui um limite inferior de 0, a forma geral pode ser encontrada em [48].

4.5 Cortes de Lagrange

Os cortes de Lagrange [50], assim como os cortes Inteiros de Otimalidade, s@o exatos e
vélidos, o que garante a convergéncia do método. No entanto, este método se baseia em solugdes
duais para o cdlculo das inclinagdes, o que melhora a convergéncia da SDDiP em relacao aos

cortes Inteiros de Otimalidade.

Para garantir que os cortes de Lagrange sejam vdlidos e exatos, € necessaria a criagdo
de uma varidvel de cépia z € [0, 1]V, bem como uma restri¢iio de cépia que atrela seu valor ao
valor do recurso. Além disso, a varidvel de copia é utilizada no restante da formulacio para
representar a variavel de recurso. Assim, para execu¢ao da DDiP ou SDDiP utilizando os cortes
de Lagrange, o subproblema Q,[fs (xt_L J(@)) € reformulado como Q,[fs (xt_L J(@))> € sua formulagao

¢ dada por:
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Qfs (xt—l s(a)) = min Cth ) [xt.myl,s] + Z ps(m\sat,s 4.7)
’ ’ Xt,55Vt,5:%,5,0s s(Pes
1,5
S.l'.(xl‘7_§'7yl,s) S V(Zt,s) (48)
Os > rhsss— Mg X5, Yk =1,K (4.9)
Zs = X,_| g0 (4.10)

Este problema alterado possui a mesma solu¢do do problema original e permite a relaxa-
¢do da restricdo (4.10), o que € necessario para garantir as caracteristicas dos cortes de Lagrange.
Assim, define-se o problema de Lagrange como o problema Qfs (xt_m(a)) com a restri¢ao (4.10)

relaxada e penalizada na fun¢do objetivo pelos fatores y, s € RN, ou seja:

K . T T
Ly (M s % g(@) = .o Clyt PrssYes] T Y, PyogsOs T s (205 =%y j) (411)
WSOV ,S95E,8 58 s(p)6817s
s.t.(xe,5,V1.5) € V(zts) (4.12)
Os > rhsss— Mg X5, Yk =1,K (4.13)

Para dado ponto x;" (@ decidido no passo forward, os valores duais 6timos L'; sdo
— y

l,s
dados pela solucdo primal da maximizagdo do problema de Lagrange, ou seja:

D = m“athvs(utvs’x;k—l,s(")) (4.14)

Através desta formulagdo € provado em [50] que hé propriedade de dualidade forte, ou
seja:
Ly (M) ) = s )

Assim, constréi-se o corte para a DDiP ou SDDIP através das expressoes (4.15) e (4.16):

rhs = Qtlfs(x;k_17s(u)) — ,LL;:ST .x;k—l,s(a) (415)

A=, (4.16)

Dessa forma, para calcular os cortes de Lagrange é necessario determinar as solugdes
duais p";, associadas as restri¢des (4.10). Como este problema € um MILP, a obtengéo destes
duais ndo € trivial, sendo necessario resolver o problema (4.14). A determina¢do dos duais serd

explorada no Capitulo 6.
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4.6 Cortes de Benders Reforcados (Strengthened Benders Cuts)

Uma versao aprimorada dos cortes de Benders € proposta em [50]. Esses cortes, de-
nominados cortes de Benders reforcados, possuem a mesma inclinacdo dos cortes de Benders
tradicionais, porém sdo deslocados verticalmente para cima, de modo a serem menos relaxados
que os originais. Ainda assim, esses cortes sao validos, mas ndo exatos. A forma geral desses

cortes € dada por:

rhS—Lts(/JLR)WL.UZgX* 5@

A= Urg

Essa soluc@o € necessariamente maior ou igual ao custo total do problema relaxado,

produzindo um corte paralelo e mais proximo da fung¢ao real.

4.7 Aplicacdo da DDiP e da SDDiP no problema de planejamento energético

Ao decompor o problema de planejamento energético, obtém-se como varidvel de recurso
o volume armazenado nos reservatorios, uma vez que o volume inicial de um dado estagio de
tempo deve ser igual ao volume final do estdgio de tempo anterior. Os volumes dos reservatdrios
sdo naturalmente grandezas continuas. Dessa forma, para garantir a convergéncia da DDiP ou
SDDiP € preciso transformar os volumes em um conjunto de varidveis bindrias, o que pode ser

feito através de uma expansao bindria.

4.7.1 Representagdao do volume por meio de uma expansao bindria

O volume final de um reservatorio, vf € R, pode ser aproximado como uma expansao
bindria de N € N varidveis bindrias b, € {0,1},n =0,N — 1, tal que:

vf= 2N—1 Z 2. b 4.17)

Onde vf € R é o valor maximo da varidvel vf (volume maximo do reservatério da usina em
vf
P
que pode variar entre 0 € v, com N varidveis bindrias.

questdo). Define-se € =

sendo a precisdo (passo de discretizacdo) ao representar o volume,

Por exemplo, considerando vf = 90, com N = 1, haver4 apenas 2! valores de volume
final e a expressao bindria serd:
v =90-by
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Ou seja, quando by =0 = vf =0 e quando by =1 = vf = 90, e o passo de discretizacdo é

£ = 90. No caso de N = 2, existem 22 valores de volume final tal que:

90 90
=2 bp+—-2-b
vf 3 o+ 3 1

Nesta situacdo, vf pode assumir os seguintes valores:

bp=0eb =0=vf=0

bp=1eby=0=vf=30

bo=0eb; =1=vf=60

bo=1leb; =1=vf=90

vf
N1
a representacdo do volume como uma varidvel continua. No entanto, ao aumentar o valor de N o

Ou seja, a precisao € = = 30 para este caso. Dessa forma, quanto maior N, melhor

numero de varidveis bindrias cresce, assim como a complexidade computacional do problema.

Para representar um volume de uma usina que possa variar de 0 a vf com uma dada

precisdo € € necessario fazer o calculo inverso:

vf
e=—7—
N1
Ny
€
N 14+
£

Como N € uma varidvel inteira, procura-se o menor valor de N que garanta pelo menos a

precisao desejada:

v

N = [log,(1+ ?fﬂ (4.18)
Ou seja, suponhamos que uma usina hidrelétrica tenha um volume itil total de vf =

10004m? e deseja-se representd-lo com uma precisdo de € = 1hm?>, sdo necessdrias N = 10

varidveis binarias. Mas, se para este mesmo volume for desejada uma precisio de € = 0.1 hm?,

seriam necessarias N = 14 variaveis binarias.

4.7.2 Impacto da “binarizacao” da varidvel de recurso

A introdugdo das varidveis bindrias e restricdes de expansao bindrias (4.17) permite que

as varidveis continuas de volume sejam transformadas em varidveis de decisdo enquanto as
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varidveis bindrias se tornam as varidveis de recurso. Ou seja, o vetor de varidveis de recurso,

Xr s € R inicialmente composto pelas varidveis de volumes finais das H usinas do estudo:

— 1 2 -H
Xt,s = [Vft,svvft,m “'ﬂvft,s]a
passa a ser um vetor das N = Z{le Ny, varidveis bindrias, onde Nj, corresponde ao nimero de
varidveis bindrias usado na expansao bindria da usina h:

[l 1 2 2 H H
Xts = [blt.,SV"’bN][’s’b]t,s’"'7b IR ,b] If,S""’bNHl7s]’

Isso pode corresponder a um aumento expressivo da dimensao da varidvel de recurso x; 5, que
passa de dimensdo H para dimensdo N = Zle Nj,. A titulo de exemplo, para representar os
reservatorios com precisdo de 10%, ou seja, um ponto a cada 10% de seu volume maximo, pela
Equacdo (4.18), sdo necessdrias 4 varidveis bindrias por usina, o que representa um aumento de
4 vezes na dimensao deste vetor. Para representar com uma precisao de 1% sio necessarias 7
varidveis bindrias.

Em problemas de grande porte, onde esta dimensao € elevada, por exemplo, no sistema

brasileiro sdo representados tipicamente 67 reservatorios, tem-se:

Varidvel continua \ Expansao bindria (precisdo 10%) \ Expansao bindria (precisio 1%)
67 | 268 | 469

Tabela 2 — Dimensao do espaco da fun¢ao de recurso

O aumento da dimensao da varidvel de recurso faz com que a fun¢do de recurso se torne
mais complexa de ser aproximada, necessitando de uma quantidade maior de cortes lineares
e, consequentemente, iteragdes da SDDiP/DDiP. Além disso, a insercao destas varidveis e da

restri¢cao de expansdo bindria torna o subproblema bastante mais complexo de ser resolvido.

Dessa forma, embora a utilizagdo de varidveis de recurso bindrias permita a aplicagao
de métodos exatos e que fazem uso de cortes lineares, como a SDDIiP e DDiP, também traz um
onus quando, para o problema em questdo, as varidveis de recurso ndo sdo naturalmente bindrias.
Nos capitulos seguintes, esse impacto e a sensibilidade desses métodos em relagdo ao nimero de

varidveis bindrias utilizadas serdo explorados por meio de experimentos computacionais.
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5 Estudos de caso em pequena escala

O objetivo desta secdo é avaliar de forma detalhada, por meio de estudos de caso

reduzidos, os seguintes aspectos:

* aresposta e o desempenho do método DDiP e dos algoritmos descritos no Capitulo 4;
* o efeito das restricdes condicionadas apresentadas na Secdo 2.4 sobre a funcdo de recurso;

* os impactos da representacdo da varidvel de recurso continua por meio de uma expansao

binaria.

Optou-se por avaliar a DDiP em vez da SDDIiP, pois assim € possivel observar de forma
isolada o impacto das sensibilidades avaliadas na convergéncia do método, uma vez que ha

convergéncia deterministica quando se resolve a drvore de cenérios completa.

Neste contexto, ao longo da secdo é adotada uma nomenclatura padronizada para a defi-
ni¢do de métodos e representacdes, conforme descrito a seguir. No que se refere a representacao

da varidvel de recurso, esta pode ser realizada de duas formas:

* “continuous-storage”: indica que as varidveis de recurso (volume inicial) e de decisdao
(volume final) sdo representadas por varidveis continuas, correspondendo a sua representa-
¢ao natural. Nesse caso, quando o problema € resolvido por decomposicao, a funcio de

recurso depende de uma ou mais varidveis continuas.

* “binary-storage”: indica que as variaveis de recurso (volume inicial) e de decisdo (volume
final) sdo representadas por varidveis bindrias. Para isso, s@o utilizadas expressoes de
expansdo bindria que convertem os volumes em varidveis bindrias, conforme descrito na
Secdo 4.7.1, sendo necessario especificar o nimero N de varidveis bindrias consideradas.
Nesse caso, quando o problema € resolvido por decomposicao, a funcao de recurso passa

a depender exclusivamente de varidveis bindrias.

Os estudos de caso avaliados nesta secdo consideram trés variantes distintas quanto a

inclusdo de restricdes operativas:

* “no-constr’: corresponde ao caso base, contendo apenas as varidveis e restricoes necessa-
rias a representacao do problema de planejamento energético, sem a inclusao de restri¢des

operativas hidrdulicas condicionais;

* “cond-constr’: corresponde ao caso base acrescido das restricdes operativas condicionais

pertinentes a cada estudo de caso, cuja modelagem utilizada estd descrita na Secao 2.5;
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* “with-constr”: corresponde ao caso base acrescido das mesmas restricdes operativas,
porém consideradas de forma incondicional, isto é, aplicdveis independentemente do

estado do sistema.

Com relacdo aos métodos empregados para a resolucio dos estudos de caso, sdo conside-

rados:

* Global, referidos como “MILP-global” ou “LP-global”, que correspondem a solugdo
direta do problema por meio de um tnico MILP ou LP, no qual todos os n6s da arvore
de cendrios sdo agregados em um unico problema de otimizagdo, resolvido de forma
centralizada. Quando a representacao adotada € “binary-storage” e/ou ‘“‘cond-constr”, o
problema assume natureza inteira mista (MILP); caso contrario, trata-se de um problema

linear (LP);

* DDP, aplicado quando o problema € resolvido por decomposi¢do e a representacdo da
varidvel de recurso € do tipo “continuous-storage”. Neste caso, podem ser utilizados cortes

de Benders classicos ou Reforcados;

* DDIiP, aplicado quando o problema € resolvido por decomposi¢do e a representacao da
varidvel de recurso € do tipo “binary-storage”. Neste caso, podem ser empregados cortes
de Benders cléssicos, Benders Reforcados, cortes Inteiros de Otimalidade e cortes de

Lagrange.

Os estudos de caso em pequena escala apresentam as caracteristicas gerais descritas no

Capitulo 2. Foram elaborados dois estudos de caso:

* Estudo de caso “tutorial” (Secdo 5.1): caso deterministico com apenas uma usina hidrau-
lica, desenvolvido com o objetivo de permitir uma anélise mais aprofundada e detalhada

dos resultados;

* Estudo de caso “reduced-system” (Secao 5.2): representa uma versao reduzida do sis-
tema elétrico brasileiro, de natureza estocéstica, com uma arvore de cendrios igualmente

reduzida.

Todos os experimentos foram conduzidos em computador equipado com processador
Intel 17 de 11a geracdo com 8 nicleos e 32 GB de memoédria RAM. A implementagdo foi
realizada em C++, utilizando o solver CPLEX da IBM, com multiprocessamento habilitado
por meio de duas threads. O método adotado para a solucao dos problemas inteiros mistos foi
0 branch-and-bound, enquanto os problemas lineares foram resolvidos por meio do método

simplex.



46

5.1 Estudo de caso “tutorial”

O estudo de caso “tutorial” representa um problema de planejamento energético com
dimensdes reduzidas ao minimo. Seu principal objetivo € servir como um ambiente controlado
para validacao metodoldgica e anélise detalhada do comportamento dos métodos considerados.

Especificamente, este estudo visa:

* verificar a implementagdo computacional;

* analisar de forma detalhada o comportamento de cada um dos métodos de solugdo, consi-

derando:

a capacidade de alcancar o 6timo global do problema;

a taxa de convergéncia em relagdo aos demais métodos;

o impacto da representacao de uma varidvel de recurso continua por meio de expansao
binaria;

o efeito da insercao de restricdes condicionais envolvendo varidveis inteiras na DDiP

(solucao exata) e na DDP (solucdo ndo exata).

Adicionalmente, avalia-se o impacto da introdu¢do de restri¢cdes hidraulicas condicionais
sobre as caracteristicas da funcdo de recurso associada a um subproblema de planejamento

energético.

5.1.1 Caracteristicas gerais do caso “tutorial” base

O caso “tutorial” segue a formulacdo geral de planejamento energético apresentada no
Capitulo 2, porém com dimensdes significativamente reduzidas. As principais caracteristicas do

problema estdo resumidas na Tabela 3.

Os custos varidveis unitarios (CVU) e os limites de geracdo das usinas termelétricas sao
apresentados na Tabela 4. A demanda energética por patamar de carga e periodo € descrita na
Tabela 5. Cada subproblema, correspondente a um periodo, considera as restri¢des listadas na
Tabela 6.

Numero de hidrelétricas com reservatorios
Numero de termelétricas

Numero de submercados de energia
Numero de patamares de carga

Nimero de periodos

Numero de cendrios por periodo

—_| DI W = N =

Tabela 3 — Dimensdes do problema “tutorial”

A formulacao completa do problema tutorial é apresentada no Apéndice A.
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Cédigo da usina Ccvu Poténcia Instalada
(R$/MWh) (MW)

1 31.17 8

4 310.41 2

9 978.10 2

12 1700.00 2

991 6524.05 999

Tabela 4 — Caracteristicas das usinas térmicas no problema “tutorial”

Periodo / Patamar | 1 2 3
1 25119 | 15
2 45 139 | 35

Tabela 5 — Demanda energética em MW no problema “tutorial”

Restricao de balang¢o hidraulico 1
Restri¢des de atendimento a demanda 3
Restri¢des de funcdo de producgdo hidrdulica | 18

Tabela 6 — Restri¢cdes do subproblema de cada periodo do caso “tutorial”

5.1.2 Representacdo do volume armazenado no caso “tutorial”

A usina hidrelétrica considerada no estudo “tutorial” € a usina real de Camargos, perten-
cente ao sistema elétrico brasileiro. Essa usina possui poténcia instalada de 46 MW e reservatorio

de regularizacdo com volume ttil maximo de 672 hm?.
A varidvel de decisdo associada ao volume armazenado foi representada de duas formas:
* “continuous-storage’: representacdo por meio de uma varidvel continua;

* “binary-storage’’: representacdo por meio de expansao bindria, considerando N =23 e

N = 5 variéveis bindrias, conforme ilustrado na Figura 4.

5.1.3 Representagdo de restrigdes hidrdulicas no caso “tutorial”

Sdo consideradas trés variantes do caso “tutorial” no que se refere & modelagem de
restri¢des hidraulicas. Seja g, a vazdo defluente da usina hidrelétrica no periodo ¢ € no patamar

p- Entéo:

* “no-constr”: corresponde ao caso base, no qual nenhuma restricao hidraulica adicional é

incorporada ao modelo:

gpr < ooVt € {1,2}, pe {1,2,3}; (5.1)



48

VF U @61 =
0.00008010 * BIN VOLF U 001 I 00
0.00016021 * BIN VOLF U 001 I 01
0.00032043 * BIN VOLF U 001 I 02
0.00064086 * BIN VOLF U 001 I 03
0.00128173 * BIN VOLF U 001 I 04
0.00256347 * BIN VOLF U 001 I 05
0.00512695 * BIN VOLF U 001 I 06
0.01025390 * BIN VOLF U 001 I 07
.62056781 * BIN VOLF U 861 I 08
0.04101562 * BIN VOLF U 001 I 09
0.08203125 * BIN VOLF U 001 I 16
0.16406251 * BIN VOLF U 861 I 11
0.32812503 * BIN VOLF U 001 I 12
0.65625007 * BIN VOLF U 861 I 13
1.31250015 * BIN VOLF U 001 I 14
2.62500031 * BIN VOLF U 001 I 15
5.25000062 * BIN VOLF U 001 I 16
10.5000012 * BIN VOLF U 001 I 17 VF U 001 =
21.0000025 * BIN VOLF U 001 I 18 21.6774 * BIN VOLF U 001 I 00
42.0000050 * BIN VOLF U 001 I 19 43.3548 * BIN_VOLF U 661 I 61
84.0000100 * BIN VOLF U 001 I 20 86.7096 * BIN VOLF U 061 I 02
168.000020 * BIN VOLF U 801 I 21 173.4193 * BIN_VOLF U 001 I @3
336.000040 * BIN VOLF U 061 I 22 AN = BIN LY 1 Bl L

Figura 4 — Representagdo do volume da usina de Camargos utilizando 23 varidveis bindrias (esquerda) e 5
varidveis bindrias (direita)

* “with-constr”: nesta variante, ¢ adicionada ao problema original uma restricao hidrdulica

incondicional, dada por:
gps <200Vt € {1,2}, pe{1,2,3}. (5.2)

Essa restricdo impde um limite maximo de defluéncia vélido para todos os periodos e

patamares, independentemente do estado do sistema.

* ‘“cond-constr”: nesta variante, € introduzida uma restri¢ao hidraulica condicional, inspi-
rada em restri¢des operativas reais do planejamento energético. A restri¢do limita a vazio

defluente maxima em funcdo do volume inicial do reservatdrio:
gps <200, se vi; < 55%,Vt € {1,2}, p € {1,2,3}. (5.3)

Nessa equagdo, vi; denota o volume inicial da usina no periodo z. Assim, a restri¢cao de
defluéncia maxima € aplicada apenas quando o volume inicial do reservatério € inferior a
55% do volume util maximo, evitando elevados niveis de defluéncia em situa¢Ges de baixo
armazenamento. Essa restricao foi incorporada ao modelo por meio da introduc¢do de duas

varidveis bindrias adicionais, conforme descrito na Sec¢ao 2.5.

5.1.4 Solugdo global do problema “tutorial”

Devido as reduzidas dimensdes do problema “tutorial”, é possivel resolvé-lo diretamente

como um Unico problema de otimizagdo, na forma de um LP ou MILP, agregando-se todas as
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varidveis e restricoes em um modelo global. Essa solucdo, denominada LP-global ou MILP-
global, € exata e serve como referéncia para validagdo dos resultados obtidos posteriormente por

meio dos métodos de decomposic¢ao.

O custo total da solucdo global para cada variante do problema € apresentado na Tabela

7, onde se pode observar que:

Custo total da solugdo (R$)
no-constr with-constr cond-constr

continuous-storage | 1950765.1284* | 2248289.3900* | 1952445.9155

binary-storage (23) | 1950765.1392 | 2248289.4348 | 1952445.9200

binary-storage (5) 1952035.0724 | 2542048.7022 | 2488007.9306

Tabela 7 — Custo total do caso “tutorial” obtido pela solucao LP/MILP-global. Células marcadas com *
indicam que o problema é um LP, por ndo conter varidveis inteiras.

* Os custos obtidos com “continuous-storage” e “binary-storage” (23) sdo bastante pro-
ximos. Isso indica que a expansao bindria com 23 varidveis fornece uma aproximacgao
suficientemente precisa da varidvel continua, produzindo apenas um aumento marginal no

custo em fung¢do da discretizagao.

* No caso “binary-storage” (5), o custo 6timo obtido € significativamente superior aos
demais casos, refletindo a limitagdo imposta pela baixa resolu¢cdo na representagdo do

volume armazenado.

* Comparando-se as diferentes variantes de restricdes, observa-se que o problema com
restricdo incondicional apresenta o maior custo, como esperado. O caso com restri¢ao
condicional resulta em um custo intermedidrio entre 0s casos sem restricao e com restricao

incondicional.

No caso sem restricdes hidraulicas adicionais (“no-constr”), a operagao 6tima caracteriza-
se pelo enchimento do reservatdrio no primeiro periodo, seguido de um aumento do turbinamento
no segundo periodo, no qual a demanda € mais elevada. Essa estratégia € ilustrada na Tabela 8.
Observa-se ainda que o volume armazenado € integralmente consumido ao final do horizonte de
planejamento, uma vez que ndo ha funcio de custo futuro associada ao armazenamento no final

do horizonte.

Ao introduzir a restricdo hidrdulica — seja de forma condicional ou incondicional —
essa solugdo deixa de ser vidvel. No segundo periodo, a usina atinge um turbinamento de
206.81m3 /s, superior ao limite de 200 m3 /s, e o volume inicial do periodo é de 54.34%, inferior
ao limiar de 55% estabelecido pela restri¢cdo. Esse fato explica o aumento de custo observado na
Tabela 7.
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Volume | Volume
Periodo | Patamar | Inicial Final | Turbinamento | Vertimento
%) | (%) (m*/s) (m*/s)

1 69.12 0.0

1 2 25.54 54.34 50.30 0.0

3 26.60 0.0

1 206.81 0.0

2 2 54.34 0.00 189.36 0.0
3] 155.97 0.0

Tabela 8 — Operagdo 6tima do reservatdrio no problema “tutorial-no-constr” com “binary-storage” (23)

No caso “tutorial-with-constr”, a defluéncia ¢ limitada a 200> /s independentemente
do volume. Como consequéncia, no primeiro patamar do segundo periodo torna-se necessario
acionar termelétricas de maior custo. Para mitigar esse efeito, a solu¢do 6tima passa a aumentar
o volume armazenado, inicial e final, do segundo periodo, de modo a elevar a produtividade
hidraulica e, consequentemente, a geragcdo ao se utilizar a defluéncia maxima permitida neste

patamar. A Tabela 9 apresenta a operacao correspondente.

Volume | Volume
Periodo | Patamar | Inicial Final | Turbinamento | Vertimento
%) | (%) (3 /s) (m/s)
1 69.01 0.0
1 2 25.54 56.07 41.16 0.0
3 22.87 0.0
1 200.00 0.0
2 2 56.07 4.09 183.71 0.0
3 150.32 0.0

Tabela 9 — Operacao 6tima do reservatdrio no problema “tutorial-with-constr” com “binary-storage” (23)

Quando a restri¢dao € condicional (“tutorial-cond-constr’”’), o modelo passa a explorar
estratégias de operacdo mais flexiveis. Em particular, a otimizacdo pode optar por manter
o volume inicial do segundo periodo acima de 55%, permitindo turbinamentos superiores a
200m3 /s, ou aceitar a limita¢do da defluéncia. Dessa forma, o problema admite duas estratégias

operativas vidaveis. A Tabela 10 mostra a operacao 6tima obtida nesse caso.

Observa-se que a introducgdo da restricao condicionada resulta em uma maior retencdo
no armazenamento no primeiro estagio, elevando o volume inicial no segundo estdgio para 55%.
Esse ajuste permite que a defluéncia da usina ultrapasse 200m2° /s. Em outras palavras, o custo
do primeiro estdgio aumenta ligeiramente em comparacao ao problema original (sem restricao),
mas esse aumento de custo contribui para reduzir o custo do segundo estdgio, em relagdo ao

custo observado em um problema com a restri¢do incondicional.

No que se refere a representacdo com baixa resolu¢do do volume armazenado (5 varidveis

bindrias), constata-se que os volumes 6timos obtidos com a formulag¢do continua ndo podem ser
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Volume | Volume
Periodo | Patamar | Inicial Final | Turbinamento | Vertimento
%) | (%) (m*/s) (m*/s)
1 69.08 0.0
1 2 25.54 55.00 50.30 0.0
3 23.12 0.0
1 206.81 0.0
2 2 55.00 0.00 188.72 0.0
3 155.56 0.0

Tabela 10 — Operagdo 6tima do reservatdrio no problema “tutorial-cond-constr” com “binary-storage”
(23)

exatamente reproduzidos. A Tabela 11 apresenta os valores discretizados disponiveis proximos
ao 6timo continuo, enquanto a Tabela 12 compara os volumes finais obtidos com representacao

continua e com expansao bindria de 5 varidveis.

Representagdo bindria | Volume correspondente (%)
b= (1,0,0,0,0) 51.61
b=(1,0,0,0,1) 54.84
b=(1,0,0,1,0) 58.06

Tabela 11 — Valores discretizados do volume armazenado com 5 varidveis binarias

Caso “tutorial” | varidvel continua | expansao com 5 bindrias
no-constr 54.34 54.84
cond-constr 55.00 58.06
with-constr 56.07 54.84

Tabela 12 — Volumes tteis finais (%) ao final do periodo 1

Conclui-se que, nos casos “no-constr” e “with-constr”, os volumes 6timos continuos
(54.34% e 56.07%) sao aproximados por 54.84%, valor discretizado mais préximo dos 6timos
continuos. J4 no caso “cond-constr”’, o modelo escolhe o valor 58.06%, pois este € o menor
valor discretizado que satisfaz a condi¢do necessdria para desativar a restricdo no segundo
periodo. Esses resultados evidenciam a importancia de uma modelagem cuidadosa de restricdes
condicionais e mostram que expansdes bindrias de baixa resolu¢do podem introduzir distor¢des
relevantes na representacao de varidveis continuas, levando a decisdes sub-6timas em relacdo ao

modelo original.

Os resultados detalhados da operacdo para o problema resolvido de forma global podem

ser encontrados nos Apéndices B.1.1 e B.2.1.
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5.1.5 Andlise da fun¢do de recurso do problema “tutorial”

Com o objetivo de analisar de forma mais detalhada os efeitos das restricdes condicionais
sobre a funcdo de recurso, foi realizada uma avaliagdo sistemdtica dessa funcao no segundo
estdgio do problema “tutorial”. Para isso, o subproblema do segundo estigio foi resolvido
672 vezes, variando-se o volume dtil inicial desde o valor minimo (0hm?) até o valor méximo
admissivel (672hm?). Para cada valor de volume, foi computado o custo total da operagdo do

segundo estagio, resultando na funcdo de recurso correspondente.

Nessa andlise, foram consideradas trés variantes da restri¢do hidriulica, conforme des-

crito na Se¢do 5.1.3:

* no-constr: sem restricao a defluéncia, conforme Equacdo (5.1);
* with-constr: com restricao hidrdulica incondicional, conforme Equacao (5.2);

* cond-constr: com restricdo hidraulica condicional, sendo analisadas duas formas de

condicionamento:

— restri¢do condicionada ao volume inicial (v_init), utilizada na solu¢@o do problema

“tutorial”, conforme a Equacao (5.3);

— restri¢do condicionada ao volume médio no periodo (v_mean), na qual o critério de

ativacdo da restricao depende da média entre o volume inicial e final do periodo:

gy < 200, se LV

<55%,Vt € {1,2}, p€{1,2,3}. (5.4)

A Figura 5 apresenta as quatro funcdes de recurso obtidas em fun¢@o do volume inicial.
Observa-se que, devido a escala adotada, as curvas apresentam comportamento visualmente
semelhante ao longo de grande parte do dominio. Por esse motivo, a Figura 6 apresenta
ampliacoes em duas regides especificas: a esquerda, em torno de 55% do volume util méximo, e

a direita, em torno de 82%.

Nessas regiodes, torna-se evidente que a fun¢do de custo do problema sem restri¢do
hidraulica (curva verde) € inferior a do caso com restricdo incondicional (curva amarela),
conforme esperado. A fungdo de custo associada a restricdo condicionada ao volume inicial,
v_init (curva azul), coincide, para volumes inferiores ao limiar de ativacao, com a fun¢do do
caso com restri¢do incondicional. No entanto, a partir do momento em que o volume inicial
atinge o limiar da restricao (55%), essa fun¢do passa a coincidir com a fung@o do problema sem
restricdo. Esse comportamento evidencia que a funcdo de recurso associada a restricao hidrdulica
condicional ao volume inicial apresenta uma estrutura ndo convexa, mais precisamente, convexa
por partes, com uma descontinuidade no ponto de transi¢iao entre os regimes de ativacdo e

desativagdo da restri¢cdo.
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No caso em que a restricdo é condicionada ao volume médio do periodo, v_mean (curva
vermelha), essa transicao ocorre de forma mais gradual e em valores mais elevados de volume
inicial, situando-se aproximadamente entre 78% e 86%. Esse comportamento decorre do fato de
que o relaxamento da restri¢ao passa a depender também do volume final do subproblema, que é
uma varidvel de decisdo e pode ser ajustada pela otimizac¢ao, suavizando o efeito da condi¢ao

sobre a defluéncia maxima.

Recourse Functions

1.25E+8 .
= \/_init cond-constr
1.00E+8 '\ m—_MEAN cond-
N\ constr

—~  7.50E+7 N .
£ AN with-constr
% \
B 5.00E+7 . 4 -
8 L . no-constr

2.50E+7 \

\-
0 e~ ———
0 25 50 75 100

Initial Volume (%)

Figura 5 — Func¢do de recurso do segundo estigio do caso “tutorial”, avaliada em 672 valores do volume
inicial entre os limites minimo e m4ximo
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25046 T with-constr 2.00E+5 with-constr
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1.00E+6 0.00E+0
53.5 54.0 54.5 55.0 56.5 56.0 56.5 76 78 80 82 84 86 88

Initial Volume (%) Initial Volume (%)

Figura 6 — Ampliacdo nas regides de descontinuidade da funcio de recurso do segundo estdgio do caso
“tutorial”

Embora as diferencas entre as fun¢des de recurso nos quatro casos analisados sejam
relativamente pequenas e concentradas em regides especificas do dominio, destaca-se que esse
tipo de restricdo ndo convexa tende a ocorrer simultaneamente em diversos reservatorios e em
diferentes regides do sistema. Nesse contexto, € plausivel que o sistema opere com frequéncia
nessas regides, o que pode levar a uma avaliagdo inadequada do valor da 4gua e dos custos

futuros de operagao nessas condigdes.

Em sintese, a incorporacao de restri¢des condicionais nos subproblemas de uma drvore de
cendrios em programacao estocastica altera significativamente a estrutura da fungao de recurso,

transformando-a de uma func¢do convexa (poliedral) em uma fung¢do semicontinua inferior e
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convexa por partes. Além da maior dificuldade na representacdo das nao convexidades e descon-
tinuidades da funcdo de recurso, essas alteracdes aumentam a complexidade computacional do
problema, frequentemente resultando em formulag¢des do tipo MILP mais dificeis de resolver.
Os resultados observados evidenciam, portanto, 0 compromisso inerente entre maior fidelidade
na modelagem das restri¢des operativas e a viabilidade computacional dos métodos de solucao

empregados.

5.1.6  Solugdo do problema “tutorial” utilizando cortes de Benders

A Tabela 13 apresenta um resumo da operagdo obtida pelo método de Benders para o
caso ‘“cond-constr” (valores em vermelho), comparativamente a solucdo 6tima do problema

“tutorial” sem restri¢des condicionais (valores em azul).

Volume | Volume | Defluéncia ou Custo no
Periodo | Patamar | Inicial Final Turbinamento estagio
(%) (%) (m’ /) (R$)

1 69.12 (69.12)

1 2 25.54 54.34 41.16 (41.16) 429095.63
3 (54.34) | 32.00 (32.00) | (429095.63)
1 200.00 (206.81)

2 2 54.34 5.88 188.51 (189.36) | 2231487.47

3 (54.34) | (0.00) | 155.12(155.97) | (1521604.66)

Tabela 13 — Resultados da operacgdo do reservatério no problema “tutorial-cond-constr” com o método
de Benders (em vermelho), comparativamente a solu¢do 6tima do problema “tutorial” sem a
restri¢ao condicional (em azul)

A andlise desses resultados permite extrair conclusdes importantes a respeito do uso de

cortes de Benders em problemas com restricdes condicionais:

* Embora a restri¢ao condicional esteja, em principio, presente tanto no primeiro quanto
no segundo estdgio (uma vez que os volumes iniciais sdo inferiores a 55%), a solucao
do primeiro estdgio para o caso “cond-constr” coincide exatamente com a solu¢do do

problema “no-constr”. Isso ocorre porque:

— as vazdes no primeiro estidgio sdao baixas, de modo que a restri¢cdo, embora presente,

ndo fica ativa;

— no passo backward, os cortes sdo construidos a partir do problema relaxado, no
qual as variaveis inteiras podem assumir valores fraciondrios. Nessas condicoes, a
restricao condicional ndo influencia a formacao dos cortes, fazendo com que todos os
cortes gerados do segundo para o primeiro estdgio sejam idénticos aos do problema

“no-constr’.
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* Como consequéncia, o volume inicial do segundo estdgio permanece em 54.34%, que
€ otimo para o problema irrestrito. Contudo, no passo forward, a restrigdo condicional
€ considerada, impedindo a usina de defluir acima de 200m3 /s, 0 que resulta em uma

operacdo significativamente mais onerosa no segundo estigio.

Ao observar o processo de convergéncia, para o caso ‘“no-constr’, no qual o segundo
estagio é convexo, uma vez que nao ha expansao bindria no dltimo estagio, a solugdo é obtida
com gap de convergéncia nulo na quinta iteracdo, montrando que o método atinge o valor
6timo. De fato, custo de operagdo encontrado com a DDP-Benders, tanto na representacao
“continuous-storage” quanto “binary-storage”, coincidem exatamente com aqueles obtidos pelas
solucdes LP-global e MILP-global, respectivamente. Esses resultados sdo apresentados nas
Tabelas 14 e 15.

No entanto, para o caso “cond-constr”, tanto na representagdo ‘“‘continuous-storage”
quanto na “binary-storage”, observa-se que o método nao converge para a solugdo 6tima. O
processo iterativo se estabiliza a partir da quinta iteracdo, com valores constantes de zinf e zsup,
resultando em um gap de aproximadamente 36% em ambos os casos. Os custos totais, valores

de gap e nimero de iteracdes sdo apresentados nas Tabelas 16 e 17.

Nesta variante, custo da operacdo (R$2660647.55010) é superior ao 6timo global do
problema com restri¢do condicional (MILP-global: R$1952445.9200670), e também superior
ao custo do problema com restri¢do incondicional (R$2248289.4348740). Ou seja, quando a
restricdo existe incondicionalmente, a solu¢do 6tima € elevar o volume inicial no segundo estagio
até 56.07%, de forma a reduzir os custos no segundo estdgio. Entretanto, quando aplicado
Benders, o passo backward ignora a restri¢ao condicionada na formagdo do corte e o primeiro

estdgio ndo antecipa corretamente o impacto dessa restricdo sobre os custos futuros.

O processo de convergéncia completo das execucdes do “tutorial” utilizando os cortes de

Benders pode ser encontrado nos Apéndices B.1.2 e B.2.2.

5.1.7 Solugdo do problema “tutorial” utilizando cortes Inteiros de Otimalidade

Os cortes Inteiros de Otimalidade, descritos na Secdo 4.4, apresentam convergéncia
relativamente lenta, conforme discutido em [49]. Esse comportamento torna-se ainda mais
critico a medida que se aumenta a dimensao da fun¢do de recurso. Ao resolver o caso “tutorial”
utilizando a representacdo do volume com 23 varidveis bindrias, observou-se que, mesmo apos
500 iteracdes da DDIP, o processo de convergéncia ainda apresentava um gap elevado, indicando
que a solucgdo estava distante do 6timo. Diante disso, para viabilizar a andlise da convergéncia
dessa metodologia, optou-se por utilizar o caso em que a varidvel de volume € representada por

apenas 5 varidveis bindrias.

Nessas condi¢des, para o caso “no-constr”, foi possivel obter a solucao 6tima via DDiP
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em 19 iteracdes. Observa-se que os custos das solugdes obtidas com 5 varidveis bindrias,
tanto pela abordagem MILP-global quanto pela DDiP, coincidem exatamente, evidenciando a

convergéncia adequada do método. Esses resultados encontram-se sintetizados na Tabela 15.

De forma similar, para o caso “cond-constr”, a solu¢do 6tima também foi alcancada
ap6s 19 iteragdes da DDiP. O custo total obtido € idéntico ao custo resultante da resolucao do

problema via MILP-global com 5 varidveis bindrias, conforme apresentado na Tabela 17.

Com relacdo a operagdo 6tima, os resultados foram muito semelhantes aqueles obtidos
pela solugdo global, com pequenas diferencas atribuidas a existéncia de solugdes alternativas de
mesmo valor 6timo. Os detalhes da operagao e o histérico completo do processo de convergéncia
das execugdes do caso “tutorial” utilizando cortes Inteiros de Otimalidade estdo disponiveis nos
Apéndices B.1.4 e B.2.4.

5.1.8 Solugdo do problema “tutorial” utilizando cortes de Lagrange

O método baseado em cortes de Lagrange, descrito na Sec¢do 4.5, apresentou convergéncia
para a solucdo 6tima em ambos os casos analisados. Especificamente, a convergéncia foi atingida
apos 5 iteragdes no caso “no-constr” e apds 26 iteragdes no caso “cond-constr”. Em ambos os
cendrios, o valor da funcao objetivo coincide exatamente com aquele obtido pela resolucdo do

problema via MILP-global, conforme apresentado nas Tabelas 15 e 17.

Em todas as execugdes, foi adotada a representacdo mais detalhada da varidvel de
volume, utilizando 23 varidveis bindrias. No que se refere a operacdo 6tima, os resultados
obtidos com os cortes de Lagrange sao idénticos aqueles encontrados pela abordagem MILP-
global. O detalhamento completo do processo de convergéncia e dos resultados operativos pode

ser consultado nos Apéndices B.1.5 e B.2.5.

5.1.9 Solug¢do do problema “tutorial” utilizando cortes de Benders Refor¢cados

A metodologia de cortes de Benders Reforcados, descrita na Secdo 4.6, pode ser aplicada
ao problema “tutorial” tanto com a representacdo “continuous-storage” (DDP) quanto com a

representacao “binary-storage” (DDiP) da varidvel de recurso.

No caso “no-constr”, para ambas as representacdes, o subproblema do segundo estagio
ndo contém varidveis inteiras, caracterizando-se como um problema convexo. Nessas condi¢des,
os cortes gerados pelo método de Benders Reforcados sdo idénticos, salvo diferencas numéricas,
aos cortes de Benders tradicionais. Isso ocorre porque as solucdes duais do problema relaxado
linearmente coincidem com as solu¢des do problema original, uma vez que ndo h4 distin¢do entre
as duas formulagdes. Consequentemente, os valores do custo total e os resultados operativos

obtidos sdo exatamente os mesmos daqueles gerados pelo método de Benders tradicional.
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Para o caso “cond-constr”, por sua vez, diferentemente do observado com os cortes de
Benders tradicionais, os cortes de Benders Reforcados foram capazes de alcangar a solucao
6tima em ambas as representacoes. Ressalta-se, entretanto, que a convergéncia desse método ndo
¢ garantida em termos gerais, € 0 bom desempenho observado pode estar associado as dimensdes

muito reduzidas do problema “tutorial”.

Os custos totais obtidos, assim como detalhes do processo iterativo dos dois casos, nas
duas representacdes, estdo nas Tabelas 14, 15, 16 e 17. Com relag@o aos resultados da operagao,
foram similares aos métodos globais, apenas com diferengas numéricas em poucos valores. Mais

detalhes sobre o processo de convergéncia podem ser encontrados nos Apéndices B.1.3 e B.2.3.

5.1.10 Resumo dos resultados do caso ‘“tutorial-no-constr”

As Tabelas 14 e 15 resumem os resultados encontrados para o problema “tutorial-no-
constr’” nas representacdes ‘“‘continuous-storage” e “binary-storage”, respectivamente, em cada

uma das metodologias exploradas.

Custo da solu¢do | Gap | Nimero de
(R$) (%) iteracdes
LP-global 1950765.12849 - -
Benders 1950765.12849 | 0.000 5
Benders Reforcado | 1950765.12849 | 0.000 5

Tabela 14 — Resumo dos resultados do problema “tutorial-no-constr” com representagdo “continuous-
storage” para as metodologias exploradas.

A partir destes resultados, conclui-se que:

* Todos os métodos apresentaram convergéncia para o valor 6timo, com gap de convergéncia
nulo, a excecao do método de Cortes Inteiros de Otimalidade. Nesse caso, ndo foi possivel
observar a convergéncia no problema original, sendo o processo iterativo interrompido

apos 500 iteragdes devido ao elevado tempo computacional.

* Esse método, no entanto, apresentou convergéncia adequada quando o nimero de variaveis

bindrias no problema foi reduzido de 23 para 5.

* Os resultados operativos obtidos foram semelhantes entre todos os métodos analisados.

5.1.11 Resumo dos resultados do caso “tutorial-cond-constr”

As Tabelas 16 e 17 resumem os resultados encontrados para o problema “tutorial-cond-

constr” para cada uma das metodologias exploradas.
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Custo da solugao Gap Numero de
(R9$) (%) iteragoes

MILP-global
(23bin) 1950765.1392 - -
Benders
(23bin) 1950765.1392 0.000 5
Benders Reforcado
(23bin) 1950765.1392 0.000 5
Inteiros de Otimalidade | 37,7994 4547 | 122345638.542 | 500%
(23bin)
Cortes de Lagrange
(23bin) 1950765.1392 0.000 5
MILP-global
(Sbin) 1952035.0724 - -
Inteiros de Otimalidade | 95,35 4724 0.000 19
(5bin)

Tabela 15 — Resumo dos resultados do problema “tutorial-no-constr” com a representacao “binary-storage”
para as metodologias avaliadas. “*” indica que o processo iterativo da DDiP foi interrompido
devido ao tempo ou ndmero de iteracdes.

Custo da solucdo | Gap | Numero de
(R$) (%) iteragoes
LP-global - - -
Benders 2660647.2855 | 36.389 5
Benders Reforcado | 1952445.9155 0.000 4

Tabela 16 — Resumo dos resultados do problema “tutorial-cond-constr” com representacio “continuous-
storage” para as metodologias exploradas.

A partir destes resultados, conclui-se que:

* 0 método DDP ou DDiP com cortes de Benders € incapaz de convergir para a solugdo

Otima nesse caso, apresentando estagnacao do processo iterativo apds poucas iteracoes.

* Por sua vez, os cortes de Benders Reforcados, aplicados tanto na DDP quanto na DDiP,
mostraram-se capazes de obter a solucao 6tima. No entanto, € importante ressaltar que,
embora tenham sido eficazes na prética para este estudo de caso, esses cortes ndo fornecem

garantia tedrica de convergéncia.

* O algoritmo DDiP com cortes de Lagrange também se mostrou eficaz na obten¢ao da
solucdo 6tima. Ainda assim, o numero de iteragdes necessdrio para a convergéncia foi

relativamente maior quando comparado aos demais métodos analisados.

* A metodologia baseada na construcao de cortes Inteiros de Otimalidade apresentou bons
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Custo da solu¢do | Gap | Numero de
(R$) (%) iteragoes

MILP-global
(23bin) 1952445.9200 - -
Benders
(23bin) 2660646.2860 | 36.389 5
Benders Reforgado 1952445.9200 | 0.000 5
(23bin)
Inteiros de Otimalidade « * "
(23bin)
Cortes de Lagrange 1952445.9200 | 0.000 26
(23bin)
MILP-global
(5bin) 2488007.9306 - -
Inteiros de Otimalidade | - ) ¢e07 9306 | 0.000 19
(5bin)

Tabela 17 — Resumo dos resultados do problema “tutorial-cond-constr” com a representacdo “binary-
storage” para as metodologias avaliadas. “*” indica que o processo iterativo da DDiP foi
interrompido devido ao tempo ou nimero de iteragdes

resultados, porém mostrou-se limitada a problemas de menor complexidade, caracterizados

por um numero reduzido de varidveis bindrias.
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5.2 Estudo de caso “reduced-system”

O estudo de caso “reduced-system” representa um problema de planejamento energético
com todos os principais aspectos, porém com dimensdes reduzidas. Essa redugdo visa tornar
vidvel a aplicagcdo e a comparagdo sistemdtica das metodologias de solucdo analisadas. Os

principais objetivos da andlise deste caso sdo:

* obter resultados para todos, ou para a maior parte, dos métodos avaliados, 0 que motivou a

ado¢do de um problema de menor porte;
* analisar a robustez da resposta de cada metodologia, considerando:

— o tempo computacional;
— aeficiéncia na obtencao do 6timo global do problema;

— ataxa de convergéncia, em comparaciao com os demais métodos.

5.2.1 Caracteristicas gerais do caso “reduced-system”

As principais caracteristicas do problema “reduced-system” sdo apresentadas na Tabela
18. Os custos incrementais e limites de geracdo das usinas térmicas sao definidos conforme a
Tabela 19. A demanda energética é considerada em dois submercados interligados, sendo especi-
ficada para cada patamar de carga e periodo na Tabela 20. Cada subproblema, correspondente a

um no da arvore de cendrios, contempla o conjunto de restrigdes descrito na Tabela 21.

[E—
N

Total de usinas hidraulicas

Numero de usinas hidraulicas com reservatérios
Numero de usinas térmicas

Numero de submercados de energia

Numero de reservatdrios equivalentes de energia
Numero de patamares de carga

Nuimero de periodos

Numero de cendrios por periodo

Total de n6s na arvore de cendrios

NN W W W N

Tabela 18 — Dimensdes do problema “reduced-system”

As usinas consideradas neste estudo de caso sdo usinas reais do sistema elétrico brasileiro
e foram representadas de forma semelhante a utilizada pelo Operador Nacional do Sistema (ONS)
no planejamento da operagdo. Essas usinas estdo organizadas em trés cascatas distintas, sendo

cada cascata associada a um Reservatdrio Equivalente de Energia (REE).

A Figura 7 apresenta um diagrama esquematico da organizacao das usinas consideradas.

Os REEs sao utilizados no acoplamento com a Fun¢do de Custo Futuro (FCF), responsavel
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Cédigo da usina Ccvu Poténcia Instalada
(R$/MWh) (MW)

1 29.13 657

2 653.43 131

3 550.00 584

4 310.41 220

50 470.34 200

991 999999.00 9999999

992 999999.00 9999999

Tabela 19 — Caracteristicas das usinas térmicas no problema “reduced-system”

Periodo 1 2 3
Subm. \ Pat. 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2861 2791 2175|2861 3191 2575|3261 3191 2575
2 4121 4492 3337 | 4521 4992 3837 | 4521 4892 3737
Tabela 20 — Demanda energética em MW no problema “reduced-system’ para cada periodo, patamar e
submercado
Restricdo de balango hidraulico 14
Restri¢des de atendimento a demanda 6

Restricdes de fungdo de producdo hidraulica 237
Restri¢des da FCF multivariada por REE
(presente nos subproblemas do dltimo estagio) | 600

Tabela 21 — Descricdo das restri¢des do subproblema do caso “reduced-system”

pela valoracdo do armazenamento ao final do horizonte de planejamento. Essa valoragdo é
representada por uma funcao linear por partes da energia armazenada em cada REE, obtida a

partir da execu¢do de um modelo de horizonte temporal mais longo.

5.2.2 Representacido do volume armazenado no caso “reduced-system”

As variaveis de decisdo associadas aos volumes armazenados nos reservatorios no caso
“reduced-system” podem ser representadas de duas formas: “continuous-storage” e “binary-
storage”, de maneira andloga a adotada no estudo de caso “tutorial”. Quando a representacdo
bindria € utilizada, introduz-se uma expressao de expansdo bindria para a determinacdo do

volume armazenado em cada usina.

Nesse caso, a quantidade de varidveis bindrias associadas a cada reservatorio € definida
de modo a garantir uma precisdo minima de discretizacdo do volume de 0.0001 im>. A Tabela
22 apresenta o volume util disponivel para regularizacdo de cada um dos quatro reservatérios
considerados no caso “reduced-system”, bem como o nimero de varidveis bindrias utilizado na
respectiva expansao bindria. Neste caso, a expansao bindria descrita na tabela serd referida como

“binary-storage” (28).
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REE 2

Nova Ponte

(25)
Emborcacao .
Corumba I
REE 1 (24) Miranda (30)
(26)
Furnas (6)
REE 3
M. de Moraes
(7) Itumbiara Caconde (14)

(31)

Estreito (8) Cach. Dourada E. da Cunha
‘ (32) (15)

Igarapava (10) Sao Simao A.S. Oliveira

(33) (16)

Figura 7 — Organizacao das usinas representadas no caso “reduced-system”. Os tridAngulos representam
usinas com capacidade de regularizacdo, enquanto os circulos representam usinas a fio d’4gua.

. Volume ttil | Numero de
Usina 3 e
(hm?) varidveis bindrias
Furnas 17217 28
Emborcagao 13056 27
Itumbiara 12454 27
Caconde 504 23

Tabela 22 — Volume util disponivel para regularizacdo nas usinas com reservatério do caso “reduced-
system” e o nimero de varidveis bindrias utilizadas na representa¢do do volume

Com essa configuracgdo, sdo introduzidas, no total, 105 varidveis de recurso associadas

aos volumes armazenados.

5.2.3 Representacao das restri¢des hidrdulicas no caso “reduced-system”

Na variante “cond-constr”, foram introduzidas trés restri¢des hidrdulicas condicionais
associadas ao volume inicial dos reservatorios. Essas restricdes sao aplicadas a todos os periodos

do horizonte de planejamento e estdo definidas conforme descrito a seguir:

¢ Usina de Furnas:

dps < 800m> /s, se vi; < 65%,Vt € {1,2,3}, p € {1,2,3}; (5.5)

e Usina de Caconde:

qps < 80m° /s, sevip < 54% Yt € {1,2,3}, p € {1,2,3}; (5.6)
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¢ Usina de Itumbiara:

Gps <900m> /s, se vi, < 62%,Yt € {1,2,3}, p € {1,2,3}; (5.7)

Nessas expressoes, g, representa a vazio defluente da respectiva usina no patamar de
carga p e periodo ¢, enquanto vi; denota o volume inicial do reservatério no mesmo periodo.
Os valores dos limites mdximos de defluéncia e dos limiares percentuais de volume foram
calibrados de modo a garantir que as restricdes se tornassem ativas ao longo do horizonte de
planejamento, possibilitando, assim, a andlise dos impactos decorrentes da introdugao dessas

restricdes condicionais.

5.2.4 Solugdo global do problema “reduced-system”

As dimensdes do problema “reduced-system’ ainda permitem a obtencao da solugdo
exata através da resolu¢do de um unico problema de otimizac¢do, na forma LP-global ou MILP-
global. As solugdes globais obtidas para as duas variantes do problema, correspondentes a
auséncia e a presenca de restri¢des hidraulicas condicionais (“no-constr” e “cond-constr’”), sdo

apresentadas, respectivamente, nas Tabelas 23 e 24.

“reduced-system-no-constr”
Custo da solugdo (R$) | Tempo (s)

continuous-storage 3367632219.2374 0.40

binary-storage (28) 3367632222.0325 50.68

Tabela 23 — Custo total e tempo de processamento da solucdo com LP-global/MILP-global do caso
“reduced-system-no-constr”

“reduced-system-cond-constr”
Custo da solugdo (R$) | Tempo (s)

continuous-storage 3368929947.0213 1.03

binary-storage (28) 3368929950.7895 6381.78

Tabela 24 — Custo total e tempo de processamento da solu¢do com MILP-global do caso “reduced-system-
cond-constr”

A partir destes resultados, observa-se que:

* Os custos 6timos obtidos com as representacdes “continuous-storage” e “binary-storage
(28)” sdo muito préximos, refletindo o elevado nivel de fidelidade da expansdo bindria
detalhada.

* A introdugdo das restricdes hidrdulicas condicionais aumenta o custo total do problema
em relacdo ao caso sem restri¢des, embora essa diferenca ndo seja expressiva em termos

absolutos.
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* Em termos de tempo computacional, observa-se um aumento significativo da complexi-
dade quando as restri¢des condicionais sao consideradas, especialmente na representacio

“binary-storage (28)”, na qual o tempo de solugdo cresce de forma substancial.

Esse aumento desproporcional do tempo computacional estd diretamente associado
a maior complexidade inerente a resolucao de problemas MILP. Na execucdo “‘cond-constr-
continuous-storage”, o modelo inclui apenas as varidveis bindrias associadas as restri¢des
condicionais, totalizando 126 varidveis bindrias no problema global. Ja na execug¢ado “cond-constr-
binary-storage”, além dessas mesmas 126 varidveis bindrias, estdo presentes as varidveis da
expansdo bindria associadas ao volume dos reservatdrios, que totalizam 28 +27 27423 = 105
varidveis por né da arvore de cendrios, exceto nos nds do dltimo periodo, resultando em 315

varidveis adicionais. Assim, o MILP global passa a conter, no total, 441 varidveis bindrias.

Além do aumento expressivo no nimero de varidveis inteiras, a estrutura das restricdes
de expansdo bindria concentra diversas varidveis em um unico conjunto de restricdes, o que
tende a dificultar o processo de enumeracao do algoritmo branch-and-bound, conforme discutido
em [60].

5.2.5 Resultados “reduced-system-no-constr” resolvidos por decomposicao

A Tabela 25 apresenta os resultados obtidos para o problema ‘“reduced-system-no-
constr” utilizando a representa¢do “‘continuous-storage”, na qual a metodologia de solugao
corresponde ao algoritmo tradicional da DDP. Nessa representacdo, apenas os cortes de Benders
e de Benders Reforcados podem ser empregados. Para fins de comparacdo, o resultado da solugdo
global também € apresentado na tabela. Observa-se que o problema € convexo e que ambas
as metodologias sdo capazes de encontrar a solu¢do 6tima. A utilizacdo de cortes de Benders
Refor¢ados demanda um esfor¢co computacional ligeiramente maior em relagdo aos cortes de
Benders tradicionais ou a solu¢do LP-global; entretanto, o tempo absoluto de resolugdo € bastante
reduzido, tornando essa diferenca pouco relevante. Para uma avaliagao mais representativa do
desempenho computacional dessas metodologias, seria necessdrio aplica-las a problemas de

maior porte.

Custo da solu¢do | Gap | Numero de | Tempo
(R9) (%) iteracdes (s)
LP-global 3367632219.2374 - - 0.40
Benders (DDP) 3367632219.2373 | 0.000 5 0.50
Benders Refor¢cado (DDP) | 3367632219.2373 | 0.000 6 1.08

Tabela 25 — Resultados do problema “reduced-system-no-constr” com representacdo ‘“‘continuous-storage”
para as metodologias apresentadas.
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A Tabela 26 apresenta os resultados obtidos para o problema “reduced-system-no-constr”

utilizando a representa¢do “binary-storage”, na qual a resolugdo € realizada por meio da DDiP.

Custo da solugdo Gap Num. de | Tempo

(RS) (%) iteracdes (s)
MILP-global 3367632222.0325 - - 50.68
Benders 3367632222.3635 0.000 7 22.08
Benders Reforcado 3367632222.2313 0.000 6 53.65
Inteiros de Otimalidade | 3549384123.3647* | 480550036.16* 578%* 7200%*
Cortes de Lagrange 3367632222.6040 0.000 7 30.39

Tabela 26 — Resultados do problema “reduced-system-no-constr’” com a representacio “binary-storage”
para as metodologias apresentadas. “*” indica que o processo iterativo da DDiP foi interrom-
pido antes de atingir a convergéncia

A partir destes resultados, conclui-se que:

* Os cortes Inteiros de Otimalidade ndo foram capazes de atingir a solu¢do 6tima, mesmo
apos longos tempos de execugdo (cerca de duas horas) e um grande nimero de iteragdes, 0
gap de convergéncia permaneceu elevado, indicando que essa abordagem nao é adequada
para o problema em questdo, restringindo-se a modelos de menor complexidade, com

ndamero reduzido de variaveis de recurso.

* Observou-se convergéncia adequada ao se utilizar cortes de Benders, Benders Reforcados
e de Lagrange. Para os cortes de Benders e de Lagrange, o tempo computacional foi
inferior ao tempo requerido pela solugdo MILP-global, evidenciando as vantagens do uso
da decomposicio. Esse beneficio tende a se tornar ainda mais relevante a medida que o

numero de cendrios do problema aumenta.

* Embora a convergéncia dos cortes de Benders e de Benders Reforcados ndo seja teori-
camente garantida no contexto da DDIiP, dois fatores podem ter contribuido para o bom

desempenho observado:

— Os subproblemas do terceiro periodo, em todos os quatro cendrios, S0 convexos, pois
ndo possuem estigios futuros e as varidveis de volume final ndo sdo representadas
por varidveis bindrias. Dessa forma, os cortes gerados do terceiro para o segundo

estagio sdo vdlidos e exatos.

— O subproblema do segundo estdgio € ndo convexo devido a presenca de varidveis bi-
ndrias associadas ao volume final, o que resulta em cortes de Benders potencialmente
frouxos. No entanto, como a discretizacao do volume € bastante proxima da repre-

sentacdo continua, a relaxacao linear utilizada na construcio dos cortes fornece uma
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aproximacgdo bastante precisa, fazendo com que os cortes obtidos estejam préximos

dos cortes exatos e permitindo a convergéncia da DDiP.

O histdrico completo do processo de convergéncia das metodologias para o caso “reduced-

system-no-constr” pode ser consultado no Apéndice C.1.

5.2.6 Resultados “reduced-system-cond-constr’” resolvidos por decomposi¢ao

A Tabela 27 apresenta os resultados obtidos para o problema “reduced-system-cond-
constr” utilizando a representac@o ‘“‘continuous-storage”, cuja resolugdo é realizada por meio
do algoritmo tradicional da DDP. Nessa representacdo, apenas cortes de Benders e de Benders
Refor¢ados podem ser aplicados. Entretanto, para o caso em questdo, a presenca de restri¢cdes
condicionais introduz ndo convexidades nos subproblemas, de modo que tais cortes deixam de

garantir convergéncia.

Observa-se que nio foi possivel atingir gap nulo em nenhuma das duas abordagens. Além
disso, os resultados obtidos com Benders e Benders Reforcados foram praticamente idénticos.
A partir da quinta iteracao, os valores de zinf e zsup permanecem estagnados, indicando que o

procedimento iterativo atingiu o limite da aproximacao fornecida pelos cortes gerados.

Custo da solu¢do | Gap | Nuimero de | Tempo
(RS) (%) iteracdes (s)
MILP-global 3368929947.0213 - - 1.03
Benders 3371415773.3374 | 0.112 5 1.85
Benders Refor¢ado | 3371415773.3374 | 0.112 5 3.85

Tabela 27 — Resultados do problema “reduced-system-cond-constr’” com representacdo ‘“‘continuous-
storage” para as metodologias aplicadas.

A Tabela 28 apresenta os resultados para o mesmo problema utilizando a representacao

“binary-storage”, em que a solucdo é obtida por meio da DDiP.

O processo de convergéncia completo das metodologias para o caso “reduced-system-
cond-constr” pode ser encontrado no Apéndice C.2. A partir destes resultados, conclui-se

que:

* Assim como na representacdo “‘continuous-storage”, ndo foi possivel atingir a solugdo
6tima com cortes de Benders e de Benders Reforcados na representacao “binary-storage”.
Além disso, ndo se observou melhoria com o uso da representacdo bindria em relacao a

representacio continua neste caso.

* Com cortes de Lagrange ndo foi possivel observar convergéncia dentro do limite de tempo

considerado. Apesar de a convergéncia dos cortes de Lagrange ser garantida teoricamente,
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Custo da solucao Gap | Num. de | Tempo
(R$) (%) | iteragdes (s)
MILP-global 3368929950.7895 - - 6381.78
Benders 3371415782.6081 | 0.112 6 15.81
Benders Reforcado 3371415794.7158 | 0.112 6 48.57
Inteiros de Otimalidade * * * *
Cortes de Lagrange 3371963611.7895* | 0.170%* 97* 27800%*

Tabela 28 — Resultados do problema “reduced-system-cond-constr” com a representagdo “binary-storage”
para as metodologias avaliadas. “*” indica que o processo iterativo da DDiP foi interrompido
antes de atingir a convergéncia

constatou-se uma taxa de convergéncia muito lenta, e a execugdo foi interrompida apds
aproximadamente 7 horas, totalizando 97 iteracdes. Isso motivou a andlise de sensibilidade
da DDiP com cortes de Lagrange variando a quantidade de varidveis bindrias realizada na

préxima secao.

* Os cortes Inteiros de Otimalidade, assim como os cortes de Lagrange, ndo foram capazes

de alcangar convergéncia em um tempo/nimero de iteracdes razodvel.

5.2.6.1 Analise de sensibilidade da DDiP com expansao bindria

Com o objetivo de avaliar o desempenho da DDiP sob diferentes niveis de precisdo na
expansao bindria, foi considerado o caso “reduced-system” com a variante “cond-constr”. O
problema foi resolvido utilizando a DDiP com 7, 6 e 5 varidveis bindrias para representar o
volume armazenado em cada um dos quatro reservatérios. Com isso, foi possivel representar,

respectivamente, 128, 64 e 32 niveis discretos de volume por reservatorio.

A Figura 8 ilustra o processo de convergéncia para cada uma dessas configuragdes,
apresentando a evolucdo do limite inferior (LB) e do limite superior (UB) ao longo das iteracdes,
juntamente com o custo 6timo obtido pela resolucdo do problema completo por meio do MILP-
global (representado pela linha preta). O limite superior corresponde ao melhor custo encontrado
até a iteracdo corrente, enquanto a convergéncia € atingida quando o limite inferior se aproxima

suficientemente do limite superior.

A Tabela 29 resume o nimero de iteracdes, o tempo computacional total e o custo obtido
ao final do processo iterativo para cada nivel de discretizacdo. A partir desses resultados, podem

ser feitas as seguintes observagoes:

* A medida que o niimero de varidveis bindrias utilizadas na expansao do volume aumenta,

o custo 6timo obtido pela DDiP diminui e se aproxima do custo 6timo associado a



68

Convergence of DDiP
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Figura 8 — Limite superior, zsup (UB) e inferior, zinf (LB) a cada iteracdo da DDiP.

Método Iteracdes | Tempo (s) | Custo 6timo ($)
MILP-global - - 3368929946.91
Lagr_28bin 97* 27800* | 3371963611.79*
Lagr_7bin 180 2993 3370855102.14
Lagr_6bin 45 556 3378488276.07
Lagr_5bin 12 97 3471309152.11

Tabela 29 — Resultados de convergéncia da DDiP com cortes de Lagrange com diferentes precisdes na
expansao bindria, * processo de convergéncia interrompido devido ao excesso de tempo

representacio continua dos reservatorios.

* Por outro lado, tanto o nimero de iteragdes quanto o tempo computacional total aumen-
tam significativamente, apresentando um crescimento acentuado conforme se eleva a

quantidade de varidveis bindrias.

* Embora a DDIP seja capaz de convergir para solugdes vidveis sob as discretizacdes
adotadas, a obtencdo do valor 6timo exato exigiria um ndmero elevado de varidveis

bindrias, o que se mostrou computacionalmente ineficiente.

Em sintese, a obten¢do de uma solu¢do exata por meio da DDiP com cortes de Lagrange
requer uma discretizagdo muito fina da varidvel de recurso, implicando um nimero elevado de
varidveis bindrias e, consequentemente, um custo computacional proibitivo, mesmo para proble-
mas de porte relativamente reduzido. Nesse contexto, solu¢des inexatas passam a desempenhar

um papel relevante, como aquelas obtidas com cortes de Benders e de Benders Reforcados.
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Por fim, a luz dos resultados e andlises apresentados neste capitulo, observam-se algumas
consideragdes gerais. No uso de cortes ndo exatos (como Benders e Benders Refor¢cados) em
problemas nao convexos, verificou-se que existe potencial para a obtengdo de solucdes de boa
qualidade; contudo, esses cortes podem conduzir a decisdes com custo total superior ao de
aproximacgdes mais conservadoras, como a imposicao incondicional de restri¢des, isto €, uma

modelagem mais restritiva do fendmeno nao convexo.

No que se refere aos cortes exatos, os cortes de Lagrange mostraram-se mais robustos
do que os cortes Inteiros de Otimalidade, embora a construcdo e a aplicacdo desses cortes
impliquem um custo computacional significativamente mais elevado. Ainda assim, os resultados
indicam que os cortes de Lagrange também apresentam limitagdes praticas relacionadas a taxa
de convergéncia, o que pode inviabilizar sua aplicagdo em determinados contextos. Dessa forma,
identifica-se um espaco relevante para aprimoramentos na SDDiP/DDiP com cortes de Lagrange;
uma discussdo mais aprofundada sobre aspectos de convergéncia e possiveis estratégias de

melhoria sdo apresentada nos Capitulos 6 e 7.
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6 Analise das solucoes duais

No contexto dos métodos SDDiP e DDIiP, os cortes de Lagrange desempenham um papel
fundamental, pois admitem representacdo linear e ainda garantem a convergéncia do algoritmo
mesmo quando os subproblemas sdao MILPs. Além disso, apresentam propriedades que, em
geral, resultam em um desempenho significativamente superior ao obtido com cortes Inteiros
de Otimalidade. Entretanto, diversos autores observaram que a obtengdo das soluc¢des duais
necessdrias para a construcao desses cortes € computacionalmente onerosa quando comparada
as demais etapas dos algoritmos [43, 50, 65, 71], tornando essa fase um fator critico para a
aplicabilidade pratica da SDDiP. Apesar de sua relevancia, ndo foram encontrados trabalhos
que investiguem a estrutura do problema dual com o objetivo de identificar solu¢des duais mais
adequadas para a geragao dos cortes. Assim, este capitulo tem como objetivo apresentar uma
andlise conceitual das solugdes duais obtidas ao longo da execucdo dos métodos SDDiP e DDiP

para a construc¢do de cortes de Lagrange.

Para isso, sdo exploradas as propriedades do conjunto de solu¢des do problema de
Lagrange (4.14), responsavel por determinar os multiplicadores duais associados a restri¢ao de
copia (Equacgdo 4.10). Mostra-se que, embora os cortes de Lagrange sejam sempre validos no
dominio da func¢do de recurso e exatos no ponto em que sdo gerados, diferentes cortes podem
ser obtidos em func¢do da solucdo dual selecionada ou da formulagdo adotada para a varidvel de
copia. De maneira geral, os cortes mais eficazes sdo aqueles menos relaxados sobre o restante
do dominio da func¢do de recurso, caracteristica que influencia diretamente o desempenho dos
métodos SDDiP e DDiP, tanto em termos de tempo computacional quanto de velocidade de

convergencia.

Por fim, sdo apresentados os métodos tradicionalmente utilizados para resolver o pro-
blema dual (4.14), bem como discutidas suas principais caracteristicas e implicacdes quando

empregados na construcao de cortes de Lagrange.

6.1 Infinitas solugdes duais e solucdo dual extrema

Ao analisar o problema de Lagrange (4.14), obtido pela relaxagdo das restricdes de copia,
identifica-se uma caracteristica relevante: o conjunto de solu¢des duais € infinito e ilimitado. Tal
propriedade pode ser explorada para aprimorar o processo de constru¢do dos cortes de Lagrange,
contribuindo para um melhor desempenho da SDDiP. A seguir, apresenta-se uma andlise que
evidencia essa caracteristica e discute como a escolha da solucdo dual influencia a qualidade dos

cortes gerados.

Considera-se um exemplo extraido de [50] (Exemplo 2), no qual a fun¢do de recurso é
definida por:
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Figura 9 — Funcg@o de recurso Q(x) retirada de [50]

Q(x) =min y; +y»
st. 2-y1+ym >3-z
=X
0<y1<2
0<y<3
0<z<1

1,2 € Z,y2 €R
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(6.1)
(6.2)
(6.3)
(6.4)
(6.5)
(6.6)
(6.7)

A funcdo Q depende da varidvel de recurso bindria x € {0, 1}, enquanto y;, y> € 7 sdo

varidveis de decisdo. A Equacdo (6.3) representa a restri¢cdo de cOpia introduzida para viabilizar

a constru¢do dos cortes de Lagrange. Neste exemplo, a varidvel de copia z é considerada inteira.

Ressalta-se que [50] demonstra a validade e exatidao dos cortes de Lagrange tanto para a varidvel

de copia inteira quanto continua, sem, contudo, detalhar as diferencas entre essas modelagens —

aspecto que serd discutido posteriormente neste capitulo. A forma da fung@o de recurso Q(x) é

apresentada pelos tracos em vermelho na Figura 9.

Os autores constroem o corte de Lagrange no ponto x* = 1 por meio da relaxagao da

restri¢ao de cépia (6.3), resultando na fun¢do Lagrangiana:
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L(pu,x*") =min y;+y,—u(z—1) (6.8)
st 2-y1+y22>23-2 (6.9)
0<y1<2 (6.10)

0<y<3 (6.11)

0<z<1 (6.12)

y1,2 € Z,y2 €R (6.13)

O valor de u € R que maximiza essa funcdo corresponde a uma solugdo dual associada

as restri¢cdes de copia do problema primal Q(x*):

ip = mﬁle(/,L,x*) (6.14)

A partir da solug@o dual u* = 3 (utilizada em [50]) e do valor Q(1) = 2, obtém-se o corte
de Lagrange:

o> Q1)+ " (x—x")
o>2+3-(x—1)
o>—-14+3-x
conforme ilustrado pela reta azul na Figura 9.

Entretanto, o objetivo desta sec@o € analisar o processo de obtencdo do valor dual e
seu impacto na construc@o dos cortes. Para isso, considera-se o problema L(u,x*) definido em

(6.8)-(6.13), que admite solugdo analitica simples, caracterizada por:
1. quando u < 2:
a solugdo primal € y; =0, y, =0 e z =0, resultando em
L, x*) =y1+y2—u(z—1)=u

2. quando u > 2:

a solucdo primal € y; =1, y, =1 e z =1, resultando em
L(p,x*) =y1+y2—p(z—1)=2

3. quando u = 2:

ambas as solugdes sdo Gtimas, resultando em

L(p,x")=y1+y2—p(z—1)=2
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Dessa forma, a fungdo L(u,x*) pode ser expressa como:

W, seu<?2
2

L(p,x") = S5
, sef =z

A Figura 10 (a) ilustra graficamente essa fun¢do. A maximizagdo de L(u,x"), conforme
(6.14), resulta em zp = 2 para todo [ € [2,00). Assim, o problema dual admite infinitas solugdes,
e qualquer valor nesse intervalo gera um corte de Lagrange valido e exato, conforme mostrado

na Figura 11 (lado esquerdo).

L(p, z*)

N
¥k
L(p, z 2\
2.0t
1571
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 n
0 I 1 1 Il + J )l
1.0T
0.5¢
-1.0+
: : ; : ; —
0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 1%
(a) (b)

Figura 10 — Funcdo de Lagrange para: (a) parax =1 e (b) parax =0.

Realizando procedimento semelhante para o ponto x** = 0, obtém-se:

s 0, se <2
L(p,x™) =
2—u, seu>2

A Figura 10 (b) apresenta o grafico correspondente. Nesse caso, a maximizacao de
L(u,x*) implica que qualquer i € (—oo,2] é solugio dual 6tima para Q(x), novamente, o ponto
considerado admite infinitos cortes validos e exatos, conforme ilustrado na Figura 11 (lado

direito).
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Figura 11 — Cortes de Lagrange para o problema exemplo de [50], considerando varidvel de copia inteira.
Em azul, cortes no ponto x = 1; em verde, cortes no ponto x = 0.

A natureza infinita e ilimitada do conjunto de solu¢des duais € intuitiva no caso unidi-
mensional, mas pode ser estabelecida de forma geral. Considere a seguinte fun¢do de recurso,

para um periodo ¢ e cendrio s:

Qs ) = D f(yr5,21,) (6.15)
st. (Vrs,25) €V (6.16)
s = X1 gla)- (6.17)

Esse subproblema corresponde a formulacdo apresentada em (4.7)-(4.10), escrita de
forma condensada. A fung@o f € linear e V representa um conjunto vidvel inteiro misto descrito
por restri¢des afins. As varidveis sdo:

* X €10, 1}V vetor de varidveis de recurso, correspondente a decisdo no perfodo ¢ — 1

no cenario antecessor s(“);

* Vis € RM x 7ZF: vetor de varidveis de decisdo, composto por M varidveis continuas e P
inteiras;

* 75 € {0, 1}V: varidveis auxiliares introduzidas para representar a restri¢io de copia.

A funcdo Lagrangiana associada a relaxacdo das restricdes de copia é:
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Lt,s(.ut,s;xt_ljs(a)) = y{nlzl;l f(yt,sazt,s) - .u[:rs ' (Zt,s _xt—l,s<")) (618)
st. (Veso2ts) €V. (6.19)

As solugdes duais sdo obtidas pela resolucdo do problema:

(P) muaxLus(Nz,s,Xt, 1.5@)5 (6.20)

cujo conjunto de solucdes 6timas € definido por:

D(x,_y g@) = {Mes € RN u e argmax Ly s (Hr s, %, (@) }- (6.21)
Hi s

Com base nessa formulagdo, estabelecem-se as seguintes proposicoes.

Proposicao 1. Considere, para um estdgio t e cendrio s fixos, o subproblema de recurso
Qt,5(x,_1 st ) dado por (6.15)-(6.17), no qual o vetor x,_; () € {0, 1MV atua apenas por meio
da restrigcdo de copia (6.17). Seja (6.20) o problema dual de maximizacdo obtido pela relaxagdo
Lagrangiana dessa restri¢cdo, com multiplicadores ;s € RN, Suponha que: (i) o conjunto
vidvel misto-inteiro V desse subproblema é compacto, (ii) a propriedade de complete recourse é
satisfeita, isto é, existe solugdo vidvel para o subproblema (Q; s (xt_17s(a)) < +o0) para qualquer

valor do vetor x,_; ).

Entdo, existe solucdo étima finita para o problema dual (6.20). Ou seja, existe M € R™
e uma solu¢do étima fiy; s = (i, ..., ) tal que, para cada componente i, vale —eo < —M <
[_li < M < oo,

Demonstragdo. Denota-se o vetor de varidveis de recurso x;_; () por x@ e os indices 7, s serdo
suprimidos para simplificar a notacdo. Como o problema Q(x(d)) ¢ linear, seu conjunto vidvel é
compacto e a propriedade de complete recourse é satisfeita, existem constantes finitas Q,Q € R,
tais que:

Q< o(x)<q, vx¥e{o, 1}V (6.22)

e, portanto, A = Q—Q < +oo. Defina M = A + €, para € > 0, € 0 vetor fi € RV,

componente a componente, por

o= (1—2x\Yp1,  i=1,...N,

(@)

(a):Oe[Li:—Msexi =1.

i

isto é, fi; = +M se x
Considere agora a funcdo de Lagrange (6.18)-(6.19) em [i, ou seja, L(,ﬂ,x(“)). Para
qualquer (y,z) € V, como z,x@ € {0,1}", tem-se

—

a)

0, sezi=ux; ",

— a)
M, sezi#x;’,
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logo fi' (z— x(“)) = M - m, onde m é o niimero de componentes em que z difere de x(@),

Dado que a condi¢ao (6.22) € valida para qualquer valor de x@, e que a varidvel z copia
o valor de x(9), entio os limites também sdo vélidos para qualquer valor de z. Pela definicdo da
fungdo L(u,x), tem-se:
Q+M-m < L(j1,x\Y).

Pelo teorema da dualidade fraca, temos que:
Q+M-m < L(f1,x'%) < Q(x).

Substituindo M pela sua definicio e aplicando (6.22):

Q4+m-Q—m-Q+m-e < L(f1,x'¥) < 0(x'%) <Q

(1-m)-(2Q—Q)4+m-£<0 (6.23)

Assim, para m > 0 a desigualdade (6.23) fica invalida, pois Q — Q < 0, logo m = 0. Como
m corresponde ao numero de componentes para as quais z difere de x@) entdo z; = xl(a) ,Vi. Logo,

[ € uma solugdo dual 6tima e finita. ]

Proposicao 2. Considere, para um estdgio t e cendrio s fixos, o subproblema de recurso
Qt,S(xz—l,s(a)) dado por (6.15)-(6.17), no qual o vetor X,y 4 € {0, I}N atua apenas por meio
da restricdo de copia (6.17). Seja (6.20) o problema dual de maximizacdo obtido pela relaxacdo
Lagrangiana dessa restri¢do, com multiplicadores [; s € RN, Suponha que: (i) o conjunto vidvel
misto-inteiro V desse subproblema é compacto, (ii) a propriedade de recurso completo (complete
recourse) € satisfeita, isto é, existe solugdo vidvel para o subproblema (Q; s (xt_L @) < +o0)

para qualquer valor do vetor x,_ 5@

Entdo, o conjunto de solucoes otimas do problema dual é ilimitado nas direcoes compa-

tiveis com o vetor de recurso, tais que, para cada direcdo i:

sup - My =HFo0 s Xj_y o =1
trs€D(x | @ )

inf Hij g = — se Xis_q 4la) = 0.
Hes€D(,_ (a)) ’ *

Em particular, f = (fy, ..., fiy) definido como:

F00,  Se Xi;_q ya) = 1,
Wi = '

—o0,  S€ Xiy_| (o) = 0,

é um ponto limite do conjunto de solugées otimas.
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Demonstragdo. Denote X, | () por x@ e suprima os indices (,s) para simplificar a notagdo. As
hipéteses de compacidade do conjunto vidvel e de recurso completo correspondem as condi¢des
(A1) e (A2) de [50], as quais garantem dualidade forte para o problema dual (6.20). Em particular,
o valor 6timo dual coincide com o valor da funcdo de recurso Q(x(a)).

Considere agora uma solucdo 6tima dual [i finita associada ao pardmetro (@ para o
problema (6.20). Fixe um indice i € {1,...,N}. Pela Proposi¢do 1, tem-se que fi; pode ser
caracterizado por —eo < —M < [I; <M < oo

Da igualdade entre os valores primal e dual, tem-se Q(3(?)) = L(f1,5@), e da forma do

Lagrangiano (6.18)-(6.19), segue que, em qualquer solucdo 6tima, vale
07 (z— ) 0,

(@)

./ = 0. Neste caso, deve necessariamente ocorrer z; = 0

(@)

i

Primeiramente, suponha que X
em uma solugdo primal Gtima associada. De fato, se z; = 1, entdo o termo dual ji;(z; — ;) seria
nao nulo. Assim, o valor de fi; poderia ser alterado indefinidamente sem violar a viabilidade
dual, resultando em um aumento indefinido do valor do Lagrangiano e contradizendo a dualidade

forte. Pela hipétese de complete recourse, a escolha z; = 0 € sempre vidvel.

Adicionalmente, visto que o valor [i; € suficiente para manter z; = 0 em (6.18), se o
componente fI; for arbitrariamente reduzido, z; permanece em 0 uma vez que z; € {0,1} e
observa-se que o valor da fun¢do dual ndo se altera. Portanto, o conjunto de soluc¢des duais
Otimas € ndo limitado inferiormente na componente i.

De forma andloga, suponha agora que )El(a) = 1. Neste caso, deve ocorrer z; = 1 em uma
solucdo primal 6tima associada. Caso contrdrio, se z; = 0, o valor de [I; poderia ser alterado
indefinidamente sem violar a viabilidade dual, resultando em um aumento indefinido do valor do
Lagrangiano e contradizendo a dualidade forte. Pela hipotese de complete recourse, a escolha

z; = 1 é viavel.

Adicionalmente, visto que o valor [i; é suficiente para manter z; = 1 em (6.18), se o
componente fI; for arbitrariamente aumentado, z; permanece em 1 uma vez que z; € {0,1} e
observa-se que o valor da fun¢@o dual ndo se altera. Portanto, o conjunto de solug¢des duais

6timas € ndo limitado superiormente na componente i.

Como o argumento se aplica a cada componente #, conclui-se que o conjunto de solugdes
6timas do problema dual € ndo limitado, o que implica a existéncia de dire¢des ao longo das

quais U; — o0 ou U; — —oo sem alteracao do valor 6timo. Isso completa a prova. O]

As proposi¢des 1 e 2 demostram duas importantes propriedades do conjunto de solugdes
duais 6timas resolvido no processo da SDDIP, a partir dessas propriedade deriva-se o seguinte

Corolario.
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Corolario 1. Considere as hipoteses estabelecidas nas Proposicoes I e 2. Entdo, o conjunto de

solugoes otimas do problema dual dado por (6.21) é ndo vazio, convexo, ilimitado e infinito.

Demonstragdo. Pela Proposicdo 1, existe a0 menos uma solu¢do dual 6tima finita. Pela Proposi-
¢do 2, o conjunto de solugdes duais Gtimas € ilimitado nas dire¢des indicadas por x@_ Além
disso, como L(-,x(?)) é concava, o conjunto de maximizadores D (x(?)) é convexo. Portanto,

D(x@)) é ndo vazio, convexo, ilimitado e infinito.

]

A partir das Proposicoes 1 e 2 e do Coroldrio 1, estabelecem-se as seguintes propriedades:

Propriedade 1. O corte de Lagrange construido a partir de qualquer solucdo dual o6tima é
vdlido e exato, conforme demonstrado em [50]. Consequentemente, para cada ponto avaliado,

existe um nuimero infinito de cortes de Lagrange.

(@)

Propriedade 2. Quanto maior o valor da componente dual [i; quando x; ~ = 0, ou quanto menor

a . . ~ s
esse valor quando xl( ) = 1, mais o corte se aproxima da fungdo de recurso em todo o dominio.
Em outras palavras, solucdes duais localizadas nos extremos do conjunto de solucoes produzem

cortes de Lagrange mais fortes.

Com base na Propriedade 2, a Defini¢do 1 introduz o conceito de Ponto Extremo do
Conjunto Dual Otimo, no contexto deste trabalho. Esse conceito tem por objetivo caracterizar
solucdes duais situadas nos extremos do conjunto D(x(“)) e serd utilizado posteriormente na

andlise e construcdo das variantes dos cortes de Lagrange.

Definicao 1 (Ponto extremo do conjunto dual 6timo). Suprimindo os indices relativos ao periodo
e cendrio, considere o conjunto de solugées duais otimas @(x(")) para um dado x@), conforme
definido em (6.21).

Seja A € RN um vetor cujas componentes satisfazem

A >0, se xl(a) =0,
(6.24)
A; <0, sexl(a) =1.
Adicionalmente,
1TA #£0. (6.25)

Um ponto u* € D(x(9) ¢é dito um ponto extremo de D (x(9) se, para todo vetor A que
satisfaca (6.24) e (6.25),
w4 A ¢ D).
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Denota-se por
Ext(D(x(“))) = {,u* € D(x@) : u* é um ponto extremo de D(x(”))}

o conjunto dos pontos extremos de D(x(“)) conforme a Defini¢do 1.

6.2 Impacto da consideracao da varidvel de copia continua

Retomando o problema unidimensional apresentado em (6.1)—(6.7) e redefinindo a
varidvel z na Equac@o (6.7) como continua, isto é, z € [0, 1], observa-se que o problema primal
preserva tanto o conjunto vidvel quanto a solucio 6tima do caso original. Isso decorre do fato de

que z permanece fixada pela restricdo de cépia, z =x, com x € {0,1}.

Em contrapartida, o problema dual L(u,x*), obtido a partir da relaxagio da restri¢do de
cOpia, apresenta comportamento distinto. Nesse caso, o problema Lagrangiano passa a admitir

trés solucdes primais candidatas:

1. quando u < 1.5:

a solugdo primal € y; =0, y, =0 e z =0, resultando em
L(u,x")=y1+y2—u(z—1)=p

2. quando 1.5 < u < 3:

a solugdo primal é y; = 1, y, = 0 e z =2/3, resultando em
% 1
L(ux") =yi+y—pz=1) =1+

3. quando u > 3:

a solugdo primal € y; =1,y = 1 e z= 1, resultando em
L(p,x")=y1+y2—u(z—1)=2

Assim, a fungdo L(u,x*) pode ser escrita como:

u, seu <1.5
Lp,x)=41+5-pn, sel5<u<3
2, seu >3

A reta verde na Figura 12 (a) ilustra o comportamento dessa fun¢do. Ao maximizar

L(u,x*), obtém-se um subconjunto mais restrito de solugdes duais Gtimas, dado por u € [3,0).
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Figura 12 — Fung¢do de Lagrange para: (a) parax = 1 e (b) parax = 0. A curva laranja representa o caso
com varidvel de cdpia inteira, enquanto a curva verde corresponde a varidvel continua.

n=1.5 N
T 1 >
& 0 /23 1 r

Figura 13 — Cortes de Lagrange (limitrofes) obtidos considerando a varidvel de cépia continua.

Isso ocorre porque, ao considerar z continua, o problema passa a explorar todo o intervalo [0, 1],

e ndo apenas os pontos discretos x = 0 e x = 1 pertencentes ao dominio original de Q(x).

Andlise andloga pode ser realizada para x** = 0, resultando em:

0, seu <1.5

L(p,x™) = 1—%-[4, sel.S<u<3

2—u, seu >3

A Figura 12 (b) apresenta o grafico correspondente. Nesse caso, a maximizag¢do conduz
ao conjunto de solugdes Gtimas i € (—oo, 1.5], que € estritamente menor do que o obtido quando
z € Z. A Figura 13 mostra os cortes limitrofes — isto é, aqueles associados ao maior valor de
U para x = 0 e ao menor valor de u para x = 1 — evidenciando que tais cortes permanecem

validos para Q(x) em todo o intervalo x € [0, 1].
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Em sintese, conforme argumentado em [50], tanto a representacdo inteira quanto a
continua para a variavel de copia produzem cortes de Lagrange validos e exatos. Contudo, a
andlise do exemplo evidencia que a fun¢ao Lagrangiana difere entre essas abordagens, como
ilustrado na Figura 12. No caso geral, pode-se demonstrar que o conjunto de cortes obtido com a
variavel de copia inteira contém aquele correspondente a formulacao continua. A partir dessa

observacgido, derivam-se propriedades adicionais, apresentadas na sequéncia.

Proposicao 3. Considere as seguintes fungoes de recurso

Q'(x)) = min £(y,2) (6.26)
st (1,2) €V ={(n2) €V:z€{0,1}"} (6.27)

) (6.28)

Q¢ (x\)) = min f(y,2) (6.29)
st (1,2) €VE={(nz) € V:z€[0,1]"} (6.30)

¢ =x(@), (6.31)

onde f ¢é linear e V é o conjunto vidvel misto-inteiro definido por restricdes afins, as varidveis de
decisdo y s@o um vetor inteiro misto e a varidvel de recurso x\*) € {0, 1}N. Ambos os problemas

possuem recurso completo (complete recourse) e V é compacto.

Considere as fungoes lagrangianas associadas a relaxagdo da restri¢cdo de copia:

Iy X9y = mi —uT(z—x@
L) = min {109 = T =)},

L) = min {702) — T (e}

Os conjuntos de solugoes duais para um dado %) sdo dados por:
D' (#) = {u € RV |u = arg?axL’(uyf(“))}
D) = {n e RV |u = arg?axLC(u,f(“’)}
Entao:
(a) DE(x@) C DI (x@) vz,
(b) ndo necessariamente D' (x(?)) C DE(¥\9) para todo 3V;

Demonstragdo. Como PAONS {0,1}" e, no problema primal, a varidvel z esté fixa ao valor de
x(“), tem-se, para todo x(@):
o (x(@)y = Q€ (x(@)).



82

J4 o problema de Lagrange, pelo fato de que V! C V€, e se tratando de um problema de
minimizagao, tem-se:
L, x\ ) < LM (p,x\). (6.32)

As hipéteses de compacidade do conjunto vidvel e de complete recourse correspondem
as condicdes (A1) e (A2) de [50], as quais garantem dualidade forte, ou seja, dado um valor (@)

maxL’(u,x(“)) — QI(X(C’)) — QC()E(“)) _ maxLC(u,X(“)).
m n

Assim,
Vi e @C(X(“)) N LC(,EL,)Z(“)) — QC()?(”)) _ Ql(f(a)).

Combinando com (6.32), obtém-se que
Vi e DC(X(a)) N LC(‘I._L,)E(Q)) — QC(X(LZ)) — QI(X(Q)) < LI([J,)Z(Q)),

e pelo teorema da dualidade fraca: Qf (x(“)) > L1( ,u,x(“)), portanto a relagdo anterior s6 pode

ocorrer na igualdade, ou seja:
Vi € DE(EW) — L, #9) = Q€ (@) = ! (@) = LT (1,5).

Logo:
Vi € DE(RY) — i e D! (x9),

0 que prova (a). Para provar (b), utiliza-se como contraexemplo o caso unidimensional des-
crito neste capitulo. Nesse exemplo, u =2 € D! (&), mas u = 2 ¢ DE(x(@). Portanto, nio

necessariamente D! C D, O

Com base nos resultados anteriores, podem ser estabelecidas as seguintes propriedades:

Propriedade 3. Pela Proposicdo 3, o conjunto de solucoes duais associado a representacdo
inteira das varidveis de cdpia contém aquele correspondente a formulagcdo continua. Como
consequéncia, a modelagem inteira possibilita a obtengdo de cortes de Lagrange potencialmente

mais fortes.

No caso unidimensional, por exemplo, o multiplicador dual u = 2 é étimo na formulagcdo
inteira, mas ndo na continua. Ademais, o corte associado a esse valor é exato ndo apenas no

ponto x em que foi gerado, mas também no outro ponto admissivel do dominio.

Propriedade 4. Na formulagcdo com varidvel de copia continua, os cortes de Lagrange obtidos,
além de exatos, sdo vdlidos ndo apenas nos pontos discretos x € {0, 1}, mas também ao longo de
todo o intervalo continuo x € (0,1). Essa propriedade é particularmente relevante em contextos

nos quais a varidavel de estado ndo é inerentemente bindria.
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6.3 Infinitas solu¢des duais extremas

A andlise da Secado 6.1 evidencia que existem infinitas solu¢des duais associadas a
restri¢ao de copia, o que implica a existéncia de infinitos cortes vilidos e exatos. Apesar disso,
observa-se a presenca de uma solugdo dual extrema (U = 2) que produz um corte particularmente

forte, sugerindo, a primeira vista, que a escolha da solucao dual seria trivial.

Entretanto, em problemas multidimensionais, tal solu¢cdo limite pode ndo ser unica.
Nesses casos, hd um conjunto infinito de solu¢des duais extremas, sem um elemento dominante.
Para ilustrar esse cendrio, considere a fun¢do de recurso bidimensional Q(x;,x;), onde as

varidveis de recurso sdo x; € {0,1} e x, € {0,1}:

Q(x1,x2) =min y; +y;
st. 2-yi+»n>3-z21+4-22
1 =X
D =X
0<y <2
0<y,<3
0<z71 <1
0<z»<1

y1,21,22 € Z,y2 € R.

O Lagrangiano obtido ao relaxar as restri¢des de cépia € dado por:

L(p1, fo,x1,%2) = min y1 +y2 — (21 —x1) — po(22 — x2)
st. 2-yi+wn>3-21+4-2
0<yi1 <2
0<y,<3
0<y1 <1
0<n <1

y1,21,22 € Z,y € R.

A solugdo do problema para cada ponto do dominio é:

9(0,0)=0 e zp=max L(u,1,0,0) =0 (6.33)

0(1,0)=2 e ZD:mﬁlX L(uy,up,1,0) =2 (6.34)
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Figura 14 — Func¢do de recurso do exemplo bidimensional

9(0,1)=2 e zp= mﬁlX L(uy, 1p,0,1) =2 (6.35)

A1) =5 e zp=max L(u,pio,1,1) =5 (6.36)

Verifica-se, portanto, auséncia de gap de dualidade. A Figura 14 apresenta a funcao de

recurso nos quatro pontos do dominio.

6.3.1 Andlise no espacgo dual

Conforme estabelecido no Coroldrio 1, o conjunto de solug¢des duais 6timas, D (x;,x3),
¢ infinito e ndo limitado. A Figura 15 ilustra as regides no espago dual que definem D (xy,x,),

para cada ponto (x,x7).

As regides em verde claro e escuro correspondem aos conjuntos de solucdes duais. A
regido em verde escuro representa o conjunto de solu¢des duais obtido quando as varidveis de
copia sdo tratadas no dominio continuo, ou seja, Dc(xl ,X2), estando estritamente contido na
regido em verde claro, associada ao caso inteiro, ou seja, DI (x1,x2), para os 4 valores de x; e x,

conforme a Proposi¢do 3.

E possivel constatar que as regides correspondentes ao conjunto 6timo sdo ilimitadas em
um dos sentidos, para cada dimensdo, sendo que para x; = 0 a regido € ilimitada para ; — —co e

para x; = 1 aregido € ilimitada para y; — +oo, conforme a Proposicao 2.

De acordo com a mesma propriedade, os cortes de Lagrange mais fortes, isto €, aqueles
com melhor aderéncia global a funcao de recurso, sdo obtidos nos pontos extremos (Defini¢do 1)
dessas regides. Tais extremos estdo destacados como pontos isolados (solucdo extrema trivial)
ou por segmentos de reta (infinitas solu¢des extremas) indicados na Figura em verde claro,

representacio inteira, € em verde escuro, representacao continua da varidvel de cépia.
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Figura 15 — Regides de otimalidade das varidveis duais associadas aos problemas de maximizacdo do
Lagrangiano: (6.33), (6.34), (6.35) e (6.36).

Adicionalmente, sdo destacados dois tipos de solugdes: (i) pontos vermelhos, que
representam solucdes do problema linearmente relaxado, podendo ou ndo pertencer ao conjunto
6timo, e (ii) pontos azuis, associados aos cortes inteiros de otimalidade (Secdo 4.4) que sempre
pertencem a D! (x1,x;) (regido verde clara), por isso geram cortes exatos, mas nem sempre

pertencem a D (x1,x;) (regido verde escura).

6.3.2 Andlise no espago primal

De modo a ilustrar como as solucdes duais identificadas no espaco dual se traduzem
em cortes de Lagrange no espago primal, a Figura 16 apresenta, para as varidveis de recurso
(x; =0,x, =0), os cortes gerados no espago primal (2 direita) a partir dos respectivos coeficientes

de Lagrange destacados no espaco dual (2 esquerda).

Observa-se que o corte azul, associado ao dual (i} = 0, , = 0), embora seja vélido e
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Figura 16 — Relagao entre solucdes no espaco dual e cortes de Lagrange no espaco primal para o ponto
(x1 =0,x, =0)

exato no ponto consultado, ndo fornece uma indica¢do adequada da caracteristica de variacao
da funcao, consequentemente nao aproxima satisfatoriamente a funcao de recurso nos demais
pontos do dominio. Este corte corresponde ao corte de Benders, Benders Reforcados e Inteiros

de Otimalidade construidos para esse ponto.

O corte em verde escuro, gerado a partir do dual (i; = 1.5,y = 2) que é extremo do
conjunto DE (x1,x;), tangencia a funcio de recurso niio apenas no ponto consultado, mas também

em (x; = 0,x; = 1), resultando em uma aproximagdo mais acurada.

Por fim, o corte em verde claro, associado ao dual (u; = 2, = 2) que é um ponto
extremo do conjunto D/(x1,x;), tangencia simultaneamente a funcio de recurso em trés pontos.
Como esse corte é exato no ponto consultado (x; = 0,x, = 0), ele constitui o melhor corte de

otimalidade que pode ser obtido nesse contexto.

Por sua vez, a Figura 17 ilustra a regido de otimalidade no espago dual quando as
varidveis de recurso sdo (x; = 1,x, = 0). Nesta situacdo, D!(x1,x) possui infinitos pontos
extremos, que estio posicionados na aresta destacada em verde. Sao ilustrados, no espago primal,

trés cortes de Lagrange construidos a partir de solucdes pertencentes a esta aresta.

Os cortes associados aos duais indicados nos pontos (a) e (c) tangenciam simultanea-
mente trés pontos do dominio; contudo, para isso, afastam-se do quarto ponto, resultando em
uma aproximagdo menos equilibrada. Em contraste, o corte correspondente ao ponto (b), embora

seja exato em apenas dois pontos do dominio, apresenta melhor aderéncia para os pontos onde o
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Figura 17 — Relagao entre solucdes no espaco dual e cortes de Lagrange no espaco primal para o ponto
(x1 =1,x,=0)

corte ndo € exato, aproximando-se de forma mais uniforme destes pontos. Em conclusao, todos
os duais da regido extrema de D/(x1,x;) fornecem cortes de Lagrange que aproximam bem a

funcdo de recurso, porém com diferentes compromissos.

Adicionalmente, destacam-se:

* O dual do problema linearmente relaxado (pontos vermelhos na Figura 15) pertence ao con-
junto de duais 6timos para o problema original para os casos (x1,x2) € {(0,0),(0,1),(1,1)},
mas ndo € um dual 6timo para a situagio (xj,x2) € {(1,0)}. De fato, resolvendo o pro-
blema linearmente relaxado, encontramos Q;(0,0) = 0, Qzz(1,0) = 1.5, Q;£(0,1) =
2 e Qr(1,1) = 5. Dessa forma, observa-se que os cortes de Benders (Segdo 4.3),
construidos com base nestas solugdes, produzem cortes vdlidos e exatos nas situacdes
(x1,x2) €{(0,0),(0,1),(1,1)}, mas o corte serd vélido e frouxo (ndo exato) para a situagdo

(x1,22) € {(1,0) ).

* Os cortes Inteiros de Otimalidade (Se¢do 4.4) sdo vélidos e exatos e sua inclinagdo sempre
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corresponde a um dual 6timo para a restri¢do de cépia do problema Q(x), quando sdo
consideradas varidveis de cOpia bindrias. No entanto, quando as varidveis de cOpia sdo
continuas, isso pode ndo ser verdade, como por exemplo o ponto (x; = 1,x, = 0) ilustrado

na Figura 15.

6.4 Busca dos valores duais para construcdo dos cortes de Lagrange

A construcao dos cortes de Lagrange depende da determinagdo das solugdes duais

M s € RV associadas as restri¢des de copia, obtidas pela resolucio do problema (6.20).

O problema (6.20) € convexo, irrestrito e ndo diferencidvel. Para sua resolu¢iao, podem
ser empregados métodos classicos da literatura, como o método do subgradiente [87], métodos
de planos cortantes [88] e bundle methods [89], amplamente utilizados na determinacdo de

solucdes duais em problemas SDDiP e DDiP. Esses métodos serdo discutidos na sequéncia.

Para simplificar a notagdo, omitem-se os indices 7,s € 0 parametro x,_; (), de modo que
)

L s(Mi5,X,_ () passa a ser denotada por L(u).

6.4.1 Método do Subgradiente

Nas aplicacdes de SDDiP, o método do Subgradiente [87] € amplamente utilizado para a

determinacgao das varidveis duais e constru¢ao dos cortes de Lagrange [43, 50, 65, 71, 90].

O método consiste em iterativamente atualizar a solucao dual na dire¢do de crescimento
da fun¢do, dada por um subgradiente, com o objetivo de encontrar um ponto para o qual o critério

de parada estabelecido seja atingido. Seus principais passos sao:

* Escolha de um ponto inicial: uo € RY.
e Calculo do tamanho do passo: o € RT.

* Verificagdo do critério de parada, idealmente: 0 € dL(Ly).

Neste contexto, dL(u;) C RV corresponde ao subdiferencial da funcdo L no ponto L.
Assim, a itera¢do do método € dada por:

M1 = Mg — O - 8-

Nesta expressdo, gx € dL(1y). O método é conhecido por realizar iteragdes computacio-

nalmente pouco custosas, porém apresenta convergéncia lenta.
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6.4.2 Meétodo de Planos Cortantes

O método de planos cortantes [88] constréi aproximagdes afins superiores da fungdo L,
resultando em um modelo linear por partes que € refinado iterativamente. A cada iteragdo k,

resolve-se o seguinte problema:

(Ug, Br) = argmax f (6.37)
UERN BcR

s.t. (6.38)

B<L(uj)+gj (u—n;)Vj=0,.,k—1 (6.39)

B<B (6.40)

p<u<m (641)

Apds a obtengdo de L, um novo plano de corte é definido a partir da avaliagdo de L( )

e de um subgradiente g; € JL( ).

Para a aplicacdo do método, s@o necessarios:

+ Um ponto inicial uy € RY.
» Limites u,T € RN e B € R.

* Um critério de parada, idealmente 0 € dL(L).

Em comparag@o ao método do subgradiente, o método de planos cortantes apresenta
maior custo computacional por iteracdo, pois requer a resolucdo de um problema de otimiza-
¢do linear. Em contrapartida, suas iteracdes incorporam informac¢ao acumulada das iteragdes

anteriores, o que tende a melhorar a qualidade das aproximagdes nas etapas subsequentes.

6.4.3 Bundle methods

Os bundle methods sao extensdes do método de planos cortantes que incorporam infor-
macdes de iteragdes anteriores para restringir o espaco de busca no dominio. Isso é feito por
meio de termos de penalizagcdo ou restricdes adicionais, o que favorece a exploragcao de regides
onde a fung¢do estd melhor aproximada e reduz a instabilidade observada no método clédssico
[89].

Uma variante amplamente utilizada é o bundle method proximal, cuja iteracdo k é

definida por:
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1 .
(e, Be) = argmax B — = ue- | — %, i € {1,k—1} (6.42)

UERN BeR 2
st B<L(uj)+gj-(M—p;),Vj=0,..k=1 (6.43)

Onde u;, € o parametro de penalizagdo que pode ser atualizado com regras simples. Outra
alternativa sdo os Level methods, que controlam explicitamente o nivel da fungdo objetivo. Nesse

caso, a iteracdo k é dada por:

o1
(U, Bx) = argmin §'|N—Hk—1|2 (6.44)
UERN BeR
sit.B<L(uj)+gj-(U—H;),Vj=0,.. k=1 (6.45)
B>k (6.46)

Assim, a cada iteracdo o algoritmo escolhe um valor de p; tal que minimize a distancia
ao U1, utilizado como referéncia, porém que garanta que o nivel da funcao seja maior que /.

Os valores de atualizacao de /; podem seguir regras simples.

Esses métodos apresentam, em geral, convergéncia mais rdpida e comportamento mais
estdvel do que o método de planos cortantes. Por outro lado, cada iteracdo requer a resolucao de

um problema de otimizagao quadrética, o que pode aumentar o custo computacional.
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7 Cortes de Lagrange e uma nova variante

Conforme discutido no Capitulo 6, a constru¢do de cortes de Lagrange depende da
obtencdo de solucdes duais 6timas do subproblema Lagrangiano, que, no contexto do SDDiP,
formam um conjunto infinito e ilimitado, o que possibilita a geracdo de cortes com caracteristicas

bastante distintas.

A determinagdo desses coeficientes € um aspecto central na SDDIP, pois a metodologia
adotada pode impactar significativamente a convergéncia. Por outro lado, esse processo €, em
geral, computacionalmente oneroso, podendo comprometer a viabilidade pratica do algoritmo.
Este capitulo tem como objetivo discutir e classificar os tipos de cortes exatos para a SDDiP
conforme a forma como os coeficientes sdo obtidos. Por fim, este capitulo propde uma nova

variante de corte denominada Tighter Lagrangian Cuts.

Ao longo deste capitulo, as abordagens sempre se aplicam a um subproblema especifico
da arvore, para determinado estigio t e cendrio s, para o qual o corte estd sendo construido.

Assim, os indices ¢, s serdo suprimidos para simplificar a notagdo.

7.1 Cortes de Lagrange Tradicionais

Os cortes de Lagrange tradicionais [50] s@o obtidos pela resolu¢ido do problema dual de-
finido em (4.14), utilizando métodos gerais de otimizac¢do convexa irrestrita, como subgradiente,

planos cortantes e métodos do tipo Bundle, descritos na Secdo 6.4.

E importante ressaltar que definimos como cortes de Lagrange tradicionais aqueles que
buscam uma solucdo dual arbitraria, sem apresentar uma tendéncia especifica nessa busca, sendo

essa a forma como os cortes sdo geralmente construidos na maioria das aplicagdes da SDDiP.

Devido a existéncia de multiplas solu¢cdes duais 6timas, a qualidade dos cortes gera-
dos pode variar, dependendo da posicao da solu¢do dual em relagdo a fronteira do conjunto
6timo. Consequentemente, a convergéncia do SDDiP com cortes tradicionais € sensivel a: (1)
caracteristicas do problema; (ii) método empregado na resolucdo dual; e (iii) ponto inicial

adotado.

Por outro lado, essa multiplicidade introduz propriedades uteis para a constru¢cao dos

cortes, destacadas a seguir.

1. Derivada nula:

Como a fun¢ao de Lagrange € constante sobre o conjunto de solu¢des duais 6timas, ou
seja, para todo i1, Uy € D(x@):

L(‘Ll,] >X(a)> = L(“27X(a))>
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onde D(i(“)) denota o conjunto de solu¢des duais para um dado valor de recurso 7@,
Consequentemente:

0€dL(it,x) Ve D).
Denota-se por dL(u,x\@) o superdiferencial da fungdo concava L(i,x(@) em u. Assim,

em particular,
IL(a,x) = {0} Vi erD(E),

onde ri denota o interior relativo do conjunto.

2. Valor é6timo conhecido:

Pela dualidade forte, o valor maximo de L é conhecido, isto €,

max L(p, @) = 9(x\).
u
O método do subgradiente [87] € particularmente adequado para a obtengdo dos cortes

de Lagrange tradicionais, pois este problema admite critérios de parada naturais, como:
g]] < € ou [Q(x) —L(p, 7)< e (7.1)

Além disso, o conhecimento do valor 6timo (limite superior) permite o uso de passos eficientes,
como o de Polyak:
Q(x)) — L, 7))

[lgl?
Uma escolha natural para o ponto inicial € a solu¢do dual do problema linearmente relaxado,

oy =

isto é,
Ho = HLR- (7.2)

Embora aplicagdes de SDDiP baseadas em subgradiente [43, 50, 65, 71, 90] apresen-
tem poucos detalhes de implementacgdo, acredita-se que seu uso é amplamente motivado pela

simplicidade e pelas propriedades descritas acima.

Por outro lado, a aplicagdo do método de planos cortantes € menos direta devido ao
fato de o conjunto de solug¢des 6timas ser ilimitado (Proposicao 2). Como o método tende a
explorar pontos extremos da regido vidvel, ao longo do processo iterativo os limites ( e (L sdo
frequentemente atingidos, o que pode levar a instabilidade numérica e a0 mau condicionamento.
Além disso, torna-se necessario arbitrar esses limites com valores suficientemente elevados, uma
vez que a varidvel dual ¢ ilimitada. Embora técnicas de regulariza¢do possam mitigar esse efeito,

o método &, em geral, considerado menos estavel [89].

Nesse contexto, métodos do tipo Bundle [89] apresentam desempenho mais robusto.
Esses métodos também podem empregar o critério de parada (7.1) e o ponto inicial (7.2). Em
aplicacdes de SDDIiP [65, 50], o Level method foi utilizado para determinacao dos cortes de
Lagrange tradicionais e mostrou convergéncia mais rapida, compensando o maior custo por

iteracdo e resultando em melhor desempenho global.
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7.2 Square-minimization cuts (SMC)

Outro tipo de corte de Lagrange, proposto mais recentemente em [61] e [73], consiste em
uma versdo especializada dos cortes de Lagrange tradicionais. Nesse caso, o procedimento de
obtencao da solucao dual, além de buscar o maximo da fun¢io dual, também minimiza a soma
quadrética dos componentes do vetor de varidveis duais. As Equacdes (7.3)-(7.4) descrevem
o problema resolvido na constru¢ao dos cortes SMC, sendo que a restricdo (7.4) garante a

otimalidade dos valores duais em virtude da forte dualidade.

minp’ p (7.3)

st L(p,x\%) = o(x\@) (7.4)

Assim, a qualidade dos cortes SMC depende do ponto avaliado: a inclinagdo em cada
dimensdo serd mais proxima ao extremo do conjunto quando o respectivo componente dual ndo

admite zero como solugdo. Essas situagdes podem ser ilustradas com base na Figura 15:

* ponto (x7,x2) = (0,0): o SMC utilizaria a solugdo dual (i, 1) = (0,0), que pertence ao

interior da regido de otimalidade, resultando em um corte fraco;

* ponto (x1,x2) = (1,1): como (u, ) = (0,0) ndo é uma solugdo dual 6tima, o SMC
determina a solug@o dual (ui, i) = (3,3), correspondente a um ponto extremo da regido

de otimalidade (conforme a Defini¢do 1), produzindo, assim, um corte forte.

Assim, cortes fortes e fracos necessariamente fazem parte do conjunto de cortes SMC, e
esse método apresenta potencial para melhorar a convergéncia do SDDiP. Embora os autores ndo
detalhem a metodologia nem as técnicas empregadas na resolu¢do do problema (7.3)-(7.4), a
obtencgao desses cortes envolve a solugao de um problema dual modificado, cujo conjunto de

solucdes € mais restrito, o que pode acarretar um aumento no custo computacional.

7.3 Cortes exatos ndo Lagrangianos

Alternativamente, cortes exatos podem ser computados sem a necessidade de resolver
explicitamente o problema dual, ainda que seus coeficientes sejam solucdes duais, uma vez que

os cortes sdo exatos. Nessa classe de cortes estao:

* os cortes Inteiros de Otimalidade [48] tém coeficientes determinados por meio de uma
expressao algébrica (ver Secao 4.4). Sao cortes extremamente simples de se computar,
mas os coeficientes encontrados sao em geral distantes da regido limitrofe do conjunto

dual 6timo, proporcionando cortes fracos.
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* cortes ReLU [58] e os cortes escalados (Scaled) [56], quando aplicados a problemas com
varidveis de estado bindrias (como na SDDiP), produzem cortes exatos e, adicionalmente,
buscam coeficientes que resultam em cortes fortes. Embora ndo exijam a resolugao expli-
cita do problema dual, a obten¢do desses coeficientes envolve a reformulacio e a resolucio

de uma sequéncia de problemas, o que também acarreta elevado custo computacional.

7.4 Nova variante de corte de Lagrange: Tighter Lagrangian Cuts

Este trabalho propde um tipo de corte que pode ser classificado na primeira categoria de
métodos, a qual resolve uma formulacdo dual do subproblema de MILP. Mais especificamente,
busca-se selecionar uma solucdo dual especifica na fronteira do conjunto dual 6timo. Para isso,
os valores duais sdo obtidos por meio da maximizac¢do ou minimiza¢do de seus valores, dentro
do conjunto de solucdes que garantam a propriedade de dualidade forte (solugdes 6timas). Isso

pode ser feito pela resolucio do problema (7.5)-(7.6).

N
max k; - Hi (7.5)
i=1
sujeitoa  L(i,x\%) = 9(x\?)), (7.6)
em que:
1, se xl(a) =0,
ki = (7.7)
-1, sexl(“) =1.

Como demonstrado em [50], a propriedade de dualidade forte L(u*,x@) = Q(x(@)) ¢
satisfeita, o que implica que qualquer solucao u para (7.5)-(7.6) € também uma solugdo dual
para Q(x(“)). Portanto, o Tighter Lagrangian cut é um corte de Lagrange, cujas propriedades
de convergéncia para o SDDIiP sdo estabelecidas em [50]. Adicionalmente, a combinagdo de
sinais imposta por (7.7) garante a obtencao de cortes mais fortes, ou seja, associados a pontos

extremos do conjunto dual 6timo, conforme a Propriedade 2.

No entanto, a resolu¢do do problema (7.5)-(7.6) ndo € direta. Uma forma de tratd-lo é
modificar a fun¢do de Lagrange por meio da soma de uma funcdo linear com inclinacdo positiva
ou negativa, de forma a se obter uma fungio modificada L( ,u,x(“)) cujo miximo esteja contido
na fronteira da regido 6tima da fung¢do original, conforme ilustrado na Figura 18. Dessa forma,
métodos de maximizagdo irrestrita, como subgradiente, planos cortantes e Bundle sao aplicados

a funcdo modificada, resolvendo o seguinte problema:

mﬁxﬁ(u,x(“)), (7.8)
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Figura 18 — Modificacdo da fun¢do de Lagrange para obtencdo da solucdo dual na fronteira do conjunto
6timo

onde:
L(u,x9) = L(pu,xY = BT pu. (7.9)

A Proposicio 4 mostra que é possivel obter a funcio L( ,Lt,x(“)) com essas propriedades

se a escolha do parAmetro 3 for adequada.

Proposicao 4. Seja L(,u,x(”)), para um dado x9, q funcdo de Lagrange definida por (6.18)-
(6.19). Suponha que Ext <®(x(“))> £ @. Entdo existe B € RN tal que, definindo:

L(p,x) = L(u,x) =B u,
o conjunto de solugdes para o problema:
() maxi(u,x),
denotado por D (x\?)), satisfaz:
@uw)gEm@xww) e DE)£o.

Ou seja, (P) admite solucdo e todas as suas solugdes sdo pontos extremos de D (x\9)), conforme

a Definigdo 1.

Demonstragdo. A validade da proposicdo decorre da verificacdo das afirmagdes seguintes, que

serdo demonstradas individualmente na sequéncia.

1. Existe u* € Ext (D(x(“))> tal que u* € D(x).
Seja
TR Ext<®(x(“))> .

Pela Definigdio 1, para todo vetor A € RN que satisfaca (6.24) e (6.25), tem-se
w4 A ¢ D).

E, como p* € D(x\?), tem-se

L(k* 2 @) > L(u" + A, x9).
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Além disso, como L(-,x(“)) € uma funcfo cOncava e poliedral, e p* estd localizado na
fronteira da regido plana de médximo, em um ponto de nao diferenciabilidade, fixando
A tal que |A;| > 0 para todo i e suficientemente pequeno, existe uma face inclinada
adjacente a regido 6tima na direcdo definida por A, a qual pertence o ponto u* + A. Logo,
existe um vetor do superdiferencial de L(-,x(")) associado a ela. Em particular, existe

o € dL(u*,x\?) tal que, para cada componente i,

a):()’
@1,

a; <0, se
(7.10)

X

o; >0, se xl(

Como u* é uma solucdo dual 6tima, tem-se também que
0€dL(u*,x9) e o€ dL(u*,xV).

Pela convexidade do superdiferencial de uma fungdo concava, segue que
Ao € dL(u* x'Y),  vAeo1].

Toma-se € R, tal que B = A’ para um valor de A’ € (0,1). Entio:

B eaL(u”,x),

logo:
0 € dL(u*,x\?) - B.

Pela definicdo de L( u*,x(")), o superdiferencial desta funcao é dado por:
OL(u*,x) = orL(u*,x) - B,

logo:
0€dl(u*,x).

Como L(-,x(@)) é concava, entdo p* é um maximizador global de L(-,x(?). Logo,

A

u* e D).

. Se ji ¢ D(x@) entdio i ¢ D(x@).
Considere o ponto u* e o vetor B construido na etapa anterior, € preciso mostrar que:
B, x') < L, %) Vi ¢ D)

O que € equivalente a:

L(f,x9) < L(u* )+ BT (A —u*) Vi ¢ DHW) (7.11)
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Da desigualdade fundamental do supergradiente de uma fungdo céncava, como 3, o €

JL(u*,x9), tem-se que:
L(R @) < L(u* 1) + o (71— 1°)

L(a,x ) < L 2 ) + BT (R — )

(7.12)

(7.13)

Para mostrar que a Equacao (7.13) deve ser atendida estritamente, resultando em (7.11),

por absurdo suponha que 31 ¢ D(x\@) tal que:

L(A,x) = L(u* x9) + BT (7 — 1*)

Substituindo (7.14) em (7.12), tem-se:

L )+ BT (p—p) < L(u" ) + o (R —p)

Como 8 =Aa:
L ) BT (R~ ) < L 2 1B (8 )

BT (R 1) < BT (1)

(1= )BT (1) <0

Como temos que A’ € (0,1), segue que:

1
(1-5) <0

Pela definicdo de f1 e u*:
L(RA9) < L x@)

L(,x) - L(u* %) <0

Usando esta desigualdade estrita em (7.14), tem-se:

(7.14)

(7.15)

(7.16)

(7.17)

Como os dois fatores em (7.15) s@o estritamente negativos, o produto € estritamente

positivo, contradizendo (7.15). Assim:
L,y < L(u* x'),

e isso é vélido para todo i ¢ D(x(®).
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3. Sefic D(x@)efid Ext(:D(x<a>)) entio i ¢ D(x@).
Pela Defini¢do 1, 4A, denotado A, tal que:
fi4+A e DY),

o que leva a:
L, x') = L(fi + A, x\9). (7.18)

Ao mesmo tempo, pela regra de formagdo de B em (7.10) e de A em (6.24), tem-se:
BTA <o0. (7.19)
Pela definicdo da funcdo L(u,x(?)) no enunciado desta proposi¢do, temos:
Lip+Ax)=L(a+A,x9)—BT(i+A). (7.20)

Substituindo (7.18) em (7.20), obtemos:

L +A,x\9) = L(fi,x ) - BTA. (7.21)

Devido a (7.19), a igualdade (7.21) implica:

~

L+ A, x> L, x\).

=

O que, por sua vez, implica fi ¢ D(x(@).

Portanto, pelas trés etapas anteriores, toda solucio tima de (P) pertence a D(x(“)) e € necessari-

amente um ponto extremo desse conjunto. Logo,
PH(x@) C Ext(@(x(“))) .

Além disso, pela primeira etapa, @(x(“)) = &. Isso conclui a demonstragao.

O

No entanto, a maximizacio da func¢io de Lagrange modificada (L( ;,L,x(“))) para deter-
minacdo dos Tighter Lagrangian Cuts, pode ser mais desafiadora do que a maximizagao da
fun¢do de Lagrange original (L( w,x(@ )) para obtencdo dos cortes de Lagrange Tradicionais. Isso
porque as caracteristicas 1 e 2 observadas na Se¢do 7.1 (Derivada nula e Valor 6timo conhecido)
podem nao ser validas para o problema modificado. No entanto, os critérios de parada (7.1)

ainda podem ser aplicados consultando a fun¢ado original.

O impacto do uso da funcdo modificada nos métodos citados anteriormente para maximi-

zacdo da funcdo dual € descrito abaixo:
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1. subgradiente: a utilizacido deste método no problema modificado fica comprometida, pois
a auséncia de um limite superior conhecido para a fungdo L( ,LL,x(“)) impede a utilizacdo

de tamanhos de passos como o de Polyak.

2. planos cortantes: com a funcdo modificada, o conjunto de solu¢des ndo € mais ilimitado,

o que facilita a aplica¢do deste método, em comparacao a sua aplica¢do na funcdo original.

3. Bundle: podem ser aplicados tanto na funcdo original quanto na funcdo modificada,

utilizando os mesmos critérios.

7.5 Comparagdo entre cortes lineares Lagrangianos e ndo-Lagrangianos

A Tabela 30 compara os Tighter Lagrangian cuts propostos com os demais cortes exatos
da literatura. Adicionalmente, sdo comparados os cortes ndo exatos mais comumente utilizados
para solugdao de MS-MILPs via DDiP ou SDDIiP. A andlise considera a complexidade de imple-
mentacado e de cdlculo de cada tipo de corte, bem como sua propriedade de exatidado (tightness).
Por fim, os cortes sdo classificados como “fracos” ou “fortes”. Algumas abordagens produzem
simultaneamente cortes fracos e fortes, enquanto outras tendem a gerar predominantemente um
ou outro, dependendo das caracteristicas do problema e da estratégia de busca dual adotada,

incluindo sua inicializacao.

Como evidenciado na tabela, nosso objetivo € alcancar um equilibrio adequado entre
a qualidade dos cortes e o esforco computacional, tanto do ponto de vista de implementagao
quanto de desempenho computacional.

Classe Corte Exato | Caracteristica | Complexidade Complexidade
do corte computacional | de implementagdo
Tradicionais v fraco ou forte
Cortes
de Lagrange SMC v fraco e forte
Tighter v forte
Cortes nio ReLu v fraco ou forte alta
Lagrangianos Sca.led . v forte alta alta
Int. de Otimalidade v fraco baixissima baixissima
Cortes ndo Benders X fraco ou forte baixissima baixissima
exatos Bend.Reforcados X fraco ou forte baixissima

Tabela 30 — Comparagdo entre cortes lineares utilizados nos métodos da SDDiP e DDiP.
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8 Avaliacao dos cortes de Lagrange

Nos Capitulos 6 e 7 demonstrou-se que os cortes de Lagrange utilizados nos algoritmos
DDiP e SDDiP nido sdo tnicos, uma vez que o problema dual associado admite multiplas
solugdes 6timas. Também foi discutido, sob uma perspectiva tedrica, como diferentes escolhas de
multiplicadores duais podem resultar em cortes com caracteristicas distintas e, consequentemente,
impactar o desempenho do algoritmo. Neste capitulo, tais questdes sdo investigadas por meio de
experimentos computacionais, com o objetivo de avaliar a influéncia do tipo de corte, do método
empregado para obten¢do das solucdes duais e da escolha do ponto inicial de busca sobre a
convergéncia da DDiP. Adicionalmente, é analisado o efeito da utilizacdo de varidveis de cOpia
continuas ou inteiras na construcdo do problema dual e na qualidade dos cortes de Lagrange

gerados.

Todos os experimentos computacionais foram conduzidos em um computador equipado
com processador Intel i7 de 11* geragdo, contendo 8 nicleos de processamento e 32 GB de
memoria RAM. Para a solugdo dos problemas de otimizagao, foi utilizado o solver IBM CPLEX,
configurado para execu¢do com dois threads. Os problemas lineares inteiros mistos foram
resolvidos por meio do algoritmo branch-and-bound, enquanto os problemas lineares foram
solucionados pelo método simplex. Os procedimentos de subgradiente e de geracdo de planos
cortantes foram implementados no contexto desse trabalho e integrados a implementacao em
C++ da SDDiP/DDiP. Ja o método Bundle utilizado nos experimentos foi obtido a partir de uma
biblioteca amplamente reconhecida na literatura especializada, desenvolvida pela Profa. Claudia

Sagastizdbal.

8.1 Estudo de caso

Para os experimentos computacionais, foi considerado o caso “reduced-system-cond-
constr”, descrito na Se¢do 5.2, cujos os resultados gerais sao apresentados na Tabela 28. Como
o objetivo deste capitulo € avaliar o desempenho de cortes exatos, em particular, variantes dos
cortes de Lagrange, adotou-se uma representacdo com expansao bindria reduzida, viabilizando a
obtencao de tais resultados. Conforme indicado na Secdo 5.2 (Tabela 29), o uso de 5 variaveis
bindrias apresenta um compromisso adequado entre precisdo e custo computacional. Essa

configuracio foi, portanto, adotada nas andlises deste capitulo.

8.2 Andlise comparativa e sensibilidade

Sao comparados os cortes exatos cuja complexidade de implementacao e de cédlculo
¢é considerada média, baixa ou baixissima, ou seja, os cortes Tradicionais, SMC, Inteiros de

Otimalidade e Tighter. Em teoria, todos esses cortes podem levar a solucdo 6tima via DDiP.
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Contudo, conforme discutido na Se¢do 5.2, os cortes Inteiros de Otimalidade nao foram capazes

de resolver o problema em tempo computacional razodvel, sendo, portanto, excluidos da andlise.

Assim, foram realizadas andlises de sensibilidade em relacdo ao método de busca dos
duais para constru¢do dos cortes, ponto inicial fornecido a esse método e tipo de varidvel de

coOpia considerada, conforme listado a seguir:

1. Método de busca da solucao dual:

cortes de Lagrange Tradicionais obtendo as varidveis duais pelo método do Subgradiente,

amplamente utilizado na literatura para esta variante [50, 65, 43, 71, 90];

cortes de Lagrange Tradicionais obtendo as varidveis duais pelo método Bundle;

cortes SMC [61] obtendo as varidveis duais pelo método de planos cortantes (PC);

cortes Tighter obtendo as varidveis duais pelo método de planos cortantes (PC);

cortes Tighter obtendo as varidveis duais pelo método Bundle;

2. Ponto inicial fornecido ao método de busca da solu¢do dual:

vetor nulo (ty = 0);

solucdo dual da relaxagdo linear do problema (o = Urg);

* inclinagdes dos cortes Inteiros de Otimalidade (ty = U;0).

3. Varidvel de copia:

* varidvel de c6pia continua;

* varidvel de copia inteira.

8.3 Resultados

As Tabelas 31 e 32 mostram, para as varidveis de copia continuas e inteiras, respectiva-
mente, o gap de convergéncia da DDiP, o niimero de iteracdes necessdrias para atingir este gap,

0 tempo computacional e o tempo por iteracdo para cada uma das sensibilidades analisadas.

Os Cortes de Lagrange Tradicionais mostraram-se altamente sensiveis a escolha do ponto
inicial, tanto no caso de varidveis copia inteiras quanto continuas. Esse comportamento decorre
do fato de que a solu¢do dual 6tima obtida pelo método de busca dual depende do ponto de

partida adotado, resultando na geragdo de cortes distintos. Dependendo dos multiplicadores duais
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Ponto inicial | Gap | Numero de | Tempo | Tempo por

busca dual (%) iteragdes (s) | iteragao (s)
Suvgradieney | 0| 00 | 85 |13 | 90
gy P 00 |1 | e |
(T;ziﬁli:)nais 0 0.0 356 | 14574 | 410
ol I I R I
(SPl\g 0 0.0 28 610 21.8
?Pl\g iR 0.0 28 565 20.2
(S;\g? wo 0.0 28 573 20.5
(];igch)ter Cuts 0 0.0 9 900 100.0
Z;igch)ter Cuts ik 0.0 9 905 100.5
Z;i(géh)ter Cuts wo 0.0 9 1012 112.4
gguf’lf;l”e)cms 0 0.0 8 633 79.1
(Tléi};ij;efuts ULR 0.0 7 223 318
gif;f;l”e)c”” wo 0.0 14 1340 95.7

Tabela 31 — Resultados da DDiP utilizando diferentes tipos de cortes Lagrangianos com varidvel de cépia
continua e a busca dual com diferentes pontos iniciais (* execugdo interrompida devido ao
excesso de tempo).

selecionados, os cortes produzidos podem ser classificados como “fortes”, quando associados a
multiplicadores localizados préximos a fronteira do conjunto de solu¢des duais 6timas, ou como

“fracos”, quando associados a multiplicadores situados em regides mais centrais desse conjunto.

Embora os resultados tenham sido satisfatérios quando se utilizou como ponto inicial a
solucdo dual do problema linearmente relaxado, ndo hé garantia de que essa estratégia conduza
sistematicamente a geracao de cortes fortes. Em outras palavras, ndo € possivel assegurar que o
multiplicador de Lagrange obtido esteja proximo da fronteira do conjunto de solucdes Gtimas.
Como consequéncia, a qualidade dos cortes gerados pode variar significativamente de acordo

com as caracteristicas do problema analisado.
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Ponto inicial | Gap | Numero de | Tempo | Tempo por

busca dual (%) iteragoes (s) iteracao (s)
gﬁiﬁiﬁiﬁe) 0 0.0 279 | 13301 | 477
Tradicionais
(Subgradiente) Hir 0.0 94 625 162
(Sfl)\g 0 0.0 19 1392 73.3
(S;\g Ui 0.0 18 663 36.8
(Sli\g: o 0.0 17 1222 | 719
(TI’%W Cuts 0 0.0 5 2937 | 5874
(Tll)%h)f” Cuts R 0.0 5 3196 | 6392
(];z)gch)ter Cuts wo 0.0 5 2776 555.2

Tabela 32 — Resultados da DDiP utilizando diferentes tipos de cortes Lagrangianos com varidvel de copia
inteira e a busca dual com diferentes pontos iniciais (* execu¢ao interrompida devido ao
excesso de tempo).

No caso estudado, os resultados sugerem que a boa qualidade dos cortes gerados a
partir desse ponto inicial esta associada a similaridade entre a fungdo de recurso do problema
linearmente relaxado e a fun¢do de recurso original. Nessa situa¢do, a solu¢io dual do problema
relaxado tende a fornecer uma aproximacao adequada da estrutura dual do problema original,
favorecendo a obtencdo de multiplicadores localizados em regides associadas a geracdo de
cortes mais fortes. Assim, concluimos que o desempenho dos Cortes de Lagrange Tradicionais
estd fortemente condicionado a representatividade da solucdo dual utilizada para inicializar
o processo de busca. Consequentemente, essa abordagem tende a apresentar desempenho
consistente principalmente em situagdes nas quais o0 método de Benders cldssico ja produz

aproximagodes de boa qualidade para a funcdo de recurso.

Os cortes SMC mostraram-se pouco sensiveis ao ponto inicial empregado pelo método
de busca no que diz respeito a qualidade dos cortes gerados. Como consequéncia, o numero de
iteracdes necessdrias para a convergéncia da DDiP permaneceu relativamente estdvel entre os
diferentes pontos iniciais analisados. Embora esse niimero tenha sido superior ao obtido com os
Cortes de Lagrange Tradicionais quando inicializados com o = g, foi significativamente infe-
rior ao observado para os demais pontos iniciais considerados. Esse comportamento corrobora as
conclusdes apresentadas na Secdo 7.2 e os resultados da Tabela 30, indicando que a metodologia

SMC € capaz de produzir cortes “fortes” e “fracos” simultaneamente, independentemente da
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solucdo dual utilizada para inicializa¢ido do procedimento de busca.

Os Tighter Lagrangian Cuts, por sua vez, também ndo apresentaram sensibilidade ao
ponto inicial adotado. Além disso, foi o tinico método capaz de conduzir a DDiP a convergéncia
com o menor nimero de iteracdes em todos os casos avaliados. Esse resultado sugere que
os cortes gerados sao efetivamente mais fortes, fornecendo uma aproximagao mais precisa da
funcdo de recurso ao longo de todo o dominio de interesse. Entretanto, tal ganho em qualidade
foi acompanhado de um aumento significativo no tempo computacional. Isso ocorre porque
a construgao desses cortes exige a obtengao de solucdes duais com caracteristicas especificas,
processo substancialmente mais custoso do que a simples determina¢do de uma solugao dual

Otima arbitraria.

Por fim, a comparagdo entre as formulagdes com varidveis cOpia inteiras e continuas

permite destacar dois aspectos principais:

* O numero de iteracdes da DDIiP necessarias para atingir a convergéncia foi, de maneira
geral, menor quando se utilizaram varidveis cOpia inteiras. Esse resultado sugere que,
independentemente da variante considerada, os cortes de Lagrange gerados nesse contexto
tendem a apresentar maior qualidade, fornecendo aproximag¢des mais precisas da fungdo
de recurso. Tal comportamento estd em consonancia com a andlise conceitual desenvolvida

na Sec¢do 6.2;

* Em contrapartida, o custo computacional associado a geracao desses cortes foi signifi-
cativamente superior. Isso ocorre porque a presenca de varidveis cOpia inteiras torna
o problema dual mais complexo e, consequentemente, mais dificil de resolver. Dessa
forma, embora a reducido do nimero de iteracdes contribua para acelerar o processo de
convergéncia da DDIP, esse beneficio pode ser parcialmente ou totalmente compensado

pelo aumento do esforco computacional necessario para a construgcdo dos cortes.

Com relagdo aos métodos de busca dual, observou-se que, para os Cortes de Lagrange
Tradicionais, o0 método do Subgradiente apresentou, em geral, menor tempo computacional do
que o método Bundle. Conforme discutido anteriormente, a estrutura particular do problema
analisado oferece condi¢des favordveis a aplicagdo do método do Subgradiente, permitindo
a obtengao de boas solugdes com reduzido esforco computacional. Por outro lado, embora o
método Bundle tenha apresentado desempenho semelhante quando empregado um ponto inicial
favoravel, ty = Uz, seu desempenho deteriorou-se para pontos iniciais mais distantes da solugao
desejada. Esse comportamento sugere que o seu desempenho pode melhorar com ajustes nos

parametros que controlam o raio ou a regido de busca utilizada durante o processo iterativo.

No caso dos cortes SMC e dos Tighter Lagrangian Cuts calculados por meio do método
de Plano de Cortes (PC), observou-se um comportamento mais estdvel e previsivel. Em particular,

o método PC apresentou baixa sensibilidade ao ponto inicial, tanto em termos do numero de
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iteracdes quanto do tempo computacional. Tal caracteristica decorre do fato de que, ja nas
primeiras itera¢des, o método consulta pontos relativamente distantes da solu¢do inicial, fazendo

com que a influéncia dessa informacao seja rapidamente reduzida ao longo do procedimento.

Quando o método Bundle foi aplicado aos Tighter Lagrangian Cuts, verificou-se uma
redu¢do do nimero de iteragdes quando utilizado iy = Uzg, acompanhada por uma diminui¢ao
significativa do tempo total de processamento. Esses resultados indicam que, para cortes mais
estruturados, a utilizacdo de um método dual mais sofisticado pode compensar 0 maior custo

computacional por iteracdo, resultando em um desempenho global superior.

Comparando os diferentes métodos de busca dual, pode-se concluir que:

* 0 método do Subgradiente apresenta elevada eficiéncia quando € possivel definir adequa-
damente o tamanho de passo e os critérios de parada. Nessas condi¢des, o método tende a
produzir solu¢des de boa qualidade com baixo custo computacional, embora apresente

certa sensibilidade ao ponto inicial adotado;

* 0 método de Planos de Corte € significativamente menos sensivel ao ponto inicial, produ-
zindo um comportamento mais consistente entre diferentes execug¢des. Em contrapartida,
cada iteragdo € computacionalmente mais onerosa. Ainda assim, esse método mostrou-se
particularmente adequado para a construc¢do dos cortes SMC, cuja obtencdo estd associada

a busca de solugdes duais de menor magnitude;

* 0 método Bundle, apesar de apresentar maior custo computacional por itera¢do, mostrou-se
mais eficiente que o método de Planos de Cortes na obtencao dos Tighter Lagrangian
Cuts, reduzindo, de forma geral, o tempo total de processamento. Contudo, os resultados

também indicam que seu desempenho é mais dependente da escolha do ponto inicial.

De forma geral, os resultados deste capitulo evidenciam que o desempenho da DDiP/SDDiP
¢ determinado pela interacdo entre o tipo de corte de Lagrange empregado, o método de busca
dual utilizado e a escolha do ponto inicial. Métodos mais robustos do ponto de vista tedrico,
como os Tighter Cuts, de fato produzem cortes mais fortes e reduzem significativamente o
nimero de iteracdes, mas a um custo computacional elevado por iteracao. Por outro lado, abor-
dagens mais simples, como os cortes Tradicionais, podem apresentar bom desempenho apenas
em condi¢des favordveis, mas sdo altamente sensiveis a parametrizagdo. Por fim, a escolha
do método mais adequado depende do balanco desejado entre tempo total de processamento e
robustez da convergéncia. Em problemas de maior escala ou com maior complexidade estrutural,
os resultados sugerem que o investimento em cortes mais fortes e métodos de busca dual mais

sofisticados pode ser justificavel, desde que acompanhado de implementacdes eficientes.
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9 Estudo de casos de grande porte

Os estudos apresentados nos capitulos anteriores foram conduzidos em problemas de
pequena escala, permitindo a andlise detalhada das propriedades dos diferentes cortes € métodos
de decomposi¢do. Entretanto, uma das motivacdes desta tese estd associada a resolucdo de
problemas de planejamento hidrotérmico de grande porte, cujas dimensdes sdo compativeis com
aplicagoes reais.

Neste capitulo, avalia-se o desempenho dos métodos estudados em um modelo baseado no
sistema elétrico brasileiro, contemplando todas as usinas hidrelétricas e termelétricas, bem como
um conjunto representativo de restricdes hidraulicas e elétricas. Inicialmente, sdo apresentados
a descri¢do do caso e os resultados obtidos pela resolu¢ao monolitica do problema, utilizados

como referéncia para comparacao.

Em seguida, analisa-se o comportamento da decomposi¢ao via DDP em problemas
lineares e em problemas contendo restri¢des condicionais. Posteriormente, avalia-se a aplicagdo
da versao exata da DDiP utilizando cortes de Lagrange, destacando as limitacdes computacionais
observadas. Por fim, investiga-se o impacto da expansao bindria sobre o esforco computacional
dos subproblemas, fornecendo subsidios para a proposta metodoldgica apresentada no capitulo

seguinte.

9.1 Descricao do caso

O caso de grande porte considerado neste trabalho € baseado no sistema elétrico brasileiro
e contempla todas as usinas hidrelétricas e termelétricas, bem como diversas restri¢oes elétricas
e hidraulicas representadas no planejamento da operagao realizado pelo Operador Nacional do
Sistema Elétrico (ONS). As principais caracteristicas e dimensdes desse caso sdo apresentadas
na Tabela 33.

Como todas essas caracteristicas sdo modeladas por varidveis continuas e restri¢des
lineares, cada subproblema da arvore de cendrios corresponde a um problema de programacao
linear (LP), associado a um periodo ¢ € a um cendrio s. As dimensdes desses subproblemas sao

apresentadas na Tabela 34.

O problema € representado conforme uma arvore multi-estagios com cendrios estocasti-

cos cuja dimensao serd variada conforme descrito na Tabela 35.

Ao problema-base foram adicionadas duas restricdes condicionais, definidas para cada
patamar de carga, periodo e cendrio. Essas restricdes sdo baseadas em regras operativas esta-
belecidas pela Agéncia Nacional de Aguas e Saneamento Basico (ANA), conforme descrito a

seguir:

» Usina Hidrelétrica de Emborcacao: imposicdo de um limite minimo de defluéncia em
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Total de usinas hidrdulicas 162
Numero de usinas hidrdulicas com reservatorios | 67
Numero de usinas térmicas 128
Numero de submercados de energia 5
Numero de reservatérios equivalentes de energia | 12
Numero de patamares de carga por submercado 3
Numero de restricoes de volume 20
Nimero de restri¢des de vazao 107
Nimero de restri¢des elétricas 51

Tabela 33 — Caracteristicas do caso de grande porte

Numero total de varidveis continuas ~ 6200
Restri¢ao de balang¢o hidrdulico 162
Restri¢des de atendimento a demanda 15
Restricdes de fungao de produgdo hidraulica 2880
Restrigdes de vazao 321
Restri¢des de volume 20
Restri¢Oes elétricas 153
Restri¢des de energia armazenada por REE

(presente nos subproblemas do tltimo estigio) 12
Restri¢cdes da FCF multivariada por REE

(presente nos subproblemas do tltimo estigio) 6000
Total de restrigdes subproblema sem e com FCF | 3551 / 9563

Tabela 34 — Descricdo das restri¢des de cada subproblema da drvore de cendrios

Numero de periodos (7) 4/5/6/7
Numero de aberturas por periodo 2
Total de nés (subproblemas) na arvore (¢,s) | 15/31/63 /127

Tabela 35 — Dimensoes e caracteristicas das arvores de cendarios consideradas

todos os patamares de carga p, condicionado ao volume inicial do respectivo periodo e

cenario, conforme:

gl >80m’/s, sevig; >45%, Vp, Vt,s. 9.1)

» Usina Hidrelétrica de Furnas: imposicao de um limite maximo de defluéncia em todos
os patamares de carga p, condicionado ao volume inicial do respectivo periodo e cenério,
conforme:

gl <300m’/s, sevig, <50%, Vp,Vi,s. 9.2)

Além disso, foram consideradas as restricdes associadas a operacdo dos vertedouros
das usinas. Essas restricdes decorrem de limitagdes fisicas, uma vez que o vertimento nao

pode ocorrer quando o nivel do reservatdrio se encontra abaixo da soleira do vertedouro. Para
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representar essa condicdo, as restrigdes foram modeladas em fun¢do do volume médio do

reservatorio no respectivo periodo e cendrio, conforme a equagdo a seguir:

e Vi s+ Vfl,s

s£s§0 >

< Vg1, Vp, Vt,s. (9.3)

Onde v, representa o volume minimo a partir do qual o vertedouro pode ser acionado.
Essas restricdes afetam 22 reservatdrios do sistema e sdo consideradas em todos os patamares de

carga, periodos e cendrios.

Assim, o caso de grande porte, em suas versdoes com 4, 5, 6 e 7 periodos, foi resolvido

considerando-se trés variantes:

* no-constr: caso sem as restri¢des condicionais, correspondendo diretamente ao caso-base;

* cond-constr: caso-base com as restricdes condicionais (9.1), (9.2) e (9.3). Em relagdo
ao caso-base, essa variante adiciona 144 varidveis binarias e 264 restri¢cdes lineares por

subproblema;

* with-constr: caso-base com as restri¢gdes (9.1), (9.2) e (9.3) consideradas de forma
incondicional, ou seja, independentemente do volume do reservatério. Nessa variante, nao
sdo introduzidas varidveis adicionais em relacdo ao caso-base, sendo acrescentadas apenas

72 restrigdes lineares por subproblema.

Em todas as execucoes, foi imposto um limite mdximo de 72 horas de processamento,
sendo cada execucao interrompida ao atingir esse limite. A arquitetura de implementacao e o

solver utilizados foram os mesmos empregados nos experimentos descritos nos Capitulos 5 e 8.

Todos os experimentos foram executados em um servidor equipado com processador
Intel® Xeon® Silver 4216, operando a 2,10 GHz, com 32 ntcleos e 500 GB de meméria RAM.

Para cada execucao, foram disponibilizados dois processos, coordenados por um sistema de filas.

9.2 Solugao global do problema de grande porte

Inicialmente, o problema de grande porte foi resolvido de forma monolitica. Os re-
sultados referentes ao custo total de operacdo e ao tempo computacional sdo apresentados,

respectivamente, nas Tabelas 37 e 36.

Observa-se que essa abordagem de solugdo torna-se computacionalmente invidvel a
medida que a arvore de cendrios cresce. Mesmo para arvores ainda relativamente pequenas,
como a de 127 nds correspondente ao caso com 7 periodos, foram necessdrias mais de 5 horas
para obten¢@o de uma solucdo do problema linear (LP-Global). Ja para a variante contendo
restricdes condicionais (MILP-Global), o limite maximo de 72 horas de processamento foi

atingido sem que a solugdo 6tima fosse comprovada.



no-constr cond-constr | with-constr
(LP-Global) | (MILP-Global) | (LP-Global)
4 periodos 4.6 min 13.2 min 4.2 min
5 periodos 30 min 4.0 horas 22 min
6 periodos | 2.1 horas 22.3 horas 1.9 horas
7 periodos | 9.3 horas 72%* horas 5.9 horas
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Tabela 36 — Tempo computacional para a resolu¢do monolitica de cada variante do caso de grande porte.

no-constr
(LP-Global)

cond-constr
(MILP-Global)

with-constr
(LP-Global)

4 periodos

34796.7 x 107

35135.8 x 107

35218.7 x 107

5 periodos

34854.9 x 107

35213.9 x 107

35352.5 x 107

6 periodos

34945.3 x 107

35318.0 x 107

35464.9 x 107

7 periodos

35113.4 x 107

35632.2 x 107

Tabela 37 — Custo da solugdo, em R$, obtido pela resolugido monolitica de cada variante do caso de grande
porte.

Com relagdo ao custo da solucdo (sc), observa-se, conforme esperado, que valores mais

elevados sdo obtidos a medida que o problema se torna mais restritivo. Em particular,

SCno < SCcond < SCwith-

Esses resultados sdo utilizados como referéncia para a avaliacdo das solugdes obtidas
pelos métodos de decomposi¢do apresentados na sequéncia. Nas andlises subsequentes, tais valo-
res serdo tratados como solucdes exatas, embora estejam associados a tolerancia de otimalidade

adotada pelo solver.

9.3 Decomposi¢do do problema de grande porte linear

Nesta se¢do, as variantes lineares do problema de grande porte, no-constr ¢ with-constr,
sdo resolvidas por meio da decomposi¢do via DDP com cortes de Benders. Foi adotado como
critério de parada um gap relativo inferior a 1 x 1073%, o mesmo critério utilizado pelo Operador

Nacional do Sistema Elétrico (ONS) no planejamento da operacdo do sistema brasileiro.

Os resultados de tempo computacional, nimero de iteracdes necessdrias para a conver-

géncia da DDP e custo da solucdo obtida sdo apresentados nas Tabelas 38 e 39.

Em todos os casos analisados, a DDP apresentou desempenho superior ao método LP-
Global, especialmente para arvores de cendarios de maior dimensao, evidenciando sua melhor
escalabilidade a medida que o tamanho do problema aumenta. Além disso, ainda seria possivel
obter reducdes significativas no tempo computacional por meio da paralelizacdo do algoritmo.
Em problemas com estruturas de arvore semelhantes, [91] demonstrou reducdes de tempo entre 6

e 30 vezes, dependendo da estratégia de paralelizacdo empregada. Dessa forma, a decomposi¢ado
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no-constr with-constr
Tempo | Iter. | Tempo | Iter.
4 periodos | 2.7min | 52 | 3.9 min | 59
5 periodos | 13.9 min | 127 | 14.5 min | 136
6 periodos | 44.1 min | 220 | 58.5 min | 269
7 periodos | 1.3 horas | 188 | 2.9 horas | 365

Tabela 38 — Tempo computacional e nimero de iteracdes necessarios para a convergéncia da DDP nos
casos de grande porte.

no-constr with-constr

4 perfodos | 34796.9 x 107 | 35218.9 x 107
5 perfodos | 34855.1 x 107 | 35352.7 x 107
6 perfodos | 34945.5 x 107 | 35465.1 x 107
7 periodos | 35113.6 x 107 | 35632.4 x 107

Tabela 39 — Custo da solugdo, em R$, obtida por meio da DDP para os casos de grande porte.

mostra-se uma alternativa computacionalmente bastante atrativa e, para arvores de cenarios

maiores, pode tornar-se indispensdvel.

Os custos obtidos foram muito proximos daqueles encontrados na resolu¢do monolitica
dos problemas correspondentes, permanecendo dentro das tolerancias adotadas. Esse resultado

confirma a capacidade da DDP de convergir para a solu¢cdo 6tima em problemas lineares.

Em relac@o ao ndmero de iteracdes, observa-se uma tendéncia de crescimento conforme
aumentam o ndmero de periodos e a quantidade de nés da arvore de cendrios. Adicionalmente, o
tempo médio por iteragdo também se eleva, uma vez que o nimero de subproblemas resolvidos

em cada passagem do algoritmo aumenta com o tamanho da arvore.

9.4 Decomposi¢do do problema de grande porte com restrigdes condicionadas

9.4.1 Solugdo inexata via DDP

O problema de grande porte foi avaliado utilizando cortes de Benders e cortes de Benders

Reforcados. Os resultados obtidos s@o apresentados nas Tabelas 40 e 41.

Observa-se que, em nenhum dos casos analisados, a DDP foi capaz de convergir para a
solucao 6tima com o gap de convergéncia especificado. Em todos os casos ocorreu estagnacao
do processo de convergéncia apds determinado nimero de iteracdes, a partir do qual ndo se

verificaram melhorias significativas nos limitantes nem na qualidade das solu¢des obtidas.

Nos casos com 6 e 7 periodos, a melhor solu¢ao encontrada para a variante com res-
tricdes condicionais apresentou custo superior ao da variante with-constr, na qual as mesmas

restri¢des sao consideradas de forma incondicional. Esse resultado evidencia a incapacidade
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Benders Benders Reforcado
Tempo | #Iter. | Tempo #lter.
4 periodos | 4.0 min 22 5.3 min 20
5 periodos | 6.7 min 17 11.0 min 19
6 periodos | 259 min | 32 52.5 min 44
7 periodos | 61.9min | 39 | 180.2 min 74

Tabela 40 — Tempo computacional e niimero de iteracdes da DDP até a estagnagdo da solucéo para os
casos de grande porte com restri¢des condicionais (cond-constr), utilizando cortes de Benders
e Benders Reforcados.

Benders Benders Reforcado
Custo (R$) | Gap(%) | Custo (R$) | Gap(%)
4 perfodos | 35174.6 x 10’ 0.8 35192.2 x 10’ 0.8
5 periodos | 35332.7 x 107 1.1 35316.2 x 107 1.1
6 perfodos | 35498.7 x 107 1.4 | 35494.9 x 107 1.4
7 periodos | 35706.0 x 107 1.6 | 35693.4 x 107 1.6

Tabela 41 — Custo da solugdo e gap de otimalidade obtidos pela DDP até a estagnag@o da solugdo para
os casos de grande porte com restricdes condicionais (cond-constr), utilizando cortes de
Benders e Benders Reforcados.

dos cortes de Benders tradicionais e refor¢cados de representar adequadamente o impacto das
restri¢des condicionais, comprometendo a qualidade da aproximacdo da funcao de custo futuro

e, consequentemente, o processo de convergéncia da DDP.

9.4.2 Solugdo exata via DDiP

A resolucgdo do caso de grande porte por meio da DDiP utilizando cortes de Lagrange
mostrou-se invidvel mesmo para o menor dos casos analisados. Foi empregada uma expansao
bindria simplificada, com apenas cinco varidveis bindrias por usina, discretizando os niveis dos
reservatorios em 32 valores possiveis. Ainda assim, ndo foi possivel observar a convergéncia do

algoritmo dentro do limite maximo de 72 horas de processamento.

Nessa execugdo, foram utilizados cortes de Lagrange tradicionais gerados por meio do
método do subgradiente. Por outro lado, ao empregar Tighter Lagrangian Cuts com o método
dos planos cortantes, observou-se elevada instabilidade numérica e algoritmica, impossibilitando

a obtenc¢do de resultados consistentes.

Tempo | Iter. Custo (R$) Gap(%)
4 perfodos | 72* horas | 29 | 36428.0 x 10’ 27.5

Tabela 42 — Tempo computacional, niimero de iteracdes, custo da solucio e gap de otimalidade obtidos
pela DDiP para o caso de grande porte com 4 periodos.

De fato, na literatura, aplicacdes de métodos de decomposicao a problemas de grande
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porte envolvendo varidveis inteiras geralmente utilizam cortes inexatos, como cortes de Benders
ou Benders Reforcados, cuja convergéncia para a solucio 6tima ndo € garantida [65, 43, 69, 71,
66, 67]. Os autores argumentam que, embora esses métodos possam nao atingir a solu¢ao 6tima,
sua utilizacdo se torna necessdria devido ao elevado custo computacional associado ao uso de
cortes de Lagrange. Essa constatacdo motivou a andlise do impacto da expansdo bindria em

problemas de grande porte, apresentada na secao seguinte.

9.5 Impacto da expansao bindria no problema de grande porte

Avalia-se, nesta se¢do, o impacto do aumento da granularidade da expansao bindria na
resolucdo do problema de grande porte por meio da analise do tempo de CPU necessdrio para
resolver o subproblema associado a um unico n6 da arvore de cendrios. Para isolar o efeito da
expansao bindria, as restri¢des condicionais foram desconsideradas nesta andlise, de modo que
as Unicas varidveis bindrias presentes sdo aquelas introduzidas pela expansao bindria utilizada

para representar os volumes armazenados nos 67 reservatorios do sistema.

Para cada configura¢do do niimero de varidveis bindrias por usina, o subproblema foi
resolvido utilizando 21 instancias geradas aleatoriamente considerando diferentes condi¢des
de afluéncia para todas as usinas. Esse procedimento permitiu estimar o tempo computacional
médio de resolugdo. Além disso, foi imposto um limite mdximo de 10 minutos (600 segundos)

para cada execucao.

Os resultados apresentados na Tabela 43 mostram, para diferentes granularidades da
expansao bindria, o tempo médio de CPU obtido nas 21 instincias avaliadas, bem como o nimero
de execucdes que atingiram o limite maximo de tempo. E importante destacar que, 2 medida que
o nimero de varidveis bindrias aumenta, o tempo médio observado tende a subestimar o esforco
computacional real, uma vez que parte das execucdes € interrompida ao atingir o limite de tempo

sem que o subproblema seja efetivamente resolvido.

Varidveis bindrias | Numero total de | Tempo médio | Numero de
por usina variaveis binarias de CPU (s) timeouts

1 67 9 0

3 201 52 1

5 335 53 1

7 469 228 7

9 603 527 16

11 737 593 19

13 871 600 21

Tabela 43 — Tempo médio de CPU para a resolucdo de um subproblema de grande porte com diferentes
niveis de granularidade da expansao bindria.

Observa-se um crescimento acentuado do tempo computacional a medida que a granu-

laridade da expansao bindria aumenta, especialmente nas transicdes de 5 para 7 e de 7 para 9
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varidveis bindrias por usina. Mesmo para configuracdes relativamente modestas, como aquelas
com 3 ou 5 varidveis bindrias por usina, o tempo necessario para resolver um unico subproblema

ja se aproxima de um minuto.

Considerando que, no procedimento DDiP, ndo apenas esse subproblema, mas todos
os subproblemas associados aos diferentes nds da arvore de cendrios precisam ser resolvidos
repetidamente ao longo das iteracdes do algoritmo, o esforco computacional total torna-se
proibitivo. Esse comportamento corrobora os resultados observados na aplicagdao da DDiP
com a configuracdo Lagr_bbin, apresentados na Tabela 42, que demandou elevado esforco

computacional sem produzir resultados competitivos.

Dessa forma, com base nos resultados apresentados nesta secao e na Se¢do 9.4.2, conclui-
se que a aplicacdo da versdo exata da DDiP nao € vidvel para o problema de grande porte
considerado neste trabalho. Em contrapartida, os resultados apresentados na Secao 9.4.1 mostram
que os métodos inexatos baseados em cortes de Benders apresentam desempenho computacional
adequado, embora a custa da perda de garantias de otimalidade. Essa dicotomia entre qualidade
da solucdo e esfor¢co computacional motiva a metodologia hibrida proposta no capitulo seguinte,

que busca combinar as principais vantagens de ambas as abordagens.
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10 Proposta de decomposicao em duas etapas para MS-MILPs

As dificuldades observadas no Capitulo 9 evidenciam que a resolu¢do de problemas de
grande porte frequentemente fica restrita a métodos inexatos, nos quais a solu¢cdo 6tima nao
€ alcancada, ou a abordagens que demandam custos computacionais extremamente elevados,
muitas vezes proibitivos na pratica. Nesse contexto, propde-se um procedimento de solu¢do em
duas etapas, concebido para combinar o elevado desempenho computacional das abordagens de

Benders e Benders Refor¢ado com a exatidao do DDiP baseado em cortes Lagrangianos.

Embora a metodologia proposta ainda possua carater heuristico, mostra-se capaz de
produzir solu¢des de melhor qualidade do que aquelas obtidas pelas duas primeiras abordagens,
ao mesmo tempo em que evita o elevado custo computacional associado ao DDiP quando este é

empregado em conjunto com a expansao bindria.

10.1 Descri¢ao da metodologia

A metodologia proposta consiste em substituir a expansao bindria tradicional, que utiliza
N varidveis bindrias para representar os volumes das usinas hidrelétricas, por uma formulagdo
simplificada baseada em uma tnica varidvel bindria por usina. Nessa formulagao, cada varidvel
bindria permite representar dois niveis distintos de volume, denotados por V; e V;. Dessa forma,

a expansao bindria descrita em (4.17) € substituida por:

vf=Vi+(VWV-V)-b (10.1)

Com essa simplificacdo, o processo de decomposi¢do passa a ser composto por duas

etapas principais:

1. Determinagdo dos vetores de volumes Vi, ; € RH e Vs € R onde H representa o niimero
de usinas hidrelétricas consideradas no sistema, para cada periodo ¢ e cendrio s, a partir de

solucdes aproximadas do problema original.

2. Resolucao do problema por meio do algoritmo DDiP, utilizando a representacao simpli-
ficada dos volumes dos reservatorios, baseada em uma tnica varidvel bindria por usina,

com objetivo de melhorar as solu¢des aproximadas obtidas.

10.1.1 Etapa 1: Determinagdo de solugdes aproximadas

Aplica-se inicialmente a abordagem DDP para resolver, de forma independente (e

possivelmente em paralelo), as trés seguintes aproximagdes continuas do problema:
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Regido viavel problema condicionado Regioes viaveis das aproximacoes continuas
Y2 Y2
A A
}/2 : H YQ _____________
L L
é > t >
Y, Ly Ly (0 Y Ly Lp Y1

"no-constr'": U U U

"with-constr":

Forward: regiao original U
"cond-constr" U

Backward: envelope convexo

U

Figura 19 — Regides vidveis induzidas para os diferentes tipos de problemas considerados na Etapa 1 da
abordagem proposta.

* problema irrestrito (‘“no-constr’’): onde as restri¢des condicionais sao convertidas em

restricdes lineares considerando apenas o limite mais relaxado;

* problema incondicional (“with-constr”): onde as restri¢des condicionais sdo convertidas

em restricdes lineares considerando apenas o limite menos relaxado;

» problema condicional (“‘cond-constr’’): onde as restricdes condicionais sao considera-
das no passo forward, mas, no passo backward da DDP, as restricdes de integralidade

associadas as variaveis bindarias sao relaxadas.

Os dois primeiros problemas sao programas lineares e podem ser resolvidos de forma
exata (dentro de uma tolerancia aceitdvel) via DDP tradicional, enquanto o dltimo, ao ser

resolvido com a DDP, ndo possui convergéncia garantida.

A Figura 19 ilustra a regido vidvel da restri¢do condicionada descrita na Se¢do 2.5 e
as respectivas regioes vidveis para os subproblemas associados as trés aproximagdes continuas
consideradas na Etapa 1. Observa-se que a regido vidvel dos subproblemas resolvidos nos passos
backward da abordagem ‘“‘cond-constr”, na qual as restricdes de integralidade das varidveis
bindrias b7 e br sdo relaxadas (de forma a permitir a aplicac@o de cortes de Benders e Benders
Refor¢ado), corresponde a envoltdria convexa da regiao vidvel do problema original. Assim, esta

aproximacao corresponde a uma versdo convexificada do problema MS-MILP original.
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Como a principal motivacio desta primeira etapa € obter trajetdrias candidatas de volumes
dos reservatorios, consideram-se solucdes associadas a essas diferentes func¢des de recurso, que
limitam inferior e superiormente a fun¢ao de recurso (ndo convexa) do problema MS-MILP

.. 1, PP p
original. Denota-se por V,; ;, VW iihi © V ond; © armazenamento final no reservatério i no periodo ¢
e cendrio s na solu¢do de cada um desses problemas, respectivamente.

Dado que as solugdes obtidas por Benders ou Benders Reforcados sdo frequentemente
consideradas adequadas pela literatura, e que muitas usinas podem ndo estar sujeitas a restricdes
condicionais, as solu¢des do problema “cond-constr” sdo consideradas preferiveis. Neste sentido,

adota-se o seguinte critério para determinar os dois valores de armazenamento de cada usina i

representados pelos elementos Vi, s, € Vo .

t t .
s€ VI’lOSZ 7& llhl 7& ondz 7é VHOSI :

Virs, =min{Vys, Voo 3 (10.2)

Vars; = max{Vy3, Voo 3 (10.3)
se V' = Vi = Veonai

Vies;=Vars; = ctgjzdi (10.4)

Caso contrdrio, dois destes trés valores serdo iguais, e utiliza-se naturalmente:

Vigs; = min{V;, Vii Ve ) (10.5)
Vaysp = max{ Vs Vi Ve ) (10.6)

Por fim, considere usinas hidrelétricas sujeitas a restricdes condicionais dependentes
do volume inicial do reservatorio. Nessas situagOes, o limite aplicado a varidvel de decisdo y; s
depende da comparagdo entre o volume inicial vi; 5; € um valor critico vy, que define um ponto

de transi¢do da restricao. Tais restricdes podem ser de limite superior:

L Se Vit - < Veriti
Vi < e (10.7)
L+ M caso contrario

ou inferior:

L S€ Vir,s; > Veriti
tad 4
Vis = (10.8)
L—M caso contrario

No caso da restri¢ao de limite superior, o valor L € aplicado quando o nivel do reservatério
estd abaixo do volume critico, caracterizando a condicdo mais restritiva. Caso contrario, a
restricdo € relaxada para L+ M. De forma andloga, na restri¢do de limite inferior, L representa o
limite mais restritivo quando o volume esta acima do nivel critico, sendo relaxado para L — M

quando essa condicao ndo ¢ satisfeita.
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Dessa forma, € conveniente que o valor v,; seja incluido no conjunto de possiveis
estados para a usina i. A introdugdo explicita desse ponto de transicdo € importante para garantir
a possibilidade de operacdo da usina exatamente sobre o limite onde a restricio muda de regime.

Assim, sdo consideradas as regras adicionais:
* para usinas com restricoes (10.7):

1,8
S€ Verit < Vlt,si - Vlt,si = Veritis V2t,si =V i (10.9)

condi

* para usinas com restricoes (10.8):

S¢ V217s,' < Veriti = Vlt,si = Vcond;

VZI Si = Veriti (1010)

A escolha dos niveis de volumes que definem as trajetdrias candidatas dos reservatorios
¢ crucial para o desempenho do método de decomposic¢io proposto em duas etapas. O Apéndice
E apresenta as vantagens das regras propostas em (10.2)-(10.10) para a obten¢do das solugdes

candidatas, em comparacao com outras regras alternativas.

10.1.2 Etapa 2: Melhoria da solu¢do aproximada

As solugdes obtidas na etapa anterior podem ser invidveis, como no caso da variante
“no-constr”, ou vidveis, porém ndo necessariamente timas, como nas variantes ‘“cond-constr”
e “with-constr”. Assim, nesta segunda etapa, s@o introduzidas varidveis bindrias adicionais
b, s € {0,1}H e varidveis de recurso b, 1 a €10, 111 para representar, respectivamente, 0s
volumes finais e iniciais das H usinas hidrelétricas em cada periodo ¢ e cendrio s, por meio das

seguintes relagdes de expansao bindria:

Vs =Vies+ (Vars = Virs)bis (10.11)

Vits = Vi s@ + (V2,1 g0 = Vi, @)y ta) (10.12)

Observe que, quando Vi, s, = V2, 5, a varidvel bindria associada a usina i no subproblema

(t,s) torna-se desnecessdria, uma vez que o volume final correspondente fica fixado. Com essa

nova representacao, obtém-se um problema MS-MILP com varidveis de recurso bindrias, o qual

pode ser resolvido exatamente pela DDiP utilizando cortes de Lagrange.

A solucdo obtida ao final da segunda etapa apresenta as seguintes propriedades:

* os volumes finais de cada reservatorio ficam restritos aos valores candidatos Vy; s € Vo,

definidos na Etapa 1, reduzindo significativamente o espaco de busca do problema;
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* como a solucdo obtida pela variante “cond-constr” pertence ao conjunto factivel da segunda
etapa, o valor 6timo do problema resultante € necessariamente menor ou igual ao custo

obtido por essa variante;

* 0 problema resultante pode ser resolvido de forma exata e com convergéncia finita pela

DDiP, em virtude da presenga de varidveis de recurso bindrias;

* a abordagem se beneficia das informag¢des produzidas na primeira etapa, que fornecem
valores candidatos de boa qualidade para os volumes dos reservatérios. Essas informagdes
direcionam a busca da segunda etapa, resultando em solugdes de menor custo operativo ja
nas primeiras iteragdes. Assim, a primeira etapa desempenha o papel de um warm start

para a segunda etapa.

A Figura 20 ilustra a abordagem de decomposicdo em duas etapas proposta. Na primeira
etapa, sdo obtidas as solu¢Oes aproximadas associadas as variantes “cond-constr”, “no-constr” e
“with-constr”, cujos custos sdo denotados por SCcond, SCno € SCwith, respectivamente. Na segunda
etapa, resolve-se exatamente o problema simplificado baseado na discretizacdo bindria dos
volumes, obtendo-se a solugdo de custo scjaer. Suponha que o custo 6timo do problema original

seja conhecido e denotado por scexact- Nessa situagdo, verificam-se as seguintes relacoes:

* Seja sceong O custo da solugdo do problema “cond-constr”. Como a convergéncia nao é

garantida neste caso, tem-se

SCexact < SCcond-

* Seja scpo 0 custo da solug@o do problema “no-constr”. Como esta formulacdo corresponde

a uma relaxagdo do problema original, segue-se que

SCno < SCexact-

* Seja scyitn O custo da soluc@o do problema “with-constr’”. Como este problema é mais

restritivo do que o problema original, obtém-se

SCexact < SCywith-

* Finalmente, seja scjagr 0 custo da solugdo obtida pela decomposi¢ao em duas etapas. Como
esta abordagem se baseia numa aproximacao bindria com uma tunica varidvel, € uma
das trajetérias de volume consideradas na segunda etapa reproduz a solucao obtida pela

variante “cond-constr”’, tem-se

SCno < SCexact < SClagr < SCcond-

Em sintese, a abordagem proposta fornece um limitante superior potencialmente mais

proximo do custo 6timo do problema original do que aquele obtido diretamente pela variante
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Etapa 1
Problema condicional Problema irrestrito | Problema incondicional
(cond-constr) (no-constr) (with-constr)
custo da sol.: SCcond custo da sol.: SCj, custo da sol.: SCyith
l‘/cond Vtru) ‘/with
Determinacdo das duas
'E‘tg;,‘g‘z‘ """" trajetérias candidatas

Vi Vs

Solucdo via DDiP com uma variavel binaria
para cada reservatério hidrelétrico

custo da sol.: SCiqgr

Figura 20 — Representacio da abordagem de decomposi¢cdo em duas etapas

“cond-constr”, abordagem usualmente empregada na literatura. De fato, ao explorar simultane-
amente diferentes trajetorias candidatas para os volumes dos reservatorios, a segunda etapa é
capaz de identificar solu¢des de menor custo dentro do espago discreto considerado. Além disso,
como os volumes provenientes da variante “with-constr” também podem ser incorporados ao
processo de busca, a metodologia ainda tem potencial de obtencao de solu¢ao mais acurada do

que esta variante.

10.2 Resultados computacionais para o problema reduzido

O problema “reduced-system” contendo as restrigdes condicionais (vide Secdo 5.2)
foi resolvido por meio da decomposi¢cdo em duas etapas. Na primeira etapa, utilizou-se a
solu¢do obtida pela DDP com cortes de Benders para as trés variantes consideradas (‘“no-constr”,
“with-constr” e “cond-constr”). Na segunda etapa, aplicou-se a DDiP com cortes de Lagrange

tradicionais e método do subgradiente.

Para avaliar a qualidade das solucdes obtidas, utiliza-se o “gap de otimalidade” em RS,
definido como a diferenca entre o custo da solucdo encontrada e o custo da solu¢do 6tima obtida
pelo MILP global:

gap de otimalidade = UB — SCexqct (10.13)

Define-se também o “gap de otimalidade relativo”, correspondente ao percentual do gap
de otimalidade em relac@o ao custo presente de operacdo (obtido a priori pela solug¢do exata). O
custo futuro ndo é considerado nesse cdlculo, pois sua magnitude € significativamente superior a

do custo presente e tende a mascarar as diferencas entre as solu¢des avaliadas. Assim:
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UB—
gap de otimalidade relativo = 100 x SCexact (10.14)
custo presente,,,,

Os resultados de tempo computacional, gap de otimalidade e niimero de iteragdes sao
apresentados na Tabela 44. Para fins de comparacdo, também sao incluidos os resultados
apresentados na Secdo 5.2 para o mesmo problema resolvido por meio dos seguintes métodos:

* DDP com cortes de Benders

* DDP com cortes de Benders Reforcados

* DDiP com cortes de Lagrange com expansao bindria considerando 5, 6 e 7 variaveis

bindrias
Método Numero de | Tempo Total | Gap de Otim. | Gap de Otim.
Iteracdes (sec) %) (%)
2Step 2 4+6 360,736 0.10
DDiP Lagr. 7bin 180 2993 1,925,155 0.56
Benders 4 4 2,485,826 0.72
SBenders 3 8 2,485,826 0.72
DDiP Lagr. 6bin 45 556 9,558,329 2.78
DDiP Lagr. 5bin 12 97 102,379,205 29.79

Tabela 44 — Performance dos métodos de decomposi¢do aplicados ao problema “reduced-system”

A Figura 21 apresenta o processo de convergéncia (limites inferior e superior) ao longo
das iteragOes. Os resultados da DDiP com cortes de Lagrange ndo foram incluidos, pois

apresentam escalas de custo e nimero de iteracdes significativamente distintas.

Diante dos resultados pode-se observar que:

* todas as abordagens analisadas apresentaram tempos de processamento reduzidos quando

comparadas a DDiP com expansdo bindria tradicional;

» com cortes de Benders ou Benders Reforcados, a DDP apresenta estagnacdo e nao converge,

permanecendo com diferenca entre os limites superior e inferior (UB > LB);

* a decomposi¢do em duas etapas alcanca convergéncia ao utilizar a DDiP na segunda
fase. Entretanto, o método ainda apresenta um gap de otimalidade residual devido a

aproximagao introduzida pela representacao bindria simplificada;

* as execugdes com cortes de Lagrange e DDiP requerem um niimero significativamente
maior de iteracdes. A perda de precisdo associada ao uso de poucas varidveis bindrias
somente é superada quando sao utilizadas pelo menos sete varidveis bindrias, tornando o

método competitivo em relacdo a DDP;
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Limite superior e inferior de convergéncia da DDP/DDiP

3.380E+9 LB_Benders
== UB_Benders
LB_2Step
3.375E+9 — UB 2Step
== Exact Solution
a -—
o 3.370E+9 LB_Sbenders
4 == UB_Sbenders
(@]
3.365E+9
3.360E+9
0 1 2 3 4 5

Iteragdo da DDP/DDiP

Figura 21 — Convergéncia da DDP/DDIP para o problema “reduced-system” considerando os métodos
nao exatos.

Além disso, a abordagem proposta reduz substancialmente o gap de otimalidade em
comparacao com os métodos baseados exclusivamente em cortes de Benders, ao custo de um
aumento moderado no tempo computacional. Dessa forma, a decomposi¢ao em duas etapas
constitui uma alternativa atrativa, combinando a rapidez dos métodos inexatos com o refinamento

proporcionado pela DDiP.

10.3 Resultados computacionais para o problema de grande porte

Nesta secdo, a metodologia proposta é avaliada no problema de grande porte descrito
na Secdo 9.1, com o objetivo de analisar sua aplicabilidade e escalabilidade em um problema
real. A Figura 22 apresenta a evolucao dos limites inferior (LB) e superior (UB) ao longo das
iteracdes da DDP/DDIiP para cada abordagem considerada, bem como o valor 6timo obtido pela
resolucao do MILP global (linha preta).

Observa-se, inicialmente, que a DDiP com cinco varidveis na expansao bindria e cortes
de Lagrange tradicionais apresenta uma convergéncia substancialmente mais lenta que as demais
abordagens. Em razdo do elevado esfor¢co computacional, sua execug¢do foi interrompida ap6s 29

iteracdes, ao atingir o limite de 72 horas de processamento.

Conforme esperado, os cortes de Benders Reforcados produzem limites inferiores mais
elevados do que aqueles obtidos com os cortes de Benders tradicionais, indicando uma aproxi-
macao mais precisa da fungdo de custo futuro. Esse ganho, entretanto, ¢ acompanhado por um
aumento de aproximadamente 40% no tempo de CPU. Apesar dessa diferenca, os custos das

solugdes obtidas pelos dois métodos permanecem bastante proximos, sugerindo que as decisdes
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operativas subdtimas identificadas por ambas as abordagens sdo semelhantes.

3.8E+11

—i LB_Benders
3.6E+11 ¥ = UB_Benders
34E+11 3.600E+11 LB_2Step

= UB_2Step
3.2E+11
3.575E+11 = Exact Solution
g 30EM — LB_Sbenders
~§ 2.8E+11 3.550E+11 = UB_Sbenders
© 26E+11 = LB_Lagr_5bin
3.525E+11 = UB_Lagr_5bin
24E+11
2.2E+11 3.500E+11 4
0 20 40 60 80

2.0E+11
0 20 40 60 80

Iteragao da DDP/DDiP

Figura 22 — Convergéncia da DDP/DDiP para o problema de grande porte.

Em contraste, a etapa da DDiP da decomposi¢do em duas etapas apresenta uma con-
vergéncia melhor, produzindo solu¢des (U B) menos custosas ja nas primeiras iteracdes € um
aumento muito mais rdpido do limite inferior. Ainda assim, apesar da convergéncia compro-
vada, o método continua a apresentar dificuldades para reduzir o gap de convergéncia além de
determinado ponto, o que exigiria um ndmero significativamente maior de iteracdes e tempo

computacional.

A Tabela 45 apresenta o nimero de iteragdes, o tempo de processamento e o gap de
otimalidade obtidos por cada abordagem. Os resultados da decomposi¢do em duas etapas sao
reportados para diferentes quantidades de iteragdes executadas na segunda fase. Observa-se
que mesmo um ndmero reduzido de iteracdes ja € suficiente para produzir solucdes de melhor

qualidade quando comparadas aquelas obtidas exclusivamente pela DDP.

A medida que o nimero de iteracdes da segunda etapa aumenta, verificam-se redugdes
adicionais no gap de otimalidade. Naturalmente, esses ganhos sdo acompanhados por um
aumento no esforco computacional. Ainda assim, os tempos de processamento permanecem
moderados quando comparados ao elevado custo associado a aplicacdo direta da DDiP com

expansdo bindria completa.

Por outro lado, as abordagens baseadas exclusivamente em cortes de Benders e Benders
Refor¢cados apresentam tempos de execucao significativamente menores, porém sem capacidade
de reduzir o gap de otimalidade apds a estabilizagdo dos limites, caracterizando a estagnacao
do processo iterativo. Em contraste, a estratégia de decomposi¢do em duas etapas converte
o acréscimo de esforco computacional em melhorias progressivas na qualidade da solucgdo,
reduzindo gradualmente o gap de otimalidade a medida que novas iteragdes da DDiP sdo
realizadas. Assim, com o método proposto € possivel estabelecer um compromisso entre a

qualidade da solucdo e o tempo computacional desejavel/disponivel.
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Método Iteracdes | Tempo total Gap de Gap relativo

DDP/DDiP (min) otimalidade ($) | de otimalidade (%)
2Step 15 8+32 873,055,567 7.64
2Step 38 8+ 131 725,017,739 6.35
2Step 56 8+ 284 616,266,468 5.40
Benders 48 8 1,069,557,857 9.43
Sbenders 53 14 1,081,152,007 9.46
Lagr_5bin 29 4320* 7,857,128,667 68.80

Tabela 45 — Resultados para o problema de grande porte

Os tempos computacionais apresentados neste trabalho foram obtidos sem o uso de
processamento paralelo. Portanto, o tempo de execu¢dao dos métodos de decomposi¢do pode ser

reduzido substancialmente na pratica.

10.3.1 Resultados de operagdao

Além da redugdo dos custos de operacgdo, a andlise da operagdo de usinas especificas
mostra que a abordagem de decomposi¢do em duas etapas tem potencial de evitar distor¢des
operativas significativas presentes nas solu¢des primais obtidas pelos métodos de Benders
e Benders Reforcados. Esses métodos apresentam dificuldades para adaptar a operagdo as
restricoes condicionais, principalmente porque os cortes sdo construidos a partir da relaxacdo
linear do problema, o que limita a propagacdo, para os estdgios anteriores, dos efeitos associados

a ativacdo das restri¢des condicionais

Essas diferengas sdo ilustradas na Figura 23 para a Usina Hidrelétrica de Furnas, cujo
reservatorio desempenha papel fundamental na regularizacdo das afluéncias do Sistema Interli-
gado Nacional. A esquerda, apresenta-se a operacio obtida pela resolugio exata do problema
como um MILP-global. As linhas azuis representam os volumes iniciais do reservatorio em
cada estdgio, sendo que cada tonalidade corresponde a um dos oito cendrios considerados. De
forma andloga, as linhas vermelhas representam as vazdes turbinadas. A Figura mostra que a
estratégia 6tima consiste em reduzir a vazao turbinada no estagio 3 para permitir que o volume
do reservatdrio ultrapasse 50% no inicio do estagio seguinte, possibilitando assim a utilizacao de

vazdes superiores a 300m? /s nesse estagio.

O gréfico central da Figura 23 apresenta a operacao obtida por meio da decomposicao
de Benders. Observa-se que o método ndo consegue alcangar uma solug@o semelhante a Gtima:
as vazdes turbinadas permanecem limitadas a 300m> /s em todos os cendrios e periodos, e o
volume do reservatorio nunca ultrapassa o limite de 50%. Isso ocorre porque os cortes de
Benders sao derivados do problema com relaxacdo das restri¢des de integralidade e, portanto,
ndo propagam adequadamente, ao longo da arvore de cendrios, informagdes relacionadas a

ativacao ou desativacdo da restricao condicional.
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Solugéo exata DDP com Benders DDiP com decomposi¢do em duas etapas
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Figura 23 — Operacdo obtida para a Usina Hidrelétrica de Furnas

Em contraste, a metodologia proposta, ilustrada a direita da Figura 23, produz uma
operagdo semelhante a solu¢do 6tima em metade dos cendrios (3, 4, 7 e 8), enquanto nos demais

cendrios apresenta comportamento proximo ao obtido pela decomposi¢ao de Benders.

E importante destacar que esses resultados indicam que a metodologia proposta nio
alcanca a soluc¢ao 6tima do problema, uma vez que possui natureza heuristica. Ainda assim,
ela demonstra potencial para melhorar as decisdes operativas obtidas por meio da DDP com
decomposicdo de Benders. No pior caso, 0 método reproduz a mesma operacdo obtida por

Benders, pois uma das trajetorias de volume selecionadas € derivada diretamente dessa solugdo.

10.3.2 Validagdo de desempenho em multiplas instancias

Com o objetivo de avaliar a robustez da metodologia proposta, foram geradas 21 ins-
tancias do problema de grande porte por meio da variacao aleatéria das condi¢des de afluéncia
dos reservatérios. Mais especificamente, as vazdes naturais afluentes das 162 usinas hidrelétri-
cas foram perturbadas aleatoriamente em todos os cendrios e estadgios, de modo a representar
diferentes condi¢des hidroldgicas e, consequentemente, distintas estratégias operativas para o

sistema.

Todas as instincias foram inicialmente resolvidas até a otimalidade utilizando a formu-
lagcdo MILP-global e, em seguida, ordenadas de acordo com o custo total de operagdo obtido.
Posteriormente, cada instancia foi resolvida por meio de abordagens de decomposi¢do baseadas
em DDP e DDiP, incorporando os trés tipos de cortes avaliados neste trabalho: Benders, Benders

Reforcado e a decomposi¢do em duas etapas.

Para os cortes de Benders e Benders Refor¢ados, como a convergéncia ndo pode ser
alcancada, o procedimento DDP foi interrompido apds 60 iteracdes em todas as instincias, mo-
mento em que o algoritmo ja apresentava comportamento de estagnacdo. De forma semelhante,
embora a segunda etapa (DDiP) possua propriedades tedricas de convergéncia, ndo foi possivel
observar tal comportamento dentro de um tempo computacional considerado razodvel para o

caso de grande porte analisado. Por essa razdo, sao comparados os resultados obtidos pela
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metodologia proposta ap6s 20 e 60 iteragcdes. Os valores do gap relativo de otimalidade de cada

instancia sdo apresentados na Figura 24.
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Figura 24 — Gap relativo de otimalidade para cada instancia do problema de grande porte.

Observa-se que o DDP com cortes de Benders e Benders Reforgados produz gaps

de otimalidade muito semelhantes, sendo que o segundo apresenta um desempenho médio

ligeiramente superior. A decomposicao em duas etapas proporciona uma reducgdo adicional do

gap de otimalidade, e esse ganho se torna mais expressivo a medida que mais iteracdes do DDiP

sao executadas.

Além disso, foram registrados os tempos computacionais de cada método. Os valores

médios obtidos para as 21 instancias sdo apresentados na Tabela 46. Para a metodologia em

duas etapas, o tempo reportado corresponde a soma do esforco computacional necessario na

primeira etapa (solu¢@o baseada em cortes de Benders) e na segunda etapa (DDiP com cortes de

Lagrange).

Método Iteracdes | Tempo médio (min)
2-step 20 10+ 53
2-step 60 10 + 321
Benders 60 10
S-Benders 60 16

Tabela 46 — Tempo computacional médio para as 21 instincias do caso de grande porte.

Com base nos resultados computacionais obtidos, observa-se que a abordagem proposta

constitui uma alternativa vidvel para a resolu¢c@o do problema de grande porte analisado, para o
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qual a versao exata do método DDiP ndo apresentou desempenho computacional compativel
com a aplicagdo prética. Além disso, a metodologia produziu solu¢gdes de menor custo quando
comparada as abordagens aproximadas baseadas em cortes de Benders e Benders Reforgados, ao

custo de um aumento moderado do tempo computacional.
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11 Conclusoes

Esta tese abordou o problema de planejamento da operacao hidrotérmica de médio
prazo na presenca de restricdes condicionais, uma classe de restricdes amplamente presente em
sistemas energéticos reais e que introduz a necessidade da representacao de varidveis inteiras
nos modelos de otimizagdo. Essas caracteristicas dificultam significativamente a aplicagcdo dos
métodos cldssicos de decomposi¢cdo, uma vez que comprometem a constru¢io de aproximacgoes
precisas para a funcdo de custo futuro, elemento fundamental nos algoritmos de programacao

dinamica estocastica.

Inicialmente, foi realizada uma revisdo dos principais métodos encontrados na literatura
para a resolucdo de problemas estocdsticos multiestdgio lineares inteiros mistos, com destaque
para as abordagens de decomposi¢cdo fundamentadas em aproximagdes da fun¢do de recurso.
Nesse contexto, foram analisados e comparados os diferentes tipos de cortes propostos na

literatura para a representacdo dessa funcao.

Posteriormente, foi conduzida uma revisao bibliografica abrangente sobre o método
Stochastic Dual Dynamic Integer Programming (SDDiP). Foram examinados os trabalhos
que serviram de base para a proposicdo da técnica, bem como as contribui¢cdes posteriores
que apresentam extensodes, aprimoramentos e variantes do método. Adicionalmente, foram
investigadas as diversas aplicacdes do SDDIiP reportadas. Todos os trabalhos identificados na
literatura, tanto aqueles relacionados ao desenvolvimento metodoldgico quanto as aplicagdes da

técnica, sdo apresentados e discutidos ao longo desta revisdo bibliografica.

O desenvolvimento da tese teve por base a implementacdo, em um mesmo arcabouco
computacional, dos principais métodos encontrados na literatura, incluindo os cortes de Benders,
Benders Refor¢ados, Inteiros de Otimalidade e Lagrangeanos Tradicionais, Square-minimization
cuts. Essa abordagem permitiu a realizacdo de uma avaliacdo uniforme e comparativa dessas
técnicas sob diferentes perspectivas. Para tal comparacdo e em todos os experimentos desta tese
foi utilizada a técnica da DDiP de forma a isolar o efeito amostral na convergéncia do método,

observando-se a capacidade de convergéncia de cada tipo de corte.

A avaliacdo inicial consistiu em uma anélise detalhada de um caso tutorial, no qual foi
possivel investigar de forma isolada o impacto de uma restri¢do condicional sobre as caracte-
risticas do problema e sobre o comportamento dos métodos de solucdo. Posteriormente, foi
considerado um problema representativo de um sistema elétrico de poténcia real, porém com
dimensodes reduzidas, com o objetivo de avaliar a efici€éncia computacional e a qualidade das

solugdes produzidas por cada método.

Os resultados obtidos indicaram que os cortes inexatos demandam um esfor¢o computa-
cional significativamente menor que os métodos exatos. Entretanto, por ndo representarem de
forma precisa a fun¢do de recurso, podem fornecer sinais incorretos ao processo de otimizagao,

conduzindo a solugdes substancialmente distantes da 6tima. Em contrapartida, os métodos exatos
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apresentam maior fidelidade na representacao do problema, porém a custa de uma robustez
computacional limitada, tornando-se rapidamente proibitivos a medida que a complexidade do

problema aumenta.

Adicionalmente, foi realizada uma investigagdo empirica acerca dos impactos de di-
ferentes tipos de restri¢cdes condicionais sobre o comportamento das fungdes de recurso. Os
resultados evidenciaram que a introducgdo desse tipo de restricdo pode provocar o surgimento
de descontinuidades e regides de ndo convexidade, resultando em func¢des convexas apenas por
partes. Nessas condi¢des, a fungdo de recurso deixa de admitir uma representacdo exata por

meio de cortes lineares.

Uma das principais contribui¢des desta tese consiste na caracterizacao e derivagdo de
propriedades estruturais do espaco dual associado aos subproblemas resolvidos no contexto do
método SDDIiP. A anélise tedrica desenvolvida permitiu estabelecer relacdes entre a geometria
do conjunto dual 6timo, as diferentes formas de representacdo das varidveis de copia e a
qualidade dos cortes gerados para os algoritmos de decomposicao. Esses resultados fornecem
uma compreensao mais profunda dos aspectos que devem ser explorados nos mecanismos
de buscas da informacao dual, esclarecendo questdes que permaneciam pouco explorados na

literatura.

Com base nesses resultados tedricos, a principal contribui¢do original da tese foi a
proposta uma nova familia de cortes de Lagrange: Tighter Lagrangian cuts, construidos a partir
de pontos extremos do conjunto dual 6timo. Diferentemente das abordagens existentes, 0s
cortes desenvolvidos exploram de forma mais eficiente a informagdo dual disponivel, produzindo
aproximagdes mais aderentes a estrutura da fun¢do de recurso na presenca de decisdes discretas e
restri¢des condicionais. Como consequéncia, os cortes propostos fornecem sinais mais informa-
tivos ao algoritmo de solugdo, contribuindo para a redu¢do do niimero de iteragdes necessarias a

convergéncia e para a obten¢do de politicas de melhor qualidade nos métodos SDDiP/DDiP.

Dessa forma, as contribuicdes apresentadas nesta tese atuam em duas frentes comple-
mentares. A primeira € de natureza tedrica, ao ampliar significativamente o entendimento sobre
a estrutura dual dos problemas em questdo. A segunda é de natureza metodoldgica, ao converter
esse conhecimento em uma nova estratégia para construcao de cortes de Lagrange mais eficazes.
Em conjunto, esses resultados representam um avango em relacdo ao estado da arte, tanto pelo
esclarecimento de propriedades fundamentais do problema dual quanto pela proposicao de
mecanismos capazes de melhorar o desempenho computacional e a qualidade das aproximacdes
utilizadas pelos algoritmos de decomposi¢do. A relevancia dessas contribuicdes € corroborada
pelos experimentos computacionais, envolvendo diferentes andlises de sensibilidade e estudos
comparativos, onde foi observada a superioridade dos cortes propostos em termos de qualidade

de aproximacdo e efici€éncia na convergéncia.

A partir das limitagdes observadas nos métodos de decomposicao quando aplicados a

problemas de grande porte com restri¢des condicionais, em especial do custo computacional
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da obtengdo das solucdes em face do critério de convergéncia, foi desenvolvida uma segunda
contribuicao original desta tese: uma metodologia hibrida de decomposi¢do estruturada em duas
etapas. Na primeira etapa, sdo empregadas aproximacodes convexas construidas por meio de
cortes de Benders, explorando sua elevada robustez computacional para guiar eficientemente o
processo de busca. Na segunda etapa, essas aproximacdes sdo refinadas por meio da resolugdo
exata dos subproblemas utilizando o método DDiP com cortes de Lagrange, permitindo capturar
com maior fidelidade os efeitos das decisdes discretas e das restricdes condicionais sobre a

funcdo de custo futuro.

A principal inovacdo dessa abordagem estd na combinacao de duas caracteristicas tra-
dicionalmente conflitantes na literatura: a escalabilidade computacional proporcionada pelos
métodos aproximativos e a qualidade de representacdo decorrente dos métodos exatos. Dessa
forma, a metodologia proposta busca aproveitar as vantagens de cada classe de técnicas, miti-
gando simultaneamente suas principais limitacdes. Enquanto os cortes de Benders fornecem
uma aproximacao computacionalmente eficiente para problemas de grande dimensao, os cortes
Lagrangianos introduzem informagdes adicionais capazes de representar de maneira mais precisa

as nao convexidades induzidas pelas varidveis inteiras e pelas restricdes condicionais.

Os resultados computacionais obtidos em instancias de grande porte, representativas
do planejamento da operacdo de sistemas hidrotérmicos reais, demonstraram a efetividade
da estratégia proposta. Em comparagcdo com abordagens baseadas exclusivamente em cortes
de Benders e Benders Reforcados, a metodologia hibrida produziu solu¢des de menor custo
esperado e politicas operativas significativamente mais préximas daquelas obtidas pela resolugdo
exata do problema. Além disso, os experimentos evidenciaram que a abordagem mantém
viabilidade computacional mesmo em cendrios de elevada complexidade, nos quais a aplicacao
direta de métodos exatos se torna impraticavel. Esses resultados demonstram que a metodologia
proposta representa uma alternativa promissora para o tratamento de problemas estocdsticos
multiestdgio lineares inteiros mistos de grande escala, conciliando qualidade de solugdo e

eficiéncia computacional em um contexto onde tais objetivos sdo frequentemente antagdnicos.

Como perspectivas para trabalhos futuros, destaca-se:

* O desenvolvimento de métodos mais eficientes para a identificacdo de solu¢des duais
associadas a pontos extremos do conjunto dual 6timo. Embora os Tighter Lagrangian
Cuts tenham demonstrado potencial para produzir aproximagdes de maior qualidade da
func¢do de recurso, sua construcdo ainda requer esforco computacional adicional. Nesse
contexto, a investigacdo de estratégias capazes de explorar essas solugdes duais de forma
mais eficiente pode ampliar significativamente os ganhos de desempenho observados nos
métodos SDDiP e DDiP.

* A extensdo da metodologia hibrida de decomposi¢do em duas etapas para outras classes de

restricOes envolvendo varidveis inteiras em problemas de planejamento. Um exemplo par-
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ticularmente relevante € a representacio de politicas operativas dependentes de indicadores
agregados do sistema, como procedimentos em que determinadas usinas termelétricas de-
vem ser despachadas em niveis minimos ou maximos quando o armazenamento energético
global do sistema se encontra abaixo de um determinado limiar. Problemas dessa natureza
apresentam caracteristicas semelhantes as restricdes condicionais estudadas nesta tese e

constituem um ambiente promissor para a aplicacdo e evolucao das técnicas propostas.

* A aplicacgdo dos conceitos desenvolvidos nesta tese a outros problemas de Pesquisa Opera-
cional. Em particular, destacam-se os problemas de gestio de estoques e planejamento da
producdo, nos quais decisdes discretas induzem descontinuidades e ndo convexidades nas
funcgdes de valor. A adaptacdo dos conceitos de caracterizagdo dual, cortes Lagrangianos
reforcados e decomposicao hibrida para esse contexto representa uma dire¢ao de pesquisa

promissora.

Por fim, espera-se que os resultados apresentados contribuam para o avango dos métodos
de decomposicao aplicados a problemas estocdsticos de grande porte com varidveis inteiras, bem
como para o desenvolvimento de ferramentas computacionais capazes de representar de forma

mais adequada as complexidades operativas presentes em sistemas energéticos reais.
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A formulagdo do caso base utilizado no estudo tutorial, discutido na Secdo 5.1, é

apresentada a seguir.

3

5 2
min Z Z Z dp;j-ci- 8ty

i=11=1j=1

S.a.

5
ngi,l,l +gh11 =25

5
ngz 12+ghip=19

th,23+gh23—35
i=1

3
vi+ Y o1j(gtj+gs1j) = vo+310.6944
=1

3
V2 + Z 02,j(qt2,j +gs2,j) = v1+107.136
j=1

gh[’j SAHPFk(Vt_],Vt,qttJ), Vl‘ c {1,2},] c {1,2,3},k € {1,...,

0<gh <46, Vre{l,2};je€{1,2,3}
0<gqt;, <207, Vre{l,2};je{1,2,3}
0<gs;,j<999, Vte{l,2};je{l,2,3}
0<v, <672, Vre{l,2}

0<gt,;; <8, Vre{l,2};je{l1,2,3}

0<gt,;;<2, Vre{l,2};je{l1,2,3}

0<gt,;<2, Vre{l,2};j€{1,2,3}

0<gts,;<2, Vre{l1,2};j€{1,2,3}

0<grs;; <40, Vre{l,2};j€{1,2,3}

6}

(A1)

(A2)

(A.3)

(A4)

(A.S)

(A.6)

(A.7)

(A.8)

(A.9)
(A.10)
(A.11)
(A.12)
(A.13)
(A.14)
(A.15)
(A.16)
(A.17)
(A.18)

O caso considera dois periodos (¢), trés patamares de carga (j), cinco usinas térmicas (i)



139

e uma Unica usina hidrelétrica, as varidveis de decisdo do problema sao:

gtiyj: € a geragdo, em MW, térmica da usina i, periodo ¢ e patamar j, cujos custos

marginais em R$/MW h sdo dados por:

¢ =[31.17, 310.41, 978.10, 1700.00, 6524.05].

ghy j: € a geragdo, em MW, hidraulica no periodo ¢ e patamar j;

v;: é o volume armazenado ttil, em hm>, no periodo ¢, sendo vy = 171.6288 o volume

inicial do estudo;
gt;,j: € o turbinamento, em m3 /s, no periodo ¢ e patamar j;
gs:,j: € o vertimento, em m? /s, no periodo ¢ e patamar j;

As duracdes dos patamares de carga sdo:
dp1,1 = 184h,dp; 2 = 208h,dp; 3 = 352h
dpy1 = 168h,dp;» = 198h,dp; 3 = 378h

Constantes de conversio de unidades:

O;,j. constante para converter vazoes vertidas/turbinadas de m> /s em volumes verti-
dos/turbinados em Am?, dada por:

3600 xdpy.

1) = T1x106

Cada varidvel de decisdo possui limites minimos e méximos conforme definido em
(A.10)-(A.18). As restricdes deste caso sao:

* restricdes de atendimento a demanda energética, dadas por (A.1)—(A.6), cujos limites estdo
dados em MW.

* restri¢des de balango hidrico (A.7)-(A.8) para a usina hidrelétrica, cujos limites estao

dados em hm?;

* conjuntos de restricdes da funcio de produgdo hidraulica (AHPF) (A.9), detalhada mais a
frente.

Cada funcdo de producdo hidrdulica € modelada por meio de uma formulagdo linear por
partes, composta por seis restri¢cdes lineares, que relacionam a geracdo hidraulica ao volume
inicial e final do reservatério no periodo e a vazao turbinada. Cada conjunto de restri¢des é

replicado para cada periodo e patamar e sdao apresentados nas Equacdes (A.19)-(A.24).

AHPF| (vi_1,v1,q1; ;) = 0.0526022810935 V”TJFV’ +0.105158616525 g1, ;  (A.19)



Vi—1+ V¢
2

AHPF3(v,_1,v,,qt;. ;) = 0.0285883368365 VHTJFV’ +0.12955132292 g1, ;

AHPFE(vi—1,vs,qt.j) = 0.0346020062355 +0.11978111303 g1, ;

AHPFy(v,_1,v,,qt;. ;) = 0.0190480483055 V"ITJ”’ +0.152801179235 g1,

AHPFs(v,_1,v,,qt: ;) = 0.0036686838911 V”TJ”’ +0.202773843375 g1,
AHPFs(vi_1,v1.qt,.;) = 0.0 =7 1 021866853279 g1, ;

2
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(A.20)
(A21)
(A.22)
(A.23)

(A.24)
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APENDICE B - RESULTADOS DO PROBLEMA “TUTORIAL”

B.1 Resultados do problema “tutorial-no-constr”

B.1.1 LP-global e MILP-global

A Figura 25 mostra a operagdo hidrdulica do problema ‘“tutorial-no-constr” com a
representacao ‘“‘continuous-storage” resolvido como um LP-global. A Figura 26 mostra a

operacgdo energética.

&
& Descrigdo colunas:
&

& CodUsih: Cédigo da usina hidrelétrica
& NomeUsih: Nome da usina hidrelétrica
& Periodo: Codigo do Intervalo de tempo na discretizagdo temporal adotada

& Cenario: Indice do Cenario

& INo: Indice do nd na arvore de cenarios

& Pat: Indice do patamar de carga no periodo

& DuracaoPat: Duragao do patamar de carga

& varmInic: Volume armazenado no inicio do periodo operativo da usina

& VarmFinal: Volume armazenado no final do periodo operativo da usina

& VolInicPer: Volume armazenado no inicio do periodo operativo da usina em percentual do volume Gtil
& VarmFinPer: Volume armazenado no final do periodo operativo da usina em percentual do volume util
& Turbinamento: Vazdo turbinanada no ponto de operagdo da usina

& Vertimento: Vazdo vertida no ponto de operagdo da usina

& GHidr: Geragado hidroelétrica da usina

T e P —— ; - EFETTTTTp - ; - - S s ; ;
&CodUsih;NomeUsih ;Periodo;Cenario;INo ;Pat ;DuracaoPat;VarmInic ;VarmFinal ;VolInicPer;VarmFinPer;Turbinamento ;Vertimento ;GHidr
& Y= e & i A h ;hm*3 ;hm*3 % ;m*3/s ;m*3/s k
&IIIIIII;SSSSSSSSSS; ITIIIIL; ITIIIII; IIIIIII; IIIIII;FFFFFFFFFF;FFFFFFFFFFFFFF FFFFFFFFF FFFFFF; FFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFF

1;CAMARGOS ; 1; H 1; 184.00 25.5400; 54.3402; 69.12;

1;CAMARGOS ; 1; b 1; 208.00; 25.5400; 54.3402; 41.16;

1;CAMARGOS ; 1; 1; 1; 352.00 25.5400; 54.3402; 32.00;

1; CAMARGOS 2; 1; 2; 168.00 54.3402; 0.0000; 206.81;

1; CAMARGOS 2; 1 2; 198.00 54.3402; 0.0000; 189.36;

1; CAMARGOS 2; 1 2; 378.600 54.3402; 0.0000; 155.97;

Figura 25 — Resultados da operacdo das usinas hidraulicas para o problema “tutorial-no-constr”’ com a
representacdo “continuous-storage” resolvido como LP-global

R Rt

& Descricdo colunas:

PR e

& CodSubm: Cédigo do Submercado

& Periodo: Cédigo do Intervalo de tempo na discretizacdo temporal adotada

& Cenario: Indice do Cenario

& Pat: Indice do patamar de carga no periodo

& DuracaoPat: Duracgdo do patamar de carga

& Demanda: Valor da Demanda

& GHidrSub: Geragao hidroelétrica no submercado

& GTerSub: Geracdo térmica total no submercado

Gk - Rk« K - Rk - RO - RO - ROk - kR

&CodSubm ;Periodo;Cenario;Pat  ;DuracaoPat;Demanda ;GHidrSub ;GTerSub :

& o HY H ih H HUl H H

SIIIIIIII;IIIIIIX;IIIIIII;IIIIII;FFFFFFFFFF;FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF;
1 It 1; L 13 184.00; 25.00; 15.00; 10.00
13 1; 1; 23 208.00; 19.00; 9.00; 10.00
1; 1; 1; 3; 352.00; 15.00; 7.00; 8.00
i; 25 1; 1; 168.00; 45.00; 31.09; 13.91
1; 23 ;i Z; 198.00; 39.00; 29.00; 10.00
1; 2; 1; 33 378.00; 35.00; 25.00; 10.00

Figura 26 — Resultados da operacdo energética para o problema “tutorial-no-constr’” com a representagdo
“continuous-storage” resolvido como LP-global

De forma equivalente os resultados para caso “tutorial-no-constr” com a representagao
“binary-storage”, considerando 23 varidveis bindrias, e resolvido através do MILP-global sdao

mostrados nas Figuras 27 e 28.
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& -
& Descrigao colunas:

& R

& CodUsih: Codigo da usina hidrelétrica

& NomeUsih: Nome da usina hidrelétrica

& Periodo: Cédigo do Intervalo de tempo na discretizagdo temporal adotada

& Cenario: Indice do Cenario

& INo: Indice do ndé na arvore de cenarios

& Pat: Indice do patamar de carga no periodo

& DuracaoPat: Duragdo do patamar de carga

& VarmInic: Volume armazenado no inicio do periodo operativo da usina

& VarmFinal: Volume armazenado no final do periodo operativo da usina

& VolInicPer: Volume armazenado no inicio do periodo operative da usina em percentual do volume util
& VarmFinPer: Volume armazenado no final do periodo operativo da usina em percentual do volume Gtil
& Turbinamento: Vazdo turbinanada no ponto de operagdo da usina

& Vertimento: Vazdo vertida no ponto de operacdo da usina

& GHidr: Geracao h1droeletr1ca da usina

JREERER,

&CodUsm NomeU51h Perlodo Cenarlo INo ;Pat DuracaoPat VarmInlc VarmFlnaL VulInlcPer VarmFlnPer Turbmamento ;Vertimento GHldr ;
H ;h ;hm”3 ;hm”3 % H ;m*3/s ;m*3/s H
&IIIIIII SSSSSSSSSS IIIIIII IIIIIII IIIIIII; ITIXIY; FFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFF; FFFFFFFFFF FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF
1;CAMARGOS ; 1; 1; 1; 1; 184.00; 171.63; 365.17; 25.5400; 54.3402; 69.12; 0.00; 15.00
1;CAMARGOS ; 1; H 1; 2; 208.00; 171.63; 365.17; 25.5400; 54.3402; 50.30; 0.00; 11.00
1;CAMARGOS ; 1; 1; 1; 3; 352.00; 171.63; 365.17; 25.5400; 54.3402; 26.60; 0.00; 5.82
1;CAMARGOS ; 23 L 2; 1; 168.00; 365.17; 0.00; 54.3402; 0.0000; 206.81; 0.00; 31.09
1;CAMARGOS ; - | & rH 198.00; 365.17; 0.00; 54.3402; 0.0000; 189.36; 0.00; 29.00
1;CAMARGOS ; & L rH - 378.00; 365.17; 0.00; 54.3402; 0.0000; 155.97; 0.00; 25.00

Figura 27 — Resultados da operacdo das usinas hidrdulicas para o problema “tutorial-no-constr” com a
representacdo “binary-storage”, considerando 23 varidveis bindrias, resolvido como MILP-
global

R R

& Descricdo colunas:

&#t*t*tt*xt**#xtt*#xtt*txt**xxttttxttitxttitxttxttt

CodSubm: Cédigo do Submercado

Periodo: Cddigo do Intervalo de tempo na discretizacdo temporal adotada
Cenario: Indice do Cenario

Pat: Indice do patamar de carga no periodo

DuracaoPat: Duracao do patamar de carga

Demanda: Valor da Demanda

GHidrSub: Geragdo hidroelétrica no submercado

GTerSub: Geracdo térmica total no submercado
&****t*** - EXRERE H EEEEXERE s **t*** ***3****3* EXEEXXXRERRRRER . 5 EXEEEEXXRRREREN . H tii*iti*ttt#*tt;

["gl sl "ol "ol "s "ol "ol "2}

&CodSubm ;Periodo;Cenario;Pat DuracaoPat Demanda ; GHidrSub ;GTerSub ;

& H : 5~ ;h HU ;MW H

SIIIIIIII; IIIIIII IIIIIII IIIIII; FFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF
13 s I 1 1 1 184.00; 25.00; 15.00; 10.00
13 1; 1; Z; 208.00; 19.00; 11.00; 8.00
1; y 3; 352.00; 15.00; 5.82; 9.18
- 2; 1 I 1; 168.00; 45.00; 31.09; 13.91
1; 2 i [ 2 198.00; 39.00; 29.00; 10.00
L; .1 1 I 35 378.00; 35.00; 25.00; 10.00

Figura 28 — Resultados da operagdo energética para o problema “tutorial-no-constr” com a representacao
“binary-storage”, considerando 23 varidveis bindrias, resolvido como MILP-global

Para o caso “tutorial-no-constr” com a representagdo “binary-storage” considerando 5
variaveis bindrias e resolvido através do MILP-global, os resultados da operacdo sdo mostrados

nas Figuras 29 e 30.
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Descrigdo colunas:

CodUsih: Cédigo da usina hidrelétrica

NomeUsih: Nome da usina hidrelétrica

Periodo: Codigo do Intervalo de tempo na discretizacdo temporal adotada

Cenario: Indice do Cenario

INo: Indice do né na arvore de cenarios

Pat: Indice do patamar de carga no periodo

DuracaoPat: Duragao do patamar de carga

VarmInic: Volume armazenado no inicio do periodo operativo da usina

VarmFinal: Volume armazenado no final do periodo operativo da usina

VolInicPer: Volume armazenado no inicio do periodo operative da usina em percentual do volume util
VarmFinPer: Volume armazenado no final do periodo operativo da usina em percentual do volume Util
& Turbinamento: Vazdo turbinanada no ponto de operagdo da usina

& Vertimento: Vazdo vertida no ponto de operacdo da usina

& GHidr: Geracéo hidroelétrica da usina

PR R

JREERER,

&Codsth NomeU51h Perlodo Cenarlo INo ;Pat DuracanPat VarmInlc VarmFlnal VulInlcPer VarmFinPer; Turbmamento ;Vertimento ;GHidr ;
R i ;hm™ hm*3 % % ;m*3/s ;m*3/s -m
&IIIIIII SSSSSSSSSS IIIIIII IIIIIIY; ITIXIINI;ITIIINN; FFFFFFFFFF FFFFFFFFFFFFFFF FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFF ; FFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF ; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF
1;CAMARGOS ; 1] 1; H ; 184.00; 171.63; 390.19; 25.5400; 58.0645; 59.45; 0.00; 13.00
1;CAMARGOS ; 1; ) I 1; 2; 208.00; 171.63; 390.19; 25.5400; 58.0645; 32.01; 0.00; 7.00
1;CAMARGOS ; 1; 1; 1; 3; 352.00; 171.63; 390.19; 25.5400; 58.0645; 22.71; 0.00; 4.97
1;CAMARGOS ; 23 L 2; 1; 168.00; 390.19; 0.00; 58.0645; 0.0000; 206.81; 0.00; 31.52:
1;CAMARGOS ; - a; & rH 198.00; 390.19; 0.00; 58.0645; 0.0000; 202.45; 0.00; 31.00
1;CAMARGOS ; & L rH - 378.00; 390.19; 0.00; 58.0645; 0.0000; 167.51; 0.00; 26.82

Figura 29 — Resultados da operacdo das usinas hidrdulicas para o problema “tutorial-no-constr” com a
representacdo “binary-storage”, considerando 5 varidveis bindrias, resolvido como MILP-
global.

&**2****2****t****t****t** *%

& Descrigdo colunas:

&xxxztxxxxzxxxxzxxxxzxxxxx x%

& CodSubm: Cédigo do Submercado

& Periodo: Cédigo do Intervalo de tempo na discretizagdo temporal adotada

& Cenario: Indice do Cenario

& Pat: Indice do patamar de carga no periodo

& DuracaoPat: Duragao do patamar de carga

& Demanda: Valor da Demanda

& GHidrSub: Geragdo hidroelétrica no submercado

& GTerSub: Geracdo térmica total no submercado

&****t***;***t***:t***!&t!:*!&X*!ﬁ* EEEEREERER . **tt*&*ti*itti*'ttittitittitiit tiititiitittiti;

&CodSubm ;Periodo;Cenario;Pat ;DuracaoPat ;Demanda ;GHidrSub ;GTerSub ;

& e H e ih B ;M H

SIIIIIIII;IIIIIIN;ITIIIINI; IIIIII,rrrrrrrrrr,rrrrrrrrrrH-I—H- FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF
11 13 ) 2 1 184.00; 25.00; 15.00; 10.00
1; 1; 1; 2; 208.00; 19.00; 11.00; 8.00
I 1; y I 3; 352.00; 15.00; 5.24; 9.76
L 2; 1 | 1; 168.00; 45.00; 31.15; 13.85
1; 23 1; 23 198.00; 39.00; 29.73; 9.27
L 21 1 I 3; 378.00; 35.00; 25.00; 10.00

Figura 30 — Resultados da operagdo energética para o problema “tutorial-no-constr” com a representagao
“binary-storage”, considerando 5 varidveis bindrias, resolvido como MILP-global.
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B.1.2 Cortes de Benders

A Figura 31 mostra os resultados do processo de convergéncia, para o caso “tutorial-no-

constr”, utilizando o algoritmo DDiP com os cortes de Benders e representacdo “binary-storage”.

&ii*iiitiXiiii*i*it*X*iiX*i*it#&itittiit&tltiit*iii

& Descrigdo colunas:
&i**i*tttﬂi*i*tiitttiﬂ*t**itktiﬂttittittt*ll*tt*ttt
& Iter: Numero da iteracéo

& ZInf: Limite inferior no processo iterativo

& ZSup: Limite superior no processo iterativo

& GAP: Gap de convergéncia: (zsup - zinf) / zinf

& TempoIter: Tempo da iteracao

& TempoAcum: Tempo acumulado até a iteracdo

&*1*##*##&*‘**‘1-##*3#1“#*14#13*‘#*1-iiiiiiiit#iiiiiiil#t-iiititit‘ttiiiitiiii-tii#ti#ltttiiii-%*ttt#iid**##*#-
' ’ ' ' ' ]

&Iter ;ZInf ; ZSup ; GAP ;TempoIter ; TempoAcum

&- i$ i$ i~ S is H

&IIIIIIIIIIIIIII;FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF ; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF;
0; 30.24576200; 37009418.60443800; 1223622.27359500; 0.02; 0.02
1; 146121.18552100; 4043877.69871960; 26.67482100; 0.02; 0.04
2; 489462.01078600; 1951985. 764609600 ; 2.98802300; 0.02; 0.06
3; 1948149.2214716080; 2171361.75161160; 0.11457700; 0.02; 0.08
4; 1950121.8803866080; 1999113.307474600; 0.62512200; 0.02; 0.11
5; 1950765.13920000; 1950765.13920000; 0.00000000; 8.83; 0.14

Figura 31 — Convergéncia do problema “tutorial-no-constr” resolvido pela DDiP com cortes de Benders
com representacio “binary-storage” com 23 varidveis de estado.

A Figura 32 mostra os resultados do processo de convergéncia, para o caso ‘“tutorial-
no-constr”, utilizando o algoritmo DDP com os cortes de Benders e representag¢do “continuous-

storage”.

&ixxxxxxxxxxxxxxxixxxxxxtxxxxxxxxxxxxxx*xxxxxxxttxx

& Descrigdo colunas:
&*!xi!t*iixii!*!itxi!t*tt£x¥!ttttt*t!*#ttt!x!*tttx!
& Iter: Nimero da iteracgao

& ZInf: Limite inferior no processo iterativo

& ZSup: Limite superior no processo iterativo

& GAP: Gap de convergéncia: (zsup - zinf) / zinf

& TempoIter: Tempo da iteragdo

& TempoAcum: Tempo acumulado até a iteracao

&i**i**iii*ii*xi-i*i*i*iit*i**iitk*i*-*tikiii**it*i**iiti*-***ttt*i**it#ii***ti-Xi***tt**i***tt-i**!*t*ii***t**-
’ ' ' ' ' '

&Iter ;ZInf ; ZSup ;GAP ;TempoIlter ; TempoAcum

&- i$ i$ 3= is i5 -

SITIIIIITIIIIIIII; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF ; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF ; FFFFFFFFFFFFFFF ; FFFFFFFFFFFFFFF;
0; 30.24575600; 37009399.18389400; 1223621.89919800; 0.01; 0.01
1; 146121.09542700; 4043882.68811400; 26.67487300; 0.01; 0.02
23 489461.07964800; 1951985.76831900; 2.98803100; 0.01; 0.03
3; 1948149.20435400; 2171360.98782400; ©.11457600; 0.01; 0.05
4; 1950121.85255900; 1999115.399604400; 0.02512300; 0.01; 0.06
5; 1950765.12849800; 1950765.12849800; ©.00000000; 0.01; 0.07

Figura 32 — Convergéncia do problema “tutorial-no-constr” resolvido pela DDP com cortes de Benders
com representacio “continuous-storage”.

Verificou-se também que a operagdo obtida por ambas execucdes € idéntica a operagao
obtida pelo LP-global detalhada na secdo B.1.1.
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B.1.3 Cortes de Benders Reforcados

A Figura 33 mostra os resultados do processo de convergéncia utilizando o algoritmo

DDiP com os cortes de Benders Refor¢cados e representacdo “binary-storage”.

&ii**1tiiii***1t#iiit**&tiiiit*iittiiit*iittltit*ii

& Descrigdo colunas:
&iiiii**iiiii***ii*iii***ii*iii***it*itt**!itiitt**
& Iter: Numero da iteracgédo

& ZInf: Limite inferior no processo iterativo

& ZSup: Limite superior no processo iterativo

& GAP: Gap de convergéncia: (zsup - zinf) / zinf

& TempoIter: Tempo da iteracao

& TempoAcum: Tempo acumulado até a iteragdo
&iii*ittxti*i’lit ; EEXEXXXRXEEREEEERREES ; XXX R SRR RREEES ; EEEXXRREEEREEE R R RRE R ; EE S S S S S S S S ; EEEXEIRERER LR E ;

&Iter ;ZInf ; ZSup ; GAP ;TempoIter ; TempoAcum

&- i$ H i oL H ;

SITITIIIIIIIIIIII; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF;
0; 30.24576200; 37009418.60443900; 1223622.27359500; 0.02; 0.02
1; 146121.18552100; 4043877.69871960; 26.67482100; 0.03; 0.04
2; 489462.01078600; 1951985.76409700; 2.98802300; 0.02; 0.07
3; 1948149.22147100; 2171361.751611600; 0.11457700; 0.03; 0.10
4; 1950121.886038600; 1999113.30747400; 0.02512200; 0.83; 0.12
53 1950765.13920000; 1950765.13920000; 0.00000000; 0.03; 0.16

Figura 33 — Convergéncia do problema “tutorial-no-constr” resolvido pela DDiP com cortes de Benders
Reforcados com representacdo “binary-storage” com 23 varidveis de estado.

A Figura 34 mostra os resultados do processo de convergéncia utilizando o algoritmo

DDP com os cortes de Benders Refor¢cados e representacao “continuous-storage”.

&***kii**iki**t*ik*ttiik*ti*kii*it*t*iti*l*tt!*l*tl

& Descrigdo colunas:
&ixiixiiiitiiiiix4iix*&*iixii*»tii*i‘ii**ittx***itt
& Iter: Nimero da iteracdo

& ZInf: Limite inferior no processo iterativo

& ZSup: Limite superior no processo iterativo

& GAP: Gap de convergéncia: (zsup - zinf) / zinf

& TempoIter: Tempo da iteracgao

& TempoAcum: Tempo acumulado até a iteragao
&***kl**#*tktt**;Xtttt*#ttt**x*ttittt;tit*lttt*tttt***ttt*;*ttit**tt#i**tt#**#t;#*t#tt****tt*i*;ti#***tt*****t*;

&Iter ;ZInf ; ZSup ; GAP ;TempoIter ; TempoAcum

&- i$ i$ ;- iS iS ;

SITIIIIIIIIIIIIII; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF;
0; 30.24575600; 37009399.18389400; 1223621.89919860; 0.01; 0.01
1; 146121.09542700; 4043882.68811400; 26.67487300; 0.01; 0.02
2; 489461.07964800; 1951985.768319600; 2.98803100; 0.01; 0.03
3; 1948149.20435400; 2171360.98782400; 0.11457600; 0.01; 0.04
4; 1950121.85255900; 1999115.399044600; 0.02512300; 0.01; 0.05
5; 1950765.128498600; 1950765.128498600; -0.00000000; 0.01; 0.06

Figura 34 — Convergéncia do problema “tutorial-no-constr” resolvido pela DDP com cortes de Benders
Reforgados com representagdo “continuous-storage”

Verificou-se também que a operagdo obtida por ambas execucdes € idéntica a operagao
obtida pelo LP-global detalhada na secao B.1.1.



146

B.1.4 Cortes Inteiros de Otimalidade

O processo de convergéncia do problema “tutorial-no-constr” resolvido com cortes
Inteiros de Otimalidade, com apenas 5 varidveis bindrias na representacdao do volume, esta

mostrado na Figura 35.

&************#*t****i*******t*****#*******t********

& Descrigao colunas:
&#****ii#****iii***Xii****X*i*****ti#**iiik***i*#x*
& Iter: Numero da iteracédo

& ZInf: Limite inferior no processo iterativo

& ZSup: Limite superior no processo iterativo

& GAP: Gap de convergéncia: (zsup - zinf) / zinf

& TempoIter: Tempo da iteracdo

& TempoAcum: Tempo acumulado até a iteracédo
&i*****i***&**i% FEEFFFEIRSIFRRIIRERSIRE . **#i******i*****ii**:***%*****i********** EE RS S S SRR S S N *************i*;

&Iter ;ZInf ; ZSup ; GAP ; TempoIter ; TempoAcum

&- i $ % ;- $5 H

GITITIIIIIIIIIIIIY; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF
0; 31.50396700; 40701771.48322800; 1291956.01358300; 0.01; 0.01
L 33.74213300; 47227739.03126200; 1399665.68117500; 0.02; 0.03
7.4 35.98436900; 53984760.65344300; 1500227.08078400; 0.02; 0.085
3 38.22660500; 60883291.21348100; 1592693.17979500; 0.02; 0.07
4; 40.46884100; 67781821.77351999; 1674912.83647700; 0.02; e.10
L 42.73052600; 74680352.35300700; 1747703.96524700; 0.02; 0.12
6; 44,99730300; 81578882.93758599; 1812971.71690500; 0.02; 0.14
T3 47.26408000; 88477413.52216600; 1871979.00816200; 0.02; 0.16
8; 49.54306000; 95375944.11894800; 1925111.08237900; 0.02; 0.18
= H 51.82699000; 102274474.72068000; 1973381.49376800; 0.02; 0.21
10; 7279.39969100; 34183054.06908300; 4694.86168100; 0.02; 0.23
11; 24623.66645100; 27674433.02597400; 1122.89570700; 0.02; 0.25
12; 43230.24196100; 21167074.29161600; 488.63580400; D.01; 0.26
13; 65732.36699100; 14663611.10677700; 222.08052800; 0.01; 0.28
14; 99412.27485600; 8202980.11417600; 81.51476100; 8.01; 0.29
15; 136800.56917800; 4560055.27394700; 32.33359900; 0.01; 0.30
16; 176405.40960200; 2747872.38881400; 14.57703000; 8.81; 0.32
17; 491898.84377400; 1952035.07246900; 2.96836700; 0.02; 0.33
18; 1425924 .26436500; 2488007.93066200; 0.74483900; 0.02; 8.35
19; 1952035.07246900; 1952035.07246900; 0.00000000; 0.02; 0.37

Figura 35 — Convergéncia do problema “tutorial-no-constr” resolvido pela DDiP com cortes de Inteiros
de Otimalidade, com apenas 5 varidveis bindrias na representagdo do volume

Com relacdo a operagdo, foi semelhante a operagdo obtida pelo método MILP-global

equivalente (com 5 varidveis bindrias). As Figuras 36 e 37 detalham cada uma delas.

P —
& Descrigao colunas:

T ——

& CodUsih: Codigo da usina hidrelétrica

& NomeUsih: Nome da usina hidrelétrica

& Periodo: Codigo do Intervalo de tempo na discretizagdo temporal adotada

& Cenario: Indice do Cenario

& INo: Indice do ndé na arvore de cenarios

& Pat: Indice do patamar de carga no periodo

& DuracaoPat: Duragdo do patamar de carga

& VarmInic: Volume armazenado no inicio do periodo operativo da usina

& VarmFinal: Volume armazenado no final do periodo operativo da usina

& VolInicPer: Volume armazenado no inicio do periodo operative da usina em percentual do volume util
& VarmFinPer: Volume armazenado no final do periodo operativo da usina em percentual do volume Gtil
& Turbinamento: Vazdo turbinanada no ponto de operagdo da usina

& Vertimento: Vazdo vertida no ponto de operacdo da usina

& GHidr: Geracao h1droe1etr1:a da usina

JREERER,

&CodU51h;NumeU51h Perlodo Cenarlo INo Pat DuracaoPat VarmInlc VarmFlnaL VulInlcPer VarmFinPer; Turbmamento ;Vertimento ;GHidr
3 ;h 5 : % 3% ;m*3/s ;m*3/s U §

&IIIIIII;SSSSSSSSSS IIIIIII IIIIIII IIIIIII IIIIII; FFFFFFFFFF FFFFFFFFFFFFFFF FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFF; FFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF ; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF;
1;CAMARGOS ; 1; 1; 1; 1; 184.00; 171.63; 390.19; 25.5400; 58.0645; 59.45; 0.00; 13.00
1; CAMARGOS 1; ) I 1; 2; 208.00; 171.63; 390.19; 25.5400; 58.0645; 32.01; 0.00; 7.00
1; CAMARGOS 1; 1; 1; 3; 352.00; 171.63; 390. 25.5400; 58.0645; 22.71; 0. 4.97
1; CAMARGOS 23 L 2; 1; 168.00; 390.19; 0.00; 58.0645; 0.0000; 206.81; 0. 31.52:
1; CAMARGOS 2; 1; 2; 2; 198.00; 390.19; 0.00; 58.0645; 0.0000; 199.560; 0 30.65
1; CAMARGOS 2; 1; 2; 3; 378.00; 390.19; 0.00; 58.0645; 0.0000; 169.05; 0 27.00

Figura 36 — Resultados da operagdo das usinas hidrdulicas para o problema “tutorial-no-constr”, com 5
varidveis bindrias na representacdo do volume, resolvido com cortes Inteiros de Otimalidade
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&**3****:****l&****i****t** %

& Descrigdo colunas:

&xxxttxxxxzxxxxxxxxxxxxxxx %

& CodSubm: Cédigo do Submercado

& Periodo: Cédigo do Intervalo de tempo na discretizagdo temporal adotada

& Cenario: Indice do Cenario

& Pat: Indice do patamar de carga no periodo

& DuracaoPat: Duragao do patamar de carga

& Demanda: Valor da Demanda

& GHidrSub: Geragdo hidroelétrica no submercado

& GTerSub: Geracdo térmica total no submercado

&**i*t**t:***t!**:t****t*:*!&t***:t****tt*!!&;X*xtt:*xttz*ttt;*tttttttttttttt:tittitiititiiii;

&CodSubm ;Periodo;Cenario;Pat ;DuracaoPat ;Demanda ;GHidrSub ;GTerSub -

& i - ;- ih U M L ;

SIIIIIIII;IIXIIIIX;IIIIIII;IIIIII;FFFFFFFFFF;FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF;
1 §- 1} i 1 1; 184.00; 25.00; 15.00; 10.00
1; 1; 1; 2; 208.00; 19.00; 9.00; 10.00
L3 I ; B 3 352.00; 15.00; 6.42; 8.58
L; 2; s I 1; 168.00; 45.00; 31.15; 13.85
1; 2; 1; 23 198.00; 39.00; 29.73; 9.27
1 5 2} i B 33 378.00; 35.00; 25.00; 10.00

Figura 37 — Resultados da operacdo energética para o problema “tutorial-no-constr”, com 5 variaveis
bindrias na representacdo do volume, resolvido com cortes Inteiros de Otimalidade
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B.1.5 Cortes de Lagrange

O processo de convergéncia do problema “tutorial-no-constr” resolvido pelo método de
cortes de Lagrange estd mostrado na Figura 38, com 23 varidveis bindrias na representagdo do

volume.

&tt‘ttt#t#t“tt‘ttt‘t#t#t#t‘itt‘ttt“ttstttsstt‘ttt
& Nome do Modelo: Libs Customizado Versdo: 6.0.1
&t“ttt‘tAt“Al)tt‘)t‘lit‘li“‘)t‘t)““t‘li“tit‘t
&ttt‘tt“‘8“ttt‘ttt“83‘ttt‘tt“ttt‘st“tst‘tt“ss
& Descrigdo colunas:
&tttl“llll“t‘tllttll‘tlll‘lt‘tlt‘t‘l‘t‘t“‘tltlt‘
& Iter: Numero da iteracao

& ZInf: Limite inferior no processo iterativo

& ZSup: Limite superior no processo iterativo

& GAP: Gap de convergéncia: (zsup - zinf) / zinf

& TempoIter: Tempo da iteragao

& TempoAcum: Tempo acumulado até a iteracao

EFFEFRERERERRRRRE R RRRE R R R RRERRR R AR R R R R R R AR R R RN R R R KRR RN R R K KRR X .
' ' ' ' ' '

&lter ;ZInf ; ZSup ; GAP ;Tempolter ; TempoAcum :
&- i$ i$ H H is H
&ITITIIIIIIIIIII; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF ; FFFFFFFFFFFFFFF ; FFFFFFFFFFFFFFF;
0; 30.24576200;  37009418.60443900; 1223622.27359500; 0.01; 0.01
1; 146121.18552100; 4043877.69871900; 26.67482100; 0.02; 0.03
2; 489462.01078700; 1951985.764609700; 2.98802300; 0.02; 0.05
3; 1948149.22147100; 2171361.75161100; 0.11457700; 0.01; 0.06
4; 19560121.88038600; 1999113.307474600; 0.02512200; 0.02; 0.08
5; 1950765.13920000; 1950765 .13920000: 0.00000000; 0.02: 0.10

Figura 38 — Convergéncia do problema “tutorial-no-constr” resolvido pela DDiP com cortes de Lagrange

Com relagdo a operacao, foi igual a operacao obtida pelo método MILP-global equiva-

lente conforme mostrado na se¢do B.1.1.
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B.2 Resultados do problema com “tutorial-cond-constr”

O caso do problema “tutorial-cond-constr” possui uma restricdo condicionada, ndo sendo
possivel resolver pelos métodos lineares, como o PL-global. Assim, na sequéncia encontram-se

os resultados obtidos para este problema pelas metodologias aplicadas.

B.2.1 MILP-global

A Figura 39 mostra a operacao hidrdulica do problema resolvido como um MILP-global,
a Figura 40 mostra a operagdo energética. A resolucdo foi realizada com a varidvel de volume

representada como 23 varidveis bindrias.

& Descrigao colunas:
&

& CodUsih: Cédigo da usina hidrelétrica

& NomeUsih: Nome da usina hidrelétrica

& Periodo: Codigo do Intervalo de tempo na discretizagdo temporal adotada

& Cenario: Indice do Cenario

& INo: Indice do né na arvore de cenarios

& Pat: Indice do patamar de carga no periodo

& DuracaoPat: Duragdo do patamar de carga

& VarmInic: Volume armazenado no inicio do periodo operativo da usina

& VarmFinal: Volume armazenado no final do periodo operativo da usina

& VolInicPer: Volume armazenado no inicio do periodo operativo da usina em percentual do volume dtil
& VarmFinPer: Volume armazenado no final do periodo operativo da usina em percentual do volume Gtil
& Turbinamento: Vazdo turbinanada no ponto de operagdo da usina

& Vertimento: Vazdo vertida no ponto de operacdo da usina

& GHidr: Geragdo hidroelétrica da usina

& jeeeererees, ; AR S R L SRR | SRR | SRR KRR ; ;

&CodUsih;NomeUsih ;Periodo;Cenario;INo ;Pat ;DuracaoPat;VarmInic ;VarmFinal ;VolInicPer;VarmFinPer;Turbinamento ;Vertimento ;GHidr

& b i - b= - ;h ;hm”3 ;hm”3 % % ;m™3/s ;m™3/s S

&ITIIIII;SSSSSSSSSS; ITIIIIL; ITIIIIY; ITIIIII; ITIIIIY; FFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF ; FFFFFFFFFFFFFFF ; FFFFFFFFFF; FFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF;
1;CAMARGOS ; 1; s 1; 1; 184.00; 171.63; 369.60; 25.5400; 55.0000; 69.08; 0.00; 15.00
1;CAMARGOS ; 1; 1; 1; 2; 208.60; 171.63; 369.60; 25.5400; 55.0000; 50.30; 0.00; 11.00
1;CAMARGOS ; 1; 1; 1; 33 352.00; 171.63; 369.60; 25.5400; 55.0000; 23.12; 0.00; 5.06
1; CAMARGOS 2; 1; 2; 1; 168.00; 369.60; 0.00; 55.0000; 0.0000; 206.81; 0.00; 31.17
1; CAMARGOS 2 1; 2; 2; 198.00; 369.60; 0.00; 55.0000; 0.0000; 196.81; 0.00; 28.97
1; CAMARGOS 2; 1; 2; 3; 378.00; 369.60; 0.00; 55.0000; 0.0000; 155.33; 0.00; 25.00

Figura 39 — Resultados da operagao das usinas hidrdulicas para o problema “tutorial-cond-constr” resol-
vido como MILP-global

R R e R T L

& Descrigdo colunas:
&Xt:tixt:ttthttitxtiitxti T TTITTITITI ]

& CodSubm: Cédigo do Submercado

& Periodo: Cédigo do Intervalo de tempo na discretizagdo temporal adotada

& Cenario: Indice do Cenario

& Pat: Indice do patamar de carga no periodo

& DuracaoPat: Duragao do patamar de carga

& Demanda: Valor da Demanda

& GHidrSub: Geragdo hidroelétrica no submercado

& GTerSub: Geracdo térmica total no submercado

EFEEEnn Rkl Rk R R R R L R

&CodSubm ;Periodo;Cenario;Pat ;DuracaoPat ;Demanda ;GHidrSub ;GTerSub -

& H H H ih Hu MW Hl H

SIIIIIIII;IIXIIIIX;IIIIIII;IIIIII;FFFFFFFFFF;FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF;
1 §- 1} i 1 1; 184.00; 25.00; 15.00; 10.00
1; 1; 1; 2; 208.00; 19.00; 11.00; 8.00
L3 I ; B 3 352.00; 15.00; 5.06; 9.94
L; 2; s I 1; 168.00; 45.00; 31.17; 13.83
1; 23 1; 23 198.00; 39.00; 29.97; 9.03
1 5 2} i B 33 378.00; 35.00; 25.00; 10.00

Figura 40 — Resultados da operacao energética para o problema “tutorial-cond-constr” resolvido como
MILP-global
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B.2.2 Cortes de Benders

A Figura 41 mostra os resultados do processo de convergéncia utilizando o algoritmo

DDiP com os cortes de Benders e representacao “binary-storage”.

&ii*i**tiiiiii*iiittl*iii*iiiti&ttitti&ittlttit*iit

& Descrigdo colunas:
&i**i**ttﬂixiﬂiiiittli*l**ittt*ll*ittiitt*llttt*t!t
& Iter: Numero da iteracéo

& ZInf: Limite inferior no processo iterativo

& ZSup: Limite superior no processo iterativo

& GAP: Gap de convergéncia: (zsup - zinf) / zinf

& TempoIter: Tempo da iteracao

& TempoAcum: Tempo acumulado até a iteracdo

&***##*#ﬁl*#*#ii-##*&tttt*#ii#iitttti-iiiiiitittiiiiiiittt-iiiiltittttiiiiltitt-11*‘**#*‘1##*‘*-*##tt#tii***i*#-
' ’ ' ' ' ]

&Iter ;ZInf ; ZSup ; GAP ;TempoIter ; TempoAcum

&- i$ i$ i~ S is H

&IIIIIIIIIIIIIII;FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF ; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF;
0; 30.24576200; 37009418.60443800; 1223622.27359500; 0.02; 0.02
1; 146121.18552100; 4648797.21770800; 30.81466900; 0.03; 0.05
2; 489462.01078600; 2546653.55353600; 4.20296500; 0.02; 0.08
3; 1948149.2214716080; 2931486.20899860; 0.50475400; 0.02; 0.10
4; 1950121.8803866080; 2720719.47487500; 0.39515400; 0.02; 0.13
5; 1950765.13920000; 2660646.286031600; 6.36389900; 8.83; 0.16

Figura 41 — Convergéncia do problema “tutorial-cond-constr” resolvido pela DDiP com cortes de Benders
com representagdo “binary-storage”

A Figura 42 mostra os resultados do processo de convergéncia utilizando o algoritmo

DDP com os cortes de Benders e representacao “continuous-storage”.

&it****iiii***X*it*i*X*iXt*i**i*tiix**itikxi***ikxi

& Descrigdo colunas:
&t!x*!t*tX*ii!**ttxi!!*tt*xi!lttt*xt!i#ttt!x!*tttk!
& Iter: Nimero da iteracgao

& ZInf: Limite inferior no processo iterativo

& ZSup: Limite superior no processo iterativo

& GAP: Gap de convergéncia: (zsup - zinf) / zinf

& TempoIter: Tempo da iteragdo

& TempoAcum: Tempo acumulado até a iteracao

&i**i**iii*ii***-i*i*i*iii*i**iiik*ii-itiiiii*iitii**iiti*-***tikii**itﬁ*i***t*-1**************-ii*!*t*!i***t**-
’ ’ ’ ’ ' '

&Iter ;ZInf ; ZSup ;GAP ;TempoIlter ; TempoAcum

&- i$ i$ 3= is i5 -

&ITITITIIIIIIIII; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF ; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF ; FEFFFFFFFFFFFFFFFFFF ; FEFFFFFFFFFFFFF; FEFFFFFFFFFFFFF;
0; 30.24575600;  37009399.18389400;  1223621.89919860; 0.01; 0.01
1; 146121.09542700;  4648801.71745300; 30.81472000; 0.02; 0.03
2; 489461.07964800;  2546653.15921200; 4.20297400; 0.02; 0.05
3; 1948149.20435400; 2931485.44521100; 0.50475400; 0.02; 0.07
4; 1950121.85255900; 2720722.07363200; 0.39515500; 0.02; 0.08
5; 1950765.12849800; 2660647 .28550100; ©.36389900; 0.02; 0.10

Figura 42 — Convergéncia do problema “tutorial-cond-constr” resolvido pela DDP com cortes de Benders
com representacio “continuous-storage”’

A Figura 43 mostra a operacdo hidrdulica do problema resolvido com os cortes de

Benders, enquanto a Figura 44 mostra a operacdo energética.
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Descrigdo colunas:

CodUsih: Cédigo da usina hidrelétrica

NomeUsih: Nome da usina hidrelétrica

Periodo: Codigo do Intervalo de tempo na discretizacdo temporal adotada

Cenario: Indice do Cenario

INo: Indice do nd na arvore de cenarios

Pat: Indice do patamar de carga no periodo

DuracaoPat: Duragao do patamar de carga

VarmInic: Volume armazenado no inicio do periodo operativo da usina

VarmFinal: Volume armazenado no final do periodo operativo da usina

VolInicPer: Volume armazenado no inicio do periodo operative da usina em percentual do volume util
VarmFinPer: Volume armazenado no final do periodo operativo da usina em percentual do volume Util
& Turbinamento: Vazdo turbinanada no ponto de operagdo da usina

& Vertimento: Vazdo vertida no ponto de operacdo da usina

& GHidr: Geracao hldroeletrlca da usina

PR R

FEe . .

&CodUs.Lh NomeUsm Perlodo Cenarlo INo ;Pat DuracauPat VarmInic ;VarmFinal VulIcher VarmFinPer; Turbmamentu ;Vertimento GH1dr ;
o H ;h ;hm™3 ;hm™3 % % ;m*3/s ;m*3/s AL

:FFFFFFFFFF; FFFFFFFFFF  FRFFFFFFFFFFRFF; FFFFFFFFFFFFFFF; FEFFFFFFFFFFFRF;

&IIIIIII SSSSSSSSSS; IIIIIII IIIIIII IIIIIII; IIIIII,..........,...............,..............

1;CAMARGOS ; 1; 1; 1; 1; 184.00; 171.63; 25.5400;  54.3402; 69.12; 0.00; 15.00
1;CAMARGOS ; 1; 1; 1; 2; 208.00; 171.63; 25.5400;  54.3402; 41.16; 0.00; 9.00
1;CAMARGOS ; 1; 1; 1; 3; 352.00; 171.63; 25.5400;  54.3402; 32.00; 0.00; 7.00
1;CAMARGOS ; 2; 1; 2; 1; 168.00; 365.17; 54.3402; 0.8751; 200.00; 0.00; 30.38
1;CAMARGOS ; 2; 1; 2; 2; 198.00; 365.17; 54.3402; 0.8751; 188.51; 0.00; 29.00
1;CAMARGOS ; 2; 1; 2; 3; 378.00; 365.17; 54.3402; 0.8751; 155.12; 0.00; 25.00

Figura 43 — Resultados da operagdo das usinas hidraulicas para o problema “tutorial-cond-constr” resol-
vido com os cortes de Benders

R et ]

& Descricdo colunas:

& EXEEXEXREEKRRRER %

& CodSubm: Cédigo do Submercado

& Periodo: Cédigo do Intervalo de tempo na discretizagdo temporal adotada

& Cenario: Indice do Cenario

& Pat: Indice do patamar de carga no periodo

& DuracaoPat: Duragdo do patamar de carga

& Demanda: Valor da Demanda

& GHidrSub: Geragdo hidroelétrica no submercado

& GTerSub: Geragdo térmica total no submercado

&xi*ittii;***ti**:t****t*:t*t**t:t!*t*tt*t*:t*tttt*tt*t*tt*;*tt* H t*tt;

&CodSubm ;Periodo;Cenario;Pat ;DuracaoPat ;Demanda ;GHidrSub ;GTerSub .

& H . 5~ h .m m m .

SIIIIIIII; IIIIIII IIIIIII IIIIII; FFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF
- 7 I i 1 1 184.00; 25.00; 15.00; 10.00
I 1; 1; 23 208.00; 19.00; 9.00; 10.00
Ly o B j B 3; 352.00; 15.00; 7.00; 8.00
L 23 1 b 1; 168.00; 45.00; 30.38; 14.62
i - 25 o 25 198.00; 39.00; 29.00; 10.00
L; 23 1; 3; 378.00; 35.00; 25.00; 10.00

Figura 44 — Resultados da operacgdo energética para o problema “tutorial-cond-constr” resolvido com os
cortes de Benders
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B.2.3 Cortes de Benders Reforcados

A Figura 45 mostra os resultados do processo de convergéncia utilizando o algoritmo

DDiP com os cortes de Benders Refor¢cados e representacdo “binary-storage”.

&ii**1tiiii***1t#iiit**&tiiiit*iittiiit*iittltit*ii

& Descrigdo colunas:
&A**iitii*i!*iitii*tt*iltik*it*iltik*tt*tktit*tt*t!
& Iter: Numero da iteragédo

& ZInf: Limite inferior no processo iterativo

& ZSup: Limite superior no processo iterativo

& GAP: Gap de convergéncia: (zsup - zinf) / zinf

& TempoIter: Tempo da iteracao

& TempoAcum: Tempo acumulado até a iteragdo
&iii*ittxti*i*it;Xti*i*xttttiti*xtttt;tiixttxtttiixtt‘ttii;xttttttiii‘tttttiii‘;tttiiii‘ttttiii;‘tit‘i*ii‘i*tﬁi;

&Iter ;ZInf ; ZSup ;GAP ;TempoIter ; TempoAcum

&- i$ i$ = S ;S -

SIIIIIIIIIIIIIII; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF ; FFFFFFFFFFFFFFF ; FFFFFFFFFFFFFFF;
0; 30.24576200; 37009418.60443900; 1223622.27359500; 0.02; 0.02
1 146121.18552100; 4648797.21770800; 30.81466900; 0.03; 0.04
2; 590562.71911300; 1954030.56434800; 2.30876000; 0.03; 0.07
3; 1948149.22147100; 2931486.20899800; 0.50475400; 0.03; 0.10
4; 1952445.92006600; 1952445.92006700; 0.00000000; 0.04; 8.13

Figura 45 — Convergéncia do problema “tutorial-cond-constr” resolvido pela DDP com cortes de Benders
Reforgados com representagao “binary-storage”

A Figura 46 mostra os resultados do processo de convergéncia utilizando o algoritmo

DDP com os cortes de Benders Refor¢cados e representacao “continuous-storage”.

&***kiﬁ**iki***i*i*ttiik*ti*kii*ii*i*iti*l*tt**l*tt

& Descrigdo colunas:
&Xix*X*tii**iiti‘*itx***iKi****it***iit***iit***iii
& Iter: Numero da iteracdo

& ZInf: Limite inferior no processo iterativo

& ZSup: Limite superior no processo iterativo

& GAP: Gap de convergéncia: (zsup - zinf) / zinf

& TempoIter: Tempo da iteragao

& TempoAcum: Tempo acumulado até a iteragao
&*ii‘ttiitttttti;tttiitttttittttxittt;t#tttt‘itttttztttt‘&;&tziit&ttiit&ttixttt;xit‘tti*tttt*it;tt***tti*itttt*:

&Iter ; ZInf ; ZSup ; GAP ; TempoIter ; TempoAcum

&- i$ i$ G H ] iS ;

SITIIIIIITIIIIIII; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF ; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF;
0; 30.24575600; 37009399.18389400; 1223621.89919800; 0.01; 0.01
1; 146121.09542700; 4648801.71745300; 30.81472000; 0.02; 0.04
23 590562.08147400; 1954030.55145200; 2.30876400; 0.02; 0.06
3 1948149.20435400; 2931485.44521100; 0.50475400; 0.02; 0.09
4; 1952445.91551200; 1952445.91551200; -0.00000000; 0.02; 0.11

Figura 46 — Convergéncia do problema “tutorial-cond-constr” resolvido pela DDP com cortes de Benders
Reforcados com representagado “‘continuous-storage”

A Figura 47 mostra a operacdo hidraulica do problema resolvido com os cortes de

Benders Reforgados. A Figura 48 mostra a operagdo energética.
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Descrigdo colunas:

CodUsih: Cédigo da usina hidrelétrica

NomeUsih: Nome da usina hidrelétrica

Periodo: Cédigo do Intervalo de tempo na discretizagdo temporal adotada

Cenario: Indice do Cendrio

INo: Indice do né na arvore de cenarios

Pat: Indice do patamar de carga no periodo

DuracaoPat: Duragdo do patamar de carga

VarmInic: Volume armazenado no inicio do periodo operativo da usina

& VarmFinal: Volume armazenado no final do periodo operativo da usina

& VolInicPer: Volume armazenado no inicio do periodo operativo da usina em percentual do volume dtil
& VarmFinPer: Volume armazenado no final do periodo operativo da usina em percentual do volume Gtil
& Turbinamento: Vazdo turbinanada no ponto de operagdo da usina

& Vertimento: Vazdo vertida no ponto de operacdo da usina

& GHidr: Geragao h1drceletr1ca da usina

PR R

pErrres,

&Codusm NomeUsih Perlodo Cenarlo INo ;Pat DuracaoPat varmInic ;VarmFinal ;VolInicPer;VarmFinPer;Turbinamento ;Vertimento ;GHidr p
b e - - i ;h ;hm™3 ;hm”3 % ;m™3/s ;m™3/s S P
&IIIIIII SSSSS55SSSS; IIIIIII IIIIIII IIIIIII; IIIIII,----------,-uuuuuuu,-uuuuuu- FFFFFFFF; FFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF;
1;CAMARGOS ; 1; s 1; 1; 184.00; 171.63; 25.5400; 55.0000; 69.08; 0.00; 15.00
1;CAMARGOS ; 1; 1; 1; 2; 208.60; 171.63; 25.5400; 55.0000; 41.16; 0.00; 9.00
1;CAMARGOS ; 1; 1; 1; 33 352.00; 171.63; 25.5400; 55.0000; 28.52; 0.00; 6.24
1;CAMARGOS ; Z; 1; 2; 1; 168.00; 369.60; 55.0000; 0.0000; 206.81; 0.00; 31.17
1;CAMARGOS ; 2 1; 2; 2; 198.00; 369.60; 55.0000; 0.0000; 196.81; 0.00; 28.97
1;CAMARGOS ; 2; 1; 2; 3; 378.00; 369.60; 55.0000; 0.0000; 155.33; 0.00; 25.00

Figura 47 — Resultados da operagdo das usinas hidrdulicas para o problema “tutorial-cond-constr” resol-
vido com os cortes de Benders Refor¢ados

&**2****2****t****t******* *%

& Descrigdo colunas:

&**3********ii*i*ii*i*ii*i x%

& CodSubm: Cédigo do Submercado

& Periodo: Cédigo do Intervalo de tempo na discretizagdo temporal adotada

& Cenario: Indice do Cenario

& Pat: Indice do patamar de carga no periodo

& DuracaoPat: Duragao do patamar de carga

& Demanda: Valor da Demanda

& GHidrSub: Geragdo hidroelétrica no submercado

& GTerSub: Geracdo térmica total no submercado

&**!*t***;**tl&***:ﬁ***tt*:*tt***;t*i*it**!i;**ti**!&ti*!&tti*;iti*titti!itti!;Xtititiitittiti;

&CodSubm ;Periodo;Cenario;Pat ;DuracaoPat ;Demanda ;GHidrSub ;GTerSub ;

& e H e ih B ;M H

SIIIIIIXII;IIXIIIIX;IIIIIII;IIIIII; FFFFFFFFFF;FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF
11 13 ) 2 1 184.00; 25.00; 15.00; 10.00
1; 1; 1; 2; 208.00; 19.00; 9.00; 10.00
I 1; y I 3; 352.00; 15.00; 6.24; 8.76
L 2; 1 | 1; 168.00; 45.00; 31.17; 13.83
1; 2; 1; 23 198.00; 39.00; 29.97; 9.03
L 21 1 I 3; 378.00; 35.00; 25.00; 10.00

Figura 48 — Resultados da operacgdo energética para o problema “tutorial-cond-constr” resolvido com os
cortes de Benders Refor¢ados
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B.2.4 Cortes Inteiros de Otimalidade (5 varidveis bindrias)

A Figura 49 mostra os resultados do processo de convergéncia utilizando o algoritmo
DDiP com os cortes Inteiros de Otimalidade.

&****************************#************t********

& Descrigao colunas:
&#******#****ii#***¥******i*i******k***iiii***i*#x*
& Iter: Numero da iteracédo

& ZInf: Limite inferior no processo iterativo

& ZSup: Limite superior no processo iterativo

& GAP: Gap de convergéncia: (zsup - zinf) / zinf

& TempoIter: Tempo da iteracdo

& TempoAcum: Tempo acumulado até a iteracédo
&i*****i***&***i FEEFFFEIRSIFRRIIRERSIRE . ***i******i*****ii**:***%*****i********** EE RS S S SRR S S N ***************;

&Iter ;ZInf ;ZSup ;GAP TempoIter TempoAcum

&- i$ i$ ;

GITITIIIIIIIIIIY; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF FFFFFFFFFFFFFFF
0; 31.50396700; 40701771.48322800; 1291956.01358300; 0.01; 0.01
1; 33.74213300; 47227739.03126200; 1399665.68117500; 0.02; 0.04
2; 35.98436900; 53984760.65344300; 15600227.08078400; 0.02; 0.06
) 38.22660500; 60883291.21348100; 1592693.17979500; 0.02; 0.09
4; 40.46884100; 67781821.77351999; 1674912.83647700; 0.02; 6.11
L 42.73052600; 74680352.35300700; 1747703.96524700; 0.02; 0.13
6; 44,99730300; 81578882.93758599; 1812971.71690500; 0.02; 0.16
7; 47.26408000; 88477413.52216600; 1871979.00816200; 0.03; 0.18
8; 49.54306000; 95375944.11894800; 1925111.08237900; 0.03; 0.21
9; 51.82699000; 102274474.72068000; 1973381.49376800; 0.03; 0.24
10; 7279.39969100; 34183054.06908300; 4694.86168100; 0.03; 0.27
11; 24623.66645100; 27674433.02597400; 1122.89570700; 0.02; 0.29
12; 43230.24196100; 21167074.29161600; 488.63580400; 0.01; 0.31
i £ 65732.36699100; 14663611.10677700; 222.08052800; 0.01; 0.32
14; 99412.27485600; 8202980.11417600; 81.514761600; B.01; 0.34
15; 136800.56917800; 5114318.04794500; 36.38521000; 0.01; 0.35
16; 176405.40960200; 3507996.84620100; 18.88599400; 8.81; 0.37
17; 491898.84377400; 2542048.70225900; 4.16782800; 0.02; 0.39
18; 1425924 .26436500; 2488007.93066200; 0.74483900; 0.02; 0.40
19; 2488007.93066200; 2488007 .93066200; 0.00000000; 0.02; 0.42

Figura 49 — Convergéncia do problema “tutorial-cond-constr” com 5 varidveis bindrias na representagdo
do volume resolvido pela DDiP com cortes Inteiros de Otimalidade

As Figuras 50 e 51 mostram os valores para a operagdo hidraulica e energética do

problema.

P —
& Descrigao colunas:

&
& CodUsih: Cddigo da usina hidrelétrica

& NomeUsih: Nome da usina hidrelétrica

& Periodo: Codigo do Intervalo de tempo na discretizagdo temporal adotada

& Cenario: Indice do Cenario

& INo: Indice do né na arvore de cenarios

& Pat: Indice do patamar de carga no periodo

& DuracaoPat: Duragdo do patamar de carga

& VarmInic: Volume armazenado no inicio do periodo operativo da usina

& VarmFinal: Volume armazenado no final do periodo operativo da usina

& VolInicPer: Volume armazenado no inicio do periodo operativo da usina em percentual do volume dtil
& VarmFinPer: Volume armazenado no final do periodo operativo da usina em percentual do volume Gtil
& Turbinamento: Vazdo turbinanada no ponto de operagdo da usina

& Vertimento: Vazdo vertida no ponto de operacdo da usina

& GHidr: Geragao h1droeletr1ca da usina

; pEEEEes srrrrrrrey s ; wrxpwrrrsrreer; ; ;
&CodUnh;Nomeuuh Perlodo Cenarlo INo ;Pat DuracaoPat VarmInlc ;VarmFinal VolInlcPer VarmFlnPer Turbinamento ;Vertimento ;GHidr

b ;h ;hmAa ;hm”3 % % ;m™3/s ;m™3/s B
&IIIIIII;SSSSSSSSSS IIIIIII IIIIIII IIIIIII IIIIII,: FFFFFFFFF ; FFFFFFFFFFFFFFF ; FFFFFFFFFFFFF

........,..........,-.-.-.-.-.-.-.-;............. FFFFFFFFFFFFF;

1;CAMARGOS ; 1; 1; 1; 1; 184.00; 171.63; 390. 25.5400;  58.0645; 59.45; 0. 13.00
1;CAMARGOS ; 1; 1; 1; 2; 208.00; 171.63; 390.19; 25.5400; 58.0645; 32.01; 0 7.00
1;CAMARGOS ; 1; 1; 1; 3; 352.00; 171.63; 390.19; .5400;  58.0645; 22.71; 0. 4.97
1;CAMARGOS ; 2; 1 2; 1; 168.00; 390.19; 0. .0645; 0.0000; 206.81; 0. 31.52
1;CAMARGOS ; 2; 1 2; 2; 198.00; 390.19; 0.00; .0645; 0.0000; 199.50; 0 30.65
1; CAMARGOS 2; 1 2; 3; 378.00; 390.19; 0.00; .0645; 0.0000; 169.05; 0 27.00

Figura 50 — Resultados da operagdo das usinas hidrdulicas para o problema “tutorial-cond-constr” com 5
varidveis bindrias para representar o volume, resolvido com a metodologia de cortes Inteiros
de Otimalidade
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R et ]

& Descricdo colunas:
&:*xtx#t*xt!*#xtt*#xt!*#xtt*xxt*itxttitxtti*xxtxtxt

& CodSubm: Cédigo do Submercado

& Periodo: Cédigo do Intervalo de tempo na discretizacdo temporal adotada

& Cenario: Indice do Cenario

& Pat: Indice do patamar de carga no periodo

& DuracaoPat: Duracao do patamar de carga

& Demanda: Valor da Demanda

& GHidrSub: Geragdo hidroelétrica no submercado

& GTerSub: Geragdo térmica total no submercado

&****t***;***t***:t****t*;******:t**!*t**#*:**t**#*l**#*t**;*t**t*ti*t*iitt;tiititiit*t#itt;

&CodSubm ;Periodo;Cenario;Pat ;DuracaoPat ; Demanda ;GHidrSub ;GTerSub )

& i- i- ;- ih ) Hu L ;

SIIIIIIII;IIIIINII;IXIINNI;IXIIIN; FFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF;
- 7 I i 1 L 184.00; 25.00; 13.00; 12.00
1; 1; 1; 2; 208.00; 19.00; 7.00; 12.00
Ly o B j B 3; 352.00; 15.00; 4.97; 10.03
L 23 1 b 1; 168.00; 45.00; 31.52; 13.48
1; 2; 1; 2; 198.00; 39.00; 30.65; 8.35
L; 23 1; 3; 378.00; 35.00; 27.00; 8.00

Figura 51 — Resultados da operagdo energética para o problema “tutorial-cond-constr” com 5 varidveis
bindrias para representar o volume, resolvido com a metodologia de cortes Inteiros de
Otimalidade
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B.2.5 Cortes de Lagrange

O processo de convergéncia do problema “tutorial-cond-constr’” resolvido pelo método

de cortes de Lagrange estd mostrado na Figura 52;

&tttttt‘tt‘t"tt.‘tlt‘tttt‘ttt“tltt‘ttttt‘tt‘tttt'
& Nome do Modelo: Libs Customizado Versdo: 0.6.1
&tt‘ttttt‘tttttttt‘ttlttttt‘tttttt‘t‘ttttttt“‘tt‘t
&tt33!33tt‘ttt‘tt‘tt‘t!tt‘nttttnxltsttt’tttttzttl‘t
& Descrigdo colunas:
&t‘tttttttttttt‘tt‘ttt‘ttttttt‘tttt‘lttttttt‘t!ttt‘
& Iter: Numero da iteragao

& ZInf: Limite inferior no processo iterativo

& ZSup: Limite superior no processo iterativo

& GAP: Gap de convergéncia: (zsup - zinf) / zinf

& TempoIter: Tempo da iteragao

& TempoAcum: Tempo acumulado até a iteragdo

&ttttttttttttttt;tttt‘ntttttttt‘ttttn;tt‘tttt‘ntt‘t‘tttttt;‘ttatttt“tttttttttt;tt‘ltt‘ntttt‘tt;tntt‘t.ttttttt‘;

&lter ;ZInf ; ZSup ; GAP ;Tempolter ; TempoAcum
&- H H He ) H H
&ITIIITIIIIIIIIII; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF;
B 30.24576200; 37009418.60443900; 1223622.27359500; 0.01; 0.01
) I 146121.18552100; 4648797.21770800; 30.81466900; 0.03; 0.04
&; 166229.46366500; 3832472.04427700; 22.05531100; 0.07; 0.11
k. 777353.600881900; 2041541.685278600; 1.62627400; 0.05; 0.16
4; 1948223.10346600; 2934783.00035600; 0.50639000; 0.02; 0.19
S; 1950714.27729900; 2665396.21953300; 0.36636900; 0.06; 0.25
6; 1951139.66498400; 2625669.76076600; 0.34571100; 0.05; 0.30
| 4 1951361.24068100; 2604977.06538300; 0.33495400; 0.04; 0.34
8; 1951505.05080900; 2591546.80564200; 0.32797300; 0.04; 0.39
9: 1951646.49244200; 2578337.73683300; 0.321160900; 0.04; 0.43
10; 1951649.92372300; 2578017.29355800; 0.32094200; 0.04; 0.47
 § L 1951712.08152100; 2572212.44945100; 0.31792600; 0.06; 0.53
125 1951902.50240500; 2554429.26557400; 0.30868700; 0.06; 0.59
13; 1952147.88450900; 2531513.31773400; 0.29678400; 0.05; 0.64
14; 1952240.22542900; 2522889.70711900; 0.29230500; 0.05; 0.70
15; 1952279.27522300; 2519242.89250100; 0.29041100; 0.05; 0.75
16; 1952358.13394300; 2511878.36873700; 0.28658700; 0.06; 0.81
17; 1952397.66958200; 2508186.18162000; 0.28467000; 0.05; 0.87
18; 1952417.98397700; 2506289.04400100; 0.28368500; 0.06; 0.93
19; 1952427.700878600; 2505381.59401800; 0.28321400; 0.07; 1.00
20; 1952441.39563500; 2504102.65669900; 0.28254900; 0.07; 1.07
233 1952443.33901500; 2503921.16670200; 0.28245500; 0.07; 1.13
223 1952444.70545400; 2503793.55654900; 0.28238900; 0.07; .21
23; 1952444.76618500; 2503787.88498600; 0.28238600; 0.06; 1.27
24; 1952445.70750900; 2503699.97576900; 0.28234000; 0.07; 1.35
25; 1952445.76824000; 2503694.30420700; 0.28233700; 0.06; 1.41
26; 1952445.92006600; 1952445.92006600; -0.00000000; 0.08; 1.49

Figura 52 — Convergéncia do problema “tutorial-cond-constr” resolvido pela DDiP com cortes de La-
grange

Com relacdo a operacao, foi igual a operagdo obtida pelo método MILP-global equiva-

lente conforme mostrado na secdo B.2.1.
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APENDICE C - RESULTADOS DO PROBLEMA “REDUCED-SYSTEM”’

C.1 Resultados do problema “reduced-system-no-constr”

C.1.1 Cortes de Benders

As Figuras 53 e 54 mostram o processo de convergéncia para o caso “reduced-system-
no-constr” utilizando os cortes de Benders na DDP (com representacio “continuous-storage”) e

na DDiP (com representacdo “binary-storage”) respectivamente.

P et e e L e e

& Descrigao colunas:
&**i*tﬂii*titi*itilti*itittt**iitltttiit!tt*ttt#*tt
& Iter: Numero da iteragdo

& ZInf: Limite inferior no processo iterativo

& ZSup: Limite superior no processo iterativo

& GAP: Gap de convergéncia: (zsup - zinf) / zinf

& TempoIlter: Tempo da iteracao

& TempoAcum: Tempo acumulado até a iteracdo

&iitii‘ittiti*ii;*i“itit*&*‘iiit‘*‘i;t*JX‘X**##X‘&#***XtX;***iti#*“ti#i*i‘ix*;*3‘1&‘*‘3“*‘**:t*‘i**iit‘i*i*t;

&Iter ;ZInf ; ZSup ; GAP ; TempoIter ; TempoAcum

&- i$ i$ - iS iS ;

SIIIIIIIIIIIIIII; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF ; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF;
0; 738.60847800; 3549384096.53024340; 4805500.42657200; 8.15; B8.15
1; 3366024753.80218220; 3368079118.66236115; 0.00061000; 0.08; 0.23
2; 3367242326.04766512; 3367694532.16431570; ©.00013400; 0.07; 0.30
3; 3367472097.52492619; 3367668407.67899561; 0.00005800; 0.07; 0.36
4; 3367630578.72028017; 3367633180.78011894; ©.00000100; 0.07; 0.44
5; 3367632219.23739243; 3367632219.23738623; -0.00000000; 0.06; 0.50

Figura 53 — Convergéncia do problema “reduced-system-no-constr’” resolvido pela DDP com cortes de
Benders com representacdo “continuous-storage”

&Xiti!!ilt!*XXxX*Xi!iiiliXX81111*:#111&**1111&*1111

& Descricao colunas:
&*k*ii!itkxi!Xt**!itt*tkt!!tttii!ttttx!!!ttt*i!ttii
& Iter: Nimero da iteracdo

& ZInf: Limite inferior no processo iterativo

& ZSup: Limite superior no processo iterativo

& GAP: Gap de convergéncia: (zsup - zinf) / zinf

& TempoIter: Tempo da iteracao

& TempoAcum: Tempo acumulado até a iteracdo
&************X*i;*****i***ii#i****ilt;****l****#*i****iit*;****t****ti*****t***:*********i*****;*******i*******;

&Iter ;ZInf ; ZSup ; GAP ;TempoIlter ; TempoAcum

&- i$ i$ i- is S -

&IIIIIIIIIIIIIII; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF ; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF;
0; 738.60848300; 3549384104.46786118; 4805500.40784700; 6.97; 6.97
1; 3366024756.98984194; 3368079124.71702385; ©.00061000; 2.51; 9.48
2; 3367242327.51147795; 3367694532.46465778; 0.00013400; 1.77; 11.25
3; 3367472100.24448299; 3367668412.74358034; ©.00005800; 1.83; 13.609
4; 3367630581.72233009; 3367633183.73298883; ©.00000100; 2.02; 15.11
5; 3367632220.03864717; 3367632222.02216148; 0.00000000; 2.56; 17.67
6; 3367632220.15811157; 3367632222.36357164; ©.00000000; 1.74; 19.42
7; 3367632220.15811348; 3367632222.36357164; 0.00000000; 2.66; 22.08

Figura 54 — Convergéncia do problema “reduced-system-no-constr” resolvido pela DDiP com cortes de
Benders com representagdo “binary-storage”
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C.1.2 Cortes Inteiros de Otimalidade

Nao foi possivel observar a convergéncia do método com cortes Inteiros de Otimalidade,
o processo da DDIP foi interrompido quando atingiu excessivo tempo computacional. A Figura
55 mostra partes do processo de convergéncia: no inicio do processo iterativo, nas iteracdes que
aconteceram com 60 minutos apds o inicio e nas iteragdes que aconteceram 120 minutos apds o

inicio.

T — T,
& Descricao colunas:
&*******t*t*X*X*X*X*titﬁ***X*ﬁ***t*t*t*tt**tt**t***
& Iter: Nimero da iteragdo

& ZInf: Limite inferior no processo iterativo

& ZSup: Limite superior no processo iterativo

& GAP: Gap de convergéncia: (zsup - zinf) / zinf

& TempoIter: Tempo da iteragao

& TempoAcum: Tempo acumulado até a iteragdo

&xxtxxxtanxxxxxt:xxxxxxxxxxxnx:x:xs;x;sxaxtxtxxxxxxxnxx:x::s:sxsxsxtxtxnxxxxxxx:vv-vﬂvvv‘ ;' "'*4;
&Iter ;ZInf ;ZSup ; GAP ;TempoIter ; TempoAcum H
&- H H H H HS H
&ITITITIIIIIIIII; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF ; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF ; FFFFFFFFFFFFFFF ; FFFFFFFFFFFFFFF;
0; 738.60848300; 3549384104.46786118; 4805500.40784700; 3.03; 3.03

p 738.60848400; 3549384109.86468220; 4805500.40914200; 4.50; 7.53

2; 738.60848500; 3549384115.26150322; 4805500.41043700; 3.62; 11.15

3; 738.60848500; 3549384118.01538181; 4805500.41235000; 3.20; 14.36

4; 738.60848500; 3549384103.68733692; 4805500.39226300; 3.03; 17.39

5; 738.60848500; 3549384123.06830597; 4805500.41764900; 2.91; 20.30

367; 738.60849200; 3549384177.33691597; 4805500.44457200; 15.14; 3574.31

368; 738.60849200; 3549384187.66122293; 4805500.45829400; 14.04; 3588.35

369; 738.60849300; 3549384143.20548201; 4805500.39785800; 17.31; 3605.66

370; 738.60849200; 3549384143.40633297; 4805500.39824200; 14.22; 3619.88

371; 738.60849200; 3549384101.03087187; 4805500.34119760; 16.67; 3636.55

574; 738.60849400; 3549384166.71220684; 4805500.42054400; 23.18; 7184.82

575; 738.60849400; 3549384169.05474806; 4805500.42345900; 22.17; 7206.99

576; 738.60849400; 3549384143.20206785; 4805500.38858900; 19.08; 7226.07

577; 738.60849400; 3549384123.85584021; 4805500.36241000; 21.42; 7247.49

578; 738.60849400; 3549384123.36470509; 4805500.36161000; 23.80; 7271.30

Figura 55 — Convergéncia do problema “reduced-system-no-constr” resolvido pela DDiP com cortes de
Inteiros de Otimalidade
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C.1.3 Cortes de Lagrange

O processo de convergéncia para execugdo utilizando os cortes de Lagrange com até 28

variaveis bindrias na representacao do volume esta exposto na Figura 56.

&333tltt‘ttl‘tt‘ttttttlttlttt‘ttttttlt‘lttttttttttl
& Nome do Modelo: Libs Customizado Versdo: 0.0.1
&‘ttttt“tit"l‘ttttt‘lli‘t‘iltlttt‘llt‘t‘iltltt‘il
&‘tt"‘t‘#t"‘“tt‘t‘“1"t“‘tt‘t‘t‘t“t“ttt‘t‘t‘
& Descricdo colunas:
&ttttttttttttt‘ttttttttt’ttttt"ttt‘tt!itttt‘tltttt
& Iter: Numero da iteragado

& ZInf: Limite inferior no processo iterativo

& ZSup: Limite superior no processo iterativo

& GAP: Gap de convergéncia: (zsup - zinf) / zinf

& Tempolter: Tempo da iteragao

& TempoAcum: Tempo acumulado até a iteracao

EHFFFXEERRRRRRERE AR RREERER R RRERRE AR R RRRRRRRR R R AR R R AR KRR AR R R KRR A% .
' ' ' ' ' H

&Iter ;ZInf ; ZSup ; GAP ;TempoIter ; TempoAcum ;
&- H H H H H H
SITIIIIIIIIIIIII; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF ; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF ; FFFFFFFFFFFFFFF ; FFFFFFFFFFFFFFF;
0; 738.60848300; 3549384104.46791792; 4805500.40784700; 2.02; 2.02
1; 3366024748.65212202; 3368079122.59030390; 0.00061000; 2.59; 4.61
2; 3367242325.08868980; 3367694531.77953815; 0.00013400; 2.23; 6.84
3; 3367472096.92611504; 3367668401.796156021; 0.00005800; 3.13; 9.97
4; 3367630577.27827978; 3367633185.44441938; 0.00000100; 3.70; 13.67
5; 3367632222.85431767; 3367632224.44902515; 0.00000000; 3.40; 17.07
6; 3367632223.12103605; 3367632223.66353130; 0.00000000; 6.60; 23.68
7; 3367632221.98130608; 3367632222.60409594; 0.00000000; 6.71; 30.39

Figura 56 — Convergéncia do problema “reduced-system-no-constr’” resolvido com cortes de Lagrange
onde o volume foi representado utilizando até 28 varidveis bindrias
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C.1.4 Cortes de Benders Reforcado

As Figuras 57 e 58 mostram o processo de convergéncia para o caso “reduced-system-
no-constr” utilizando os cortes de Benders Refor¢cados na DDP (com representagdo “continuous-

storage”) e na DDiP (com representacao “binary-storage’) respectivamente.

&txxxtxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxtxxxxxxxtxxxxxxxtxxx

& Descricao colunas:
&txxzzxxxt*xxx*xxx*:x*xxxx*xt*xxt*xnx*xxx*xnx*xx*xa
& Iter: Nimero da iteracdo

& ZInf: Limite inferior no processo iterativo

& ZSup: Limite superior no processo iterativo

& GAP: Gap de convergéncia: (zsup - zinf) / zinf

& TempoIter: Tempo da iteracao

& TempoAcum: Tempo acumulado até a iteragao
&t*tii*t*i&t*ttt;t!ti**tt*!*l&&tl&*tl:*tt*xt***i**xt**it**;l*iti*ii**#l**#l**it:x#t**ti**t!*ii*:ii**ii**it**i(*:

&Iter ;ZInf ; ZSup ;GAP ;TempoIter ; TempoAcum :
&- 3 i$ H i ;S ;
&IIIIIIIIIIIIIII; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF;
0; 738.60847800; 3549384096.53024340; 4805500 .42657200; 0.17; 0.17
1; 3366024753.80215311; 3368079118.66235781; 0.00061000; 8.17; 0.34
2; 3367242326.04762506; 3367694532.16429329; 0.00013400; 0.13; 0.47
3; 3367472097.52492905; 3367668407.67901516; 0.00005800; 0.14; 0.61
4; 3367472097.52493000; 3367660437.28854227; 0.00005600; 0.14; 0.75
5; 3367630578.72027588; 3367633180.78011990; 0.00000100; 0.16; 0.91
6; 3367632219.23738194; 3367632219.23738813; ©.00000000; 0.18; 1.08

Figura 57 — Convergéncia do problema “reduced-system-no-constr’” resolvido pela DDP com cortes de
Benders Reforcados com representacdo “continuous-storage”

&xizxxxxxxxxxxxAzxxxAtxxx*xxxtxxxxxxtxxxxxxxxxxaxxx

& Descricao colunas:
&**iiit*iix*!t*tk*it*ttxi!!tttxi!ttttxt!xtt#*i!ttti
& Iter: Numero da iteracdo

& ZInf: Limite inferior no processo iterativo

& ZSup: Limite superior no processo iterativo

& GAP: Gap de convergéncia: (zsup - zinf) / zinf

& TempoIter: Tempo da iteracao

& TempoAcum: Tempo acumulado até a iteracédo
&*****!*ii#****l;***i#i#i**#*##**xi#t;***#Xt***#******i*t#;***tt****tt*****tti*:**t******t*****;*******t*******;

&Iter ;ZInf ; ZSup ; GAP ;TempoIter ; TempoAcum

&- i$ i$ i- ;S S -

&IIIIIIIIIIIIIII; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF ; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF;
0; 738.60848300; 3549384104.46791792; 4805500.40784700; 3.70; 3.70
1; 3366024771.24167109; 3368079126.31905079; 0.000616000; 7.55; 11.25
2; 3367242335.99331522; 3367694536.99083281; ©.00013400; 7.47; 18.72
3; 3367472113.00405502; 3367668399.44557381; 0.00005800; 8.19; 26.92
4; 3367630590.14827824; 3367633184.32550001; £.00000100; 7.20; 34.11
5; 3367632233.47331667; 3367632222.32540989; -0.00000000; 10.34; 44.45
6; 3367632233.47331667; 3367632222.23133898; -0.00000000; 9.20; 53.65

Figura 58 — Convergéncia do problema “reduced-system-no-constr” resolvido pela DDiP com cortes de
Benders Reforcados com representacdo “binary-storage”

C.2 Resultados do problema “reduced-system-cond-constr”

C.2.1 Cortes de Benders

As Figuras 59 e 60 mostram o processo de convergéncia para o caso “reduced-system-
cond-constr” utilizando os cortes de Benders na DDP (com representacdo “continuous-storage’)

e na DDiP (com representagao “binary-storage’) respectivamente.
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&XX*XXiXXX**lttX*X*i*XX**t**tl**it**l*‘tii****i*t**

& Descricao colunas:
&******ii*****ii*!*i**i****ii**tiiii*t*tiii**i!*ii&
& Iter: Numero da iteragdo

& ZInf: Limite inferior no processo iterativo

& ZSup: Limite superior no processo iterativo

& GAP: Gap de convergéncia: (zsup - zinf) / zinf

& TempoIter: Tempo da iteracao

& TempoAcum: Tempo acumulado até a iteragao
&i#*ttt**###ti!#;*ttit***tii!**ttii#*;tii!***tiit***iiit**;ti!*t***&it**&*i!***;**it**&&**t*&*&;***&**tt**&**tt;

&Iter ;ZInf ;ZSup ; GAP ; Tempolter ; TempoAcum

&- i$ i$ = is H ;

SIIIIIIIIIIIIIIY; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF ; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF;
0; 600918.64909400; 3550320168.93402815; 5907.15441400; 0.24; 0.24
1; 3366024753.80218220; 3371833109.72514677; 0.00172600; 0.38; 0.61
2; 3367237702.06526518; 3371516269.47965908; 0.00127100; 0.35; 0.97
3; 3367470970.72112703; 3371392330.72817898; 0.00116400; 8335 1.30
4; 3367627848.05328178; 3371415773.33743382; 0.00112500; 0.32; 1.61
5; 3367628219.61763000; 3371415773.33743477; 0.00112500; 0.24; 1.85

Figura 59 — Convergéncia do problema “reduced-system-cond-constr” resolvido pela DDP com cortes de
Benders com representacdo ‘“‘continuous-storage”

&XX*XXiXXX**lttX*X*i*XX**t**tl**it**l*‘tii****i*t**

& Descricao colunas:
&******ii*****ii*!*i**i****ii**tiiii*t*tiii**il*ii&
& Iter: Numero da iteragdo

& ZInf: Limite inferior no processo iterativo

& ZSup: Limite superior no processo iterativo

& GAP: Gap de convergéncia: (zsup - zinf) / zinf

& TempoIter: Tempo da iteracao

& TempoAcum: Tempo acumulado até a iteracao
&*##ttt*###ttii#;**tit***tii!**tixi#*;tiil***tii!***iiit**;&i!*t***&it**&*i!***;*%it**&&**t*&*&;***&*#tt**&*%tt;

&Iter ;ZInf ;ZSup ; GAP ; Tempolter ; TempoAcum

&- i$ i$ i is is ;

SIIIIIIIIIIIIIII; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF ; FFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF;
0; 600941.18631500; 3550320268.29124594; 5906.93300400; 2.98; 2.98
1; 3366024755.67368078; 3371833117.44946003; 0.00172600; 2.15; 5.13
2; 3367237703.55961323; 3371516273.88462782; 0.00127100; 2.22; 7.35
3; 3367470972.70765781; 3371392312.48101807; 0.00116400; 2,39 9.74
4; 3367627850.87939501; 3371415777.38327885; 0.00112500; 1.66; 11.40
5; 3367628220.92064714; 3371415775.33504200; 0.00112500; 1.86; 13.26
6; 3367628221.41403818; 3371415782.60816002; 0.00112500; 2.55; 15.81

Figura 60 — Convergéncia do problema “reduced-system-cond-constr” resolvido pela DDiP com cortes de
Benders com representacdo “binary-storage”
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C.2.2 Cortes de Lagrange

O processo de convergéncia para execugdo utilizando os cortes de Lagrange com até 28

variaveis bindrias na representacido do volume esta exposto na Figura 61.

&tttt333tttttttttttttttttttlttttlttttlttttlttttlttt
& Nome do Modelo: Libs Customizado Versdo: 0.6.1
&“lii"lti"ii“‘li“‘ti“!ti‘l‘ti‘ttt“tti“tli“
&t“ttt“ttt“ttt“ttt‘tttt‘tttt‘ttlt‘t‘lt‘t‘lttttl
& Descrigdo colunas:
&tttt‘tttt‘tttt‘tttt‘ttttttttttttttttttt‘tttttttttt
& Iter: Nimero da iteragao

& ZInf: Limite inferior no processo iterativo

& ZSup: Limite superior no processo iterativo

& GAP: Gap de convergéncia: (zsup - zinf) / zinf

& TempoIter: Tempo da iteragao

& TempoAcum: Tempo acumulado até a iteragao

&!tttttttttttttt;tttttttt‘t'tt‘tttt‘t;tt‘ttttt'tttt'tt‘t";‘3""3""3““"";'t""t“t't‘tt;"tt"‘tt"‘tt‘;

&Iter ;ZInf ;ZSup ; GAP ;TempoIter ;TempoAcum H
&- 9 H G- iS H H
S&IIIIIIIIIIIIIII;FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFF ; FFFFFFFFFFFFFFF;
0; 600941.18631500; 3550320268.29131079; 5906.93300400; 1.94; 1.94

1; 2971957426.33068180; 3378929781.05970621; 0.13693760; 3.68; 5.62

2; 3106945439.23869038; 3377567441.84605122; 0.08710200; 210.63; 216.25

3; 3366231934.93644524; 3371833130.95484114; 0.001664600; 3.80; 220.05

4; 3366231934.63328123; 3371833200.48612690; 0.00166400; 18.74; 238.79

39; 3366231948.54302788; 3371916969.02845907; 0.00168900; 268.87; 3456.07

40; 3366231948.18222904; 3372048165.46979523; 0.00172800; 121.96; 3578.03

41; 3366231948.29134083; 3371815714.16363001; 0.00165900; 135.77; 3713.81

58; 3366231952.56506729; 3371987836.58529806; 0.00171000; 228.30; 6838.78

59; 3366231951.03895092; 3372101617.48398018; 0.00174400; 396.62; 7235.40

60; 3366231952.30790186; 3372068491.20375824; 0.00173400; 241.24; 7476.65

95; 3366231954.85112429; 3371953228.64077902; 0.00170000; 702.77; 26296.38

96; 3366231954.79881287; 3371989711.21537924; 0.00171000; 769.11; 27065.49

97; 3366231955.69485188; 3371963611.78955078; 0.00170300; 759.50; 27824.99

Figura 61 — Convergéncia do problema “reduced-system-cond-constr” resolvido com cortes de Lagrange
onde o volume foi representado utilizando até 28 varidveis bindrias
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C.2.3 Cortes de Benders Reforcado

As Figuras 62 e 63 mostram o processo de convergéncia para o caso “reduced-system-
cond-constr” utilizando os cortes de Benders Refor¢ados na DDP (com representacio “continuous-

storage”) e na DDiP (com representacao “binary-storage’) respectivamente.

&xxxxtxxxzxxxxxxxxxxxzxxxxtxxxtxxxxxxatxxxnxxxxxxxx

& Descricdo colunas:
&********************i********k*******l***i***i***i
& Iter: Nimero da iteracéo

& ZInf: Limite inferior no processo iterativo

& ZSup: Limite superior no processo iterativo

& GAP: Gap de convergéncia: (zsup - zinf) / zinf

& TempoIter: Tempo da iteracgao

& TempoAcum: Tempo acumulado até a iteragao
&#*X**iix*i!t#*i EE S S S S S S S S LS L *iiitt*tit*!tiii*k*i;tiitt*!tti*!t*itii*! ERERERRR R R R R R . *!i!t&!!ti!!tk!:

&Iter ; ZInf ; Z5up ;GAP TempoIter TempoAcum ;

&- i$ i$ ;

SIIIIIIIIIIIIIII;FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF FFFFFFFFFFFFFFF FFFFFFFFFFFFFFF
0; 600918.649609400; 3550320168.93402815; 5907.154414600; 0.17; 0.17
1; 3366024753.80217838; 3371833109.72514677; 0.001726600; 0.59; 0.76
2; 3367238227.80955505; 3371516269.47966003; 0.00127000; 8.75; 1.51
3; 3367470977.02505398; 3371392122.24630022; 0.001164600; 0.74; 2.25
4; 3367628019.44534254; 3371415773.33743382; 0.001125600; 1.00; 3.26
5; 3367628368.49712706; 3371415773.33743382; 0.001125600; 0.60; 3.85

Figura 62 — Convergéncia do problema “reduced-system-cond-constr” resolvido pela DDP com cortes de
Benders Reforgados com representagio “continuous-storage”

&it***!4ii!**X1i****!iiti**dittﬂ*ﬁiiiii*iitt*ﬂ*iili

& Descrigao colunas:
&*##*****t*!!!i*#!!!#lt*!**ittt!!**#t!*!lttt!*it*#&
& Iter: Numero da iteragdo

& ZInf: Limite inferior no processo iterativo

& ZSup: Limite superior no processo iterativo

& GAP: Gap de convergéncia: (zsup - zinf) / zinf

& TempoIlter: Tempo da iteracao

& TempoAcum: Tempo acumulado até a iteracdo
&t****l!******t* P REEERRRRRRR R R R RRRRE . **!tiiti*tttit**xtt*:**#*tii*lli*ti**l**i EEEEESEE S S LSS S N tt***t*********;

&Iter ;ZInf ;ZSup ;GAP TempoIter TempoAcum

& S S ;

SIIIIIIIIIIIIIII; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF; FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF FFFFFFFFFFFFFFFFFFFF FFFFFFFFFFFFFFF FFFFFFFFFFFFFFF
0; 600941.18631500; 3550320268.29131079; 5906.93300400; 3.67; 3.67
1; 3366024766.24590921; 3371833116.56705999; 0.00172600; 6.45; 10.12
2; 3367238236.98535824; 3371516297.18408823; 0.00127000; 6.80; 16.91
3; 3367470988.55532885; 3371392129.76153517; 0.00116400; 8.15; 25.07
4; 3367628026.90600300; 3371415777.62676620; 0.00112500; 7.51; 32,57
5; 3367628380.41071987; 3371415779.43598700; 0.00112500; 8.07; 40.64
6; 3367628381.61497402; 3371415794.71581268; 0.00112500; 7.93; 48.57

Figura 63 — Convergéncia do problema “reduced-system-cond-constr” resolvido pela DDiP com cortes de
Benders Reforcados com representacdo “binary-storage”
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APENDICE D - EXEMPLO UNIDIMENSIONAL FUNCAO DE RECURSO

O problema exemplo retirado de [63], analisado na se¢do 6.1, foi formulado e resolvido

com o seguinte codigo python.

import numpy as np

from scipy.optimize import milp, LinearConstraint, Bounds
# escolha do mu

mu = 4

#custo

c = np.array([1,1,-mu])
#integralidade

integrality = ([1,0,0])

# restricoes

Ao = [2, 1, -3]

10 = 0

ub0 = 10000000000

# caixa

# y1

A1 = [1, 0, 0]

1b1=0

ub1=2

# y2

A2 = [0, 1, 0]

1b2=0

ub2=3

# z

A3 = [0, 0, 1]

1b3=0

ub3=1

#

A = np.array([AO,A1,A2,A3])

1b = np.array([1b0,1b1,1b2,1b3])
ub = np.array([ubO,ubl,ub2,ub3])

res=milp(c,integrality=integrality,constraints=LinearConstraint(A,1lb,ub))

print (’Valor otimo: ’,res.fun)
print(’y1 = ?,res.x[0])
print(’y2 = ?,res.x[1])

print(’z = ’,res.x[2])
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APENDICE E - SENSIBILIDADE PARA DIFERENTES REGRAS DE ESCOLHA DAS
SOLUCOES INICIAIS PARA A DECOMPOSICAO EM DUAS ETAPAS

Os valores candidatos de armazenamento utilizados na segunda etapa da abordagem
de decomposicdo em duas etapas sao obtidos a partir de uma combinacdo das solucdes das

aproximagodes ‘“no-constr”, “with-constr” e “‘cond-constr’” geradas na primeira etapa, conforme
descrito nas Equagdes (10.2)—(10.10).

Nesta secdo, avalia-se a sensibilidade do método considerando combinacdes alternativas

t t . .
para os volumes Vllfs e Vzi’s, conforme descrito a seguir:

* Alternativa 1: considera apenas as solug¢des das variantes ‘“no-constr’ e ‘“‘cond-constr”:

V1§'7s =min{V,;’;, Vctf;sndi} &b
Vzi"s = max{véésivvctésndi} (2

* Alternativa 2: considera apenas as solucdes das variantes “with-constr” e “cond-constr’”:

Vli'js — min{vt,s VZ,S } (E'3)

withi’ " cond

Vol = max{V.> vV* .} (E.4)

withi’ " condi

* Alternativa 3: considera apenas as solugdes das variantes ‘“no-constr” e “with-constr”:

Vit = min{V,$, Ve, 3 (E.5)
Vo = max{V/* ., Vjvghl.} (E.6)

A Figura 64 compara os resultados obtidos por cada alternativa com aqueles produzidos
pela abordagem proposta (em amarelo), considerando as mesmas 21 instancias do problema de
grande porte analisadas na Secao 10.3.2. Essa andlise complementar confirma a importancia de
priorizar a solucdo da variante “‘cond-constr”’, conforme estabelecido nas Equacdes (10.2)—(10.3).
Observa-se que desconsiderar essa solucio (Alternativa 3) resulta nos piores desempenhos dentre
as alternativas avaliadas. Além disso, verifica-se que, entre as quatro estratégias investigadas, a

abordagem proposta apresenta os menores gaps relativos de otimalidade.
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Figura 64 — Gap relativo de otimalidade para diferentes escolhas dos valores iniciais utilizados na segunda

etapa



