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Resumo

Nesta tese investigamos o aparecimento da anomalia multiplicativa ndo-local no contexto das correcdes
quanticas a 1-loop para a acdo fermidnica no espago-tempo curvo com tor¢ao. A anomalia multiplicativa
nao-local foi primeiro observada para o campo vetorial e, mais recentemente, para o campo escalar. Por-
tanto, uma sequéncia natural € estender os estudos para outras teorias, a fim de obter maior compreensao
da sua natureza e para constatar a sua presenca, ou nao, nestas teorias. Sendo assim, vamos obter o fun-
cional acdo efetiva e analisar as arbitrariedades intrinsecas ao compor um operador de segunda ordem. A
partir das diferentes possibilidades de obtencdo deste operador, vamos calcular a contribuicao nao-local
da acdo efetiva a 1-loop associada a cada uma dessas possibilidades a fim de verificar a presenga de
possiveis discrepancias entre os resultados, que levam ao aparecimento da anomalia multiplicativa ndo-
local. Algumas generaliza¢des contribuirdo para obtencao e andlise dos resultados. Também, alguns
critérios para eliminar eventuais inconsisténcias nos resultados serdo investigados, a fim de garantir a

consisténcia da teoria.
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Abstract

This thesis investigated the appearance of nonlocal multiplicative anomaly in the context of one-loop
quantum corrections for the fermionic action in curved space-time with torsion. The non-local multipli-
cative anomaly was first observed for the vector field and, more recently, for the scalar field. Therefore, a
natural sequence is to extend the studies to other theories, in order to gain greater understanding of their
nature and to establish the presence or not in these theories. Then we shall obtain the effective action
functional and analyze the inherent arbitrariness when composing an operator of second order. From
the different possibilities of obtaining this operator, we calculate the nonlocal contribution of the 1-loop
effective action associated with each of these possibilities in order to verify the presence of possible
discrepancies between the results, which lead to the appearance of the nonlocal multiplicative anomaly.
Some generalizations will contribute to obtaining and analyzing the results. Also, some criteria to elimi-

nate any inconsistencies in the results will be investigated in order to ensure the consistency of theory.



Sumario

Agradecimentos
Agradecimentos
Resumo
Abstract

1. Introducdo

2. Acao efetiva a 1-loop
2.1, Introdugdo . . . . . .. e e e e
22, Aacdoefetiva . . . . ..
2.2.1. Consideragdes gerais sobre o método do campode fundo . . . . . .. .. .. ..
2.2.2. Definicdo da acaoefetivaa l-loop . . . . . . . . ... .. ... ... ...
2.3. Aexpans@dodoheatkernel . . . . ... .. .. .. ...
23.1. Aexpansao SDW (local) . . . . . . . . .. . L
2.3.2. A expansao perturbativa covariante (ndo-local) . . . ... ... ... ... ...
2.4. Ooperador COMPOStO . . . . . v v v v et e e e e e e e e e e e e e e
2.4.1. Operador composto por meio da condi¢ao on-shell . . . . . ... ... ... ..
2.4.2. Operador composto pormeiodamatrizy’ . . . . . . .. ... ... .......

2.5. Conclusdes € COmMENtarios . . . . . v v v v v v e e e e e e e e e

3. A anomalia multiplicativa ndo-local (ANL)

3.1, Introdugd@o . . . . . . L e e
3.2. Fatoresdeforma . . .. . .. .. ...
3.2.1. A acdo efetivaem termos de integrais . . . . . . . . ... ...
3.2.2. Aspectos da acdo efetiva associados as integrais . . . . . . ... ... ... ...
3.2.3. Extraindoosetorndo-local . . . . ... ... ... ... Lo oL
3.3. Cdlculo dos tragos das curvaturas . . . . . . . . . . . ... e e
3.3.1. Operador auxiliar generalizado . . . . . . .. ... ... ... ... ... ... .
332, AestruturaPF3R ...
3.33. Aestrutura P.Z,P . . .
3.3.4. A estrutura SA”vﬁ}S’“V ...............................
3.3.5. Andlise dostragos . . . . ... ... e e e e

vi



3.4. Divergéncias logaritmicas (DL) . . . . . . . . . . . .. ... ...

34.1. DLcomKearbitrdrios . . . . . . . . . . . . . . . e
34.2. DLparakedarbitrariosea==+1 . . ... ... ... ... ... .......
343. DLcoma==1,d=4exarbitrario . . . . . . . . . . . . . . ... ...
3.5. Reunindoresultados. . . . . . . . . . . L
3.5.1. Ostermos S’R e RuySHSY
352. Ostermos S*e (V) . . . . . .
3.6. Grupo de Renormalizacdo e FungaoBeta . . . . . . . . .. ... .. ... .. .....
3.6.1. RegimeUV . . . . . . ..
3.6.2. RegimelIR . .. . . . . ... ..

4. Conclusdo e comentarios finais
4.1. Contribuicdes do presente trabalho . . . . . . . .. ... Lo 0oL
4.2. Resumo da andlise dos termos . . . . . . . . ...
42.1. Corregdesal-loop . . . . . . . . . e
422, RegimeUV . . . . . .. e
423. RegimelIR . . . .. . . . ..

4.3. Perspectivas futuras . . . . . . . . .. e

A. Resultados iteis
A.l. Integrais dos fatoresde forma . . . . . . . . . . .. ... ...
A.l1.1. Cialulodaintegral #1 . . . . . . ... ...
A.1.2. Célculodaintegral £2 . . . . . . . ... ...
A.13. Célculodaintegral £ . . . . . ... ... ... ... ...
A.1.4. Caélculo dos fatores .%; . . . . . . . . e
A.2. Algebradas matrizes de Dirac . . . . . . . ...
A.3. Obtendo algumas eXpressOes . . . . . . o vttt e e e e e e e

A.4. Identidades matematicas . . . . . . . . . . .. i e e e e e e
Referéncias Bibliograficas

Convencdes e abreviacoes

vii



1. Introducao

Um dos problemas centrais da fisica tedrica nos dias de hoje, e que persiste a quase um século, consiste
em como conciliar a teoria da relatividade geral com a mecanica quantica, ou seja, como formular uma
teoria quantica de campos para a interacdo gravitacional, seguindo os modelos bem sucedidos da fisica
das particulas elementares como, por exemplo, a eletrodindmica quantica. A eletrodindmica quantica
concilia a teoria da relatividade especial com a mecanica quantica e em concordancia inigualdvel com
a fenomenologia. Esta conciliacdo tornou possivel a descri¢do completa da interacdo eletromagnética,
a medida que representa a contraparte quantica do eletromagnetismo cléssico, fornecendo, com isso, a
total descricao, dentro de seus limites de aplicabilidade, da interacao entre matéria e luz.

Das formas de interagdo da natureza, aquela que temos consciéncia mais imediata é a interagao
gravitacional; paradoxalmente, esta € a forma menos compreendida das interacdes, no nivel quantico.
A relatividade geral e a mecanica quantica, embora duas das mais surpreendentes teorias da natureza,
desenvolvidas no inicio do século XX, de fato nunca encaixaram-se numa descri¢do completa de modo
a tornar possivel a constru¢do de uma teoria quantica de campos para a interagdo gravitacional. No
entanto, conciliar estas duas teorias ndo consiste apenas em encontrar uma maneira de acomoda-las
numa mesma estrutura matemadtica que preserve simetrias e principios fisicos os quais elas representam
individualmente, mas também de permitir acesso a um universo de fendmenos mediados pela interagao
gravitacional em um cendrio inédito, o cendrio do universo quantico. Muitos modelos para uma teoria
quantica de campos da gravitacdo ja foram propostos, porém, consistem apenas em hipoteses. Quais
seriam as grandezas fisicas associadas a interacdo gravitacional que poderiam ser complementadas por
uma teoria quantica de campos da gravitacdo? Ou quais resultados, inéditos, uma teoria quantica de
campos da gravitacdo poderia nos fornecer? Embora muito tenha sido especulado pelos pesquisadores,
em quase um século, nada de concreto ainda foi revelado. Nao hd outra questdo na area da Fisica (ou até
mesmo das ciéncias) tdo instigante e, ainda, tdo incompreendida.

Em busca de uma teoria quintica de campos para a gravitagdo, mecanismos bem sucedidos na
formulacao de outras teorias quanticas de campos, como os utilizados na formulacdo da eletrodindmica
quantica, naturalmente, sdo experimentados. Assim, um procedimento utilizado para conciliar mecanica
quantica e relatividade especial, € a chamada quantiza¢do. Existem diferentes métodos de quantizagio,
o primeiro foi a quantiza¢io canoOnica, inicialmente utilizado para conciliar relatividade especial e me-
canica quantica [1,2]. Esta abordagem baseia-se em operadores e na formulagdo hamiltoniana da teoria.
Uma alternativa a quantizagao candnica € a quantizacdo por integrais de caminho de Feynman [3]. A
vantagem desta dltima consiste, principalmente, no fato de estar baseada na formulagdo lagrangiana e,
portanto, de preservar explicitamente todas as simetrias da teoria. O advento da quantizacdo por meio
de integrais de caminho, o método funcional, permitiu acesso as correcdes quanticas da teoria através

de uma quantidade que chamamos de agdo efetiva. No entanto, a acdo efetiva pode ser um funcional
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muito complicado de campos de fundo e, por isso, pode ser impossivel obté-la explicitamente para o
caso geral com um campo de fundo arbitrario. Logo, € necessario elaborar esquemas de aproximacao
para calcular a acdo efetiva. A principal caracteristica que as técnicas utilizadas para calcular a acdo
efetiva devem apresentar, no caso de teorias de calibre, como a gravitac¢do, € a covaridncia manifesta.
Dai a importancia de empregar um método de célculo que preserve explicitamente as simetrias. Como
observado por Schwinger, “a extra¢do de resultados invariantes de gauge de uma teoria formalmente
invariante de gauge € assegurada se empregamos métodos de solu¢do que envolvem apenas quantidades
invariantes” [4]. Em [4] j4 estd implicito o método do campo de fundo desenvolvido, posteriormente,
por DeWitt [5] a fim de manter a covariancia de gauge de forma explicita. Neste contexto, o conteudo
do campo € dividido em duas partes: o campo de fundo é o campo cléssico e a flutuagdo quantica € o
campo livre. As funcdes de Green sdo obtidas diferenciando o funcional da acdo efetiva com relagdo ao
campo de fundo. No método do campo de fundo, além de podermos considerar o campo quantico com
auto interacao, também € possivel considerar a interagdo do campo quantico com um campo externo, ou
seja, um campo de fundo. Referéncias padrdes para um estudo mais completo e aprofundado de teorias
de campos no espaco-tempo curvo, incluindo o método do campo de fundo, sao [6-8].

Nesta tese estamos interessados na interacdo do férmion (campo quantico) com o campo gravita-
cional com tor¢do (campo externo) . Assim, estaremos estudando a propagacao de particulas associadas
ao campo fermidnico no espago-tempo curvo com tor¢cdo. O campo externo, como dito, ndo é quanti-
zado, mas € utilizado como fonte, a qual, apds gerar as funcdes de Green, é tomada como nula. O uso
da expansao em loops no método do campo de fundo leva, naturalmente, ao inverso do determinante do
operador da flutuacdo~. Se 0 éo operador da flutuagdo, entao, 0 determina as flutuacdes quadraticas
dos campos quanticos na presenca do campo de fundo. O inverso do operador de flutuacdo implica na
funcdo de Green, o propagador do campo. Para aplicarmos a expansdo em loops podemos adotar a repre-
sentacdo do tempo proprio de Schwinger [4] para o propagador, em termos do seu heat kernel [10, 11].
No entanto, nao basta adotar a representacao do tempo préprio de Schwinger pois esta, da maneira como
proposta por Schwinger [4], restringe-se ao espaco plano e, como estamos interessado no espago curvo,
€ necessario uma generalizacdo deste método. Esta generalizacao foi desenvolvida por DeWitt [5, 12]
de modo a torné-lo aplicavel, também, ao espago-tempo curvo, com isso, o0 método foi denominado de
método do tempo proprio de Schwinger-DeWitt (SDW).

No contexto do método do campo de fundo, o determinante funcional do operador de campo é
definido pela integrac@o de sua variacéo, o Indet O=Tr (ﬁA’ -1 55’) , em que, &1, o inverso do operador
de campo, representa o propagador do campo. As correcdes quanticas originam-se da expansio do det &
ou, analogamente, da expansao do Iné por meio da igualdade Indetd = trin&. Assim, ao aplicar a
representacdo do tempo proprio, ao propagador, estamos escrevendo a expansdo do In& em termos de
integrais sobre o parametro “s” do tempo proprio. Dessa forma, obtemos as divergéncias da teoria, a
nivel 1-loop. Estas integrais divergentes sao regularizadas, de modo a separar a parte finita da divergente

e, com isso, obter a correcdo quantica aos parametros fisicos. A parte divergente, remanescente, €

'Uma 6tima referéncia para o estudo de aspectos cldssicos e quanticos do espago-tempo curvo com tor¢io é [9].

Flutuagdes quanticas representam as corre¢des quanticas a uma teoria cldssica.

30 método do tempo préprio de Schwinger-DeWitt cosiste numa forma de representar a agio efetiva por meio de uma série,
por isso, faremos referéncia ao método por meio da expressdo “expansio SDW”.
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eliminada com o processo de renormaliza¢do. A grande vantagem da representacdo do tempo préprio
€ que o parametro “s” € independente das eventuais transformagdes de simetria dos campos de fundo.
A teoria, portanto, € regularizada de forma manifestamente invariante deixando a integracdo sobre o
parametro do tempo proprio para a ultima etapa. Entretanto, a expansao SDW nao pode ser aplicado
diretamente para teorias com campo fermidnico, pois o operador de campo para férmions € um operador
de Dirac, isto é, um operador hiperbdlico de primeira ordem, logo, € necessario reescrever o operador
de Dirac de modo a formar um operador eliptico” de segunda ordem, positivo definido. Basicamente é
necessdrio implementar uma rotagdo de Wick, com uma assinatura de métrica do tipo (++ ++), para
levar o operador de Dirac do espaco pseudo-riemmaniano para um espaco riemmaniano, isto implica em
tornd-lo um operador eliptico e, depois de compor com o auxilio de um segundo operador, um operador
de segunda ordem. Assim, teremos um determinante funcional com a estrutura necessdria para aplicar a
expansao SDW para obter a acdo efetiva da teoria de forma explicita.

Em teorias quanticas de campos € comum a presencga de divergéncias ultravioletas e a manipulacao
destas € necessdria para poder estudar a teoria. Na expansdo SDW as divergéncias ultravioletas aparecem
como integrais do tempo préprio “s” e correspondem ao limite inferior. As divergéncias ultravioletas sao
naturalmente removidas pelo procedimento de renormalizagdo [12, 13]. Para teorias de campo massi-
vas, ha um fator de massa, e‘s’"z, no trago do heat kernel, o qual torna a integral convergente no limite
superior s — oo, restringindo as divergéncias apenas ao limite ultravioleta, s — 0. Portanto, a expansao
de Schwinger-DeWitt pode reproduzir o comportamento assintético do traco do heat kernel apenas para
s — 0, como resultado, estas integrais do tempo proprio, para teorias de campo sem massa, divergem
no limite superior. Estas divergéncias, aparentemente de natureza infravermelha, sdo geradas por uma
limitacdo do método e, portanto, ndo possuem significado fisico, logo, nao representam o limite infraver-
melho da teoria, por isso, sdo irrelevantes para o estudo da teoria quantica de campos e, € necessario que
este tipo de implicagdo do método seja evitado para garantir que a teoria esteja revelando apenas resulta-
dos consistentes e, de fato, associados com algum fendmeno da natureza, sem gerar qualquer resultado
associado a quantidades espurias. Isto é claramente visivel a partir do fato de que, mediante a integra-
¢do do tempo préprio “s”, a expansao do heat kernel para tempos pequenos corresponde ao inverso da
expansao de massa grande da acdo efetiva, ou das fun¢des de Green’. Portanto, é necessario um método
que permita calcular o traco do heat kernel para todas as ordens e valores do tempo préprio. Tal método,
proposto por G. A. Vilkovisky [15] e chamado de teoria perturbativa covariante’, foi sistematicamente
desenvolvido numa série de trabalhos [16—-19]. A expansdo covariante trata-se de uma expansao do trago
do heat kernel em poténcias de curvaturas e contém um nimero infinito de derivadas, expressas como
fatores de forma, atuando sobre curvaturas de campos de fundo. Portanto, trata-se de uma expressao
ndo-local, e os fatores de forma do heat kernel tornam-se funcdes de Green atuando sobre as curvaturas.
E € justamente neste carater ndo-local dos fatores de forma que estamos interessados. Os fatores de

forma produzem, apds a regularizagdo das divergéncias, uma parte divergente regularizada e uma parte

“Um operador eliptico por si s6 nio representa um operador positivo definido, esta caracteristica estd associada a escolha
da assinatura da métrica. Veremos esta questdo no capitulo que segue. O cardter eliptico do operador garante apenas que
este possui um espectro positivo (ou negativo) definido, necessdrio para associd-lo a expansao do heat kernel.

5Veja em [12] os comentdrios na pagina 155 e em [14] a se¢@o intitulada “6.18. The infrared problem”, pagina 353, na qual
€ dedicada a discucdo desta limitagdo do método.

®Para simplificar chamaremos a teoria perturbativa covariante apenas de “expansdo covariante”.
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finita ndo-local, ou seja, o cardter ndo-local dos fatores de forma recai sobre a parte finita da acao efetiva
regularizada. Como dito acima, a parte divergente regularizada deve ser eliminada com o processo de
renormalizac¢do da teoria [12, 13], enquanto que, a parte finita representard a corre¢do quantica da teoria,
portanto, a parte finita desempenha papel fundamental nos estudos de um teoria quantica de campos.

Observamos que para obter as corregdes, varias etapas sao necessarias e em cada etapa uma técnica
de célculo diferente € aplicada até que se possa acessar estas correcoes. Portanto, o papel das técnicas
de cdlculo é de fundamental importancia para o sucesso de qualquer teoria, ja que estas podem influen-
ciar diretamente nos resultados e, se houver alguma inconsisténcia ou interpretacio equivocada devido
a aplicacdo dessas técnicas, a teoria pode ser comprometida. Por isso, a consisténcia das técnicas de
célculo e a sua correta interpretacdo em cada etapa sdao fundamentais e, € com o objetivo de verificar
esta consisténcia, no contexto da expansio covariante, que propomos este estudo, tendo em vista, re-
centes trabalhos que revelaram uma nova fonte de ambiguidade associada a acdo efetiva fermidnica no
espaco curvo. Tal ambiguidade foi denominada de anomalia multiplicativa ndo-local’. Num primeiro
momento, a ANL foi observada para o operador de campo do férmion modificado pela presenca do
campo vetorial no espaco curvo [20,21], em seguida para o caso do campo escalar [22] e, mais recen-
temente, para o campo de tor¢do [23]. Nestes trabalhos, a parte finita ndo-local, oriunda dos fatores de
forma, mostrou-se dependente da forma como compde-se o operador de segunda ordem para o férmion
a partir do operador de campo do funcional acdo. Essa dependéncia provoca uma violagcdo da identidade
multiplicativa do determinante, no caso, o determinante funcional. Isto é, dado o operador fermidnico
de primeira ordem A, a0 ser composto com um operador auxiliar #*, com o intuito de formar um
operador de segunda ordem, temos diferentes escolhas possiveis, porém equivalentes do ponto de vista
da invariancia do funcional acdo frente estas escolhas, para o operador auxiliar H* e, conforme cons-
tatado [20-22], estas diferentes escolhas geram diferentes partes finitas, ndo-locais, 0 que torna a teoria
ambigua e como consequéncia acaba por comprometer a identidade multiplicativa do determinante, pois,
a parte finita ndo-local oriunda de det depende da escolha do operador auxiliar H*, assim, por
mais que as possiveis escolhas de A estejam relacionadas entre si, a parte finita ndo-local ndo preserva
a relacio det A = det. - det #7*. Logo, essa discrepancia revela uma nova propriedade da expan-
sdo covariante, de extrema importancia para a consisténcia da teoria, por isso, estamos interessados em
verificar se tal propriedade também € observada no contexto do espago curvo com tor¢ao e, em caso
positivo, se hd alguma preferéncia entre estas possiveis escolhas do operador auxiliar, ou seja, se hd uma
unica escolha que garanta a consisténcia da teoria ou, se de fato, as diferentes escolhas preservam as
simetrias da teoria e, neste caso, a ambiguidade € inevitavel.

Anomalia, em teoria quantica de campos, tipicamente surge do fato de que alguma simetria no ni-
vel cléssico, que reflete na invariancia da acdo cldssica sob algum grupo de simetria, ndo € preservada no
nivel quantico, assim, diz-se que a simetria foi quebrada, porém, a expressao “anomalia multiplicativa”,
que surge no contexto da teoria matematica [24], ndo estd, ao menos de forma direta, relacionada com a
quebra de simetria da teoria fisica. Na literatura especializada, a expressao surge primeiro em [25, 26],
para designar a violacdo da propriedade multiplicativa do determinante funcional, associada a utiliza¢ao

da regularizacdo zeta [27,28]. Foi mostrado em [29] que todos determinantes multiplicativos®, de ope-

"Por simplicidade chamaremos apenas de anomalia ndo-local (ANL).
8Determinantes multiplicativos sio aqueles que satisfazem a propriedade multiplicativa do determinante.
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radores elipticos, podem ser construidos de dois tipos basicos de determinantes, porém eles nao incluem
o zeta-determinante’. Além disso, a anomalia multiplicativa nesse contexto, que é um tipo local de ano-
malia, pode ser identificada como o residuo de Wodzicki [24], ou seja, ela pode ser pensada como uma
“medida” da falta da propriedade comutativa do determinante, envolvendo o produto de dois operadores
diferenciais regularizados por meio da fun¢do zeta. Portanto, a expressao “anomalia multiplicativa” ge-
neraliza as possiveis violagdes da identidade multiplicativa do determinante, assim, a ANL refere-se a
uma dessas possibilidades, porém, diferente daquela associada a regularizacdo zeta.

Além da preocupagdo em identificar possiveis ambiguidades associadas ao determinante funcio-
nal, e de estabelecer a sua relacdo com técnicas de calculo ou com a prépria teoria, existe, também, a
possibilidade de verificar a validade, ou ndo, da propriedade multiplicativa do determinante para matrizes
de dimensao infinita, no caso, os operadores de campo. Esta questdo, como vimos acima, instiga tanto a
fisicos como a matematicos e, ainda, carece de uma demonstracio formal de que a propriedade é vélida
para matrizes de dimensdo infinita, ou de contra-exemplos que comprovem o contrario. Dessa forma,
a ANL tem se mostrado como uma possibilidade de um contra-exemplo. Ja a anomalia multiplicativa
(local) associada a regularizagao zeta, levanta suspeitas por parte de alguns autores [30,31], quanto a sua
consisténcia, a medida que esta pode ser removida por uma escolha adequada do (ambiguo) parametro
de escala da renormalizagdo, explicitando com isso, uma vulnerabilidade da regularizagao zeta.

Com o objetivo de analisar a presencga, ou ndo, da ANL no espago curvo com tor¢ao e suas con-
sequéncias para teoria, organizamos nossos estudos da seguinte forma: no capitulo 2 teremos parte da
formulacdo do problema; para tanto, faremos uma breve revisdo do método do campo de fundo, da
expansdo em loops da agdo efetiva e a definicdo do determinante funcional. Também neste capitulo,
comentamos alguns aspectos da expansdo SDW, importantes para introduzir a expansdo covariante, fer-
ramenta principal de nossos estudos. Assim, de posse desse conjunto de ferramentas, teremos acesso as
quantidades, nas quais, aparecerd o problema, objeto de nossas investigacoes.

Ja no capitulo 3, aplicaremos o algoritmo obtido com a revisao das técnicas do capitulo 2 e obtere-
mos a parte finita ndo-local, para as diferentes escolhas possiveis e analisamos os resultados comparando
a expressao ndo-local termo-a-termo para as diferentes escolhas.

Por fim, no capitulo 4, o capitulo referente a conclusao, discutiremos os resultados e as perspectivas

futuras do trabalho.

9Zeta-determinante é o determinante de algum operador outo-adjunto reescrito em termos da fungio zeta.



2. Acao efetiva a 1-loop

2.1. Introducao

Este capitulo refere-se exclusivamente a um capitulo de revisdo, sendo porém, essencial para definirmos
determinadas estruturas, como o determinante funcional, sobre as quais se manifestardo os efeitos da
discrepancia entre partes finitas ndo-locais associadas as arbitrariedades intrinsecas a estas estruturas.
Também, apresentaremos os métodos que empregaremos para obtencdo das corre¢des quanticas a 1-
loop; mais especificamente para obten¢do da parte finita ndo-local, objeto de nossos estudos. Portanto,
no intuito de obtermos as correcdes quanticas, vamos primeiro revisar a ideia do método do campo de
fundo [5] e as suas caracteristicas e vantagens em utilizd-lo. Em seguida, partimos para obten¢do do
funcional da ac¢do efetiva no contexto do campo de fundo, assim, teremos acesso as corre¢des quanticas
propriamente ditas. Como as correcdes quanticas sdo representadas por integrais, em geral, divergentes,
necessitamos de técnicas capazes de manipular estas divergéncias de forma consistente, a preservar as
simetrias da teoria, assim sendo, passamos a revisao dos métodos de cdlculo da acdo efetiva. Logo,
discutiremos alguns aspectos da expansdao SDW [12] e a expansdo perturbativa covariante [13, 16—19],
a principal ferramenta de nossos estudos. E com o auxilio da expansio covariante que teremos acesso 2
parte finita ndo-local, oriunda das integrais divergentes que representam as corre¢des quanticas a 1-loop.

Embora a expansdao SDW néo seja capaz de fornecer uma parte finita ndo-local, objeto central de
nossas investigagcoes, serd importante comentar alguns aspectos dessa técnica pois a expansdo covariante
compreende uma evolugao deste método a medida que supera algumas de suas restri¢cdes, como a nao

analiticidade do traco do heat kernel para o limite superior da integral do tempo préprio (s — o).

2.2. A acao efetiva

A acgdo efetiva € largamente usada em teorias quanticas de campos como um método de célculo poderoso.
Uma extensiva revisdo do formalismo e de aplicacdes da acdo efetiva estdo fora do escopo desta tese.
Empregaremos a acdo efetiva apenas como uma ferramenta para descrever a interagdo de um sistema

quantico com o campo externo cldssico, o campo de fundo. Para aprofundar-se neste assunto, veja [6].

2.2.1. Consideracoes gerais sobre o método do campo de fundo

O método do campo de fundo € uma forma muito conveniente de calcular a acdo efetiva pois possui a
vantagem de ser covariante de gauge, ou seja, para todas as func¢des de Green off-shell e contratermos de

renormalizagdo, a simetria de gauge deve ser explicitamente preservada [5]. Outra vantagem do campo
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de fundo, também chamado de campo externo, € o fato de ser adequadamente descrito por uma teoria
cléssica e, por isso, ndo necessita ser quantizado. O método consiste, basicamente, em implementar um
shift no campo, Q — Q + 1, em que Q representa um campo cldssico € 7 um campo quantico livre.
Com isso, o contetido do campo € dividido em duas partes: o campo de fundo é o campo classico e a
flutuacdo quantica € o campo livre. As fungdes de Green s@o obtidas diferenciando o funcional da agcao
efetiva com relacdo ao campo de fundo. No método do campo de fundo, além de podermos considerar o
campo quantico com auto interagdo, também € possivel considerar a interacdo do campo quantico com
um campo externo, ou seja, um campo de fundo. O campo externo ndo € quantizado, mas € utilizado
como fonte, a qual, apds gerar as fun¢des de Green, € tomada como nula. Como, para nossos propositos
o campo de fundo sera representado pela tor¢do, no que se segue, faremos uma breve contextualiza¢do

da tor¢@o como o “background” do campo fermidnico livre'.

A acido fermibénica no campo gravitacional externo com torcio

Vamos fazer uma revisdo muito sucinta da notagdo bdsica para a gravitacdo com tor¢ao objetivando um
acoplamento ndo-minimo do férmion com a tor¢do. Podemos encontrar uma explana¢do mais detalhada
sobre o assunto em [6], trabalho do qual utilizamos a notacdo que segue.

A métrica gy € a tor¢ao Tﬁ“y devem ser consideradas estruturas independentes do espago-tempo ja
que estamos interessados apenas nos efeitos da tor¢do. Em uma teoria com tor¢do a derivada covariante

V € definida com a conexao nao simétrica ng, por

0 O _ o
re 1% = 714, 2.1)

A condigio de metricidade V u8ap = 0 nos habilita expressar a conec¢do através da métrica e da torgdo

de forma tnica,
= 1
o _ o 2 a o o
oy = {ﬁy} +3 (TBY Ty Ty.ﬁ) ) 2.2)

na qual {gy} € o simbolo de Christoffel. O termo entre parenteses na dltima expressao ndao pode ser
eliminado com uma simples mudanga de coordenadas, por isso, € conveniente separar o campo de tor¢ao
em trés componentes irredutiveis: o trago Tg = Tﬁ‘xa, o pseudo-trago S¥ = saﬁ“"Taﬁ u € O tensor qu,
o qual satisfaz as condi¢oes qg .=0e Saﬁﬂvqaﬁ u = 0. Na agio, a qual depende da torgdo, apenas o
pseudo-vetor §;; esta presente e, portanto, podemos sempre escrever %eaﬁ qu" = ToBu-

A acdo para o campo espinorial, de Dirac, no campo gravitacional externo com tor¢ao segue do
procedimento minimo (veja [6]) trocando a derivada parcial dy, pela derivada covariante ?u; a métrica
plana n*V pela geral g*¥; e a medida de integragio d*x por d*x,/—g. Assim, introduzimos a agio

cléssica para o campo de fundo na presenga do campo quantizado, descrita por Sy, no espago curvo com

10 campo de fundo é o campo cldssico, campo externo, a fonte. O campo livre é o campo quéntico, representa as flutuagoes
quanticas.
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torcdo, através da seguinte equacao
S [guvs S, W W] = / d'x =g {w |i?* (Vu—inSu?’) +m| w}, (2.3)

na qual, g € o determinante da métrica, S;; € o campo de fundo, ¥ o campo livre do férmion, m a massa
do férmion e V; a derivada covariante. O campo do férmion € um campo livre, embora esteja acoplado
com o campo de fundo, por meio de um acoplamento ndo-minimo, Vy, — V, — iTISuYS . Problemas

tipicos, que podem ser abordados com este modelo sdo:

* 0 célculo do valor esperado da transi¢do entre estados do campo quéntico no campo de fundo.
A transi¢do entre os estados quanticos pode descrever, por exemplo, o processo de criacao de

particulas pelo campo cléssico;

* determinacdo do shift dos niveis de energia de um estado quantico produzidos pela presenca do
campo de fundo. O shift de energia ndo pode ser ignorado pois a energia de ponto zero do oscilador
quantico ja estd subtraida, portanto, € provavel que o shift de energia adicional possa contribuir

para a gravitacdo via equacao de Einstein;

* 0 célculo da back-reaction de uma teoria de campos sobre um fundo cldssico. A presenca do
campo quantico tende a provocar altera¢des no espaco curvo de modo que o campo gravitacional
induz corregdes para o tensor energia-momento do campo de matéria. As corre¢des sdo da ordem

do quadrado do escalar de curvatura de Riemann, e contribuem para a equacao de Einstein.

A agdo no método do campo de fundo representa uma acdo constituida por uma mistura de campos
de diferentes naturezas, ou seja, o campo de fundo Sy, € um campo classico, porém, o campo livre
¥ é um campo de natureza quantica. Embora possa parecer errado referir-se a acdo (2.3) como uma
acdo classica, devido a presenga do campo quantico Y, veremos, ao obter a acdo efetiva, que apenas
as variagdes com relagdo ao campo de fundo, S, influenciam para obtengdo das corre¢des quanticas.
No entanto, o método do campo de fundo ndo deixa de ser bastante peculiar pois, como comentado
anteriormente, podemos abordar problemas em que o campo quantico modifica o campo de fundo (back-
reaction) bem como, problemas nos quais a presenga do campo de fundo modifica as propriedades do
estado de vacuo do campo quantico (criagdo de particulas). O campo de fundo €, por si s, um campo
dinamico descrito pela acado cldssica, veja [9], no entanto, a acdo cldssica inclui a interacdo do campo
quantico com o campo de fundo, por meio do acoplamento ndo-minimo, neste caso, mediado pelo campo

de tor¢@o. Veremos, na proxima se¢do, que a agao efetiva € um funcional de Sy, mas ndo de y.

2.2.2. Definicao da acao efetiva a 1-loop

Como dito acima, as corre¢Oes quanticas a 1-loop sio obtidas por meio do funcional da acdo efetiva, no

entanto, para obter a acdo efetiva ha um desenvolvimento sistematico o qual foge do escopo desta tese e,

ZEstamos considerando um espago riemanniano, no qual, quantidades como a métrica, a medida de integragio, o operador

de campo, etc, sdo submetidos a uma rotagao de Wick.

30 acoplamento é minimo para 1 = %.
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por isso, para detalhes deste procedimento e um aprofundamento da técnica, indicamos a referéncia [6],
na qual, a acdo efetiva é construida de forma sistemdtica com todos os detalhes e rigor necessdrios.
Por uma questdo didatica vamos considerar campos genéricos, ou seja, ndo importa a sua representagao
(vetor, escalar, espinor, etc), mas sim a sua natureza, cldssica ou quantica, e nos restringimos a um es-
paco euclidiano plano para evitar que particularidades do espago curvo, bem mais complexo, venham a
distrair a atenc@o na busca de compreender o significado da acao efetiva para a teoria de campos. Busca-
mos, dessa forma, sermos objetivos, tanto quanto necessario, para apresentar com clareza os elementos

fundamentais para nossos estudos. Portanto, partimos do funcional gerador das funcdes de Green
oW / D¢ o (Slo1] dirowIw]} (2.4)

na qual J (x) é a fonte e ¢ (x) representa um campo qualquer, sem especificar a sua representacdo. Agora

aplicamos uma transformada de Legendre sobre o funcional gerador W [J], de modo que

Clg] = Wi— / a9 (x) 7 (x). 2.5)

O intuito de aplicar esta transformacdo € obter um funcional do campo e ndao mais da fonte, além disso,
observamos que a prépria fonte J (x) passa a ser, também, um funcional do campo, J (x) = J (x| ¢). O

novo funcional, T[], obedece a seguinte relagdo

oL (@]
—J (x), (2.6)
st T
que € andloga a equacdo de movimento cléssica
6S[g]
= —J(x), (2.7)
st — W

portanto, I'[@] desempenha, para teoria quintica, 0 mesmo papel que S[@] para teoria cldssica. Por
isso, o funcional I'[@] é chamado de acdo efetiva. Agora, retornamos a equagdo (2.4) substituindo a

transformada de Legendre (2.5), assim,

o AT+ [dx 000} / D¢ o (S0l dir o)} (2.8)

na qual, trocamos, do lado esquerdo da equag@o, o campo ¢ pelo campo de fundo @, portanto, J (x) passa
a ser um funcional do campo de fundo, J (x) = —8I'[¢] /3¢ (x). Essa troca é permitida se houver alguma
relacdo entre os campos @ e ¢ de modo que do lado direito da equacdo (2.8) haja uma compensagdo,

portanto, apliquemos a troca de varidveis @ — ¢ + ¢, e expandimos o funcional S[¢ + ¢] em série de

“Veja a seciio “2.4 The loop expansion”, pagina 53, da referéncia [6]. No entanto, a referéncia apresenta o funcional gerador
no espaco pseudo-euclidiado (espago de Minkowski), por isso, a auséncia do fator “i” na nossa expressdo e a presenca do
sinal negativo.
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Taylor sobre o campo ¢ de modo que
. ~{is2l010+ § s folo—o(rilol-sile) |
—{Tlo=SloT} / D¢ e e , 2.9)

em que, %SQ (@] @ representa o propagador,

no_ 4 4 6"S 9]
Sp 0] ¢" = /d x1...d7x, 56 (1) .50 (o) O (x1)...0(xn),

representa termos de interagdo, e

/ d*x o (x) gl“[(p] = oI [9],

representa simplesmente a intera¢do da fonte J (x), como um funcional do campo de fundo ¢, com o
campo ¢. Observamos ainda, que as combinacdes I'[¢] — S[@] e T [¢] — S| [@], se repetem conforme

€C_ 9

n” aumenta, logo, definimos essa diferenca como sendo o funcional I'[¢] de modo que

= =

Tlg) = Y. (2.10)
n=1

Portanto, o funcional I'[¢] representa todas as correcdes quanticas da agdo cldssica S[@], por isso, dize-
mos que a acdo efetiva I'[¢)] € a agdo cldssica com todas as corregdes quanticas, I'[¢]. A expansdo (2.10)
¢ chamada de expansdo em nimero de loops em diagramas de Feynman ou, simplesmente, expansao

em loops. Portanto, a aproximagdo em primeira ordem, ou a 1-loop, que € a que nos interessa, possui a

forma
TV _ / D o 151010° 2.11)
logo,
e T = fdet(S2[0])) 2.12)
ou
T = %lndetSz[q)]
- %TrlnSz[q)], (2.13)

na qual S, [¢] define o propagador do campo livre ou, analogamente, o inverso do operador de campo.
Assim, obter a ac¢do efetiva a 1-loop, de forma explicita, se reduz ao problema de calcular o determinante
funcional de algum operador diferencial ou, como veremos, a expansdo do trago do heat kernel deste
operador.

(1)

Antes de voltarmos a acdo fermidnica no espaco curvo, vale observar que I é um funcional

10
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apenas do campo de fundo ¢ e {S; [(p]}_] ¢ um operador de segunda ordem. Também € verdade que
neste desenvolvimento ndo consideramos varidveis de Grassmann, cuja dlgebra estd associada com a
natureza dos férmions, e o fato de que o operador de campo fermidnico, obtido da agdo (2.3), € um
operador de primeira ordem. Estas consideracdes nos levam a reescrever a equagao ( ) considerando

a integracdo funcional de Grassman [32], de modo a obter uma expressao valida para férmions. Assim,

e—FS,,])[Su] — /[@V_/@‘V] oSSy

- / (e DY) e 40 (Su)v
= NdetSy, (2.14)

portanto,

1_“5;) [Su] = —IndetSy
= +Trins? (Sy), (2.15)

a menos da constante de normalizagdo N, irrelevante e por isso totalmente negligenciavel. Sy, € o propa-
gador do férmion (ainda nao esta na forma de um propagador de Feynman) e relaciona-se com o
operador de campo do férmion pela sua inversa, ou seja, Sy = L

Da equagao (2.3) obtemos que o operador de campo H (S u) ¢ dado por

S (Sy) = iP*Vu+ny*Suy +ml. (2.16)

Este € um operador eliptico de primeira ordem, veremos na proxima sec¢ao que, para aplicarmos o método
do heat kernel, serd necessario compor um operador de segunda ordem. O operador composto serd
formado pelo produto do operador original H (S u) com um operador auxiliar, ambos de primeira ordem,
dessa forma, estaremos interessados nas possibilidades para o operador auxiliar, ou seja, quais as formas

que o operador auxiliar pode admitir, de modo a preservar a consisténcia da acao efetiva a 1-loop.

2.3. A expansao do heat kernel
Vimos na secio que para um campo de fundo genérico ¢ (x), a acdo cldssica produz o inverso do
propagador, equacao ( ),

1/2

i) = —in({des2lol} )

_ %TrlnG[q)],

na qual, G[¢] = S»[¢] é a func¢do de Green ou propagador de Feynman. G |¢] estd associado com
o operador de campo F (V) por meio de F (V)G [¢] = 1. Para teoria com tor¢do ¢ — Sy, e V, —

V- inSu}/S, de modo que a acdo efetiva € um funcional da tor¢do e se relaciona com o operador de

11
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campo F (V) pela expressdo

e = %TrlnF (V). 2.17)

Veremos que, para o caso fermidnico, F (V) admite pelo menos duas formas possiveis de ser represen-
tado ja que H, equagao ( ), € um operador linear e F (V) necessita ser um operador de segunda
ordem, conforme o método de SDW [4, 12].

Para aplicar o método de SDW a fim de obter a acdo efetiva a 1-loop associada a um campo de

fundo genérico, devemos relacionar o operador F (V) com o heat kernel, K (s |x,y), tal que

K(slx,y) = e*F8(x,y) (2.18)

na qual, “s” é o pardmetro do tempo préprio e o kernel K (s|x,y) satisfaz a equac@o de calor com a
condic@o inicial (s = 0),

=-F(V)K(s), K(0)=1, (2.19)

de modo que, a integral do kernel K (s|x,y), por meio da expressao ( ) junto com a equagdo (2.18)

gera o propagador do operador F, ou seja,
G| = /dsK lx,y) (2.20)

Como a acdo efetiva € um funcional do campo de fundo, efetuando uma variacdo em termos do campo

de fundo, encontramos

STV 9] = %Tr[élnF]
1 [1

sabendo que + = [;°ds K e que +8F = [;"ds KGF = 8 {— [;°%£ K} (lembrando que K = ¢~*F'), encon-
tramos a representa¢éio do tempo préprio para acdo efetiva em termos do heat kernel K (s)

g = %TrlnF(V)
- —l/wd Yk (s) 2.21)
= —5 [ dsTrK(s), :
0
na qual,
TrK (s /de lx,y) (2.22)

A eficiéncia do uso do heat kernel e do método do tempo préprio estd associada ao universal e bem

conhecido comportamento de K (s|x,y) para um operador de segunda ordem genérico F (V) quando

12
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s — 0. Este limite € responsdvel pelas divergéncias ultravioletas em teoria quantica de campos. De
outra forma, termos ndo locais aparecem como uma contribui¢do do limite superior na integral do tempo
proprio ( ), 0s quais tornam o comportamento assintético de 77K (s)’ muito importante para efeitos
como a criac¢ao de particulas.

Para simplificar a apresentacdo da técnica do heat kernel, durante toda essa se¢do estaremos trabal-
hando no espago-tempo plano com a métrica g"V = "V, de modo que 6 = (++ ++) é a assinatura da
métrica euclidiana positiva definida. Também consideramos o campo de fundo ¢ genérico, sem as pro-
priedades de uma varidvel espinorial. Neste caso, o comportamento do heat kernel para valores pequenos
de “s”, o tempo proprio, é

1 ey ?

K(s|x,y) = (47”)(06_ 5 Q(s|x,y), (2.23)

Q(s|x,y) — 1, s —0, (2.24)

em que, @ = d/2 e d é a dimenséo do espago-tempo. Esse ansatz semicldssico para o heat kernel garante
que ele tende a fungdo delta o (x,y) quando s — 0 e contém toda informago ndo trivial sobre o termo
de poténcia do operador F (V) na fungdo Q (s|x,y)", a qual é analitica para s = 0. A expansdo do heat
kernel em poténcias de s resulta na expansao SDW [5,12,14], que representa uma expansao local do heat

kernel, como veremos a seguir.

2.3.1. A expansdo SDW (local)

Da equacao do heat kernel ( ), € possivel derivar um conjunto de equacdes recursivas para coeficientes

de s-pequeno da expansdo de Q (s|x,y),
Q(s|x,y) = Z an (x,y)s", s — 0. (2.25)
n=0

Os coeficientes a, desempenham um papel muito importante na teoria quantica de campos e sdo freqiien-
temente chamados de coeficientes de Schwinger-DeWitt, na literatura fisica. As equagdes para a;, (x,y)
podem ser resolvidas com o limite de coincidéncia a, (x,x) em fungdo do potencial V (x), do operador
F (V) =0-V(x), e as suas derivadas. Para o operador F (V), os primeiros coeficientes para argumentos

coincidentes, aj, (x,x), sdo

ap(x,x) =1,
a (x,x) =-V(x)+ %R(x), (2.26)
a(r,x) = 1v2() + 10V (x) - LRV () + 0 (waaﬁ) ,

Observe que, seguindo a notagio de [6], o simbolo Tr com a letra t maitiscula refere-se a integracio sobre o espago-tempo
enquanto que tr com t minusculo, refere-se ao traco normal, ou seja, soma sobre os elementos da diagonal de uma matriz
de dimensao finita como serd o caso do trago sobre as matrizes de Dirac que veremos mais adiante.

Q (s]x,y) estd definida na equagdo (2.39).

13
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nos quais, também incluimos a contribui¢do do espaco-tempo do escalar de curvatura R e, a sua con-
tribuicdo quadratica para o coeficiente de segunda ordem. O tensor de curvatura, para o coeficiente de
segunda ordem, foi indicado simbolicamente. Podemos observar que estas quantidades s@o funcdes lo-
cais dos coeficientes do operador diferencial original e suas derivadas. A dimensionalidade de a, (x,x),
em unidades do inverso do comprimento, aumenta com n e é composta de poténcias da dimensao das
quantidades V (x) e R,y qp € suas derivadas.

Agora, vamos supor que, em vez da teoria com o operador F (V) = O — V(x), consideramos uma

teoria massiva com massa m muito grande. Isto corresponde a substituir o operador original por F (V) —

F (V) —m?. Diante desta mudanca o heat kernel (2.23) adquire um fator exponencial ¢~ amortecendo
valores grandes de s na integral do tempo proprio ( )
Kishy) = ge & " Q(sley) .27)
s |x, = e slx,y). .
Y (47s)® y

Considerando a expansao ( ) e substituindo esta expressdo em ( ) e integrando a série termo a

termo, obtemos a acdo efetiva a 1-loop em termos de uma expansdo assintética de m=2 [12,13,17,33],

I 1 [ds e
—TIFV—2 — dZw/ —sm n ,
5 rin [F (V) —m”] 72(471_)@/ xO g ,,g()s ap (x,x)
=) | (1)
= 1ﬂdiv—i_rlog
1(m®\® [,y & Tn—o)
- (™ ik it 22
1 (5) [ 3, S 229

As primeiras @ integrais (@0 = d/2) (supomos que d € par) sdo divergentes no limite s-pequeno e geram
divergéncias ultravioletas I'y;, dadas pelos primeiros d/2 coeficientes de Schwinger-DeWitt. Com o

auxilio da regularizacdo dimensional, obtem-se

=) _ 1 2a) 1
Lo = “2an? Z[— ' (@—n+1)
(_mz)w n
X Wan (X,X) . (229)

As divergéncias logaritmicas sdo acompanhadas do termo logaritmo

d/2 d/2—n 2
=(1) 1 /d/2 (—=m?) m
) = ——[dxY ~—2  In—a,(xx (2.30)
8T o (4l ,E)(d/Z—nﬂ 2 (o)

contendo o parimetro de renormalizacio da massa u?, que reflete a ambigiiidade da renormalizagio.
Na presente forma, cada termo finito no lado direito da equacao ( ) € local, porém, este carater

local € assegurado apenas na gama de aplicabilidade desta expansdo, para a qual a massa é grande e

os termos da série assintética diminuem rapidamente a2 medida que » aumenta. Isso ocorre quando o

parametro de massa m € grande em compara¢do com ambos, as derivadas do potencial e do préprio
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potencial:

1>>ﬂ~(v). 2.31)

(m?)"~ \m?
Na presenca do campo gravitacional, estas restricoes também incluem a pequenez da curvatura do
espago-tempo e suas derivadas covariantes em comparagdo ao parametro de massa. A expansio lo-
cal de Schwinger-DeWitt é, portanto, aplicdvel somente para campos variando lentamente e amplitudes
pequenas, quando comparadas com a escala de massa do modelo. Isto impossibilita a descricao de fend-
menos nao locais, como o da criacdo de particulas, pois estes correspondem a efeitos muito pequenos
quando consideramos particulas pesadas em um campo externo fraco. Apesar de sua universalidade,
a expansdo SDW torna-se ineficiente quando as razdes na equacao ( ) tornam-se da ordem da uni-
dade e, falha completamente para campos sem massa. No ultimo caso, todas as integrais sobre o tempo
préprio correspondem a divergéncias infravermelhas. Estas divergéncias nao possuem, € claro, nenhum
significado fisico e sdo um artefato da técnica de aproximagao utilizada. Ou seja, a expansao SDW torna-
se inaplicdvel e explode, diverge completamente, para campos intensos ou que variam rapidamente ou,
equivalentemente, para o limite de massa zero, m — (. Nessa situacdo, em que falha a expansao SDW,
surge a questdo: qual deve ser a estrutura da acdo efetiva e como calcula-la? Abaixo, vamos conside-
rar um método de perturbacdo que melhora a expansdao SDW e possibilita estendé-la a uma classe de

modelos sem massa além de apresentar a possibilidade de um setor ndo-local na acao efetiva.

2.3.2. A expansdo perturbativa covariante (ndo-local)

Na teoria perturbativa covariante, o potencial V(x) é tratado como uma perturbacgdo, e a solu¢do da
equagao do heat kernel é dada por uma série de suas poténcias. Do ponto de vista da expansdo de
Schwinger-DeWitt, isto corresponde a uma re-soma infinita de todos os termos com uma dada poténcia

do termo de potencial e um numero arbitrério de derivadas. O resultado é

o)

TrK (s) = / dx K (s|x,x) = Y TrK, (s), (2.32)
0 n=0
em que,
TrK,(s) = /dxl coedxy By (S|xgy e xn) V(x1) ..V (%) (2.33)
0
Os fatores de forma ndo-locais F;, (s |xy,...,x, ) foram obtidos explicitamente em [16, 17,34], inclusive

para n = 3. Na presenca de campos de gauge ou do campo gravitacional, esta expansao pode ser facil-
mente generalizada incluindo o comutador de curvatura [VHVV — VVVH} ¢ = Zuv¢ e a curvatura de
Ricci Ry, € pela covariantizagdo dos correspondentes fatores de forma nao-locais.

Foi mostrado em [17] que para s — oo, 0s termos nesta expansao comportam-se como

TrK,(s) = O <sd/%> , n>1, (2.34)
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2.3 A expansao do heat kernel

e a integral em ( ) é, portanto, convergente para o limite infravermelho em dimensdes do espago-
tempo d > 3,

rds (1

Nas dimensdes d = 1 e d = 2, esta expansao para [ ndo existe exceto para casos especiais de teorias sem
massa em um expago-tempo curvo bidimensional, o qual ela produz a acdo de Polyakov [17,35,36], a

qual pode ser obtida, alternativamente, integrando a anomalia conforme [35, 36],
2. 1/2 1
I'p = d“xg RER. (2.36)

A teoria perturbativa covariante pode ser aplicada sempre que d > 3 e o potencial V for suficientemente
pequeno tal que a sua agdo efetiva tem, explicitamente, a analiticidade no potencial em V = 0. Portanto,
sua desvantagem € que esta teoria ndo permite ir além dos limites do esquema de perturbagdo e, em

particular, a descoberta de estruturas ndo analiticas na acdo, quando existirem.

No espaco-tempo curvo

A passagem para o espaco-tempo curvo € feita trocando a métrica plana pela curva, e o ansatz ( )

torna-se a fungdo mundo, o (x,y), a metade do quadrado da distancia geodésica entre os pontos x e y,

2
x _
Suv = v, | 2y\ S o(ny). (2.37)
O ansatz semiclassico ( ) torna-se
1 _oly)
K(slx,y) = e 3 Qs|xy) e (), (2.38)

(47s)®

em que, Q(s|x,y) é uma quantidade bi-escalar que, ao invés de ( ), satisfaz, para o limite de s-
pequeno,
Qsly) = A (xy),  5=0,

Alxy) =g () [derdilo (x.y)| g7 () £ 0,

em termos do determinante de Pauli-Van Vleck-Morette [12, 13].

(2.39)

Considerando a acdo efetiva ( ), no espago-tempo curvo e, seguindo a referéncia [17], o trago

do kernel K (s) sera dado por,

()" T
TrK(S) = W/ddxgl/z e_sm tr{1+sp
+ 52 [Ruvfi (—sO) R T+ Rf (—sO)R1+Pf5 (—sO) R
+ Pfa(—sO)P+Suvfs (—sO)S*V]}, (2.40)

para termos até segunda ordem na curvatura. Com esta expressao temos acesso as divergéncias logarit-
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micas correspondentes aos termos proporcionais a s>. As funcdes f; correspondem aos fatores de forma,
desenvolvidos no préximo capitulo, e ? o pardmetro de renormalizacio da massa que, por ser arbitrario
reflete a ambigiiidade de renormaliza¢do. A continuac¢do analitica da dimensdo “d” do espaco-tempo
para 2w-dimensdo, 2@ = d, é requisito para o uso da técnica da regularizacdo dimensional [37, 38].
Desconsiderando termos de vécuo e restringindo a acdo efetiva aos termos na ordem de s, que corre-

spondem as divergéncias logaritmicas, temos que

b 2

—n  [d¥ g e M .

FSZ = /W dS Sw—_]tr {Pf3 <—S|:|)R
0

+ Pfi(—sO)P+Suvfs (—sO)SHV 1. (2.41)

Os fatores de forma assim como os tragos serdo calculados no préximo capitulo. Segue agora uma

andlise das arbitrariedades associadas ao operador de campo para a acao fermidnica.

2.4. O operador composto

Existem, pelo menos, dois mecanismos para compor um operador de campo fermidnico de segunda or-
dem’, utilizando-se de um operador auxiliar para, junto com o operador original, formar o operador de
segunda ordem. Estes mecanismos sdo equivalentes e baseiam-se em propriedades gerais da acao efetiva
e, em identidades matematicas conhecidas e bem definidas da teoria matematica referente a andalise de
funcionais [32,39]. O primeiro mecanismo baseia-se na condig¢@o on-shell da ag@o efetiva, S, = 0, ou

seja, {51_“5;) / 55“}‘5 0= 0, e na propriedade aditiva do logaritmo, enquanto que o segundo meca-
=

nismo utiliza-se das propriedades da matriz 7° e da identidade multiplicativa do determinante funcional.
Cada um desses mecanismos, para obter um operador composto, representa uma forma de justificar uma
estrutura especifica para o operador auxiliar, de modo que, esta estrutura esteja de acordo com as pro-
priedades gerais da acdo efetiva e, por isso, geram operadores compostos equivalentes, embora obtidos
por meio de operadores auxiliares distintos, devido aos diferentes mecanismos. Dessa forma, estaremos
aptos a comparar os diferentes mecanismos esperando que, apds calcular a acdo efetiva a 1-loop, ex-
plicitamente, de fato, os resultados sejam equivalentes. Seguimos, entdo, para obteng¢do dos operadores

compostos explorando os diferentes mecanismos.

2.4.1. Operador composto por meio da condicao on-shell

A derivada funcional da agdo cldssica (2.3), com respeito a tor¢do, fornece sua respectiva equagao
dinamica. Sabendo que a a¢do efetiva a 1-loop ( ) corresponde as correcdes quanticas de primeira or-

dem da acdo cléssica, podemos escrever as equagoes classicas modificadas por estas correcdes quanticas,

70 operador de campo fermidnico de segunda ordem é obtido multiplicando-se o operador original com um operador auxi-
liar, ambos de primeira ordem. Portanto, utilizamos dois operadores para compor outro, assim, ao invés de nos referirmos
ao operador composto como “operador de campo fermidnico de segunda ordem”, simplificaremos a sua denominagdo
com a expressao “operador composto”.
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2.4 O operador composto

da seguinte forma,

adl
8Sy oLy,
55, t 55 S 0, (2.42)

(1)

de modo que, qualquer escolha de TW

que nao modifique as equagdes cldssicas ndo estard modificando
(1)
r

nosso sistema fisico, logo, uma escolha que satisfaga a condigéo on-shell —z"~ = 0 é uma escolha con-
u

sistente.

Consideramos, portanto, a acdo efetiva a 1-loop ( ) modificada pela adi¢cdo de uma constante

f%}) T oS Trin# (Sy) +Trin (—iy"Vy +mi) (2.43)
de modo que,
() =(1) ()
5FV1 + arconst _ SF‘I/ (2.44)

(1)

ou seja, o termo constante T,

nao modifica nosso sistema fisico. Por outro lado, podemos utilizar a

propriedade aditiva do logaritmo, In.&/ +1In% = In.o/ # , para compor um operador de segunda ordem,

(1)

com o auxilio do termo constante I';,,,;, assim,

=(1) A A
na qual, definimos
Hipy = —iy"Vy +mi (2.46)

como sendo o operador do termo constante (o indice “0” em %) refere-se a auséncia de Sy,), e suprim-

=)

imos I,

ac@o. Dessa forma, obtemos a estrutura do primeiro operador auxiliar, 7(g), € 0 seu respectivo operador

J4 que as equacdes de campo, que regem o sistema fisico, estdo associadas a variacdo da

composto, H ,%%O). Isto implica que temos a primeira forma do operador fermidnico de segunda ordem,
obtido por meio de consideracdes gerais a cerca das propriedades da acdo efetiva. Assim, a acdo efetiva

a 1-loop, equagdo ( ), pode ser cdlculada com a expressao,

ﬁ;) — Trin#?
= Trino? Ay (2.47)

E importante salientar que o operador H(p) ndo € covariante de gauge, no entanto, este operador néo

contribui para a acdo efetiva pois satisfaz a relagao ( ). O operador que nos interessa é . ,%%O).

2.4.2. Operador composto por meio da matriz y°

Assim como o determinante usual, o determinante funcional, ou superdeterminante, também satis-
faz [32,39] a identidade multiplicativa dos determinantes, det (< %) = det.< - det . Portanto, visto
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2.4 O operador composto

que a acdo efetiva a 1-loop (2.15) depende do determinante funcional do operador de campo, podemos
utilizar a identidade multiplicativa do determinante para compor um operador de segunda ordem. En-
tretanto, ndo basta simplesmente multiplicar o determinante do operador original H pelo determinante
de um operador auxiliar qualquer, pois devemos levar em conta a invariancia da acdo, de modo que o
operador auxiliar ndo venha gerar alteracdes nas equacdes de campo e, consequentemente, modificar o
sistema fisico original. Sendo assim, langcamos mao das propriedades das matrizes gamma de Dirac
para, com o auxilio da matriz y°, formar um operador quadratico, ou seja, devemos obter um operador
auxiliar que equivale o préprio operador original e com isso podemos tomar o operador composto como
o quadrado do operador original, A2, garantindo, dessa forma, que a acdo efetiva a 1-loop ndo estard
sendo modificada.

Vamos redefinir a acdo efetiva a 1-loop (2.15) multiplicando o operador A, equagdo (2.16), pelo
quadrado da matriz 7°, observando que °y° = 1, ou seja, H =1 = ,%2}/57/5, e que Py = -y,

obtemos
_(l) A
= lndet{y5 (—iy”Vu — NSy —l—mT) }/5}
- lndet(—iy”V” —ny”SuyS—l—mi) (2.48)
na qual, definimos
H ) = =iV — Sy +mi (2.49)

como sendo o operador auxiliar equivalente ao operador original H ja que foi obtido a partir deste
por meio de uma identidade, ou seja, det 7 = det jﬁ,l). E ficil demonstrar esta identidade, bastando

observar que

det (49‘?75}/5) = det}/sdet%j”(,l)detys
= detysfdete%%,l)
= det,%%,l),

ou ainda, considerando o fato de que

Indet (%Z}/S}/S) = ln{detfdet,%%_l)detys}
= Indety’ +lndetiﬁ_l)—|—lndet (75>
= Inl+IndetZ_;)+Inl
= IndetJ7_)

Em fim, tudo isso deve corroborar com o fato de que, tanto y* quanto }/“/ = —y* satisfazem a dlgebra

de Clifford definida pela relagdo de anticomutagdo {y*,y"} = y*y¥ +y'y* = 2¢*". O indice” “-1” em

8Veja a secdo do apéndice B para detalhes da dlgebra das matrizes de Dirac.
9A escolha do indice do operador auxiliar tem levado em conta o coeficiente do termo da torgdo, por isso, quando em Ho)
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A . S =1 =) i a
A1) refere-se ao coeficiente do termo Sy. Assim, jé que as estruturas FE’/()f ) e FEI,) sdo idénticas,

podemos escrever

r () = lndetg%z-l—lndete%%_l)
21_“‘,,) = In [det,%z : det,%%_l)
oT) = Indetl Ay,

e, finalmente,

=) 1 >
Tyl = 5indets Ay, (2.50)
1 P
= STrinot Ay, (2.51)

A A N A\ 2 A\ 2 N N
em que, det . 77(_y) = det 7 - det A (_) = (det%) ,eln (det%) = 2Indet77, logo, Indet 77 =
%ln det 7 Jﬁ,l). Portanto, ,%Z(,l) € um operador auxiliar, para fins de cdlculo da agdo efetiva, idéntico

ao operador original H e, por isso, H e%%,l) corresponde ao quadrado de A, na acdo efetiva.

A A N\ 2
Outra forma de confirmar a validade da igualdade Indet.7Z”.%(_;) = In (det A ) ¢ pelo fato de

que Jﬁ,l) difere de 7 pelo sinal negativo da massa, a menos de uma constante infinita'’, totalmente
negligencidvel. Porém, na agdo efetiva a 1-loop, 0s termos proporcionais a massa aparecem sempre
em poténcias pares desta, de modo que a troca m — —m, ndo muda o sinal do termo de massa, o que
garante a equivaléncia entre os operadores H?e H ,%%_ 1)- Este resultado foi confirmado, por meio de

demonstragdo, em [41].

2.5. Conclusoes e comentarios

O que segue no proximo capitulo € o calculo explicito da agdo efetiva a 1-loop para os diferentes oper-
adores compostos, H %%0) e H# ,%%_1). Podemos dizer que estes operadores compostos correspondem
a estruturas diferentes, porém equivalentes, a nivel da acdo, e que conduzem as mesmas divergéncias,
ou seja, o método funcional nos permite diferentes caminhos que nos levam a um tnico resultado, neste
caso, a mesma acao efetiva. Queremos analisar a parte finita ndo-local obtida com cada um desses op-
eradores e comparar se, a equivaléncia entre os dois mecanismos, desenvolvidos a nivel da acdo, serd
mantida apés manipular as divergéncias correspondentes aos determinantes destes operadores. Vale
ressaltar que a equivaléncia entre FE/}()O) e TE;()_ ) embora utilizando-se de propriedades gerais da acdo
e de identidades matematicas bem definidas, é estabelecida para quantidades divergentes, ou seja, sabe-

mos que o produtério de autovalores de um operador de dimensao finita € igual ao seu determinante,

temos o indice “0” € porque o coeficiente de Sy, neste operador, € “0”. O mesmo vale para o operador auxiliar jﬁ,l).

190 termo “constante infinita” pode gerar alguma desconfianca, afinal, constante é uma quantidade que nio varia, en-
quanto que, uma quantidade infinita, em geral, refere-se a alguma estrutura que diverge com relacdo a variagdo de algum
pardmetro. No entanto, sdo comuns em teorias de campos, estruturas que divergem em relacio a algum parametro, mas
que, em relacdo ao funcional acdo, sdo constantes e, por isso, ndo modificam o seu teor fisico, sendo assim, totalmete
negligencidveis. Veja, por exemplo, em [40], pdginas 67 e 70.
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portanto, assumimos que, por meio de uma generalizacdo adequada, o determinante funcional dos op-
eradores compostos também possa ser definido, mesmo tratando-se de operadores de dimensao infinita.
Assim, escrevemos a acao efetiva a 1-loop em termos do determinante funcional, porém, € natural que
o produtorio dos autovalores, associados ao operador diferencial de campo, cres¢cam indefinidamente de
modo que o determinante funcional do operador composto corresponda a divergéncias. Um resultado
finito pode ser obtido apenas apds regularizar e renormalizar o determinante. Portanto, vamos represen-
tar este determinante em termos de uma série de poténcias da curvatura na qual, cada termo em segunda
ordem na poténcia da curvatura, corresponde a uma divergéncia de grau logaritmico representada por
fatores de forma, com isso, ao regularizar estes fatores de forma, para obter a parte finita, esperamos

(D

que, tanto as divergéncias logaritmicas quanto a parte finita ndo-local, sejam as mesmas para fw(o) e

p— 1 . A .
FEI/()A), comprovando, dessa forma, as suas equivaléncias.

w1
v(o) €Ly
estas representam estruturas essencialmente divergentes que, sdo totalmente equivalentes com relagdo as

Antes de qualquer manipulacdo (regularizacdo'' ou renormalizacio) nas quantidades T’

propriedades gerais da acdo efetiva as quais fizemos uso para definir tais quantidades. Dessa forma, se
ap6s manipularmos estas divergénicas, a equivaléncia entre as acdes ndo for verificada, entdo, havera
indicios de que as propriedades gerais da acdo efetiva foram violadas em alguma etapa intermedidria do
célculo ou, de outra forma, as identidades matematicas, como a propriedade multiplicativa do determi-
nante, podem nao ser bem definidas, para operadores de campo com dimensao infinita e, as possiveis
E;()o) e 1:5,1()71)’ representardo uma constatacio, se este for o caso.

A forma de garantir que as manipulacOes efetuadas sobre a acdo efetiva ndo comprometerdao a

discrepancias entre T’

sua integridade matemadtica, exige a ado¢do de um método consistente para representd-la em termos de
uma série e, principalmente, uma técnica de regularizagdo para manipular as divergéncias (os termos da
série) sem comprometer as simetrias da teoria. A ado¢do do heat kernel como procedimento para rep-
resentar a acdo efetiva em termos de uma série, permite que o carater divergente da acdo efetiva recaia
sobre o parametro do tempo préprio, possibilitanto, com isso, que a regularizacdo das divergéncias seja
feita sem que parametros fisicos sejam manipulados, dessa forma, com uma técnica de regularizagdo
adequada, é possivel garantir a consisténcia da acdo efetiva. Vale ressaltar, que a ambiguidade do regu-
lador [42,43] ou, analogamente, da parte finita, refere-se a diferenca entre os resultados (finitos) obtidos
com técnicas de regularizacao diferentes, este resultado € inevitdvel, no entanto, estaremos comparando
nossos resultados no contexto de uma tnica técnica, a regularizacdo dimensional [37,38], de modo que,

a ambiguidade do regulador ndo estard presente em nossos resultados.

E importante ressaltar que métodos de regularizagdo sdo técnicas de cdlculo que manipulam integrais essencialmente di-
vergentes a fim de extrair destas uma parte finita, portanto, quando a acdo efetiva, que em teoria de campos em geral
corresponde a uma integral divergente, € regularizada, esse processo redefine a acao efetiva levando uma estrutura essen-
cialmente divergente a uma nova com dois setores, um que mantem o mesmo carater divergente e outro de natureza finita.
Esse procedimento é necessdrio pois desejamos que as grandezas fisicas sejam representadas por quantidades finitas a
fim de podermos fazer previsdes a serem comparadas com dados experimentais, por isso, as técnicas de regularizagdo
representam uma etapa fundamental em teoria de campos.
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3. A anomalia multiplicativa nao-local
(ANL)

3.1. Introducao

No capitulo anterior abordamos ferramentas e elaboramos as ideias necessarias ao nosso estudo. Ob-
temos a acdo efetiva a 1-loop por meio do método do campo de fundo e introduzimos a representagcao
do tempo préprio de Schwinger para o propagador, por meio da qual podemos calcular o determinante
funcional utilizando a expansao SDW [5, 12] e a expansao covariante [15] e, com isso, obter explicita-
mente as correcdes quanticas a 1-loop da teoria. Dado o cardter geralmente divergente dessas correcoes
quanticas, necessitamos de um método de regularizagdo para que possamos ter acesso a quantidades
finitas para as correcdes, ou seja, extrair dessas divergéncias alguma estrutura essencialmente finita para
que possamos dar interpretacdo fisica a estas corre¢des. Como a nossa intencao € obter uma contribui-
¢do finita nao-local, este processo, de separar a parte finita da divergente, serd feito por meio de fatores
de forma, utilizando a expansao covariante. Portanto, este capitulo serd de obten¢do dos resultados, ou
seja, vamos efetuar o célculo dos fatores de forma para cada uma das possiveis escolhas do operador
auxiliar. Com o intuito de facilitar este calculo e sistematizar a anélise dos resultados, vamos propor
uma generalizacdo do operador auxiliar, se¢do 3.3, de modo a incluir as duas escolhas possiveis, (2.46)
e( ), numa tnica expressao €, com isso, associar esta arbitrariedade a um paradmetro dnico para, com
isso, podermos avaliar a dependéncia dos resultados, com relagdo a este parametro e, consequentemente,
com relagdo as possiveis escolhas do operador de campo. Dessa forma, a parte finita serd dependente da
escolha do operador auxiliar, por meio deste parametro e poderemos avaliar as possiveis discrepancias
entre as partes finitas (locais ou ndo-locais) ao comparar as diferentes escolhas do operador auxiliar.
Iniciamos nossa anélise pelo cédlculo dos fatores de forma, se¢do 3.2, que aparecem em estruturas
gerais do método da expansdo covariante, independentes da escolha dos operadores auxiliares. Em
seguida, na secdo 3.3, procedemos com o cdlculo do traco das curvaturas, procedimento para o qual

tornam-se relevantes os operadores auxiliares.

3.2. Fatores de forma

66 9

O cadlculo dos fatores de forma, considerando uma expansao até segunda ordem no parametro “s”, equa-
¢do (2.41), consiste em separar a parte divergente logaritmica' da parte finita local e/ou ndo-local. A

parte divergente logaritmica deve ser universal [22,44], ou seja, deve independer da escolha do operador

[TP=1)

A expansio até segunda ordem no pardmetro “s” define as divergéncias logaritmicas no espaco quadridimensional, d = 4.
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auxiliar, portanto, além de confirmar esta universalidade das divergéncias logaritmicas, devemos avaliar
a situacdo da parte finita frente estas possiveis escolhas do operador auxiliar. A parte divergente nos
servird como um mecanismo para comparar os resultados obtidos com as diferentes possibilidades do
operador auxiliar a fim de confirmar o cardter universal das divergéncias logaritmicas e a consisténcia
dos calculos. Por isso, a utilizagdo de dois métodos distintos de obtencdo das divergé€ncias, a expansao
SDW e a expansdo covariante, pois, dessa forma, podemos comparar nio apenas as divergéncias obtidas
em cada escolha do operador auxiliar mas também entre diferentes formas de expandir o determinante
funcional a fim de obter as correcdes quanticas. A total equivaléncia das divergéncias logaritmicas,
qualquer que seja o método, € necessdria para garantir a consisténcia dos cdlculos. Qualquer discrepan-
cia nos resultados, quando houver, devido as arbitrariedades associadas ao operador auxiliar, deve recair
sobre a parte finita. Entender as razdes que originam estas discrepancias é fundamental para evitar re-
sultados ambiguos que comprometam qualquer interpretacio fisica da teoria. E importante ressaltar que
as possiveis discrepancias na parte finita ndo sdo devido a ambiguidade do regulador ja que utilizamos
apenas a regularizacdo dimensional e, portanto, quando houver, tais discrepancias serdo essencialmente
devido a arbitrariedade do operador de campo fermidnico, mais precisamente, devido a forma do opera-
dor auxiliar.

Iniciamos, considerando a seguinte mudanca de varidveis na acdo efetiva ( ) e adequando-a,

com um fator “—1"°, ao caso fermiOnico,

smzzt, tu = —sl, 3.1
logo,
_ r |
F(;) - 2/dza’x gl/z/dt e ' ——
s 2 (4m) , 19~
x  tr{Pf; (tu)R+Pfy (tu) P+ Suv fs (tu) S*V' }, (3.2)
na qual, definimos,
m2 w—2
N = . 33
(47ru2) ()

A agdo (3.2) corresponde as correcdes quanticas a 1-loop, sem termos de vdcuo’, em segunda

2Aqui nos referimos as corre¢des quanticas num momento anterior a aplicacio de qualquer método de regularizagio, ou
seja, um momento que antecede a obten¢do da parte finita. Estamos nos referindo as correcdes quanticas na sua forma
natural, ou seja, uma estrutura essencialmente divergente.

3Por nio terem relevancia em nossos estudos, estamos negligenciando os termos de vdcuo nesta expressio (3.2) da acdo
efeitiva.
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3.2 Fatores de forma

ordem no parametro “s” e em termos dos fatores de forma, os quais sao definidos como

fl (tbt) - tu)2 - (ni)Z + 6(1u)’ f4 (tbt) - %7

f2(tu) = 55+ 53ty — 5w~ a7 + 5 GH

nos quais,

1
flu) = / doy e~ @U@, (3.5)
0

¢ a forma bdésica para os fatores de forma. Uma anélise detalhada dos fatores de forma pode ser vista
em [17].

Substituindo a forma explicita dos fatores de forma, equagdo (3.4), na expressao (3.2), obtemos

(o)

f(zl) = —Lz/dzwx gl/z/dt e 'tr
y 2(4r) /
B O N 5|1 S 1 p
x {P[lztw1+2<ut“’ utw)}R+P{2twl]P
+ 8 R A (3.6)
12y 2(ur®) ' '

Agora, redefinimos os fatores de forma, de modo a incorporar a integral em dz. Com isso, reescrevemos
a ultima expressao da seguinte forma,
=) 1

Iy = 2(4 )2/dzwxcgl/z”’{pa%Rere%erﬁuv%S“v}7 (3.7)
T

na qual, definimos,

eft
F3 = JV/dt tw_lfg(l‘u>

_ i 1 l 2 g4
= 57 +2(f T4 (3.8)

As quantidades .% e .# estdo definidas no apéndice A. Procedemos da mesma maneira para os outros

fatores de forma,

_ g (3.9)
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3.2 Fatores de forma

F5 = JV/dt — /5 (tu)

= %[ﬂ“—ﬁ}. (3.10)

Com este desenvolvimento, definimos as integrais que devemos calcular para obter a forma explicita
dos fatores de forma e, consequentemente, da parte finita. Observamos, com este procedimento, que
algumas integrais se repetem em diferentes fatores de forma, assim, evitamos o cédlculo desnecessario de
integrais repetidas e, para nossos propdsitos, basta calcularmos as integrais .# !, .#% e #*. O resultado
para estas integrais j4 foi obtido em [45], mesmo assim, na secao do apéndice, elaboramos um breve
desenvolvimento a fim de ilustrar o cdlculo das integrais e, também, para detalhar a estrutura divergente

e finita dos fatores de forma.

3.2.1. A acao efetiva em termos de integrais

A acdo efetiva em termos dessas integrais fica,

=1 _ 1 2w, o, Sl b 1 10 4
I, = 2(4717)2/(1 xg tr{PLZJ +2(f f) R

+ PBJ‘}PJFSW {—% (f2—f4)} S“V}. (3.11)

Esta expressao representa as divergéncias logaritmicas correpondentes as corre¢des quanticas a 1-loop,
nas quais, os tracos das estruturas P.73R, P.Z,Pe § ”vﬁ}ﬁ“" determinam os termos que contribuem para
as correcoes, e as suas formas. Lembramos que nao estamos considerando termos de vacuo. No entanto,
a representacio da acdo efetiva em termos das integrais .#!, .#2 e .#* nos permite fazer importantes

observacoes, e até conclusdes, mesmo antes do célculo explicito dessas integrais.

3.2.2. Aspectos da acao efetiva associados as integrais

Ao observar a expressao ( ) podemos afirmar que, termos que se repetem nas diferentes estruturas,
P.Z3R, PFZ4P e §uvﬁ5§“", originam-se com diferentes coeficientes ja que, cada uma das estruturas
estd associada a uma combinacdo diferente de integrais, .#3, .%4 ou 5. Isso nos permite inferir que
o coeficiente de cada termo estd associado as estruturas das quais ele se origina, ou seja, se um termo
em especifico possui origem no traco de P.Z,P e S uvﬂﬁ”v, entdo, seu coeficiente, apds o calculo dos
tracos, dependerd da combinacdo %f Ix— % (f g 4) y, em que, x e y correspondem aos fatores numé-
ricos devido ao célculo dos tragos de P.Z4P e S ”vﬁ}ﬁ“", respectivamente. Uma possivel combinagdo

dexeyéx=—1/6ey=1de modo que, se o termo estiver presente nas trés estruturas, observe a

equagao ( ), entdo, a combinagdo de seus coeficientes serd nula, ou seja, antes mesmo de calcular as

4Veremos na secio que esta € uma situagao real.
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3.2 Fatores de forma

integrais ja podemos ter alguma informacao definitiva, ou indicativa, sobre o comportamento dos termos
apos o calculo dos tragos.

Outro fato muito importante que podemos observar diz respeito as diferentes escolhas, ( ) ou
(2.49), para compor o operador de campo de segunda ordem para o férmion. Considerando um termo
em especifico que, para uma escolha do operador composto, tenha sua origem associada ao traco de
P.Z,P e que, para outra, sua origem esteja associada ao traco de S uvﬁ}SA“", entdo, necessariamente,
este termo terd um coeficiente dependente da escolha do operador auxiliar ji que, .#' # #2 — 74 ou
seja, a estrutura dos fatores de forma (3.4) ndo permitird a equivaléncia entre as escolhas ( Ye( )
para formar o operador de segunda ordem para o férmion, pois, em cada escolha o termo possui origem
em estruturas diferentes e, por consequéncia, cada escolha fornecerd uma contribuicao a acdo efetiva,
também diferente. No entanto, para este caso, a andlise, a nivel das integrais, representa apenas uma
informacao indicativa e, portanto, é necessdrio efetuar o cdlculo explicito das integrais para confirmar
ou ndo a indicacao desta andlise.

E importante lembrar que a universalidade das divergéncias logaritmicas [22,44] deve garantir uma
equivaléncia entre as diferentes escolhas do operador composto no que se refere a parte divergente de
cada termo, portanto, a contribuicdo finita das integrais € que deve revelar a real situacdo da comparagdo
entre as diferentes escolhas, ( ) e (2.49), para formar o operador composto. Assim, organizar a a¢ao
efetiva em termos destas integrais nos permite, num estagio intermedidrio dos calculos, antecipar alguns
resultados e obter indicios da possibilidade de outros que, ai sim, necessitardo do calculo explicito das

integrais para serem confirmados ou nao.

3.2.3. Extraindo o setor nao-local

Retornando com os resultados da secdo A. 1, do apéndice, no qual estdo definidas as quantidades a e A que
aparecem na expressao abaixo e que representam a presenc¢a da nao-localidade, obtemos a contribuicao
dos fatores de forma, associados a cada uma das estruturas ﬁﬁ}R, ﬁﬁ}p eS ”vﬁ}ﬁ“", a acdo efetiva,

comecando por P.73R,

=1 _ b foe o slia A T
FP%R = 2(4717)2/(1 xg *trP [(a 4) 62 18
= —% / d*®xg"tr (PLpR) , (3.12)
2(4m)
note que a regularizacido de .73, se¢do do apéndice, provoca o cancelamento das divergéncias lo-

o —(1)
garitmicas de modo que a estrutura I'y FiR

ja observado em [17] (pagina 476). Porém, a expressdo acima, inclui também um setor ndo-local’.

€ essencialmente finita e, além disso, possui um setor local

75‘"‘[2 4y . e e .
, necessdrio para garantir a analiticidade

30 setor nio-local, neste caso, é gerado pela insergdo do fator exponencial e
da acdo efetiva, promovendo um amortecimento para valores grandes do pardmetro “s” na integral do tempo préprio
ou, equivalentemente, controlando as divergéncias infravermelhas no limite m — 0. Veja a discussdo na secio do

capitulo 2. Veja também a expressao ( ) e compare com a expressdo (2.1), pagina 473, de [17].
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3.2 Fatores de forma

Seguindo, escrevemos a contribuicdo 2 acio efetiva dos termos P.Z,P e S v FsSHY, respectivamente,

= _ 1 2w 1, a1 >
FIS%JS = 2(47‘[)2/(1 xg /' tr [P <2£ +A )P
- / d*@xg'tr (8—113ﬁ+132A Aﬁ) (3.13)
2 (47)? 2 PP ) '
—(l) 1 20 1/2 A 1 1 1 2A Auv
[ = — d tr|S —+—=+-— |8
5758 2(4@2/ 8 r[ wy <1ze+ 18 " 322
1 e, . .
= —2(4 )z/dzw_xgl/ztr (ﬁS”vSuv‘i‘SuvZSSSuv) . (314)
T
O parametro €, definido na secdo do apéndice, representa a divergéncia logaritmica para d = 4.

Nas expressoes ( ), ( )e( ) designamos o setor finito da seguinte forma,

_ 1 2A 1
Yo =gA— 32— 18
S, —A, (3.15)
2A 1
X 32T 18

T = T T4 4T (3.16)

ou, separando a parte finita da divergente podemos escrever a expressao da seguinte forma
=) _  wFin =Div wFin | w=Div | w=Fin  m=Div
Iy = I‘;%R + Fleﬁﬂ + F?%P + Fg%za + L5z 5+ I‘?%S
_ Fin | =Fin | wLlog | wFin | =Log
- Fgﬁze +1ly,,+ F;P + ngs + FES
na qual, a parte finita possui indices Xpp, Xpp € Xgg € a parte divergente refere-se as divergéncias logarit-
micas. E importante ressaltar que ao regularizar a estrutura T'a.  esta gera apenas um termo finito pois
. P q g P.F5R g P P

h4 um cancelamento das divergéncias. Considerando d = 4,

_(]) 1 / 4 ]/2 A
r = — d*xe/“tr i PXs.R
s 2(471:)2 8 { PR

~ (11 PN 11 A
o P (g Pese (g 2) ) G147
Separando a parte finita da divergente,

_ 1 A N
T = TP / d*xg"tr { PEpeR + PLppP + SuvEeeS™ ), (3.18)
v
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3.3 Célculo dos tracos das curvaturas

~1
=) € RCl Loapyv e b 6 anv
, = ———s X, —tr (PP) + —tr (S,vS* . 3.19
Div 2(475)2 8 2 ( ) 12 ( uv ) ( )

Agora nos resta calcular o traco das estruturas ﬁﬁ}R, PZ4P e S uvﬁ}SA“" (ou, equivalentemente,
das estruturas ﬁZpRR, Pprﬁ e §uv2§§§”v), para analisar as possiveis escolhas, ( e ( ), de
operador auxiliar a fim de verificar a presenca, ou ndo, da ANL para a¢do fermidnica no espaco-tempo
curvo com tor¢ao.

E importante ressaltar que as estruturas Ypr» Lpp € Lgg possuem cardter nao-local e que, por isso,
atuam sobre os campos de curvatura, de modo que PXs,R # PRY 5. No entanto, 17 (PXszR) refere-se
ao célculo do traco das matrizes de Dirac , as mesmas matrizes da estrutura ¢r (pR) , de modo que o trago

de PR e PXp,R concordam ja que as estruturas Xpp, Xpp € Lo ndo interferem nas matrizes de Dirac’.

3.3. Calculo dos tracos das curvaturas

Vimos na secio a existéncia de duas possibilidades legitimas de se obter um operador de segunda
ordem a partir de escolhas diferentes de operadores auxiliares, representadas por ( )e ( ). Nesta
secdo vamos utilizar de fato estas escolhas para obter as corre¢des quanticas a 1-loop, referentes a acdo
efetiva, equacao ( ), sem considerar termos de vicuo. Antes, porém, precisamos calcular os tragos

das curvaturas PR, PP e SS, assim, definimos abaixo, as seguintes quantidades:
F(V) = 1gMV,V, +20Hv, +11, (3.20)

€ o operador de campo, de segunda ordem, na forma covariante, ou seja, incluindo a redefinicdo da
derivada covariante, Vy, — V + fzu , na presenca do campo de fundo. O termo de potencial IT, que inclui

a massa, também € corrigido por esta redefinicao, logo, definimos

A A 1 A ~ ~ ~
P = II+ gRl —Vuh* —h*hy, (3.21)
e, por fim, o comutador das derivadas covariantes atuando sobre o campo espinorial, [V”,Vv} V=

—%y"yﬁRaﬁ uv ¥, que, corrigido pelo termo de campo de fundo, adquire a forma covariantizada
A 1 A A PO PN
Suv = _Zy"‘yﬁRaﬁuv—V”hv+Vvhu — hyhy + hyhy,. (3.22)

De posse dessas estruturas podemos calcular os tragcos de PR, PP e SS e, assim, concluir o cédlculo
explicito da agdo efetiva a 1-loop, equagdo ( ). No entanto, antes de prosseguir, vamos implementar
uma generaliza¢do no operador auxiliar, de modo a incluir as duas possibilidades numa tnica espressao

e, com isso, reduzir os cdlculos a um tnico operador generalizado.

®Desambiguacio: o trago representado pelo simbolo 77 (letras mintsculas) refere-se ao traco das matrizes de Dirac, en-
quanto o supertraco 7r (com a primeira letra maitiscula) refere-se a integral sobre as coordenadas do espago-tempo
Tr — f d4xg]/ 2. Por vezes a medida de integragio € representada de forma simplificada f dxgl/ 2, quando a especificagdo
da dimensao ndo for fundamental.
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3.3 Célculo dos tracos das curvaturas

3.3.1. Operador auxiliar generalizado

A generalizag@o do operador auxiliar ndo permite apenas uma redu¢do nos calculos, a medida que efetu-
amos um unico célculo para todas as possibilidades, mas, também, a possibilidade de avaliar a dependén-
cia das arbitrariedades, associadas ao operador fermidnico, de forma explicita, em uma tnica expressao
final. Ou seja, trata-se de um mecanismo que otimiza totalmente a analise das arbitrariedades associadas

a acdo efetiva fermidnica. Sendo assim, propomos o seguinte operador auxiliar generalizado

A

Hio) = =1V + kNP Sy + amd, (3.23)

no qual, o parametro k¥ = 0, —1 representa uma das duas escolhas possiveis, ( ) ou ( ), respectiva-
mente. Dessa forma, o operdor de segunda ordem ( ) serd dado pelo operador composto generalizado,
ou seja, F (V) = H ,%%K’a), no qual, H éo operador de campo da ac¢do cldssica (2.3). O parametro
€ introduzido com o intuito de dar mais consisténcia aos célculos a medida que generaliza o sinal da
massa considerando também, conforme mostrado em [41], a independéncia dos resultados com relagao
a transformacao de reversdo da massa’, m — —m.

Portanto, considerando .7 jﬁmx), a partir da expressao ( ), obtemos que

W () = 5inSy (KYY + 7'V ¥ + 3 (o — 1) imy*

(k) = [-n°S2T+nmSuPy +in (V-7 + 3inSuw 17’7’ (3.24)
+am?1 — 1R+ anmS, v,

de modo que, S,y = VySy — VS, € um andlogo do tensor Fyy do eletromagnetismo. Agora estamos

aptos a calcular os tracos das estruturas PR, PP e SS, as quais nos fornecerdo os termos referentes as

corregdes quanticas a 1-loop.

3.3.2. A estrutura P.Z3R

Com o auxilio da expressdo (3.21) e da forma explicita das quantidades " e IT, expressio ( ), obte-

mos
P _ 20 do+d(a—1)" m— 1R
By = - [OHF (00— )}m—g
2[2] s -
+ (k)7 Q2=d)n’S, (3.25)

essa quantidade corresponde ao coeficiente a; de Schwinger-DeWitt, veja [20] para o caso vetorial e [22]
para o caso escalar. Para d = 4 essa estrutura corresponde a divergéncia quadratica da teoria e o coe-
ficiente do termo de massa, 4 [Oc +(a— 1)2] , mostra-se ndo ser invariante frente a transformacdo de
reversdo da massa. H4 uma dependéncia explicita do parametro & que monitora o sinal da massa de tal

forma que, se o = 1, o termo de massa é multiplicado pelo fator numérico 4, porém, se o« = —1, este

"Essa transformacio foi primeiro estudada por Tiomno [46], e foi chamada por ele de transformagio de reversio da massa.
Em seguida vérios estudos se seguiram dentre eles um trabalho de Sakurai [47].
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3.3 Célculo dos tracos das curvaturas

fator torna-se diferente, ou seja, 12. Logo, divergéncias quadraticas mostram-se sensiveis a transforma-
¢do de reversdo da massa sobre o operador auxiliar (3.23). No entanto, divergéncias quadréticas ndo sao
universais como as logaritmicas e também nao estdo associadas aos parametros fisicos ja que estes sao
renormalizados com a adi¢do de contratermos para eliminacdo de quantidades com grau de divergéncia,
unicamente, logaritmico. Portanto, este fato mostra, apenas, o cardter ambiguo das divergéncias quadra-
ticas. A mesma dependéncia aparece com relacdo ao parametro K, que designa a escolha do operador
composto, portanto, mesmo ao manter o sinal da massa com a escolha ot = 1, as divergéncias quadréticas
ainda apresentam a dependéncia da escolha do operador auxiliar (3.23), mostrando-se assim, ambiguas
com relagdo a esses dois aspectos.
Para obter o traco da estrutura P.Z3R, basta multiplicar P pelo escalar de curvatura R”, assim
d
2

5 [
tr(PLsgR), = 2T (2—d) (k+1)*n*S*L R, (3.26)

na qual, omitimos os termos de vicuo. Observamos que esta quantidade ndo € invariante frente a escolha
do operador auxiliar, assim como ¢7P ndo o é, porém tr (pﬁ}R) corresponde a uma das contribuigdes
a acio efetiva a 1-loop e, por isso, deve ser analisada junto com o traco das demais estruturas P.7,P
eS uvﬂ}ﬁ“". De qualquer forma, ja € possivel observar que para kK = —1, esta estrutura estd ausente.
Veremos, ao considerar a contribuicao das demais estruturas, se este fato aponta para uma vantagem da

escolha ( ) do operador auxiliar, ou nao.

3.3.3. A estrutura P.Z,P

A obtencio de P é praticamente direta a partir da equacio ( ) e com o auxilio da expressao ( ),
no entanto, PP requer um trabalho algébrico bem maior, por isso omitimos detalhes deste célculo e

apresentamos de forma direta o traco de PP,

X
—N—
| — |
i}
_|_
Ny -
Q.
i}
|
f—
Lo,
VRN
| — |
i}
_|_
|
Q.
]
|
p—
Lo,
3
B~
™

1 2
pp— g™ ZﬁﬁR)

1 1
+ (k+1)*(2—d) [E(K+1)2(2—d)n4.g22p}352—ﬁ 2522}3}3R:|

+ %(K—l)znzSuvZﬁﬁS”v—%(KJr1)2n2(V-S>2ﬁﬁ(V'S)
1 1 1
+ 5 [a-i—zd(a— 1)2} (k4 1)* (2 —d)n°m>S, X ppS" + g REeeR
1 2
- [E(a—l)(x—l—l)(l—d)—i—(a—x)] (—)n2m2suzppsﬂ}, (3.27)

874 que tr (PR) e tr (PLs4R) referem-se ao cdlculo do trago das mestras matrizes de Dirac.
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3.3 Célculo dos tracos das curvaturas

1

na qual, omitimos a parte divergente de P.%,P, proporcional a €~'. Omitindo, também, os termos de

vacuo, a expressao se reduz a
tr (PppP) o gy =217
2
X { K+1)(1—d)+(06—1():| (—) nszSNZ,spS“
(x+ 16

1 1
) (2— ){ ﬂ172322 R+ — (K+1)2(2—d)n4522,3,3s2}

1
+ (K 1> 02SuyZppSt — 4(K+1)2n2(VS>2ﬁﬁ(VS>

oo |

+ (k+1)? ;la-i—%d(a—l)z}( d)n*m?Sy, PPS“} (3.28)

Comparando com tr (PEp,R) observamos a presenga de novos termos, m*S, L ppSH, S2X5552, (VS) Zpp (VS)
esS uvapS“", e do dnico termo do traco de PZpRR que ndo é de vacuo, SzZ‘,pRR. Porém, assim como
no trago de pEpRR, também aqui esse termo € eliminado pela escolha k = —1, no entanto, esta escolha
elimina também os termos S2X55% € (VS) Zpp (VS). Veremos, adiante, as implicagdes desta escolha e
estaremos interessados em d = 4, dimensdo para a qual, esta estrutura também corresponde a divergén-

cias logaritmicas.

3.3.4. A estrutura S;,.FsS*"

Finalmente, utilizando a equagao ( ) e os resultados da expressao ( ) obtemos o traco da estrutura
S¥¢eS,

[2]
tr( SuvZSSS ") oy = 2
1
x { —l)zd(l—d)m4255+2m22§§R] 8RuvaﬁszﬂV“ﬁ
+ (@a—1)*Bx+1)B+x)(d—1)= nm2Su TooSH

1 2
ZT[ S'ungSvS'uv

(
+ [K+1 (d—3)+4x]
1 1
(k+1)° {(4 —d) Enzieuvzggmv — 5r,2s22§§1'e}

+ (kx+1)*(n—1) {(K‘-l— 1)*(2—d) 11’]4S22§§S2 + 1172 (VS) Z¢ (VS)}

+ (K+1)2(Oc—1)2[(3d—7)(d—2) ] n szu SASAS”} (3.29)
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3.3 Célculo dos tracos das curvaturas

Mais uma vez omitimos detalhes de célculo devido ao grande desenvolvimento algébrico necessario para

obtencdo dessas expressdes. Omitindo os termos de vdcuo, a expressao se reduz a

rSuSesSit = 20 (@12 Gk 1) (34 8) (@ — 1) S0Py
1
+ 2l (e 1)2 (@ 3) + 4] 7S Eggs™”

1 1
+ 2l (k4 1)? {(4 —d) ET]ZRHVZ@SS”SV _ —n2522§§R}

+ ol ](K—I—l)z(d—l){(K+1)2(2—d)%n4SZZSSSZ+ n%(VS)Zes (VS)}

[SIE

+ 2l (e D2 (a—1)?[Bd—7)(d—2) - 4] 5nzm%?uzgﬁs“, (3.30)
e, assim, completamos o cdlculo de todas as estruturas necessarias para obtencdo da acao efetiva (2.4 1)

ou, analogamente, (3.2).

3.3.5. Analise dos tracos

Antes de seguir adiante e analisar a dependéncia da forma explicita da acdo efetiva com relacdo a escolha
do operador auxiliar, dependéncia do parametro k, a fim de confirmar ou ndo a peresenca da ANL, na
presenca da tor¢cdo, vamos comentar alguns aspectos dessas expressdes que, por terem sido obtidas
através de um mecanismo de generaliza¢do, nos permitem algumas inferéncias gerais e independentes
dos resultados do calculo dos fatores de forma, ( ), ( )e ( ), obtidos na se¢ao do

apéndice B.

* Primeiro observamos que apenas termos proporcionais a massa carregam o parametro ¢, assim
como, apenas termos proporcionais a tor¢ao carregam o parametro K. Termos de vacuo, como
RMV(XBR“"O‘ﬁ e R?, nio possuem dependéncia alguma com relacdo a estes parAmetros. O termo
de massa pura m* possui dependéncia apenas com o pardmetro a. E termos contendo apenas a

torgio, S, (VS)2 e SuvSHY, possuem dependéncia apenas do pardmetro K

* Observamos que, para o traco das trés estruturas PR, PP e SS, o termo RS? é nulo (independente-
mente da dimensao) para a escolha Kk = —1, ou seja, para o operador auxiliar ( ) esse termo de

fato ndo estd presente nas correcdes quanticas;

* Aescolha k = —1 também elimina os termos S* e (VS )2 do traco das estruturas PP e SS, nas quais,

eles aparecem,;

* Otermo Sy, S"Y estd presente tanto no trago de PP quanto no traco de SS, independente da escolha

do parametro k;

* O termo m?S? é o mais rico de possibilidades pois apresenta dependéncia tanto do parimetro k
quanto de ¢. Quando k = —1 ele estd presente no traco de PP para a@ = 1, porém quando tomamos
a = —1, ele migra para o traco de SS e, como cada um desses tracos estd associado a fatores de

forma distintos, veja secdo , 1sso apresenta um indicativo de que este termo possa apresentar
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3.4 Divergéncias logaritmicas (DL)

diferencas no setor nao-local quando consideramos a transformacio de reversdo da massa. Ao
confirmarmos essa dependéncia do setor ndo-local com relagdo ao parametro ¢ dentro da mesma
escolha de operador auxiliar, ou seja, ndo estamos, por exemplo, comparando Kk = —1 com Kk =0,
estaremos revelando um novo aspecto da ANL associado a transformacgao de reversao da massa e

muito importante porque nao depende do pardmetro k;

* Ainda com relacdo ao termo m2S2, s6 que agora considerando Kk = 0, observamos 0 mesmo ocor-
rido para k = —1, com a diferenca que para o = —1, este termo aparece tanto no trago de PP
quanto no trago de SS, enquanto que para & = 1 ele permanece apenas no traco de PP. Assim,
tanto para kK = 0 quanto para Kk = —1 deve ser observado uma diferenca entre as partes finitas

quando a comparacao levar em consideracao apenas o parametro Q;

* E, por fim, o termo R,S*S", presente apenas no traco de S8, é completamente eliminado para

d =4, a dimensdo fisica a qual estamos interessados, ou para Kk = —1;

Prosseguimos agora com uma anélise a cerca das divergéncias logaritmicas, um passo intermedidrio
importante, antes de reunir os resultados obtidos com o calculo dos tracos, nesta se¢do, com aqueles

obtidos com o cdlculo dos fatores de forma, na secao

3.4. Divergéncias logaritmicas (DL)

No decorrer desta se¢cdo vamos buscar explicitar a universalidade das divergéncias logaritmicas” utilizando-
se dos resultados obtidos na se¢do anterior com o cdlculo do trago das estruturas PP e SS.
A expansido de Schwinger-DeWitt é a expansdo do kernel K (s|x,y) em poténcias do pardmetro s

do tempo préprio. Para o traco de K (s) a expansdo assume a forma [12]
TrK (s) = 1 i s"/dx g Ptray (x,x) (3.31)
- (47_[8)@ = n ) ) .

em que, a, (x,x) sdo os coeficientes de Schwinger-DeWitt com argumentos coincidentes. Estes, sdo
fungdes locais dos campos externos que entram no operador do heat kernel. Para o operador (3.20), na

dimensao espacgo-temporal d = 4, as divergéncias logaritmicas'’ s@o definidas com n = 2, de modo que

1 A 1 A ~
/dx g Ptray (x,x) = /dx g\ er { EPZ + ﬁSqu”v} : (3.32)
na qual, omitimos os termos de vdcuo proporcionais ao tensor de curvatura de Riemann R’ ouv € ao
tensor de Ricci R” opv = Rov. A teoria perturbativa covariante [13, 16, 17] corresponde a uma resoma da

série de Schwinger-DeWitt, para a qual, as divergéncias logaritmicas correspondem a termos de segunda

9Utilizaremos a abreviacio DL para a expressio “divergéncias logaritmicas” apenas para simplificar os titulos das subsecdes,
desta secdo.

10F claro que para perceber as divergéncias logaritmicas é necessario efetuar a integracdo sobre o tempo préprio, como na
equacdo ( ).
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3.4 Divergéncias logaritmicas (DL)

ordem em poténcias de curvatura e estdo associadas a fatores de forma ndo locais (3.4)
/dxg]/ztraz (x,x) = /dxgl/2tr {Pfi(r) P+ Suvfs (7) SA“V} , (3.33)

em [17] é demonstrado que as fungdes f;(7), para T-pequeno’ ', recuperam a forma ( ) da série
de Schwinger-DeWitt. Assim, espera-se que, apds regularizar as integrais divergentes oriundas dos
fatores de forma, além de extrair uma estrutura finita, a forma (3.32) das divergéncias seja recuperada
confirmando, assim, a universalidade das divergéncias logaritmicas, ou seja, a estrutura das divergéncias
logaritmicas de uma teoria nao deve depender das diferentes técnicas que podem ser utilizadas para obté-
las, ao representar o determinante funcional por meio de uma série, ou para manipuld-la a fim de extrair
uma contribuicdo finita correspondente a correcdo quantica a teoria.

Assim sendo, consideraremos os resultados de ( )e( ), incluindo os termos de vacuo con-
tidos nestas estruturas, para confirmar a independéncia das divergéncias logaritmicas com relacdo aos
pardmetros K, que acompanha o termo referente a tor¢do no operador auxiliar, e &, que refere-se a trans-
formacdo de reversao da massa. Vale ressaltar que num primeiro momento nao estaremos considerando
os fatores de forma, ou seja, estaremos trabalhando no contexto da expansao local de Schwinger-DeWitt
para, num momento seguinte, incluir os fatores de forma e analisar o setor divergente quanto a preser-
vacdo da sua forma no contexto da expansao perturvativa covariante. Assim, teremos mais um mecan-
ismo para comprovar a independéncia dos resultados com relag@o aos parametros K e .

Para simplificar as expressdes, vamos repetir o mesmo resultado porém especificando um dos

parametros k, & ou d (dimensao do espaco-tempo) para evidenciar a dependéncia com os demais.

3.4.1. DL com x e o arbitrarios

Num primeiro momento, fixamos d = 4 e mantemos os pardmetros K e o arbitrrios nas expressoes
( )e ( ), € substituimos estes resultados na expressao ( ) para o coeficiente a, na expansao
covariante de modo que

ST (PP) + oI (SuvS*Y)

(x,a)

= (a*+1)m*+ % (K% +1) NSy SHY

1 1 1
48 —— (0> +1)m*R+ ——R*— —R, o g R*'*P
+ { 23 (@ F )M R+ R = G Ruvap

+ B(a-1)2(1<+3>(3x+1>—(a2+1)(x+1>2] n°m*s?

2
— 2B(1—o¢)(1<+1)—1<+oc n°m*s?, (3.34)

e observamos que termos de vdcuo como R* nio dependem de nenhum dos pardmetros, k ou ¢, como

ja foi observado na subsecdo . O termo S,,vS*, dependente do campo de fundo Sy, é proporcional

10 parametro 7 relaciona-se com o parimetro do tempo préprio pela igualdade T = —s[J.
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3.4 Divergéncias logaritmicas (DL)

apenas a k2 + 1 e o termo de massa pura m”* é proporcional apenas a a* 4 1. O termo misto m2S? possui

um fator numérico mais complexo, ele depende tanto de k quanto de &, conforme observado na subse¢ao

E importante perceber que apesar da aparente dependéncia com o parimetro de massa o, veremos
que qualquer das escolhas @ = 41, levam ao mesmo coeficiente, comprovando assim, a independéncia
das divergéncias logaritmicas com relacdo a transformagdo de reversdao da massa, conforme mostrado
em [41]. Por exemplo, o coeficiente do termo de massa pura m* é (OC4—|— 1), assim, este coeficiente
resultard num fator numérico igual a 2 independente do sinal da massa, ou seja, independente do valor
do fator o (= +£1).

3.4.2. DL para k e d arbitrarios e o = %1

Como explanado acima, todos os coeficientes na expressao ( ) ndo dependem do sinal de & de modo

que para @ = *1,

1 . 1 o o==+1
{ETr (PP)+5Tr (SNVS”V)] )

P a_ 1 2R LRZ_iR RMvaB
2™ T MRt 5gg™ T g tuvap

+ 2l (14 k)2 % BnZS2R — anqu“SV}

(10 (@2 st 2 (95)?
+ 2[‘2’]%8 [(1 +x)2(d—3)+3(1— K‘)2—|—4K} %Sy SHY
+ 2[‘2’]% [(d—2)(1c+1)2+2(1 - K)Z} (=) n*m?Ss?, (3.35)

em que, deixamos o parametro d, que designa a dimensao do espago-tempo, a ser definido, para obser-
var que para d = 4 ndo existem divergéncias logaritmicas associadas aos termos S’R, RyySHSY, Ste
(VS )2. As divergéncias logaritmicas associadas a estes termos além de estarem ausentes para d = 4 tam-
bém estdo para kK = —1 como ja haviamos observado nas expressoes (3.27) e ( ), correspondentes,

respectivamente, ao traco de PP e traco de SS.

3.4.3. DL com a=+1, d =4 e « arbitrario

Fazendo d =4 em ( ) obtemos
(a==%1)

| PP S

[—Tr (PP)+ —=Tr (SNVS”V)}

2 12 (=)

= 4 lm4—im2R+LR2—iR RHVap
2 12 288" 96 HveB

1
+ (K*+1) [gnzsuvsﬂv—zmzmzﬁ] : (3.36)
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3.5 Reunindo resultados

ou seja, as divergéncias logaritmicas de fato independem da transformagao de reversao da massa e ne-
nhum outro termo além daqueles que contém a tor¢do, dependem do pardmetro k. Porém, a dependéncia
com o parametro K, neste caso, a nivel das divergéncias logaritmicas, ndo implica numa diferenca nos
resultados devido a dependéncia da escolha do operador auxiliar. A presenca de k no coeficiente que
acompanha os termos Sy, S*" e m?*S? representa apenas uma lembranca dos diferentes mecanismos que
utilizamos para justificar as duas possibilidades de operador auxiliar, ( )e( ). Lembramos que
a acdo efetiva a 1-loop ( ) foi reescrita em termos do operador composto, o operador fermionico de
segunda ordem, de duas formas distintas. Na primeira, para k¥ = 0, obtivemos ( ), € na segunda, para
K = —1, obtivemos ( ). A relag@o entre estas duas escolhas se dd por meio de um fator 1/2 que surge
na acao ( ), ou seja, ao escolher k = —1 devemos multiplicar este fator por 1/2 e, ai entdo, podemos
comparar com a escolha k = 0. Com isso, estamos comprovando o 6bvio, ou seja, apesar da agao (2.51)
compreender todos os termos em ( ) o fator 1/2 que a acompanha nao atua sobre os termos de vacuo,
mas apenas sobre termos com o campo de fundo. Se considerdssemos o fator 1/2 atuando em toda a
equacao ( ), estariamos cometendo um grave erro ao comparar as duas agoes, ( )e( ).

Agora, finalmente, vamos reunir os resultados do cdlculo dos fatores de forma ( ) com oS
resultados obtidos com o cdlculo dos tracos ( ), (3.27) e (3.29). Esperamos que a parte divergente
satisfaca a relacdo das divergéncias logaritmicas ( ) e, também, esperamos observar onde ocorre a
diferenca entre as agdes ( )e( ) na parte finita ndo-local, ja que as andlises preliminares, se¢ao

e , indicam a presenca da ANL, ao menos devido a transformacao de reversao da massa.

3.5. Reunindo resultados

Para melhor analisarmos os resultados vamos dividir nossa anélise em quatro partes. A primeira contendo
os termos SR, Rqu“Sv, a segunda os termos $te (VS)2 e, em seguida, a terceira e quarta partes,

dedicadas a cada um dos termos S MVS”v e m%S2, respectivamente.

3.5.1. Os termos SR e RyvSHSY

O termo SR é o tinico que aparece no traco das trés estruturas PR, PP e SS. O termo RyvSHSY aparece
apenas no traco de 8S. Vamos extrair das expressdes ( ), 3.27) e ( ), correspondentes aos tracos

destas estruturas, apenas as parcelas correspondentes aos termos SR e RyyS*SY, ou seja,

d
2

trPR = (k+1)*(2—d)n*S’R, (3.37)
L o[5]
trPP = — 2; (k+1)*(2—d)n*S’R, (3.38)
2
8 S = 2ldl (k+1)7 {(4—d)n>RyuyStS” — 1SR}, (3.39)

2
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3.5 Reunindo resultados

agora reunimos estes resultados com os fatores de forma seguindo a expressao (3.7),

tr [ﬁﬁ3R+ﬁﬁ4ﬁ+S‘uv§5§“V} "

2
2[4] %nzs‘lsﬂ (2—d) (675 — F4) — 12.75]R
2
+ 2[‘2’]('“;1) (4—d)n*Ryy [F5) SESY, (3.40)

a partir da qual, observamos que para d =4 o termo RS*S¥ ndo contribui para a agdo efetiva e o termo

S?R gera a seguinte contribuicio

2
=(1) 1 / 4 1/2(K+1) 2 Ua o T
r = — dxg " ———n"SuS" [6.73 — F#4+6.%5] R, (3.41)
Rs? 2amp) T T | |
porém, observamos na se¢do , do apéndice, que .#3 € essencialmente finito' = e a combinagdo

—F4 + 6.%5 resulta exatamente em —6.%3, logo, a contribuicédo l_“élz)R

nula, independentemente da escolha de k. Com isso, a a¢ao efetiva ( ), parad = 4, se reduz a

para a acdo efetiva € identicamente

= _ w1 ()

I, = Fﬁ%ﬁ 24 (3.42)
Este resultado foi antecipado na secdo , € comprova a vantagem de organizar os resultados em
termos das integrais da se¢ao antes de efetuar qualquer célculo evitando, com isso, calculos desne-

cessarios.

3.5.2. Os termos §* e (VS)*

Isolamos das expressdes ( Ye ( ) as contribui¢des referentes apenas aos temos Ste (VS)z, assim,

d
2

PP = 21[6] (k+1)2 {(K‘—I— 122 —d)*n*s* —an? (VS)z} , (3.43)

8 S = 2l ek 1)2(@—1)

1 1
x {(K—l—1)2(2—a’)zn4S4+§n2(VS)2}. (3.44)
Ao reunir estes resultados com os fatores de forma, seguindo a expressdo (3.7), obtemos

tr [ﬁyzlp_"s\uvyjs’\uv}](
K

4
_ ol ZU N*SuSH (Fy — 6.F5) Sy S"

2
Tﬂﬂvusﬂ (F4—6.F5) VS, (3.45)

12Veja também a discussio na secio
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assim, observamos de imediato que estes termos ndo estdo presentes para K = —1, mas sobrevivem
para k = 0, o que indica algo estranho, pois, se as divergéncias logaritmicas sdo de fato universais e
por isso devem independer da escolha do operador auxiliar, entdo, o setor divergente desses termos
deve ser cancelado, pois eles ndo estdo presentes na estrutura ( ), no entanto, certamente deixardo
uma contribuico finita. E possivel observar que 6.%3 = .%4 — 6.%s, na qual, .%3 é um fator de forma
essencialmente finito. Esta ndo € uma diferenca de um fator numérico que multiplica um mesmo termo
presente nas duas escolhas, mas sim, uma diferenga de termos, que numa escolha estdo presentes e na
outra ndo, ou seja, para k¥ = 0 temos os termos (a parte finita) adicionais S* e (VS)Z, ausentes para
Kk = —1. Estes termos s@o produto essencialmente do setor finito pois eles ndo estdo presentes nas
divergéncias logaritmicas.

Ou seja, o setor finito dos fatores de forma estd gerando termos novos quando k = 0, estas quanti-
dades sdo geradas artificialmente pois as divergéncias logaritmicas naturais da teoria (3.36) ndo contem-
plam estes termos, todavia, apOs representar estas divergéncias pelos fatores de forma, ao regulariza-las,
as divergéncias se cancelam mantendo a estrutura original, mas, uma parte finita sem a sua contra parte
divergente é gerada, dessa forma, € como se estas contribui¢des finitas estivessem sendo geradas do nada.

Vejamos esta questdo com mais detalhes. Designamos a contribui¢do a agao efetiva, devido a estes
termos, por i i)

§%,(VS)
logaritmicas. Esta parcela origina-se da contribui¢do de cada uma das estruturas PP e SS. Considerando

,. A agdo efetiva em d = 4 e, portante, esta sua parcela, correspondem a divergéncias

um momento anterior a manipulagdo das divergéncias, vemos, na subse¢do 3.4.1, eq. ( ), que ao
. ~ =(1 ~ (o 4
fixarmos a dimensao do espago-tempo em d = 4, 24) (V) = 0. Na subsecdo 3.4.2, eq. ( ), também é
possivel observar que a escolha d = 4 elimina estes termos das divergéncias. Finalmente na sec¢do 3.4.3,
eq. ( ), vemos que as divergéncias logaritmicas, excetuando-se os termos de vicuo, contemplam
apenas os termos Sy yS*¥ e m*S2.
Porém, ao regularizar as divergéncias introduzindo os fatores de forma, ou seja, P.Z4P ¢ $.%58S, a
fim de extrair uma parte finita, a estrutura finita ndo-local das divergéncias, de tal farma que
=) _ ) ()
T wse = Tezmptlszs
=MPP  =(1)PP =(1)SS  =(1)8S
= Ipiy Ty +Tpy +Tpp
=(1PP  =(1)S§
= Upin Tk
assim, a parte divergente € eliminada, porém, a estrutura finita € nao trivial e acaba por gerar uma situagao
inusitada nas correcdes quanticas, ou seja, a acdo efetiva adquire uma contribuicao finita para termos nao

presentes nas divergéncias da teoria. Considerando d =4 e kK = 0, obtemos

=) _ 1 4. 12 2 i v
— NSyt (—Fu+6F5)5,8"} (3.46)

a dependéncia deste resultado com a estrutura especifica dos fatores de forma é comprovada pela relagao
6.%3 = #4 — 6.%5, com a qual € possivel perceber que a combinacio dos fatores de forma associada a

estes termos € idéntica a um fator de forma essencialmente finito, o .#3. Seguindo adiante e substituindo
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explicitamente os resultados obtidos com o cédlculo dos fatores de forma obtemos

) 1 4 apf 2 1 1 44 1 y
r = — d VSt | —— A+ —+—5+= | VyS
$4,(VS)? 2(471;)2/ *E {TI K ( 2¢ * 2¢ * a? * 3) 7Y
1 1 4A 1
— Syt ———-A+—+—=+=)S5S5 3.47
H ( 2¢ +28+a2+3) Y } (347)
ou,
=(1) _ 1 4. 12 ) 2 u i l v
Fglwsp = 2(47r)2/d e {n VaSTL AT ) VS
4 4 1 \4
— n°Sust —A—I-g SvS” o, (3.48)
u
na qual, usamos o fato de que a2 = u~! +4~!. Percebemos, ainda, que ha uma estrutura nio-local e

outra local, proporcional a 1/3.

3.6. Grupo de Renormalizacido e Funcao Beta

Nesta secdo, descreveremos o efeito da ANL na renormaliza¢do do célculo do parametro de acoplamento
N e mostraremos que a fungdo beta confirma a versao generalizada do teorema de desacoplamento de
Appelquist e Carazzone [48], porém, para cada escolha de kK e & ou, equivalentemente, para cada esco-
lha do operador auxiliar, um mesmo termo pode apresentar fatores numéricos distintos confirmando a
presenca da ANL. Vamos considerar o cédlculo da fun¢ao beta no esquema de renormalizacdo dependente
de massa [49,50], no qual, a partir do fator de forma, subtraimos os contratermos no momento p2 = M2,
com M sendo o ponto de renormalizacdo.

Para obter a funcdo beta para o parametro de acoplamento efetivo 17, vamos aplicar o operador

. d 4-d
—limp— = lim
n—4 dp n—4 4

d
— 3.49
as s (3.49)

aos fatores de forma, ou a suas partes finitas, Xy (a), Xpp(a) € Zg¢(a), pois os termos gerados pela

teoria, a partir do cdlculo da acdo efetiva a 1-loop, aparecem em combinagdes destes. Na expressao
. ~ ‘A . . / .

acima temos a relagdo u = p?/m?> = 4a*/ (4 — az). Por conveniéncia, definimos d% =, ou seja, o sobre-

indice “linha” representard a derivada em relacdo ao pardmetro “a”, e atuamos com o operador (3.49)

sobre os fatores de forma para obter

4—a’® (4—a?) o A1
4—a* a? (4—a2) 1 a—?2

Yoaro = —— > 2114 ] 3.51
4 9=pp 4 4 {+an(a+2)]’ (3-51)
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4—a* 1 (4—a%) 1 (a2
Yoo = ——————|[14+-1 . 3.52
4 s 6 2a? [ T n(a—l—Z)} (3:52)

Reunindo os resultados acima com os das expressoes '~ ( ), ( )e ( ), e tomando d = 4,
obtemos os resultados da tabela abaixo correspondentes a funcdo beta de cada termo obtido pela teria

(excetuando-se os termos de vacuo) nas correcdes a 1-loop da acdo efetiva,

Tabela 3.1.: Funcao Beta.

—limpg; = lim**ag;
S VS”V 2 2 4— 2 B
o = s e 12 (-5 - B 14 Ln ()
nZS'quuv (4r)
2
e e )
n2S2R ngZO
44 st _n? 4 (4=2) (12-a*) —2
n's n _(4n)2{6(K+1) 2442 12+°— I(ZT)
vs)? 2 4—a? 12—d? 7
Vs 131(7 ):(41)2{_6(K+1>2(2452> 12"‘( aa)ln(ZTZ) }

3.6.1. Regime UV
)e (??),de

Para o regime UV, tomamos o limite de a — 2 sobre os resultados das tabelas anteriores, (

modo que

. -4—612 i

tiy [ ez = -1
(4 —a® _, 1

li Yon| = ——

2| 4 “SS} 6’

e obtemos a tabela dos termos no regime UV dada por
), acima, é possivel observar que qualquer escolha de k fornecerd um fator 2/3

Na tabela (
para o termo Sy, S*Y, ou seja, a fungdo beta no UV ndo € sensivel a escolha de operador auxiliar. Os

demais termos ndo apresentam correcdo a 1-loop a funcdo beta no regime UV.

3Lembramos que estas expressdes desconsideram os termos de véacuo.
14E importante lembrar que para as escolhas de operador auxiliar k = 41 fizemos uso da identidade In /777 = %ln%” e,

ainda, para teorias fermionicas as varidveis de Grassman geram um fator negativo na acdo efetiva, de modo, que para
visualizar o fator 2/3 para k¥ = 1 devemos multiplicar a expressdo por —1/2. Para o caso de k¥ = 0 basta considerar o

fator negativo.

40



3.6 Grupo de Renormalizacdo e Fun¢ao Beta

Tabela 3.2.: Tabela para o regime UV (a — 2).

2 uv SuvS™Y — ”° J (e _12_1
n"SuvS (ﬁ )uv <4n>2{ 22(K D —g(k+1)" - }
7,
s’ (1) =
n2<VS)2 (ﬁ;’VS)z) o
uv

3.6.2. Regime IR

Para o regime IR, tomamos o limite de a — O sobre os resultados das tabelas (

4—a® 1 p? pt
1 Yoo — -
algg)[ . SS] 6om? "+ <m4 ’
4—a’® 1 p? p*
3,5%{ 4 “ZPP} —WW(M ’
4—a* 1 p? p*
lim | ——aX; = ———+0|(—|.
alg(l)[ 4 ¢ PR] 90m " (m4

) e (2?), de modo que

(3.53)

(3.54)

(3.55)

Nestas expressoes os resulados estio escritos em termos do quadrado do momento externo p? e da massa

do férmion m. Observamos que os termos dominantes sio proporcionais a p? /m? o qual é muito peque no

regime IR (p? < m?), portanto, o teorema de desacoplamento de Appelquist e Carazzone definitivamente

€ preservado no caso da torc¢ao.

Substituindo estes resultados nas tabelas (3.1) e (??) obtemos

Tabela 3.3.: Tabela para o regime IR (a — 0).

_rlzlglpdp n—4 4 da
SuvSHY n? v

n*SuvS*Y | By (4 72 1—12{—( -1’ -4 (K+1)2+41<_}%

2¢2 2

n*S’R : Y

n's* BY = sk +1)' &}

2 Vs) 2

n* (VS) B = A {5 (417 5

Neste limite, k = 0,1 fornece valore aos termos S* e (VS)?.

para cada escolha.

E SuvS*Y possui um fator distinto
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4. Conclusao e comentarios finais

Ao longo deste trabalho nos valemos de propriedades gerais da acao efetiva fermidnica no espago-tempo
curvo com tor¢ao para obter diferentes porém equivalentes formas de gerar um operador fermidnico de
segunda ordem e, consequentemente, as corre¢des quantica a 1-loop. Deduzimos um operador auxi-
liar para o qual existem 6 formas distintas de escreve-lo, tais formas foram associadas aos parimetros
Kk =0,£1 e a = %1, os quais representam coeficientes do termo de tor¢do e massa, respectivamente,
expresso pela equagdo ( ). Estas possibilidades foram produzidas observando, por exemplo, a in-
variancia da acdo ou, analogamente, das equagdes cléssicas, frente o termo de tor¢ao, k = 0, ou ainda,
a equivaléncia da édlgebra das matrizes de Dirac (dlgebra de Clifford) com relacgdo a troca y* — —y*,
ou seja, K = £1. Também nos valemos da invariancia frente a transformacao de reversdao do termo de
massa, & = £1. Associando estas generalizacdes com o fato de que a acdo efetiva pode ser escrita em
termos de um determinante funcional de uma matriz de dimenséo infinita, decompomos a estrutura di-
vergente representada por esta matriz em uma parte finita ndo-local e outra logaritmicamente divergente.
Em seguida, constatamos a universalidade das divergéncias logaritmicas, a independéncia das estrutu-
ras logaritmicamente divergentes com relacdo as possiveis escolhas do operador auxiliar, comprovando
dessa forma que estas escolhas de fato sdo equivalentes, por outro lado, verificamos que a propriedade
multiplicativa do determinante, det 7 e%%m) = det A - dete%%m), ndo € satisfeita pelos termos finitos,
ou seja, hd uma dependéncia da parte finita com relac@o a escolha do operador auxiliar de modo que, a
identidade det 7. 5# (o) = det 7 ,%%,lya) se mostra falha para os termos finitos mesmo que as escolhas
devam ser equivalentes.

As consequéncias desse fato € que as arbitrariedades intrinsecas a acdo efetiva a 1-loop geram
ambiguidades nas corre¢des quanticas da teoria. Dessa forma, no cdlculo da funcdo beta, constatamos
que o regime IR € sensivel a ANL, estando assim, altamente contaminado por discrepancias devido as

possiveis escolha do operador auxiliar.

4.1. Contribuicoes do presente trabalho

Implementamos a generalizacdo das possiveis escolhas do operador auxiliar que nos permitiram efetuar
um unico célculo para todas as seis possibilidades e com isso, analisar cada termo gerado pela expansao
a 1-loop da agdo efetiva, para as seis possibilidades por meio de uma tnica expressao;

Determinamos ambiguidades que comprometem a consisténcia da teoria, como a presenga dos
termos $* e (VS)? essencialmente finitos;

Identificamos a melhor escolha de método da expansao da a¢@o a 1-loop no contexto do heat kernel

a fim de evitar quantidades espurias;
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4.2 Resumo da analise dos termos

Comprovamos a universalidade das divergéncias logaritmicas;

Pela primeira vez verificou-se a ANL associada ao termo massivo;

Nossos resultados forma obtidos no contexto de um tnico regulador de modo que ndo existem
ambiguidades devido a comparagao de diferentes técnicas de regularizacao;

Garantimos que a ANL ndo estd associada a nenhum parametro externo como o parametro de
renormaliza¢do, j4 que em nenhum momento fizemos qualquer referéncia a este parametro, além da sua
simples presenga no contexto do esquema de subtragao minima;

E, ainda, deixamos um legado para trabalhos futuros que envolvam o célculo da a¢do efetiva por
meio do operador de campo fermidncio acoplado ao axial vetor, que é o fato de que a forma como se

dard a expansdo em termos desse operador, deve depender de suas possiveis escolhas;

4.2. Resumo da analise dos termos

Aqui, apresentaremos uma sintese de resultados.

4.2.1. Correcoes a 1-loop

Constatacdo da universalidade das divergéncias logaritmicas;

Constata¢do da ANL para férmions no espago-tempo curvo com tor¢ao;

4.2.2. Regime UV

Para x = 0, 1 identificamos termos, S* e (VS)Z, essencialmente finitos para os quais a parte divergente
se cancela.

No regime UV, da fungio beta, o termo Sy, S*" produz um tnico fator indepentente da escolha de
K, os termos S’R, S*, (VS)2 desaparecem. J4 o termo massivo m2S?, para o = 1 gera o mesmo fator
independente de x.

4.2.3. Regime IR

No regime IR, ao contrério do regime UV, a funcdo beta do termo S,,yS*¥ ndo mantém o mesmo fator.
O termo S?R desaparece, porém os termos S* e (VS)2 prevalecem para k¥ = 0, 1 com fatores diferentes
para k =0e k = 1. E o termo de massa m>S? apresenta o mesmo comportamento, com relagio ao fator
numérico gerado pelas aproximacdes, do que no regime UV,ou seja, para para o = 1 o fator independe
de kK mas para & = —1 o fator muda para cada valor de K e em nenhum caso coincide com o valor de
o=1

O teorema de Appelquist e Carazzone [48] € satisfeito, porém com fatores distintos conforme

escolha dos parametros K e/ou «;
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4.3 Perspectivas futuras

4.3. Perspectivas futuras

Calculo (inédito) do residuo de Wodzicki [24] ndo-local, a fim de dar consisténcia matematica ao resul-
tado;

Mostrar a presenga da ANL obtendo a acdo efetiva por meio das integrais de caminho de Feynman
ao invés do método do campo de fundo;

Mostrar os efeitos da ANL no espaco plano;

Chamar a atencdo da comunidade cientifica para cdlculos que foram efetuados no contexto dessas

arbitrariedades para possiveis ambiguidades da parte finita, local ou nao-local;
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A. Resultados lteis

A.l. Integrais dos fatores de forma

Para o célculo das integrais contamos com o auxilio da definicdo

1
f(t‘Ll) _ /dOC ef(x(lf(x)tu
0

e da expansdo de A~

m2 w—2
A= <4w2)
2

_ [1+(2—a))1n (4:1’;‘ )} +0(0-2)

A.1.1. Calulo da integral .#!

g = JV/dt e M
0

1
= JV/dt ettw—l/da eia(lia)tu
0 0
1 oo
_ JV/dOC /d”l—we—[l—i—a(l—a)u]t
0 0

Consideramos a troca de variaveis,

k = [1+a(l—o)ult
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A.1 Integrais dos fatores de forma

logo,
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(A.4)

(A.S5)
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A.1 Integrais dos fatores de forma

Para as demais integrais seguimos o mesmo procedimento.

A.1.2. Calculo da integral .72

0
1
12

jZ f

1

—) [

a2

(

integral .#*
,/V/dt

0
(l_

A.1.3. CAlculo da

f4

1
4

A.1.4. Calculo dos fatores .%;

2—

a2

2|

(J)

1 4A

3a?

x
18

m2
e () 1) -

—t
e
ut®

1

o) (A.6)

m2
~rin () 1]

Observamos que .73 = %ﬁ — Z5, logo, obteremos primeiro .74 e .%5 para depois, a partir destes, obter
F3.
Fi = Lo
£ =3
1 1 4y
= = —y+1 2A A7
e e (GE) a7
1
s = 7=
_ i
T2 1\4 &2)|2-0)
n 1 1 1 1 i n Y il 4A 1
AR 4# 3 18
I O PN m_1
- 262-w) 6 Amru? 6 3a2 18
11 1 1 1 m 1
= —|-o————y+-1 — 4= A8
2{6(2—(0) 6Y+6n<4n ) 9} (A8
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A.2 Algebra das matrizes de Dirac

1 1

Ty = — I+ (52—

12 2

€ resumimos nossos resultados

T3 = I+ (-

|

A.2. Algebra das matrizes

tr (T) =
Wyt =

guvgvu =

7#7/17” =
YMYQVBY” =
YuYaY'BY&V# =

or(Frrrt) = 2l

12 1
2 A —
6 3a2) 18

1
= gl
2

11
= —|—424
Z[ejL }

s
[11 4A 1]

1
2
)
26 3229

de Dirac

48T+ (n—4) y*yP
27 PP — (= 4) P
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(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)
(A.15)
(A.16)
(A.17)
(A.18)
(A.19)

(A.20)
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A.3 Obtendo algumas expressoes

zr(yayﬁnyp) = 23] (gaﬁglp—5f5£+5g5f> (A21)

o (P PY )
_ 3] [glu (gpvgaﬁ _ gPagVh +nggva>
P (guvgaﬁ GHAQVB | B va>
(gupgaﬁ gH gPP _|_guﬁgpa>
_gm gungB —gH ng +guﬁgpv

+g'P (ghP gV — gHVgP® 4 ghOgP V)} (A.22)

(YS}AY mﬁ) 2[3] (_ighvaﬁ> (A.23)

A.3. Obtendo algumas expressoes

Identidade de Biancci (trés indices contraidos)
Rypuv€* = 0 (A.24)
Alguns tragos
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A .4 Identidades matematicas

V83 VySatr (Y”Ya7v7ﬂ>
= VuSptr (J/W” [Ya?’VVvSaD
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A.4. ldentidades matematicas
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1
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A .4 Identidades matematicas

1
VuSyVHSY —VySu VS = Suashe (A31)
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Convencoes e abreviacoes

Sy acao classica fermidniCa. . ...... i e
W J] funcional gerador das fungdes de Green..............couveiuiiiiininenananan..
['[o] acdo efetiva: ac@o classica mais correcOes qUANLICAS . . ..o oo vv v e e i neeeenn.
I'[¢] corresponde apenas as correcdes quanticas a acdo cldssica ........................
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