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Resumo

Nesta tese exploramos diferentes aspectos de teorias classicas e quanticas de campos. Na
parte classica, examinamos o fenomeno da birrefringéncia eletro-magneto-6ptica em ele-
trodinamica nao-linear no contexto de meios materiais dielétricos nao-lineares como uma
correcao efetiva a teoria linear maxwelliana do eletromagnetismo. Na parte quantica,
seguindo o método do heat kernel em teoria quantica de campos sobre espacos curvos, de-
rivamos e estudamos a estrutura das divergéncias a 1-loop para a acao efetiva de diferentes
modelos. Em particular, no ramo do modelo de Yukawa, exibimos duas novas formas de
ambiguidades as quais tomam lugar na acao efetiva de campos fermionicos através do
fenémeno da anomalia multiplicativa nao-local. Além disso, analisamos a estrutura das
divergéncias ultravioletas a 1-loop para um modelo recentemente proposto de gravitacao
massiva livre de fantasmas, e mostramos que esse modelo encontra sérias dificuldades no

nivel quantico.

Palavras-chave : Eletrodinamica nao-linear; Campos quanticos em espago-tempo curvo;

Calculos perturbativos; Anomalia multiplicativa; Teorias modificadas da gravitacao.



Abstract

In this thesis we explore different aspects in classical and quantum field theories. In
the classical part, we examine the phenomenon of electro-magneto-optical birefringence
in nonlinear electrodynamics in the context of nonlinear dielectric media as an effective
correction to the linear Maxwellian theory of electromagnetism. In the quantum part,
following the heat kernel method in quantum field theory on curved spaces, we derive and
study the structure of the I-loop divergences for the effective action of different models.
In particular, through the Yukawa model, we show two new forms of ambiguities which
take place in the effective action of fermionic fields through the phenomenon of nonlocal
multiplicative anomaly. Moreover, we analyzed the structure of ultraviolet divergences at
1-loop for a recently proposed ghost-free massive gravity model, and we show that this

model meets serious difficulties at the quantum level.

Keywords: Nonlinear electrodynamics; Quantum fields in curved space-times; Pertur-

bative calculations; Multiplicative anomaly; Modified theories of gravity.
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Introducao

“Toda grande caminhada comega com um simples passo.”
Buda
“Nao hd realidade objetiva sem historia.”

César Lattes

Preliminares e motivacoes

A mecanica classica é um dos marcos da compreensao humana do mundo fisico. As
equagoes dinamicas de Newton descrevem, por meio de um conjunto de equagoes diferen-
ciais de segunda ordem, o movimento de um sistema de massas pontuais. Dados a posicao
e velocidade iniciais para cada particula pontual, o movimento subsequente é completa-
mente determinado (veja, por exemplo, [1 — 3]). Tal descrigao da Natureza constituiu um
paradigma durante muitos anos. Com a descoberta dos fendmenos elétricos e magnéticos,
Maxwell percebeu que essas entidades eram melhor descritas utilizando-se o conceito de
campo.

A solucao das equagoes de Newton é uma trajetoria dinamica, a qual é um objeto que
associa a cada instante do tempo um vetor no espago. Um campo, por sua vez, ¢ uma
relagado que associa a cada ponto do espaco e a cada instante do tempo um objeto ma-
tematico em um determinado espaco. Maxwell descreveu os campos elétricos e magnéticos
como campos vetoriais [4]. Uma das conquistas mais importantes de Maxwell foi a for-
mulacao de uma teoria dinamica em que campos elétricos e magnéticos eram descritos como
duas manifestagoes de uma tunica entidade denominada campo eletromagnético (veja, por
exemplo, [5, 6]).

Uma das previsoes mais marcantes da teoria eletromagnética foi a finitude da veloci-
dade de propagacao da radiacao eletromagnética em qualquer sistema de referéncia inercial.
Essa era uma caracteristica totalmente nova que nao estava presente na mecanica classica,

na qual a informagao pode se propagar instantaneamente. Além disso, a constancia da



velocidade da luz, em qualquer sistema de referéncia inercial, estava em contraste direto
com as bem estabelecidas transformagoes classicas de Galileu. A fim de contornar tais di-
ficuldades, Einstein desenvolveu a teoria da relatividade especial [7], na qual a constancia
da velocidade da luz em qualquer sistema de referéncia inercial era o ponto de partida.
Para uma boa revisao histérica, bem como outras referéncias relacionadas, veja também
[8]. Nessa teoria, tempo e espago sao tratados em pé de igualdade formando uma tnica
entidade quadri-dimensional denominada espaco-tempo.

No periodo em que a teoria da relatividade especial foi desenvolvida, outra teoria im-
portante, que mudaria a visao do mundo, estava apenas em seu estdgio inicial. A mecanica
quantica [9, 10] foi desenvolvida a fim de explicar certas observacoes experimentais, espe-
cialmente na fisica atomica, as quais nao podiam ser explicadas no ambito da mecanica
classica e do eletromagnetismo. Alguns anos mais tarde, a mecanica quantica e a relativi-
dade especial tornaram-se aceitas na comunidade cientifica como as teorias mais adequadas
para descrever o mundo fisico. No entanto, foi logo notado que as duas teorias nao eram
completamente compativeis uma com a outra. A razao é simples; na relatividade especial,
0 espaco e o tempo desempenham a mesma funcao e sao tratados da mesma maneira na
formulagao das equagoes fundamentais. Por outro lado, na mecanica quantica, o tempo
ainda desempenha um papel privilegiado, como se pode ver simplesmente analisando a
equacao de Schrodinger.t

Desde o surgimento da teoria da gravitagao universal classica, fundamentada por New-
ton no ano de 1686 [11], os efeitos relacionados a esse fenémeno vém sendo testados ex-
perimentalmente nas mais distintas situagoes, e com regularidade crescente. A interagao
gravitacional é reconhecidamente muito fraca quando comparada as demais interacoes
da Natureza e, em consequéncia, é muito dificil a realizacao de experimentos para tal
fenomeno em laboratorios terrestres.

Ja no inicio do século XX a comunidade cientifica estava ciente da nao aplicabilidade da
teoria newtoniana na previsao de alguns fendmenos naturais, como por exemplo a precessao
do periélio das érbitas planetarias, o que levou diversos pesquisadores a propor novas
teorias a fim de completar o quadro experimental até entao determinado. A introducao de
outras teorias, na maior parte das vezes, levou a predi¢ao de novos efeitos, que puderam

ser submetidos a examinacao a fim de se resolver pela consisténcia da teoria em seus

'Uma das razoes é que a quantizacao é feita com base no formalismo hamiltoniano, o qual ndo permite

uma generalizacao relativistica direta.



resultados. Nesse sentido, a ciéncia tedrica e experimental, no que diz respeito a interacao
gravitacional, tem caminhado em continua dependéncia.

Das teorias que surgiram no intervalo de tempo que vai de 1686 até os dias atuais,
uma unica tem se mostrado, pela exceléncia de seus resultados postos a experimentacao,
como a boa teoria da gravitacao. Esta, a bem conhecida teoria da relatividade geral,
desenvolvida por Einstein [12] na primeira metade do século XX, tem sido amplamente
testada e comprovada em todas as suas predigoes.

Uma das conquistas mais importantes da fisica tedrica e matematica foi o desen-
volvimento de uma teoria dos campos quantizados. Atualmente, essa area de pesquisa
conta com grandes sucessos mas ainda apresenta aos pesquisadores complexos desafios
matemaéticos e fenomenoldgicos. A Teoria Quantica de Campos (TQC) em espago-tempo
plano (espago de Minkowski) [13 — 17] surgiu quando os fisicos tentaram unificar a até
entao recém relatividade especial com a mecanica quantica. O trabalho seminal de Dirac
de 1927 [18], The quantum theory of the emission and absorption of radiation, representa
o primeiro esforco para se criar uma teoria quantizada para o campo eletromagnético e é
considerado por muitos pesquisadores como o inicio da TQC.

Apds o artigo de Dirac, uma quantidade enorme de trabalhos nesse campo de pesquisa,
ambos tedrico e experimental, foi realizada por muitos fisicos que conduziram a notaveis
descobertas. Dentre as mais importantes, podemos citar a predicao da existéncia de
anti-particulas, efeitos relativisticos sobre o espéctro de dtomos com o desvio Lamb, a
descoberta de um grande ntmero de particulas elementares, a formulacao da matriz de
espalhamento, a qual descreve a interacao e decaimento de particulas e o desenvolvimento
das teorias de calibre que levaram a uma formulacao unificada de trés das interacoes
fundamentais da Natureza: as interacoes eletromagnética, nuclear forte e nuclear fraca
[19].

As predigoes de sucesso da relatividade geral constituiu uma evidéncia convincente de
que os fenomenos gravitacionais podem claramente ser entendidos considerando a estru-
tura espaco temporal como uma variedade curva. Na relatividade geral a matéria exerce
sua influéncia gravitacional curvando o espago-tempo, e assim estudamos a propagagao
de particulas e ondas sobre esse fundo curvo. E portanto natural o estudo do comporta-
mento de campos quanticos sobre espacos curvos a fim de buscarmos por novos efeitos da
gravitacao. Tal abordagem, onde os campos de matéria sao quanticos, porém o campo

gravitacional é clédssico, ficou comumente conhecida como TQC em espaco-tempo curvo



[20 — 26].

Possivelmente uma das mais importantes contribuicoes ao desenvolvimento da teoria
quantica foi dada por Feynman em sua tese de doutoramento [27], intitulada The prin-
ciple of least action in quantum mechanics, onde ele desenvolveu o formalismo conhecido
atualmente por integracao funcional (ou integral de trajetéria). Tal método é baseado na
descricao de sistemas quanticos através da formulagao lagrangiana no lugar da formulacao
hamiltoniana. Esse método leva a uma formulacao covariante da mecanica quantica e da
TQC, isto é, uma forma na qual as relagoes fundamentais nao dependem do sistema de
referéncia usado. A extrema importancia de tal formalismo é prontamente reconhecida
quando se tenta unificar a mecanica quantica com a relatividade especial, que é, essenci-
almente, uma teoria covariante.

A integral de trajetoria fornece as amplitudes de transicao dos processos quanticos
como uma integral (soma) sobre todas as possiveis trajetérias no espago de configuracao
unindo os estados inicial e final ao processo. Infelizmente, em muitos casos de interesse
fisico, a integral de trajetéria nao pode ser avaliada exatamente e, portanto, alguma forma
de aproximacao deve ser empregada. As caracteristicas da integral de trajetéria tornam
esse formalismo muito sutil para um esquema de aproximacao semi-classica.

E bem sabido que esse nao é o Unico caso no qual usam-se técnicas de aproximagao.
Vérios métodos de aproximagao tém sido as ferramentas mais importantes no tratamento
de diversos fenomenos em TQC. A razao é muito simples; como em qualquer outro campo
de investigacao em fisica, a TQC apresenta problemas nao-lineares muito complicados para
os quais uma solucao analitica fechada nao pode sempre ser encontrada explicitamente.
Por isso, diferentes esquemas de aproximagao devem ser desenvolvidos a fim de obtermos
predigoes observaveis em diferentes regimes.

Uma das abordagens mais frutiferas em TQC, especialmente em teorias de calibre e
gravitagao, é o método de campo de fundo desenvolvido em sua maior parte por DeWitt
em seus trabalhos cldssicos [28, 29] (veja também [21, 22, 30]). Esse método é, na verdade,
uma generaliza¢ao do método de funcionais geradores desenvolvido por Schwinger [31, 32].
O objeto de maior interesse no método de campo de fundo é a assim chamada agao efetiva
23, 33]. A acgao efetiva é um funcional do campo de fundo e, em principio, contém toda
informacao sobre a teoria quantica em questao. De modo a permitir predigoes observaveis,
a TQC precisa dar as amplitudes de probabilidade de uma variedade de processos de

espalhamento nos quais os estados quanticos iniciais sao conhecidos e os produtos finais



podem ser medidos através de detectores de particulas. Teoricamente, essa interacao é
estudada através da assim chamada matriz S (ou matriz de espalhamento), a qual é descrita
por meio de propagadores e fungoes de vértice fazendo uso da técnica diagramética de
Feynman [34]. A agao efetiva determina os propagadores bem como as fungoes de vértice
tomando em conta todas as corre¢oes quanticas. E claro, uma vez que tais ingredientes
bésicos sao conhecidos, a estrutura completa da matriz S pode ser determinada e, portanto,
predicoes mensuraveis podem ser feitas. Além do mais, a agdo efetiva fornece ainda as
equacoes efetivas de movimento que descrevem os processos quanticos sobre o campo de
fundo classico. Outro importante elemento da acgao efetiva é o assim chamado potencial
efetivo [35], o qual é uma ferramenta natural para se estudar a estrutura de vdcuo da
teoria quantica sob consideracao.

Infelizmente, nos casos fisicos mais interessantes a acao efetiva nao pode ser avali-
ada exatamente e, portanto, métodos de cdlculos aproximativos devem ser desenvolvidos.
Desde que a acao efetiva pode ser escrita em termos de uma integral de trajetoria, um dos
métodos de aproximagao mais efetivos é a expansao perturbativa semi-classica da integral
de trajetéria em termos do ntimero de loops (também conhecida por expansao em loops).
Nessa abordagem, todos os campos sao decompostos em uma parte de fundo classica ¢* e
uma perturbagao quantica £%, como ¢® = ¢® + VhEe, onde h = h/2m, sendo h a constante
de Planck. Substituindo essa decomposicao na agao classica, pode-se expandir tal agao em
termos de campos quanticos. A parte quadratica desta expansao nos fornece o propagador
e os demais termos de ordem superior proporcionam as varias funcoes de vértice. Essa
informacao é basicamente tudo que precisamos a fim de obtermos a acao efetiva pois, como
ja mencionado acima, ela é construida em termos de propagadores e funcoes de vértice.
Nessa abordagem, o niimero de loops na expansao perturbativa corresponde a ordem da
expansao na constante h.

No entanto, o calculo pratico da acao efetiva implica grandes dificuldades. A questao é
que, embora seja possivel calcular a acao efetiva para alguns casos especiais sobre um fundo
fixo, para que a acao efetiva possa ser usada temos que construi-la como um funcional dos
campos de fundo de modo geral. Portanto, varios métodos aproximativos para o calculo
da acao efetiva foram elaborados. O primeiro esquema elaborado corresponde a bem
conhecida expansao de Schwinger-DeWitt [20 — 22, 30, 36 — 41], o qual foi empregado com
sucesso no tratamento de divergéncias, renormalizacao, anomalias, etc. Tal técnica admite

varias versoes de regularizacao covariante.



Segundo essa abordagem, todas as quantidades de interesse (tais como agao efetiva,
fungdes de Green, tensor energia-momento, correntes, anomalias) sdo expressas em termos
dos coeficientes da expansao assimptética do correspondente heat kernel, denominados
coeficientes HMDS (Hadamard-Minakshisundaram-DeWitt-Seeley) [42]. Varios métodos
foram usados para o calculo destes coeficientes, comecando do método direto de DeWitt
[20], para métodos mateméaticos modernos, os quais fazem uso de operadores pseudo-
diferenciais [36, 43].

Os coeficientes HMDS da série de Schwinger-DeWitt sao quantidades locais covarian-
tes de dada dimensionalidade construidos a partir dos campos de fundo (curvaturas, suas
derivadas covariantes, etc). Em tal expansao, os termos de menor ordem levam a uma
boa aproximacao da acao efetiva no caso quando todas as quantidades de fundo sao muito
menores que a correspondente poténcia do parametro de massa, ou seja, quando o com-
primento de Compton do campo quantico massivo A = i/mc é muito menor que a escala
caracteristica de comprimento L (A < L) para o problema de interesse.

Portanto a expansao de Schwinger-DeWitt é, em geral, de aplicabilidade limitada. Ela
nao é efetiva no caso de campos de fundo intensos e/ou oscilando rapidamente A > L. No
caso de teorias nao-massivas, o método permite calcular somente divergéncias e anomalias,
mas torna-se sem significado na avaliacao da parte finita. Portanto, a original expansao
de Schwinger-DeWitt nao pode descrever efeitos essencialmente nao-locais tais como o
fenomeno de criagao de particulas.

Varios efeitos fisicos em teorias quanticas de calibre, particularmente os problemas
em campos externos, requer o calculo de termos nao-locais na acao efetiva. De modo
a contornar as dificuldades (limitag¢oes) impostas pela usual expansao assimptdtica local
de Schwinger-DeWitt, Vilkovisky propos uma nova abordagem conhecida por Teoria de
Perturbagao Covariante em [44], a qual foi desenvolvida posteriormente em uma série de
trabalhos [45 — 49]. Nessa abordagem, campos de fundo intensos e/ou oscilando rapi-
damente podem ser tratados de forma consistente, em oposicao a técnica de Schwinger-
DeWitt. Para uma discussao técnica acerca dessa abordagem, bem como dos principais
problemas fisicos relacionados, sugerimos a leitura do trabalho [50].

E portanto evidente que os varios métodos de aproximacao s fornecem resultados
corretos dentro de seu proprio regime especifico. Em outras palavras, cada método de
aproximacao tem os seus proprios limites de validade.

Uma idéia importante, a qual estd implicita na descricao de todo sistema fisico, é aquela



de uma teoria efetiva. A premissa basica de qualquer teoria efetiva é de que a dinamica
em baixas energias (ou grandes distancias) nao depende dos detalhes da dindmica em altas
energias (ou pequenas distancias). Como um resultado, a fisica de baixas energias pode
ser descrita em termos de uma lagrangiana efetiva, a qual contém somente um conjunto de
graus de liberdade do sistema em questao, ignorando graus de liberdade que estao presentes
na escala de altas energias. Desse modo, podemos isolar um sistema fisico e estudar o seu
comportamento em determinada faixa de energia, sem mesmo termos conhecimento do
comportamento de tal sistema em regimes intensos de altas energias. Para uma boa
revisao sobre os principios acerca dessa abordagem, veja as referéncias [51 — 56].

Como um exemplo de correcao efetiva a uma dada teoria classica de campos, podemos
citar os efeitos nao-lineares na usual teoria de Maxwell do eletromagnetismo quando um
dado sistema fisico sofre a acao de campos eletromagnéticos externos intensos.

Como é bem conhecido, a velocidade de propagacao de uma onda eletromagnética
tem seu valor dependente dos estados de polarizagdo do véacuo [57, 58]. Tais efeitos de
polarizacao aparecem quando um campo eletromagnético muito intenso é produzido em
alguma determinada regidao do espaco.? A possibilidade de producao de um par elétron-
positron no vacuo da eletrodinamica quantica foi primeiro apontada por Sauter, Fuler,
Heinsenberg e Schwinger [31, 59, 60] que estudaram o vacuo de Dirac em um campo
elétrico externo intenso. Eles observaram que em situacoes quando o campo externo
excede seu valor critico F,, a energia do vacuo pode ser reduzida pela criacao espontanea
de um par elétron-pésitron. Esse é o processo Sauter-Fuler-Heinsenberg-Schwinger. Uma
das consequéncias mais importantes a respeito desse fato é o surgimento do fenémeno da
birrefringéncia, também conhecida por dupla refracao, onde a velocidade de fase da onda
eletromagnética depende do seu modo de polarizagao [61].

A propagacao de ondas eletromagnéticas em teorias nao-lineares do eletromagnetismo
tem, recentemente, despertado grande interesse por parte da comunidade cientifica. Uma
revisao detalhada sobre o assunto pode ser encontrada nos trabalhos [62 — 71]. Tal pro-
blema pode ser investigado sob dois aspectos distintos: pode-se analisar tal questao no
regime de campos intensos [62, 63], como também no contexto de meios materiais [64 — 71].
Em ambos os casos, as equagoes de campo que governam os fenomenos eletromagnéticos

sao nao-lineares. No regime de campos intensos, a teoria é construida analiticamente a

2Tal valor é também chamado de campo critico (E.. = m?c®/eh = 1,3 x 1018V /m e B, = m?c?/eh =

4,4 x 1013@G), e corresponde ao limite de aplicabilidade da teoria linear de Maxwell do eletromagnetismo.



partir de uma densidade de lagrangiana nao-linear, a qual é fun¢ao dos dois invariantes
de Lorentz do campo eletromagnético [72]. No contexto de meios materiais, as equagoes
de campo de Maxwell devem ser complementadas com relagoes constitutivas entre as in-

tensidade dos campos E* e B* e suas respectivas indugoes D" e H"
Dt = D! (E”,B”), H! = H'(E",B"). (1)

Neste caso, a estrutura de propagacao das ondas serd dependente das caracteristicas do
meio sob a influéncia de campos externos através de certas fungoes que, em geral, sao
nao-lineares.

O fendémeno da birrefringéncia é encontrado tanto em meios materiais como também

3. Esse efeito ¢ usado frequentemente na tecnologia de dis-

na eletrodinamica nao-linear
positivos opticos, bem como uma técnica para a investigacao de diversos sistemas fisicos,
incluindo sistemas astrofisicos. No contexto de meios materiais podemos citar a birre-
fringéncia magneto-elétrica, cuja diferenca entre os indices de refracao do meio em questao
é proporcional ao produto dos campos elétrico e magnético externos. Tal fendmeno, em-
bora hd muito tempo reportado na literatura [74], foi sé recentemente medido experimen-
talmente [75 — 77]. Umas das dificuldades citadas em seu processo de medida estd no
surgimento de outras formas de birrefringéncia padrao, tais como os efeitos Kerr [78] e
Cotton-Mouton [79, 80], cuja intensidade é usualmente muito maior que o correspondente
efeito magneto-elétrico. No contexto da aproximacao eikonal da éptica geométrica, foi re-
centemente considerado a possibilidade de se produzir a birrefringéncia magneto-elétrica
como um efeito inico em meios nao-lineares isotrépicos [70]. Desta forma, é um traba-
lho interessante efetuar uma construcao tedrica na qual o fenomeno da birrefringéncia
magneto-elétrica possa ser implementado e eventualmente medido como um efeito tnico,
sem a interferéncia de demais efeitos de birrefringéncia padrao.

A obtengao de corregbes quanticas efetivas em TQC frequentemente requer a resolucao
de diferentes expressoes algébricas, tais como o calculo de determinantes e tragos de ope-

radores. Como sabemos, é bem conhecido da literatura que as relagoes

det (A-B) = det A - det B, tr In A = In det A, (2)

3Podemos entender o fenémeno da birrefringéncia como a propriedade éptica que determinados mate-
riais tém na qual seu indice de refracao é dependente da polarizagéo e diregdo de propagacao da luz [61].
Tal fendmeno foi primeiro observado pelo cientista dinamarqués Rasmus Bartholin em 1669 em um cristal

de calcita [73]



podem ser facilmente provadas para matrizes de dimensao finita A e B. Por outro lado,
em TQC, muitos dos operadores relevantes sao de dimensao infinita. Em TQC, frequente-
mente encontramos termos da forma In sDet H, onde H ! representa o propagador para
algum campo. Isto surge, por exemplo, no calculo das correcoes quanticas a I-loop asso-
ciadas a acao efetiva [23, 81]. Contudo, em TQC este é o determinante de uma matriz de
dimensao infinita, desde que existe um nimero infinito de modos fisicos. Logo, é de grande
interesse analisar o comportamento das relacoes acima quando aplicadas aos operadores
da TQC, e verificar em quais condigoes tal igualdade possa ou nao ser violada. A violagao
desta relacao é comumente conhecida por anomalia multiplicativa*. Para mais detalhes,
veja [82 — 90].

Consideraveis esforcos tém sido feitos com o objetivo de provar que uma tal violacao
possa tomar lugar em TQC. Entretanto, em muitos casos, pode ser mostrado que tal vi-
olagao esta relacionada a ambiguidades no processo de renormalizacao. Isso significa que
quando as condigoes de renormalizacao sao impostas aos operadores fl, BeA- 1’5', pode ha-
ver uma diferenca devido a independéncia dessas condi¢oes para operadores distintos. Em
particular, tal situacao pode aparecer quando os determinantes funcionais sao definidos
por meio da regularizagao que utiliza a funcao ¢ generalizada [91], pois essa abordagem
esconde as divergencias e fornece o resultado renormalizado e regularizado automatica-
mente. Logo a dependéncia com o parametro p deve ser implementada artificialmente e
isso abre caminho para a anomalia multiplicativa.

Recentemente [92, 93], foi obtido um primeiro exemplo na eletrodinamica quéantica
onde o célculo do determinante funcional para o correspondente operador pode ser apre-
sentado como uma expressao nao-local e, portanto, nao pode ser explicado em termos de
ambiguidades relacionadas ao processo de renormalizagao, segundo o teorema de Wein-
berg [94, 95], o qual demonstra a natureza local dos contratermos em TQC. Assim, é um
trabalho interessante buscar novos exemplos de operadores fermionicos e/ou bosonicos nos
quais o fenomeno da anomalia multiplicativa em TQC possa tomar lugar e, entao, analisar
em mais detalhes sua relacao com as divergéncias da correspondente teoria.

Conforme descrito anteriormente, dentre as varias teorias candidatas a descrever a

dinamica do campo gravitacional, a relatividade geral tem nos mostrado grandes rea-

40 termo anomalia multiplicativa foi introduzido na literatura por mateméticos. Entretanto, este
conceito nao deve ser confundido com o conceito de anomalia quantica empregado pelos fisicos, uma vez

que tal fendmeno nao corresponde a nenhuma quebra de simetria do setor classico da teoria.



lizagoes tanto do ponto de vista tedrico como fenomenolégico. Embora tenha sido a pri-
meira for¢a fundamental a ser investigada sob um olhar cientifico, é notavel que a gravidade
é, provavelmente, a interacao fundamental que continua a ser a mais enigmatica dentre
todas as forcas fundamentais na Natureza.

Mesmo com seu grande sucesso em diversas escalas fisicas, a relatividade geral nao é
uma teoria completa e, assim, nao pode descrever muitos efeitos de natureza cosmologica
ou mesmo efeitos quanticos. Deste modo, a idéia de uma teoria modificada da gravitacao,
que tenha a relatividade geral corroborada em um de seus limites, mostra-se como uma
possivel resposta para diversas questoes em aberto no Universo. Portanto, é natural nos
perguntarmos se a gravitacao pode ser modificada a pequenas ou grandes distancias de
uma maneira teoricamente controlavel e experimentalmente vidavel. Enquanto tal questao
a pequenas distancia é relevante para uma teoria de gravitagao quantica, o correspondente
problema a longas distancias pode potencialmente nos ajudar a compreender melhor as
caracteristicas acerca da constante cosmoldgica, energia escura e matéria escura. Uma
questao interessante associada a modificacao da gravidade a longas distancias pode ser
colocada na forma: “Podem os grdvitons terem uma pequena massa nao-nula? ”

E muito interessante explorar se o graviton pode ou nao ter uma massa nao-nula. O
primeiro esfor¢o para adicionar um termo de massa a acao da teoria da gravitacao foi
feita por Fierz e Pauli [96]. A teoria linear com o termo de massa de Fierz-Pauli é livre
de fantasmas. Entretanto, tal teoria nao reproduz alguns resultados da relatividade geral
no limite nao-massivo. Os trés graus de liberdade extras de uma particula massiva de
spin 2 sobrevivem mesmo nesse limite e, portanto, as predigoes para o desvio da luz nao
concordam com os resultados esperados pela relatividade geral, contradizendo testes do
sistema solar. Isso é conhecido por descontinuidade vDVZ (van Dam, Veltman, Zakharov)
97, 98].

Como apontado por Vainshtein [99], tal descontinuidade pode, de fato, ser sanada indo
além da teoria linear. Neste sentido, a gravitacao massiva adquire, portanto, uma nova
escala de comprimento, conhecida por raio de Vainshtein, além do qual as nao-linearidades
da teoria tomam lugar e o efeito dos graus de liberdade adicionais pode ser testado de
forma segura.

Entretanto, as mesmas nao-linearidades acabaram por causar outro problema. Boulware
e Deser argumentaram que aparece um sexto grau de liberdade escalar na ordem nao-

linear, o qual tem um sinal negativo para o termo cinético, ou seja, um modo fantasma
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(100, 101]. A presenca dos fantasmas de Boulware-Deser tem nos dificultado construir
uma teoria consistente de gravitacao massiva.

Recentemente, um avanco tedrico nesta linha de pesquisa tem sido feito. Adicionando
termos de auto-interacao de ordens superiores e ajustando apropriadamente seus coeficien-
tes, de Rham e colaboradores eliminaram tais modos da teoria no limite de desacoplamento
[102 — 106]. Entao, Hassan e Rosen estabeleceram uma prova completa que a teoria nao
sofre de problemas de instabilidade devido aos fantasmas de Boulware-Deser em todas as
ordens em teoria de perturbagao [107 — 110].

Atualmente, existe um enorme nimero de modelos de gravitacao massiva. Para uma
boa revisao sobre o assunto, sugerimos consultar o excelente texto [111], bem como as
referéncias nele contidas. Em nosso trabalho [112], fazendo uso da técnica de Schwinger-
DeWitt, derivamos e examinamos a estrutura das divergéncias ultravioletas em um modelo
de gravitagao massiva livre de fantasmas proposto nas referéncias acima citadas.

Ao longo de todo nosso programa de pesquisa, exploramos diferentes aspectos acerca
da abordagem efetiva em teorias classicas e quanticas de campos, de forma que o presente

texto pode ser organizado como segue.

Estrutura da tese

O Cap.(1) tem por objetivo explorar as principais modifica¢oes causadas na usual teoria
maxwelliana do eletromagnetismo devido a introdugao de nao-linearidades. Em particular,
¢ discutida o fenomeno da birrefringéncia eletro-magneto-6ptica.

No Cap.(2) derivamos e examinamos as consequéncias do efeito da birrefringéncia
magneto-elétrica linear no contexto de meios materiais dielétricos isotrépicos nao-lineares.

O Cap.(3) visa apresentar os principios bésicos da TQC em espagos curvos e, em
seguida, a derivacao da agao efetiva seguindo a abordagem do método de campo de fundo.

No Cap.(4) é introduzido inicialmente o método do heat kernel, a partir do qual s@o
apresentadas as técnicas de Schwinger-DeWitt e teoria de perturbagao covariante, duas
poderosas ferramentas empregadas na derivacao de corre¢oes quanticas para a acao efetiva.

No Cap.(5), fazendo uso do método do heat kernel, juntamente das técnicas de Schwinger-
DeWitt e teoria de perturbacao covariante, exibimos o fenémeno da anomalia multipli-

cativa em TQC no contexto da teoria de Yukawa. Através deste estudo, examinamos
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diferentes formas de ambiguidades e universalidades que possam tomar lugar na agao
efetiva em TQC.

No Cap.(6), obtemos e estudamos a estrutura das divergéncias a 1-loop para a acao efe-
tiva do modelo recentemente proposto de gravitacao massiva livre de fantasmas [107 — 110]
através da técnica de Schwinger-DeWitt.

Na se¢ao de conclusao descrevemos os resultados obtidos ao longo da tese bem como
apresentamos uma lista dos principais projetos e perspectivas futuras associados ao cor-
respondente trabalho académico.

Finalmente, na Bibliografia, é apresentada a relacao das referéncias bibliograficas uti-
lizadas em nosso programa de pesquisa.

Ao longo do trabalho, me refiro a autoria dos resultados obtidos sempre no plural.
A preferéncia por “nossos’resultados em detrimento de “meus”resultados nao é firula es-
tilistica ou falsa modéstia. Todos os resultados aqui apresentados que ja foram publicados
sao oriundos de colaboragoes envolvendo a mim, meus orientadores, e um ou mais co-
autores. Foram esforcos coletivos pelos quais s6 posso assumir crédito parcial e, de fato,
este processo colaborativo foi possivelmente a parte mais gratificante do trabalho. Em
ciéncia, como em muitas outras areas, a experiéncia pratica ganha trabalhando é muitas
vezes mais 1til que o aprendizado tedrico; neste aspecto, posso afirmar que tive grandes

professores, sem 0s quais a presente tese nao seria a mesma.
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Capitulo 1

Birrefringéncia em eletrodinamica

nao-linear

“I have also a paper afloat, with an electromagnetic
theory of light, which, till I am convinced to the

contrary, I hold to be great guns.”

James Clerk Maxwell
Resumo

Quando um campo eletromagnético estd presente em um meio material, tal material pode
se tornar polarizado. Por outro lado, devido a natureza quantica da estrutura do vacuo, a
presenca de um campo eletromagnético com intensidade superior a um dado valor critico
pode causar certa polarizacao no vacuo reduzindo sua energia através da criacao de pares
elétron-positron. Em ambos os casos, algo em comum ocorre em relagao a propagacao da
radiagao eletromagnética: observa-se que um feixe de luz ao se propagar em qualquer uma
das duas situagoes fisicas mencionadas acima se divide em dois feixes, conhecidos como
raios ordinario e extraordinario. Tal fenomeno, conhecido como birrefringéncia ou dupla
refragao, representa um belissimo exemplo da natureza nao-linear dos processos eletro-
magnéticos. Ao longo deste capitulo, apresentaremos os principais conceitos associados a
birrefringéncia eletromagnética, os quais serao importantes para o entendimento de muitos

de nossos resultados.
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1.1 Nao-linearidades em meios materiais

Devido a agao de campos eletromagnéticos externos, a eletrodinamica torna-se nao-linear
no interior de determinados meios materiais [61, 72]. Consequentemente, as equagoes de
campo (equagoes de Maxwell) que governam a dinamica dos fenomenos eletromagnéticos
no interior da matéria devem ser complementadas com relagdes constitutivas entre os

campos externos aplicados E¥ e B” e suas respectivas inducoes D" e H”
D™ = "3 E°,  H* = 3 B (1.1)

Nas expressoes acima, €% e u“g correspondem as matrizes de permissividade elétrica e
permeabilidade magnética, respectivamente, e todas as propriedades dielétricas do meio
em questao (ndo-linearidades) podem ser obtidas das mesmas [61].

Desta forma, as equagoes de campo serao modificadas por termos nao-lineares e, como
resultado, véarios efeitos ndo-usuais (no contexto da teoria linear de Maxwell) sdo preditos.
Para uma boa revisao sobre o assunto, consulte a lista de trabalhos [62 — 71].

Ao longo dos préximos dois capitulos faremos uso de um espago-tempo minkowskiano,
descrito em um sistema de coordenadas cartesianas, para o qual adotamos unidades tais
que ¢ = 1. A métrica de fundo é denotada por 7,, = diag(+1,—1,—1,—1). Todas as
quantidades sdo referidas como medidas por um observador geodésico v* = §f, onde 0¥
denota o tensor de Kronecker e h*, := ", — v* v, é o projetor sobre o espaco de repouso

tri-dimensional desse observador v#.

1.1.1 Equacoes de campo e aproximacao eikonal

De forma a construir as equagoes de movimento que regem a dinamica do campo eletro-
magnético no interior de meios materiais, definimos, a partir das Eqgs.(1.1), os tensores
anti-simétricos F'*¥, denominado tensor intensidade do campo eletromagnético, bem como

P#_ denominado tensor indugao do campo eletromagnético na forma [67]
vo.__ v v v «
P o= gt B — o B* — " g0 BP
v o._ v v v o
P = ot DY — oY DF — g g0 HP (1.2)
onde, nas expressoes acima, v” := 0”y corresponde ao quadri-vetor velocidade de um
observador geodésico, co-movel com o laboratorio onde estao sendo medidos os campos e

8 ¢ o pseudo-tensor de Levi-Civita em um sistema de coordenadas cartesianas. Trata-

se de um objeto totalmente anti-simétrico, o qual pode ser definido por 7?3 := +1.
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Juntamente do pseudo-tensor dual F*** do tensor intensidade do campo eletromagnético

1
FroP = E770‘57’“’FW =v*B? — v B* + 8 " B, (1.3)

as equacoes de Maxwell podem ser apresentadas na forma

o,pPr = JK
O F™" =0 = 0,F,0+0,Fa+ 0aFu, (1.4)
ou explicitamente
v 9,D" — v 8,D* — nPu, o,Hs = J",
v 9,B" — v’ 0,B"* + n**Pu, oEs = 0, (1.5)

onde J# := (p, J) é o vetor densidade de corrente, p é a densidade volumétrica de cargas
e J é a densidade superficial de corrente elétrica.

Na forma vetorial, temos [5, 6]

V-D = p,
V-B = 0,
0B
E = _—
V x 5
oD
H = — . 1.
V x 5 +J (1.6)

A teoria de Maxwell do eletromagnetismo prediz a existéncia de ondas eletromagnéticas
geradas a partir de oscilagdes do campo eletromagnético [113 — 116]. Para um meio ma-
terial sem fontes no qual os parametros dielétricos € e pu sejam quantidades escalares

independentes do tempo, as equagoes de Maxwell nos levam a expressao
V2E — cud’E = 0, (1.7)

a qual é identificada como sendo a equacgao de onda para o campo elétrico E. Podemos
obter expressoes similares para o campo magnético B. Esta é a equagao padrao para o
movimento ondulatorio, e sugere a existéncia de ondas eletromagnéticas se propagando no

meio com velocidade de fase dada por

w
vi= = = (ep) (1.8)
q
onde w corresponde a frequéncia angular da onda eletromagnética e g :=| q | representa

a norma do vetor de propagagdo (vetor de onda). Claro estd desta tltima expressao
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que o valor da velocidade das ondas eletromagnéticas estd intimamente relacionada as
propriedades dielétricas do material, caracterizadas pelos parametros ¢ e pu.

O campo eletromagnético associado a propagacao da luz visivel pelo olho humano é
caracterizado por oscilagoes muito rapidas (freqiiéncias da ordem de 10'*Hz), ou equivalen-
temente, por comprimentos de ondas da ordem de 10~"m [113, 114]. Desta forma, muitos
problemas da Otica podem ser ententidos considerando a aproximagao A — 0 (onde A é
o comprimento de onda — distancia entre dois pontos consecutivos da onda que estao em
uma mesma fase). O ramo da ()ptica no qual tal consideracao é valida é conhecido como
Optica Geométrica, desde que neste limite as leis épticas podem ser formuladas em uma
linguagem geométrica fazendo uso do conceito de raio de luz [113 — 116].

Um pulso finito consiste de um envelope de muitas amplitudes oscilando rapidamente.
Se a variacao do envelope é muito lenta durante o periodo de uma oscilagao, a solugao do
pulso pode ser escrita como o produto de uma funcao amplitude variando lentamente com

uma funcao fase oscilando rapidamente [116]
= f(’fs exp (i D). (1.9)

E importante mencionar que a forma funcional para o campo eletromagnético da onda
expressa na equacgao acima constitui um dos primeiros esforcos para se derivar uma te-
oria da luz diretamente da teoria eletromagnética [117]. Assim, reescrevendo a equagao
acima em termos das componentes dos campos eletromagnéticos e levando em conta a
aproximacao de pequenos comprimentos de onda da Optica Geométrica, obtemos, das

equagoes de Maxwell (1.6),
| VO |* = n?, (1.10)

onde n :=1/v = ,/eu representa o indice de refragdo do meio.
A equagao acima é denominada equagao eikonal (®(r) é a fungao eikonal), e constitui

a equacdo bésica da Optica Geométrica [113 — 116].

1.1.2 A técnica de Hadamard-Papapetrou

De forma a analisarmos a propagacao de ondas eletromagnéticas em meios materiais,
faremos uso da técnica de Hadamard-Papapetrou (HP) [118, 119]. Tal técnica consiste

em analisar a descontinuidade de uma fun¢ao F' (campo eletromagnético) através de uma
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hipersuperficie orientével (frente de onda) em uma variedade diferencidvel M (espago-
tempo). Neste trabalho, estamos interessados em analisar a descontinuidade de uma fungao
F através de uma hipersuperficie do tipo-espago, ou possivelmente, do tipo-nulo no espaco-
tempo. Seja X esta hipersuperficie, definida por 3 : ® (z#) = 0. As duas regides distintas
do espago-tempo separadas por ¥ podem ser definidas de forma consistente. Seja X~ =

U passado (P), o conjunto dos pontos P~ do espago-tempo no passado de P, para cada
Pex
PeXY, eseja Xt = U futuro (P), o conjunto dos pontos Pt do espago-tempo no futuro

Pex
de P, para cada P € . Causalidade do espaco-tempo garante que X+ e X~ sdo conjuntos

disjuntos. Para cada ponto F € ¥ dado, toda vizinhanca Up, de F, é particionada em trés
regices disjuntas: Up C X7, U];FO CXte UIQ,O C Y. Seja r o raio desta vizinhanca Up,, e
sejam também P~ € Up e Pt e U;;O dois pontos vizinhos quaisquer de Fy. Consideremos
uma fungao arbitraria F(z*) (ou campo tensorial de rank arbitrario) definida em Up,. A

descontinuidade de F'(z*) em X é, entao, definida como

[F (Py)ly, == lim [F(PT)—F(P7)]. (1.11)

r—0t

A descontinuidade definida pela Eq. (1.11) é a nogao fundamental do formalismo HP.
Para uma tal funcao F'(z#), suas derivadas parciais 0F/0x* com respeito a cada coorde-
nada z* do espago-tempo serao denotadas por F ..

Suponhamos que a fungao F'(z#) tenha descontinuidade nula através de ¥; isto é, que
[F(P)]y = 0 em cada ponto P interior de ¥. Papapetrou demonstrou que, neste caso,
se I, tem descontinuidade nao-nula através de X, entao essa descontinuidade pode ser
apresentada na forma [119]

[F,u (Pl = Gk, (1.12)

onde G é uma func¢ao definida no interior de ¥, de mesmo rank e com a mesma simetria

algébrica de F(z*), e k,, é o vetor normal a ¥, definido por
k= 0,0, (1.13)

De forma mais geral, se a fungao F(z*) é tal que todas as suas derivadas F' ;. 4

de ordem zero até ordem i apresentam descontinuidades nulas através de ¥, entao sua

derivada F de ordem (i + 1) apresenta descontinuidade através de 3 na forma

DL - fi1

[F o = Hkykyy ke k (1.14)

7M1M2---Niﬂi+1] Hi i1

onde H é uma funcao definida no interior de ¥, de mesmo rank e com a mesma simetria

algébrica de F(z*).
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1.1.3 Equacao de Fresnel generalizada

As propriedades eletro-magneto-épticas acerca da propagacao da luz em meios materiais
sao determinadas pelas relagoes de dispersao, as quais podem ser derivadas no contexto
da aproximacao eikonal da eletrodinamica fazendo-se uso da técnica de descontinuidades
dos campos de Hadamard-Papapetrou.

Conforme ja mencionado, em um regime nao-linear, as equacao de campo de Maxwell
devem ser complementadas com relagoes constitutivas entre os campos externos aplicados
e suas respectivas indugoes. Nestas relagoes, os parametros dielétricos englobam todas
as propriedades dielétricas do meio. Por forma de generalidade, consideremos um meio
material dielétrico anisotréopico cujos parametros € e p sejam fungoes dos campos eletro-

magéticos externos aplicados
€% :6a5(EVvBV)v 1 s :Naﬁ(EV7BV)' (1'15)

Admitimos que os campos eletromagnéticos sao continuos sobre a frente de onda eletro-
magnética, porém possam apresentar descontinuidades nao-nulas em suas derivadas de

primeira ordem. Assim, aplicando a técnica HP nestas expressoes, encontramos
v _ v
[0.E g = €ky,
12 _ v
[0.B"]s, = 0"k,

0,D"), = (5¢® + 20 g 4 0 gy

OE o8>
v v op” op”
0. H ), = (p”sb® + aEfBﬂ A + anBﬁb*)k (1.16)

onde k, = (w,q) = (w, qq) é definido segundo a Eq.(1.13). Sua componente temporal w
corresponde a frequéncia angular da onda eletromagnética, ao passo que sua parte espacial
q representa o vetor de onda tri-dimensional.

Aplicando as relagoes (1.16) nas equagoes de Maxwell (1.5), encontramos

oe” oe” v 0 0
v B BEﬁ /\ BEBb)\ V,u'ya_ﬁf b MUﬁBﬁ /\ luUﬁBBb)\ kL =0
(s + g BT + gpn B0) + posl” + Hpe BR o+ g B =0,
1
V=~ Pk uaes, (1.17)
w

onde e’ e b” sao definidos por

. |OE” , 0B
oo [2] w2 w1

e estao associados aos dois vetores de polarizacao contidos sobre a frente de onda eletro-

magnética da onda propagante.
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Das expressoes (1.17), vemos que a segunda equagao expressa o vetor de polarizacao
b” em termos do vetor e”. Desta forma, substituindo esta relagao na primeira destas

equacgoes, obtemos depois de longas manipulagoes algébricas
Z¥ et =0, (1.19)

onde a matriz Z¥, possui a forma

v v agu)\ A 188”)\ oTO  TPA 18/’L>\T vaf\ pT
P = St g g e g B
1
+ E(q2]auHVa o QQIVuHaa + Hozuqaqu . HaﬂQ(xqﬁhVM), (120)
em termos das notacgoes uteis
v v 2 v v au”a oY
" :=h",—q"q,, H"),=p",+ Be. (1.21)

o0B#

A Eq.(1.19) constitui uma equagao de auto-valores. Portanto, para que a matriz (1.20)
tenha nicleo nao-trivial, ou seja, e” # 0, ela deve ser nao-invertivel [120]. Essa condigao

sera satisfeita se, e somente se,
det | 27, |= 0, (1.22)

onde o determinante ¢ calculado somente sobre a estrutura tri-dimensional de Z¥,, porque
esta matriz tem todas as suas componentes temporais identicamente nulas.

O resultado acima é conhecido na literatura como equacao generalizada de Fresnel
[113], e fornece a equagao de dispersao efetiva, uma ferramenta essencial na descri¢ao da

propagacao de raios de luz no interior de meios materiais.

1.2 Nao-linearidades no vacuo

Modificacoes da propagacao luminosa em diferentes estados de vacuo tem sido um as-
sunto de consideravel interesse nas tltimas décadas. Tal investigacao mostra que, devido
a certas condigoes externas (tais como efeitos de temperatura, condigdes de contorno, po-
larizagao quantica, influéncia de campos eletromagnéticos e gravitacionais externos, etc),
o movimento da luz pode ser visto como ondas eletromagnéticas propagando-se em um
meio dispersivo classico. O meio induz modificagoes sobre as equagoes de movimento, as

quais sao descritas em termos de nao-lineariedades do campo.
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O exame da propagacao do féton além da usual teoria linear maxwelliana tem uma
histoéria diversa: este tem sido investigado no espago-tempo curvo como uma consequéncia
do acoplamento nao-minimo entre a eletrodindmica e a gravitacao [121, 122], e na ele-
trodinamica quantica de vacuo nao-trivial como uma modificagao efetiva induzida por
flutuagoes quanticas [123 — 125]. Como uma consequéncia de tal exame, alguns resulta-
dos inesperados aparecem. Em particular, podemos citar a ocorréncia do fenomeno da
birrefringéncia eletromagnética [61]. Outra importante consequéncia de um tal ponto de
vista é a possibilidade de interpretar todas estas modifica¢oes de vacuo (com respeito a
propagagao do féton) como uma mudancga efetiva das propriedades métricas do espago-
tempo. Esse tiltimo resultado nos permite construir analogias entre a propagacao de ondas
eletromagnéticas no espago-tempo curvo e fenomenos gravitacionais [126].

A seguir, e até o fim deste capitulo, sao apresentados de forma breve os principais

conceitos relacionados a abordagem da eletrodinamica de vacuo no regime nao-linear.

1.2.1 Eletrodinamica nao-linear generalizada
Considere uma classe genérica de lagrangianas efetivas da forma
Lo = L(F,,(z%),C(z%)), (1.23)

onde F),, denota o tensor intensidade do campo eletromagnético. Assumimos que esta
classe de lagrangianas nao dependem das derivadas do tensor F},,. Adicionalmente, C'(z®)
corresponde a uma classe genérica de campos de fundo nao-dinamicos externos. Estes
podem representar, por exemplo, o indice de refracao, o quadri-vetor velocidade de um
dielétrico, a geometria de placas metalicas condutoras no efeito Casimir, um campo gravi-
tacional externo, etc. Se todos estes campos sao tais que tém seus valores independentes da
coordenada z*, entdo a teoria descrita pela lagrangiana efetiva (1.23) reduz-se a ordindria
eletrodinamica nao-linear (por exemplo, eletrodinamicas de Born-Infeld [127] ou Euler-
Heisenberg [60]), onde a lagrangiana efetiva (1.23) depende somente dos dois invariantes

(independentes) de Lorentz do campo eletromagnético Z; e Z, [72],
1y := F"F,, =2(B*—E?%, 1I,:=F"F; =—4E B, (1.24)

os quais podem ser construidos a partir do tensor F),, .

As equagoes de movimento completas para esta teoria consiste da identidade de Bianchi
OuFyva + 0,Fs, + 0o F,, =0, (1.25)
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juntamente da equacao dinamica

a”@l%i) —0. (1.26)

Adotamos um procedimento de linearizagao, correspondente ao método de campo de fundo,

no qual o campo eletromagnético total F),,, ¢ decomposto em duas partes distintas

F;UJ = F,uy + f,uy, (127)

onde F,,, corresponde a um campo de fundo interno (possivelmente dinamico), e a parte
quantica f,, representa o féton propagante.
Assumindo que os campos de fundo satisfazem as equagoes de movimento e restringindo

nossa anélise somente em primeira ordem no campo f,,, temos

8ufua + 8yfau + aaf/uz =0 (128)
e
9, (H“”O‘ﬁ fa5> —0, (1.29)
onde definimos
0L
qred = = | 1.30
8FW8FQ5 fundo ( )

Observe que o tensor H***? contém muitas das simetrias chaves do tensor de Riemann.

Veremos, posteriormente, que a lagrangiana linearizada

1
'Clinear = §fuuH'uyaﬁfocﬁ (131)

geralmente nos leva ao fenomeno da birrefringéncia eletromagnética.
Conforme ja descrito anteriormente, no limite eikonal da Optica, podemos apresentar
o tensor do féton f,, segundo a expressao (1.9), onde o quadri-vetor de propagacgao k, é

entao definido pela Eq. (1.13). Sob estas condigoes, temos da Eq.(1.29)
H"*’k,, f0yap = 0. (1.32)

Em geral, o campo de fundo dinamico interno F,,, pode estar sujeito a flutuagoes quanticas
provenientes da influéncia dos campos nao-dinamicos externos C(z®). Por exemplo, no

caso do efeito Casimir, tais flutuagoes podem ser devido a distancia mutua entre as placas.
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A fim de tomarmos tais efeitos quanticos em conta, devemos tomar o valor esperado da

Eq.(1.32) no correspondente estado de fundo | )

W ’ Huuaﬁ | w>kuf(0)a5 = 0. (133)

Segundo Lichnerowicz [128], o tensor f,, (o qual satisfaz a identidade de Bianchi (1.28))
pode ser decomposto em termos do vetor de propagacao k, e um vetor tipo-espago a,

ortogonal a k,,
f(O);w = kuau - kua;m @y, 1= Ay, (134)

onde ¢, representa o vetor de polarizacao normalizado.
Finalmente, dos resultados acima, encontramos uma expressao que relaciona os vetores

k,eec,
Ae, =0, (1.35)
onde a matriz A" é definida por

A = (o | HPP | ks, (1.36)

1.2.2 Relacao de dispersao

A Eq.(1.35) representa uma condic¢do para o vetor de polarizacao ¢, como funcao do vetor
de propagagao k,; ela vincula ¢, ser um auto-vetor (com auto-valor nulo) da matriz A"
dependente de k,.

Para o caso do vetor de polarizacao ser um vetor tipo-espaco, a Eq.(1.35) se divide em

duas equagoes. A saber, na equagao
A% =0, (1.37)
juntamente do problema de auto-valores reduzido
AVg; = 0. (1.38)
Esta ultima equacao admite solugoes nao-triviais se, e somente se,
det | AY |=0. (1.39)

A equagao acima desempenha o mesmo papel da equagao de Fresnel (1.22) na Optica. Ela
é uma equacao escalar para o vetor de propagacao k, e fornece as relacoes de dispersao

para a luz propagando em um dado meio.
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Conforme [129], o determinante (1.39) pode, em geral, ser apresentado na forma
det | AY |oc Py(k,) = 0, (1.40)

onde Py(k,) corresponde a um polinémio homogéneo de quarta ordem em k.

A principio, no caso mais geral, teremos quatro solugoes para a Eq.(1.40). Contudo,
tendo em mente a forma funcional para o quadri-vetor de propagacao k, = (w, q), entao
duas destas raizes corresponderao a propagacao na dire¢ao +q, ao passo que as duas outras
raizes estao associadas a propagacao na direcao —q. Diferentes estados de polarizagao sao
representados por solugoes linearmente independentes do problema de auto-valores (1.38)
sob a condigao (1.39). Assim, o espago de polarizagao é, de fato, bi-dimensional. Desde que
a Eq.(1.39) d4 origem a duas relagoes de dispersao, os estados de polarizacao satisfazem

duas equagoes de auto-valores (em geral diferentes)

Ap V=0, r=1,2, (1.41)

)]

onde A% é obtida de AY através da imposicio das correspondentes condices sobre k,

oriundas da Eq.(1.40).

1.2.3 Geometria efetiva

A teoria da relatividade geral nos leva a concepcao de uma geometria geralmente curva do
espago-tempo cuja fonte engloba todo conteido de matéria e energia do Universo [130, 131].
O estudo comparativo entre aspectos cinematicos da relatividade geral e outras formas
de interacoes tem, recentemente, despertado grande interesse por parte da comunidade
cientifica, e é conhecido comumente por modelos andlogos da gravitagao. Para uma ampla
revisao sobre este tdpico, veja [132].

No contexto da eletrodinamica nao-linear, um resultado curioso surge: “A forca eletro-
magnética que um foton sofre em um regime nao-linear pode ser geometrizada.” Este é um
resultado inesperado e ao mesmo tempo uma bela consequéncia da andlise da propagacao
de descontinuidades do campo eletromagnético no regime nao-linear.

Nesta abordagem, o “meio” (seja ele o vicuo ou algum dielétrico) é visto pelas ondas
eletromagnéticas como um espaco-tempo curvo descrito por uma métrica efetiva GH*, a
qual consiste de uma modificagao da métrica de fundo de Minkowski n*. Tal fato nos

permite fazer analogias entre a propagagao de ondas em meios nao-triviais e fenomenos
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gravitacionais podendo, assim, testar diferentes aspectos da teoria da relatividade geral
em condicoes laboratoriais.

No caso de meios lineares, a métrica efetiva de Gordon assume a forma [133]
g’Z'rdon = nw + (EIU“ - 1)1)“1}”‘ (142)

Em alguns casos especiais no contexto da eletrodinamica nao-linear [129], o polindémio

P4(k,) pode ser fatorado em duas formas quadraticas
Pu(ky) = (Q(”l’;k“k,,) (ggfjkakg), (1.43)
dando origem a duas relagoes de dispersao

exibindo, portanto, o fenomeno da birrefringéncia.
Nas relagoes (1.44), o par de matrizes Qg l; (independentes do vetor de propagagao k)

podem ser construidas com base no conhecimento do tensor (1.30) juntamente dos estados
()

de polarizagao normalizados ¢;° na forma

Gl = (3 | HMP | )eel)). (1.45)

Caso o sistema fisico ndo exiba birrefringéncia, o polinomio P,(k,) reduz-se a um
quadrado perfeito e temos somente uma métrica efetiva Qﬁl; = Qé”)
A relevancia geométrica da métrica efetiva (1.44) vem de sua defini¢ao imediata.

Da condicao de metricidade [130], temos
D\G" = 06" + T4, G7" + TV, G7* =0, (1.46)

onde os simbolos de Christoffel I'!, satisfazem as relagoes I', =T'Y | e D, corresponde a
derivada covariante, os quais sao construidos a partir da métrica efetiva G*”.

Contraindo a Eq.(1.46) com k,k,, obtemos

k. k,0\G" = =2k, k1", G". (1.47)
Diferenciando a Eq.(1.44) com respeito a x*, encontramos
2(0xk, )k, G + Kk, 00G" = 0. (1.48)
Agora, das Eqgs.(1.47)-(1.48), temos
G (Daky)k, = G" (Oxky — Th\ko )k, = 0. (1.49)
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Como o vetor de propagacao k, = 0, ¢ um gradiente exato, podemos escrever D k, =
D,k,. Com esta identidade e ainda definindo k* := G"’k,, podemos apresentar a Eq.(1.49)

na forma
(Dyk,) K = 0, (1.50)

a qual implica que o vetor k, ¢ um vetor geodésico na geometria efetiva ética G*. Como
k,, ¢ um vetor tipo-nulo na geometria G*, segue que suas curvas integrais corresponderao
a geodésicas nulas nesta geometria.

Em resumo, podemos sumarizar estes ultimos resultados conforme o enunciado:

“As descontinuidades do campo eletromagnético em um regime nao-linear propagam-se
ao longo de geodésicas nulas geradas a partir de uma métrica efetiva G*, a qual depende

da distribuicao de energia-momento do campo eletromagnético.”

1.2.4 Eletrodinamica nao-linear ordinaria

O formalismo descrito acima pode ser todo derivado a partir do conhecimento do tensor
H#8 definido pela Eq. (1.30). Vamos, agora, exibir um caso particular dentro do arca-
bouco da eletrodinamica nao-linear ordinaria, fazendo uso do modelo de Euler-Heinsenberg
[60].

A eletrodinamica nao-linear ordindaria corresponde a uma classe de teorias nas quais
a correspondente lagrangiana efetiva é funcao dos dois invariantes de Lorentz do campo

eletromagnético [72]
Loy = L(Th,1y). (1.51)
Para tais lagrangianas, o tensor H***? assume a forma geral

ra 1 o UV ra 1 ra v (0%
HoP = 10nLep) (1" n P — iy )+ 70n Lo b+ FrEB(03 Loy)

+ FERP (08 Lop) + (FPE*P 4 P FOPY (02 1 Lop). (1.52)

Neste formalismo, a lagrangiana efetiva de Euler-Heinsenberg pode ser apresentada

como [60]
Lpg=Let LY, (1.53)
onde
L. = _;LII’ (1.54)



representa a lagrangiana classica da teoria linear maxwelliana e

2
(D) . (7,2 Zzz _ @
Ly =kr(T"+-1)%), k T

. (1.55)

corresponde as corregoes quanticas (devido as nao-linearidades) a I-loop para esta teoria.

Na equacao acima, o parametro quantico k é expresso em termos da constante de
estrutura fina o e da massa do elétron m. Os termos proporcionais a Z;% e Z,% nesta
lagrangiana sao quarticos no campo eletromagnético. Para esta teoria, o tensor H*®8

assume a forma

T 1 TR 7
H,u,uaﬁ — <% . 1_6) (nuanuﬁ . n,u,ﬁnya) + '%8 2n,uuaﬁ + gFuVFaﬁ + gF*MVF*aB. (156)

Neste contexto, Novello e colaboradores [62] derivaram as correspondentes métricas

efetivas

1
g = (= FART) — ST,

1
g = (—? + 4RIy )M — 8kTH (1.57)

bem como as velocidades de fase para os dois modos propagantes

v = 1—16kFF, kyks,
~ s ~ k
vy = 1—28kF"Fkoks,  k, =L =(v,q), (1.58)
q
onde, nas Eqgs.(1.57), T* corresponde ao tensor energia-momento da teoria, definido por

Tuy = TW?
V=7 oY

sendo I'gy a acdo efetiva de Euler-Heinseberg [31].

(1.59)

Nesta ultima expressao, v*¥ representa a métrica minkowskiana em um arbitréario sis-

tema de coordenadas e 7 é seu correspondente determinante.
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Capitulo 2

Birrefringéncia magneto-elétrica
como um efeito tinico em materiais

dielétricos isotréopicos nao-lineares

Resumo!

Aspectos do fenomeno da birrefringéncia magneto-elétrica sao investigados no contexto
da propagacao de ondas eletromagnéticas em meios materiais nao-linerares isotropicos na
aproximacao eikonal. E mostrado que tal fenomeno pode ser produzido como um efeito
Unico em sistemas isotrépicos na presenca de campos eletromagnéticos externos, provado

que certas propriedades dielétricas especificas estao presentes.

1O contetdo deste capitulo se refere as seguintes publicacdes:
De Lorenci, V. A. & Pereira, D. D.: Phys. Rev. E 82, 036605 (2010).
Pereira, D. D. & Klippert, R.: Phys. Lett. A 374, 4175 - 4179 (2010).
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2.1 Introducao

Em meios nao-lineares a propagacao de ondas eletromagéticas é governada por equagoes
de campo nao-lineares [72]. No eletromagnetismo, por exemplo, nao-linearidades sao in-
troduzidas por meio de relagoes constitutivas associando campos externos com campos in-
duzidos. Em meios isotrépicos, tais relagoes podem ser apresentadas como D = ¢(E, B)E
e H= y'(E,B)B onde ¢ e u descrevem a permissividade elétrica e a permeabilidade
magnética do meio, respectivamente [134, 135]. Vérios efeitos associados a propagagao da
luz podem surgir em tais meios dependendo de suas propriedades dielétricas especificas
e dos campos externos aplicados. De particular interesse neste trabalho podemos citar o
fenémeno da birrefringéncia [61], o qual aparece quando a velocidade da onda toma valores
distintos para cada modo de propagacao em uma dada direcao. Tais modos distintos cor-
respondem aos raios ordinario e extraordinario. O primeiro se propaga isotropicamente,
a0 passo que o ultimo depende da direcao de propagacao. Birrefringéncia eletromagnética
¢é encontrada nao somente em meios nao-lineares, mas também no contexto da eletro-
dindmica nao-linear, como é predito ocorrer na eletrodindmica quantica [57]. Este efeito
é usado frequentemente na tecnologia de despositivos 6ticos [136], bem como uma técnica
para a investigacao de diversos sistemas fisicos, incluindo sistemas astrofisicos [137, 138].

A birrefringéncia magneto-elétrica é o efeito de birrefringéncia cuja diferenca entre os
indices de refragao associados a propagacao dos raios ordinario e extraordindrio é propor-
cional ao produto dos campos elétricos e magnéticos aplicados. Este efeito eletro-magneto-
6ptico foi a muito tempo reportado na literatura [74], mas apenas recentemente foi medido
experimentalmente [75 — 77]. Umas das dificuldades citadas em seu processo de medida
estd no surgimento de outras formas de birrefringéncia padrao, tais como os efeitos Kerr e
Cotton-Mouton?, cuja intensidade é usualmente muito maior que o correspondente efeito
magneto-elétrico. Uma descri¢ao tedrica do fenomeno da birrefringéncia magneto-elétrica
em meios isotropicos foi recentemente considerada no contexto da aproximagao eikonal
(70, 139], onde a possibilidade de produzi-la em meios nao-lineares isotrépicos como um
efeito tnico foi sugerida.

Neste trabalho ondas monocromaticas de frequéncia angular w e vetor de propagacao q

incidente sobre um meio nao-linear isotrépico sao consideradas no regime da aproximagao

2No efeito Kerr [78] a diferenca entre os indices de refragao é proporcional ao quadrado da magnitude do
campo elétrico |n. —n,| < E?, ao passo que no efeito Cotton-Mouton [79, 80] tal diferenca é proporcional

ao quadrado da magnitude do campo magnético |n, — n,| < B2.
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eikonal [71]. Em um tal meio, os campos eletromagnéticos sdo governados por equagoes
nao-lineares e efeitos dispersivos sao negligenciados.

Ao longo deste capitulo, os indices o e e denotam quantidades associadas aos raios
ordinério e extraordinario, respectivamente.

Examinamos duas circunstancias onde o fenomeno da birrefringéncia magneto-elétrica
como um efeito tinico pode ser implementado e eventualmente medido. Tais circunstancias
ocorrem quando a luz esta se propagando em um meio isotrépico nao-linear cujos coefi-
cientes dielétricos satisfazem as relagoes ¢ = €(B) e u = p. ou, simetricamente, ¢ = ¢, e
i = p(E). Conforme veremos, em ambos os casos a presenga dos campos externos elétrico
e magnético é fundamental.

Ao longo de nossa analise, por questoes de clareza, empregamos uma notacao tri-
dimensional (embora os mesmos resultados possam ser apresentados em uma linguagem
tensorial quadri-dimensional). Excecao é feita a estrutura métrica efetiva associada aos

raios ordinario e extraordinario, a qual é dada na forma quadri-dimensional.

2.2 Equacao de Fresnel

Na auseéncia de fontes e correntes, a eletrodinamica em um meio continuo é completamente
determinada pelas equacoes de Maxwell (1.6) (neste caso sem fontes), juntamente das
relagoes constitutivas D £ EeH :ﬁ B, sendo 2 o tensor de permissividade elétrica e
Z o tensor de permeabilidade magnética.

De modo a descrever a propagacao de ondas eletromagnéticas em meios nao-lineraes,
faremos uso da técnica de descontinuidades HP [118, 119]. Aplicando tal formalismo,
encontramos as seguintes relagoes para a descontinuidade (sobre a frente de onda eletro-

magnética) dos campos e de suas derivadas de primeira ordem

[Ely =0, By = 0,
[O.E]y, = we, [0B];, = wb,
V-El,=q-e, V-Bly = q-b,
VxEl,=qxe, [VxB], = gxb, (2.1)

onde e e b estao relacionados as derivadas dos campos elétrico e magnético sobre > como
e ;= [0E/0®]x e b := [0B/0®]y, e correspondem aos vetores de polarizagao da onda

propagante.
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Aplicando as condigoes de contorno acima as equagoes de Maxwell (1.6), obtemos uma

equagao de auto-valores na forma geral [64]

3
Z Zij €; = 0. (22)
j=1

Solugbes nao-triviais para este correspondente problema de auto-valores podem ser
encontradas se, e somente se

A equagao acima é conhecida na literatura como equacao generalizada de Fresnel [113], e
suas solugoes sao identificadas como sendo as relagoes de dispersao, as quais descrevem a
propagacao de ondas eletromagnéticas no meio nao-linear caracterizado pelos coeficientes

€ e p sob a acao dos campos externos aplicados E e B.

2.3 Birrefringéncia magneto-elétrica

Como ja mencionado, embora o fenomeno da birrefrigéncia magneto-elétrica tenha sido
investigado ha longo tempo, s6 recentemente o mesmo foi medido experimentalmente em
laboratério. Em muitos trabalhos anteriores, foi ressaltado que a grande dificuldade em
observar tal efeito se devia ao fato do mesmo sempre vir acompanhado de efeitos de birre-
fringéncia padroes tais como os efeitos Kerr e Cotton-Mouton, os quais apresentam uma
magnitude muito maior quando comparados ao correspondente efeito magneto-elétrico.
Assim, a manifestacao destes outros efeitos obscurecia a medida da birrefrigéncia magneto-
elétrica.

Dentro da aproximacao eikonal, foi recentemente sugerido a possibilidade de se produzir
uma forma de birrefringéncia magneto-elétrica linear (no produto dos campos elétrico e
magnético) como um efeito inico em meios nao-lineares isotrépicos [70]. Nesta se¢ao, duas
possiveis configuracoes onde este efeito pode ser implementado serao examinadas.

O método mais frequentemente utilizado para se resolver a equacao de auto-valores de
Fresnel consiste em expandir os auto-vetores € em uma base conveniente de vetores do

espago tri-dimensional [57], como por exemplo
e=cE+ B+ aq. (2.4)

Esta técnica, embora simples, pode nos levar a questionar se o conjunto de vetores escolhido

¢é efetivamente linearmente independente. De forma a evitar esta sutileza, utilizamos um
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método que foca somente a estrutura algébrica da Eq. (2.3), e consiste em utilizar as
férmulas de trago para operadores lineares [140]. Segundo esta técnica, o determinante

tri-dimensional da matriz Z;; pode ser colocado na forma

1 1 1
det | Zij |: _E(Zl)s + §Z122 — g Zg = 0, (25)

onde os tragos 2, Zy e Z3 sao definidos através das relagoes
3 3

3
Z1 = Z Z”‘, Z2 = Z Z,LJ Z]Z, Z3 = Z ZU Z]l le'. (26)

i=1 ij=1 i,j,l=1
2.3.1 Birrefringéncia magneto-elétrica em dielétricos com ¢ =
e(B) e p = pic

Vamos, inicialmente, empregar os resultados descritos na secao anterior a fim de analisar
um dado sistema eletromagnético cujas relagoes constitutivas sejam da forma D = ¢(B) E

e H = u_ ' B. Para esta classe de meios nao-lineares, a matriz de Fresnel toma a forma

2 1 5
Zij = (g(B) — q_> 51 4+ mqiqj — ;(q X B)jEZ‘, (27)

fhew?

com ¢ := (1/B)0e/0B, levando aos seguintes tragos,

2
7, = 3(5— d

+ +£q-E><B,
w

q2 2 q4 £2
Jo = 3(5— ) + +—2(q-E><B)2
w w

[Lew? [12w?
2 2
—|—2(€— q2 q2—|——q EXB),
el e w
qz 3 q6 3 5
%= 3<€_Mcw2) +M3w6+ﬁ(q'EXB)
2 4 2
q q € 2
3 — —(q-E x B
i (5 uch) <M2w4+w2(q ))
? N\ (¢ ¢
+ 3 E_MW2> (sz—l—;q-ExB). (2.8)

2 2 :
efe— -2 e — 1 —|—£q-E><B = 0. (2.9)
few? fhew? W

A equacao acima apresenta duas solucoes distintas. A primeira nao depende da direcao
de propagacao da onda, e é considerada como sendo a relagao de dispersao para o raio

ordindrio. Sua correspondente velocidade de fase vy = w/q é dada por
1
VicE
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A segunda solucao apresentada na Eq. (2.9) corresponde a relagao de dispersao associada
ao raio extraordinario, e depende da direcao de propagacao da onda ¢. Sua correspondente

velocidade de fase é

(2.11)

._ ¢-ExB_ [&(@ExB? 1
4e? [LeE

Vamos, agora, assumir que a permissividade elétrica ¢ do material admita a seguinte

expansao
€ =¢.+ e B (2.12)

onde £,B% << e.. Desta forma, substituindo a expressio (2.12) na Eq. (2.11) e apés
algumas manipulacoes algébricas, as velocidades dos raios ordinario e extraordinério se

reduzem para

1
v, = + (1— °2 BQ>, (2.13)

IeEe 2e,
<1 - BQ) . (2.14)

€2
v.tf = —=¢-ExB=+
Notemos que o fenéomeno da birrefringéncia eletromagnética nao ocorrera caso:

1
Ec VHcEe

(i) A diregao de propagacao da onda esteja contida no plano bi-dimensional formado pelos
campos externos eletromagnéticos, isto €, ¢ - (E X B) =0.
(i1) Os campos eletromagnéticos sejam paralelos E-B=1.

Nestes casos as velocidades sao idénticas v, = v, e, portanto, nao havera diferenga nos
correspondentes indices de refragao.

A diferenca entre os valores das velocidades associadas aos raios ordinério e extraor-
dindario alcancara seu valor maximo quando a direcao de propagacao da onda for dada por
¢ = £(E x B)/|E x B|. Neste caso - E x B = EBsenf e a magnitude do efeito de

birrefringéncia sera dada por [71]
In —ni| = peerEBsend, (2.15)

onde nj := (1/v.) = 1/v, e ny := (1/v.) 1 sdo os indices de refracao na direcoes paralela e
perpendicular ao campo elétrico externo, respectivamente. Podemos ver da Eq. (2.15) que
o efeito de birrefringéncia alcanca seu valor maximo quando os campos sao perpendiculares
entre si (0 = w/2). Como antecipado, para o caso de campos externos paralelos (f = 0) o

fenomeno birrefringente desaparece.
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Figura 2.1: Superficies normais associadas com os raios ordinario (linha sdlida circular) e extra-
ordindrio (linha pontilhada) propagando em um meio n3o-linear com coeficientes dielétricos dados
por & = g, + e2B% e u constante. A figura é baseada nas Eqgs. (2.10)-(2.12) com E =, B = 2

e §-B = 0. Os valores numéricos foram tomados tais que (ecpe) /2 = 0.9, e2/e, = 0.001 e

v, ~ 0.858.

Na Fig. 2.1 as superficies normais associadas aos raios ordinario (linha sélida circular)
e extraordinario (linha pontilhada) propagando em um meio nao-linear isotrépico com
permissividade € dada pela Eq. (2.12) sao apresentadas. E assumido que as ondas foram
produzidas em um dado tempo anterior na origem. O desenho é baseado nas Eqgs. (2.10)-
(212) com E = §j, B = %2¢e ¢-B = 0. A escolha de campos cruzados (6 = 7/2) foi
feita a fim de produzir um efeito mais intenso, mas o mesmo comportamento qualitativo
ocorre para 0 # w/2. A direcdo de propagagdo é determinada pelo angulo ¢ dada por
G- F x B = cos v. O efeito de birrefringéncia maximo ocorre quando ¢ ¢ igual a 0 ou ,
correspondendo a Eq. (2.15) com § = 7/2. Conforme mostrado na figura, a velocidade
do raio extraordinario ¢ menor do que a correspondente velocidade do raio ordinario no
intervalo —7m/2 < ¢ < /2. A situacdo oposta occore quando 7/2 < ¢ < 37/2 e elas sao
iguais no caso quando ¢ é igual a 7/2 ou 37/2.

Em resumo, na presenca de campos elétricos e magnéticos externos, ondas eletro-
magnéticas se propagando em meios dielétricos isotrépicos cujos coeficientes dielétricos

sao dados pela Eq. (2.12) apresentam birrefringéncia magneto-elétrica, cuja magnitude
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¢ medida por meio da Eq. (2.15). Este fenomeno corresponde a uma forma de birre-
fringéncia magneto-elétrica aparecendo como um efeito tnico, isto é, sem o surgimento de

qualquer outra forma de birrefringéncia padrao.

Polarizacao

Os modos de polarizagao descritos pelo vetor e podem ser obtidos para os raios ordinério
e extraordindrio. Eles correspondem ao auto-vetores da Eq. (2.2) com a matriz Z;
dada pela Eq. (2.7). A fim de obtermos os modos de polarizagdo para o sistema em
andlise, vamos considerar uma expansao do vetor e em termos de uma base conveniente
de vetores do espaco tri-dimensional, os quais podem ser escolhidos como sendo os campos

eletromagnéticos externos E e B e o vetor de onda q na forma?®
e=aE+bB+cq. (2.16)

Assim, introduzindo tal expressao na Eq. (2.2), obtemos

2 .
a(s— q 2+£q-E><B) =0,
Lhew w
2
b(e— q 2) =0,
HeW

E ‘B
a<q 2>+b(q 2)—1—05:0. (2.17)
Hew Hew

De modo a encontrarmos os vetores de polarizacao associados a cada raio estudado, de-

vemos substituir as correspondentes relagoes de dispersao para cada raio no sistema de
equacao acima e verificar quais condic¢oes os coeficientes a, b e ¢ devem satisfazer. No caso
do raio ordinario, verificamos que a = 0. Por outro lado, para o raio estraordinario, temos
b = 0. Deste modo, a solugao do sistema de equacoes acima nos leva aos seguintes vetores

de polarizagao normalizados

E
. = a (E—q—q>, (2.18)

onde a; e ay sao fatores de normalizacao. Das expressoes acima, é facil ver que quando os

campos externos sao paralelos (situa¢do na qual nao ocorre birrefringéncia) os vetores de

30nde ¢ assumido que o conjunto de vetores {E, B, q} constitua um conjunto de vetores linearmente

independentes.
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polarizacao tendem a ser os mesmos, como esperado. Vemos ainda que no caso quando a
propagacao ocorre na dire¢ao perpendicular ao plano formado pelos campos externos, os
vetores se reduzem para é, = Beé, = E. Isto corresponde ao efeito de birrefringéencia
descrito pela Eq. (2.15), o qual alcanca seu valor méaximo para § = 7/2. Para o caso
apresentado na Fig. 2.1 o vetor de polarizagao associado ao raio ordinario se reduz para
6, = B. Assim é, -é, = E - B = cos¥.

Deve ser enfatizado ainda que os mesmos vetores de polarizacao podem também ser
derivados fazendo-se uso de outra base do espago vetorial, como a base cartesiana {Z, 7, 2},

por exemplo. Os resultados aqui obtidos nao dependem da particular escolha da base.

Geometria efetiva

Empregando as definigoes,

vk, = w,
kukﬂ = wQ - | q |27
" qvsB,E, = q-BxE, (2.19)

as relagoes de dispersao (2.9) podem ser apresentadas da seguinte forma
5(9_“”1{:#1@) (Q+O‘Bkak5> —0, (2.20)
onde G_" corresponde a métrica efetiva de Gordon (1.42) e
G ="+ (e(B)u — 1)vHv” — %nTVﬁ(”v”)BT%EB (2.21)

representa a métrica efetiva associada ao raio extraordinario.
Destes resultados, é facil ver que na auséncia de nao-linearidades (¢ = 0) teremos

somente uma tunica métrica efetiva e nao haverd birrefringéncia.

2.3.2 Birrefringéncia magneto-elétrica em dielétricos com p =
n(E) ec=e,

Vamos agora realizar uma andlise similar para o caso simétrico no qual os coeficientes
dielétricos satisfazem as condigoes p = u(E) e ¢ = e.. Neste caso, a correspondente

matriz de Fresnel se reduz para
2

q 1 3
’ ( u(E)w2> T B T Ly X BES (2:22)
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onde p' == (1/E)0u/0E.

Os tragos (2.6) de Z;; podem ser derivados de uma maneira similar como foi realizado
na ultima secao. Contudo, para esse caso simétrico, tais quantidades podem ser derivadas
diretamente das Egs. (2.8) através da identificagao {e — €., pto — p, € — p//pu?}. Assim,
empregando a Eq. (2.5), obtemos,

66(56—(1—22) (6C—q—22—|—L/2q~E><B):0. (2.23)
fw pw? Wi

Assumindo que a permeabilidade magnética y possa ser escrita na forma p = p.+ s B2,
com s E* << 1., podemos apresentar as relacoes de dispersdo para os raios ordindrio e

extraordindrio na forma

1
v, = + (1 - £E2> : (2.24)
VHeEe 2te
1
vt = —2 G ExB+ (1—ﬂE2). (2.25)
Eclle Ve 2pc

Novamente, as velocidades dos raios ordindrio e extraordindrio coincidem (auséncia de bir-
refringéncia) quando a propagagao ocorre no plano contendo os campos eletromagnéticos
externos ou mesmo quando tais campos sao pararelos. O comportamento qualitativo das
ondas normais correspondendo aos raios ordinario e extraordinario ¢ o mesmo como aquele
encontrado no caso estudado na se¢ao anterior (veja a figura 2.1).

Com respeito a direcao de propagacao, a diferenca maxima entre as velocidades dos
rajos ordindrio e extraordindrio ocorre quando ¢ = £(E x B)/| E x B | resultando na

relagao [71]
ol
Iny —n.| = —EBsen0, (2.26)
Lhe

a qual consiste na quantidade mensuravel correspondendo ao fenomeno da birrefringéncia
magneto-elétrica. Além do mais, o efeito é maximizado no caso de campos eletromagnéticos
externos perpendiculares (0§ = 7w/2) e se anula no caso de campos externos paralelos
(0 = 0). Como antes, o fenomeno da birrefringéncia magneto-elétrica surge como um
efeito tinico, desaparecendo caso algum campo externo esteja ausente.

Finalmente, os vetores de polarizacao para esta configuracao eletromagnética podem
ser obtidos seguindo as mesmas linhas como aquela feita na secao anterior.

Ainda, seguindo os mesmos passos da segao anterior, a relagdo (2.23) pode ser apre-

sentada na forma (2.20), onde G_*" corresponde a métrica efetiva de Gordon (1.42), ao
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passo que

K B,
n(E)" V) B, F (2.27)

G = 1+ (el ) = Vo0 —

representa a geometria efetiva associada ao raio extraordinario.
Como sempre, a diferenca nas duas estruturas métricas efetivas apresentadas se deve

as nao-linearidades introduzidas ao meio dielétrico em questao.
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Capitulo 3

Método de campo de fundo e acao

efetiva em TQC

“It’s impossible to explain honestly the beau-
ties of the laws of Nature without some deep

understanding of mathematics.”

Richard Feynman
Resumo

A invariancia de calibre explicita, a qual estd presente no nivel classico em teorias de
calibre, é normalmente perdida quando corregoes quanticas sao introduzidas. O método
de campo de fundo é uma técnica que nos permite fixar um calibre e entao calcular efeitos
quanticos sem perda dessa invariancia. Nessa abordagem, o objeto de maior interesse ¢ a
acao efetiva, um funcional do campo de fundo que, em principio, contém toda informacao
sobre a teoria quantica em questao. Ao longo do presente capitulo, iremos introduzir os
conceitos basicos necessarios para a obtencao da acao efetiva através do método de campo
de fundo. Tais resultados serao posteriormente empregados na andlise da estrutura de

certas divergéncias em TQC.
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3.1 Primeiros principios em teoria de campos

O objeto bésico de qualquer teoria fisica é o espago-tempo, o qual pode ser representado,
matematicamente, por uma variedade diferenciavel n-dimencional M, com a seguinte es-

trutura topoldgica
M=1x3%, (3.1)

onde I é uma variedade unidimensional difeomérfica a reta real R, e ¥ corresponde a
uma variedade (n — 1)-dimensional, ou, mais precisamente, uma hipersuperficie neste
espago [141]. A variedade M é assumida ser globalmente hiperbdlica e equipada com
uma métrica pseudo-riemanniana g,,. Tais condigoes sao suficientes para garantir que
a variedade M admite uma foliagdo em hipersuperficies do tipo-espaco (superficies de
Cauchy) difeomérficas a X [130]. Esta topologia é necesséria a fim de que o espago-tempo
em questao admita uma correta estrutura causal [131]. Em cada ponto p € M, podemos
definir o espago Tp M, denominado espago tangente a variedade M sobre o ponto p, o qual
é o conjunto de todos os vetores tangentes a M no ponto p. Analogamente, associado ao
espaco tangente Tp M, temos o espago T M, denominado espaco cotangente a variedade
M no ponto p, e definido como o conjunto de todos os funcionais (formas diferenciais)
atuando sobre os vetores tangentes. Um fibrado tangente, T'M, é definido como a uniao
disjunta de todos os espacos tangentes em cada ponto p € M. A nocao de um fibrado
pode ser facilmente generalizada para espacos vetoriais V. Um fibrado vetorial V é definido
como a uniao disjunta de todos os espacos vetoriais V' em cada ponto p € M, sendo o
fibrado dual V* o espacgo vetorial de todos os funcionais lineares definidos sobre V. Uma

secao do fibrado vetorial ¥V é um mapa suave
o: M=V, (3.2)

tal que em cada ponto p € M ele associa um elemento (tensor) no fibrado vetorial V. Tais
fungoes ¢ sao comumente conhecidas por campos tensoriais ou, simplesmente, campos.
Campos tensoriais sao funcoes que descrevem a dinamica de diferentes formas de particulas
em teoria de campos e sao representados por suas componentes ¢®. FEstes podem ser
bosonicos ou fermionicos, dependendo de sua estrutura espinorial [142]. O indice “a”
utilizado corresponde a uma notagao compacta introduzida por DeWitt [20 — 22|, e denota
nao somente suas componentes, mas também o ponto no espago-tempo no qual o campo

estd definido. Este indice pode ser considerado como sendo formado por dois conjuntos de
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indices, isto é, a = (C, z), onde C' é um indice discreto que toma valores de 1 até D, sendo
D um nimero associado a natureza tensorial do correspondente campo, e x = (2%, ..., 2""1)
é o ponto no espacgo-tempo em que o campo estd definido. Matematicamente, podemos

escrever

0" = (). (3.3)

O fibrado vetorial V tem a estrutura de uma variedade de dimensao infinita [143], o qual

¢ equipado com uma métrica hermitiana nao-degenerada E,;, tal que
E:VxV—=R (3.4)
A métrica F,, pode ser naturalmente identificada como o mapa
E:V -V (3.5)

As secoes do fibrado dual V* sao chamadas de correntes e sao representadas localmente

por um conjunto de funcoes
J, = Eg¢”. (3.6)

Finalmente, seja C*°(V) o conjunto de todas as se¢des de V. Assim, o produto escalar entre
dois campos arbitrarios (* e x* pode ser apresentado através das notacoes condensadas de

DeWitt como

(o = /M dvol (2)¢*(x) Eu()x*(2), (3.7)

onde, expressao acima, dvol (z) := \/—gd"z é o elemento invariante de volume da varie-
dade M, sendo g = det | g, |-

O conjunto de todos os campos ¢* sobre todo ponto p € M forma uma variedade
de dimensao infinita, denotada por M, e denominada espaco de configura¢do, o qual é

definido como
M={¢"} ={p°@):2 €M, C=1,..,D} (3.8)

O principio fundamental da teoria de campos atesta que todo sistema dinamico pode
ser descrito por uma agao S[p?]. A agdo S[p?| corresponde a um funcional definido sobre

o espaco de configuracoes M, e toma valores sobre o conjunto dos ntimeros reais

S:M—=R (3.9)
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A escolha das varidveis dinamicas (campos ¢®) necessarias para descrever o compor-
tamento do sistema fisico nao é uinica. Consequentemente, o espago de configuracao M
¢ também nao unico. Ele depende da parametrizacao do sistema dinamico (escolha das
variaveis dinamicas ¢®), bem como das condi¢oes de contorno impostas ao sistema. En-
tretanto, para um dado sistema dindmico, toda acao funcional S[p®| descreve a mesma
fisica, isto é, ela fornece conjuntos fisicamente equivalentes de configuracoes de campos
dinamicos. As configuracoes de campos dinamicos sao definidas como as configuragoes
de campos que satisfazem o principio da acao estaciondria. Este tultimo atesta que os
valores fisicamente admissiveis para as variaveis dinamicas ¢® sao aqueles para os quais a
acao S[p?] é estacionéria com respeito a pequenas variagoes funcionais com determinadas

condigoes de contorno [144]
5S = 0. (3.10)

Em outras palavras, as configuragoes de campos dinamicos devem satisfazer as equagoes

de movimento dinamicas

35S
dp®

—0 (3.11)

com dadas condigoes iniciais. O conjunto de todas as configuracoes de campos dinamicos,
denotado por My, é um sub-espaco do espaco de configuragao, My C M, o qual é chamado
sub-espago dinamico. Em TQC, este conjunto é também comumente conhecido por casca
de massa. Logo, quando se empregam as equacoes de movimento em determinada teoria,
diz-se que esta sob a condicao on-shell.

Na teoria de campos as equagdes dinamicas (3.11) correspondem a equagoes diferenciais
parciais. Normalmente, a acao S[¢?] é um funcional local, o qual pode ser apresentado de

modo geral como

Slp?] = /deol () L(p*, Vet ...), (3.12)

onde € (também chamada de regido de interacao) é a regiao do espago-tempo na qual
estamos interessados do ponto de vista dinamico. Matematicamente, este conjunto corres-
ponde ao suporte dos campos %, ou seja, o conjunto de todos os pontos p € M tais que

dp® # 0, isto é,

Q= supdp® :={x e M, p*#0}. (3.13)
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Se os campos ¢® tém um suporte compacto, entao {2 C M. Na expressao (3.12) a funcao
L ¢é a fungao densidade de lagrangiana, a qual, por abuso de linguagem, chamaremos sim-
plesmente por funcao lagrangiana. A funcao lagrangiana é, em geral, funcao dos campos
dinamicos ¢?, de suas derivadas covariantes Vp® e, possivelmente, de outras quantidades
que caracterizam a interacao entre os campos, tais como constantes de acoplamento.
Vamos, novamente, considerar as equagoes de movimento (3.11). Elas constituem, em
geral, complicadas equagoes diferenciais parciais nao-lineares. Seja ¢ uma solugao para a
equagao de movimento (3.11). Vamos considerar ainda uma outra soluc¢ao nas vizinhangas
de ¢f na forma ¢§ = ¢f + dp®, onde dp® é um campo infinitesimal. Assim, substituindo
5 nas equagdes de movimento (3.11) e nos limitando a quantidades de primeira ordem,

encontramos
Hapdip” = 0, (3.14)

onde o operador H,, ¢ definido como

~ 62 S

ab * (315)

0y 0} a0’
Esta é a equacao homogénea de pequenas perturbagoes. Suas solugoes sao comumente
conhecidas por campos de Jacobi [21, 22]. Na pratica, é conveniente introduzir fontes
externas infinitesimais 6J%, as quais causam a correspondente perturbacao ao sistema

fisico. Admitindo que a acao classica sofra a seguinte mudanca
Slp®] = S[e®] + Jog, (3.16)

entao as equagoes de movimento para o sistema perturbado tornam-se

oS
0@ -

—0J,. (3.17)
Em primeira ordem, a solucao desta equacao de movimento ¢é
Py = 1 + 0%, (3.18)

onde ¢} é solugao da equacgao classica

05

=0, 3.19
opf (819)

e 0p® corresponde a solucao da equagao
Hydp’ = =07, (3.20)



a qual é conhecida por equagao nao-homogénea para pequenas perturbacoes.

No contexto da TQC, tais pequenas perturbagoes correspondem as correcoes quanticas
associadas ao sistema fisico em questao. Como vemos, a agao S[¢?] é capaz de descrever
os efeitos de natureza classica, macroscopicos, associados ao campo ¢{. Assim, de forma
a descrever a dinamica dos efeitos quanticos associados a um determinado sistema, fisico,
de modo efetivo, nossa descricao deve ser generalizada a fim de levar em conta também

tais contribuicoes quanticas.

3.2 Acao efetiva em TQC

A TQC é basicamente uma teoria de pequenas perturbacoes sobre o sub-espago dinamico
My, sendo a maioria de seus problemas relacionados a processos de espalhamento de
particulas. Em mais detalhes, no passado remoto temos estados de campos (ou particulas)
bem definidos, os quais sao descritos pelas equagoes linearizadas de movimento. Como o
sistema evolui com o tempo, os estados de campos interagem em uma regiao especifica do
espago-tempo. As equacoes que descrevem esta interacao sao altamente nao-lineares e nao
podem ser resolvidas exatamente. Apds a interacao, no futuro remoto, temos novamente
estados de campos bem definidos os quais sao em geral diferentes dos estados iniciais.
Chamaremos por estado inicial | in) e estado final | out), os quais estao, respectivamente,
no passado e futuro remotos. O processo de espalhamento é, entao, essencialmente descrito
pela amplitude de transigao (in | out). A colegdo de todas as possiveis amplitudes de
transigdo é conhecida por matriz de espalhamento ou, simplesmente, matriz S [145].

Um poderoso método empregado para se estudar amplitudes de transicao é o principio
variacional de Schwinger [146], o qual d4 a relacdo entre a variacdo da amplitude de
transigdo (in | out) e a variacao da agdo que descreve o sistema dinamico na regiao de

interagao 2. Matematicamente, este principio estabelece que
1
d(in | out) = FL(m | S | out). (3.21)

Tal principio pode ser considerado como um principio de quantizacao, porque toda
informagao sobre o sistema quantico pode ser derivada do mesmo [143]. Vamos mudar as
condigoes externas por adicionando uma fonte externa classica J* na regiao de interacao
2. Desta forma, a ac¢do original S[p?| sofre uma variagao conforme indicado pela expressao

(3.16).
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Consequentemente, a amplitude de transigao (in | out) torna-se um funcional da fonte

J* que denotaremos por Z[J?], ou seja,

Z[J?] = (in | out) (3.22)

Slpe]—>S[pal+Jpe
Os objetos de fundamental interesse em TQC sao os valores médios cronolégicos dos cam-
pos quanticos definidos por

(in | T(@™...0") | out)
(in | out)

an...a1 .__
P

, (3.23)

onde T corresponde ao operador de ordenamento cronoldgico. Fazendo uso do principio
variacional de Schwinger (3.21), podemos obter os valores médios cronoldgicos (3.23) em
termos de derivadas funcionais do funcional Z[.J?], na forma

1 ik
21040 = 21 = (5) e W (3.24)
k>0

Em outras palavras, o funcional Z[J*] corresponde ao funcional gerador dos valores médios
cronolégicos. Do funcional Z[J%), podemos definir outro funcional W[J%] através da ex-
pressao

Z[J% =: exp <%W[J“]). (3.25)

Suas derivadas funcionais definem as fungdes de Green conectadas, G¢»%, (também co-

nhecidas como fungoes de correlac¢ao)
1
W[Ja + 77a] = W[Ja] + Z E Moy, -+ My kabl, (326)
k>1

onde G = ¢ representa o campo de fundo (campo médio) e G5* = G® corresponde ao
propagador. E facil ver que as amplitudes cronolégicas We»%1 podem ser expressas em

termos das fungoes de Green conectadas G2»*. Em particular, temos

o= 9,
veh = ¢’ —ihG® (3.27)

Resumindo, o funcional Z[.J] é o funcional gerador das amplitudes cronolégicas Wé % a0
passo que W[J?| corresponde ao funcional gerador das fungoes de Green conectadas Ga-%1.
O campo médio ¢* é um funcional da fonte J*. Pode-se mostrar que a derivada funcional

do campo médio em relacio a fonte é o propagador G%. Portanto, se o propagador G*
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é nao-degenerado, a fonte externa J* pode ser escrita como um funcional de ¢*. Usando
tal propriedade, pode ser mostrado que existe um funcional do campo médio denominado

acao efetiva, e definido através da transformada de Legendre funcional [20 — 22]
[[¢%] == W[J] — Jye". (3.28)

Em termos da acao efetiva, as equacoes de movimento da teoria tomam a forma

r

(;iba = —J,, (3.29)
5% . .
il = (3.30)

onde a Eq.(3.29) representa a equacao efetiva de movimento da teoria. Tal equagao subs-
titui a equagao classica (6.33) e descreve a dindmica efetiva do campo médio ¢* tomando
em conta todas as corregoes quanticas. Além do mais, a Eq.(3.30) determina o propagador
da teoria. A acao efetiva (3.28) admite a seguinte expancao funcional

1 1
Dl + €7 = T[] = Juf" = 56" Gun + Y 7 €8 T (3:31)

k>3

onde FI()],:?..bl sao denominadas funcgoes de vértice. As fungoes de vértice, juntamente com
os propagadores, determinam as fungoes de Green conectadas e, portanto, as amplitudes
cronolégicas, das quais podemos construir a matriz de espalhamento. Vemos, assim, que a
acao efetiva é o objeto mais importante em TQC, pois a partir do mesmo podemos obter
toda informacao sobre a estrutura quantica associada a teoria. Pode-se obter uma repre-
sentagao formal muito 1til para a agao efetiva em termos de integrais funcionais (também
conhecidas como integrais de trajetéria ou integrais de Feynman). Uma integral funcional
é uma integral sobre o espago de configuragoes (espago de dimensao infinita). Embora nao
exista uma definicao matematica rigorosa para integrais funcionais, tais integrais podem
ser usadas em TQC dentro do arcabouco de teoria de perturbacao como uma ferramenta
efetiva [147, 148]. Integrando o principio variacional de Schwinger (3.21), obtem-se a
seguinte integral funcional

(inlout) = [ Digr] exp {5511+ A . (332
onde D] representa a medida funcional definida sobre o espago de configuragoes. Cor-
respondentemente, a equagao funcional para a agao efetiva assume a forma

e {30t} = [ Pl e {3[sl- T -] e
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Estritamente falando, a expressao acima é puramente formal. Entretanto, resultados sig-
nificativos podem ser obtidos fazendo uso de teoria de perturbacao. Por esta razao , é
conveniente usar a aproximacao semi-classica para a agao efetiva. Segundo tal aborda-

gem, a acao efetiva pode ser apresentada na forma [23]
[l¢®] = S[¢°] +Te"], (3.34)

onde o funcional I'[¢%] descreve todas as correcoes quanticas associadas a teoria classica.
O funcional T'[¢?] é dado em termos de uma expansdo assimptética em poténcias de &
como segue
(o]
¢°] = Y RFT®[p". (3.35)
k>1
A seguir, deve-se substituir a expansao acima na equacao funcional para a acao efetiva,

efetuar a seguinte mudanca de variavel de integracao
0= @7 = ¢+ VhE (3.36)

e expandir a agao classica S[@"] em série de Taylor funcional nos campos quanticos £*

como

0S| 2 okS a
S[g*] = S[e“] ng] ——5"% [p]¢ Zh [#°] T gh g (3.37)

AT

onde o operador H esta associado ao propagador G através da expressao

H-G =1, (3.38)
e corresponde a derivada funcional de segunda ordem da acao classica com respeito aos
campos quanticos conforme a Eq.(3.15).

Deste modo, expandindo ambos os lados da equacao funcional para a acao efetiva
em poténcias de h e igualando os coeficientes com poténcias idénticas em h, encontra-se
relaces de recorréncia que univocamente definem todos os coeficientes ['®)[¢?]. Todas as
integrais funcionais que aparecem nesta expanc¢ao sao gaussianas e podem ser calculadas

em termos do determinante funcional do operador H e do propagador G. Em geral,
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encontra-se as seguintes integrais

Jun

[ ple exp { = Semnloriee} = (DetAlor)
M .
| Pley e { - getmlonie gt < o

/ D[£"] exp —%fbec[¢“]§c}§dl,,,§d2m _
M
(2m)!

~ omplim

(Det H[¢]) "2 G2 glamrdam) (3.39)

Ao longo deste trabalho, estaremos particularmente interessados nas correcoes quanticas
a 1-loop [M[¢?] associadas a acdo efetiva. Apods efetuar as correspondentes substituicoes

mencionadas acima, obtém-se

exp {iT D[]} exp {iink—lﬂm [¢a]} - /M Dl¢"] exp{ - %gbmc[qsa]gc} X

k>2
. 0o hg—l 5ks[¢a] ) k_;5F k') (ba]
<exp {i 327 st T Z T ¢ '} (3.40)
k>3 k>1
Em particular, a nivel de I-loop, a seguinte relacao ¢é satisfeita
T a a i al¢c
exp (V[0 = [ D] exp { - JeHuclolec}. (3.41)
M
Finalmente, fazendo uso da primeira expressao das Eqs.(3.39) na Eq.(3.41), é facil mostrar
que [23]
PO = 5 In Det (H[") = 5 T In (o)), (3.42)

onde o determinante funcional Det (@) est4 relacionado ao traco funcional Tr O através

da expressao
Det (O) := exp (Tr In @) (3.43)

De modo geral, admitindo também campos fermionicos, o traco funcional, também conhe-

cido como supertraco, pode ser definido como

sSTrO = g/ dvol (z) tr [(’A)Hm_m, (3.44)
M

Na expressao acima, o é o numero fermionico, o qual toma em conta a paridade grassma-
niana do campo de fundo em questao [149]. Tal objeto é definido como (+1) para campos
bosonicos e (—1) para campos fermionicos. Adicionalmente, o limite de coincidéncia para

uma fungao arbitraria F(z,2’), denotado por [F(z,z’)] }x_m,, é definido como [20)]

[F(z,2)]] = lim F(z,2') = F(z,x). (3.45)

/
T—=w !

47



Conforme ja mencionado, a agao efetiva é um objeto fundamental em TQC. Toda
informacao sobre a natureza quantica da teoria estd contida em sua estrutura funcional.
Neste momento, é importante mencionar que nem a agao cldssica S[¢?], nem o funcional
['[¢?] sdo eles préprios objetos fisicos. Somente a acdo efetiva I'[¢?] descreve processos
fisicos e mensuraveis. Neste contexto, a lagrangiana efetiva a 1-loop pode ser definida

como segue

.= / dvol (z)LW. (3.46)
Q

3.3 Divergéncias e renormalizacao

Como vimos, a TQC perturbativa corresponde a um método para se descrever um sistema
complicado (teoria com interagao) em termos de um mais simples (teoria livre). A idéia
principal é comecar com a teoria livre para a qual a solu¢ao matematica é conhecida, e adi-
cionar um perturbador (corrente ou termo de intera¢ao) que representa uma perturbacao
fraca ao sistema. Se a perturbacao nao for muito grande ou, dito de outra forma, se o
parametro que acompanha o termo de interagao (constante de acoplamento) for pequeno,
diversas quantidades fisicas associadas ao sistema perturbado podem, a partir de consi-
deracoes de continuidade, ser expressas como corregoes as quantidades fisicas da teoria
livre. Estas correcoes, sendo pequenas quando comparadas as correpondentes quantidades
da teoria livre, podem ser calculadas empregando-se métodos aproximativos, como a série
assimptotica. Assim, a solucao em TQC perturbativa da-se em termos de uma série em
torno do parametro de acoplamento e a quantizacao é feita tomando-se os coeficientes da
série perturbativa ordem a ordem no parametro de acoplamento. Desta forma, obtemos
as corregoes quanticas (ou radiativas) correspondentes a teoria livre. No entanto, os co-
eficientes da série perturbativa sao constituidos, em geral, pelo produto de distribuicoes
(fungdes de Green), os quais nao podem ser definidos consistentemente, como foi provado
por Schwartz em seu trabalho sobre distribuigoes de 1950 [150]. Tal fato nos conduz as
divergéncias em TQC. Um esquema consistente que nos permite eliminar tais divergéncias
e obter resultados finitos é a teoria geral da renormalizacao. Para obtermos uma teoria fi-
nita é necessario, como primeiro passo, reescrevermos as integrais divergentes de Feynman
como novas integrais finitas em termos de um dado parametro regulador A. Quando o
parametro A tende a algum certo valor definido (que depende da teoria em questao), tais

integrais reduzem-se formalmente as integrais originais. Este primeiro passo do processo

48



de renormalizacao é conhecido como regularizagao. A importancia do procedimento de
regularizacao consiste no fato de nos permitir manipular as integrais de Feynman a fim de
eliminar as divergéncias presentes na correspondente teoria. Para uma boa revisao acerca
da teoria geral da renormalizacao, veja [95, 151].

A idéia central da teoria da renormalizacao consiste na possibilidade de se introduzir
certos funcionais locais AS[¢?], chamados contratermos, na acao da correspondente teoria
a fim de eliminar suas divergéncias. Em outras palavras, apresentando o funcional T'[¢?]

na forma
L[¢"] = L[] in + L0 aiv, (3.47)

onde ['[¢% i e [[¢%ai correspondem as partes finita e divergente do funcional I'[¢?],
respectivamente, apés a introducao dos contratermos, o funcional (renormalizado) I'[¢],e,

pode ser escrito como®

[¢a]ren = [¢ laiv + AS[0%] + F[gb ]fin‘ (3.48)

A introducao dos contratermos AS[¢?] deve ser realizada de tal forma a cancelar as con-
tribuicdes infinitas das correcoes quanticas, ou seja, AS[¢?] = —T'[¢%g. Para ser mais
preciso, admita que a agao classica S[¢?] possa ser escrita na forma
Sl¢'] = > alil¢"], (3.49)
1<i<j
onde L;[¢*] (i = 1,2,...,5) é um conjunto finito de determinados funcionais e ¢; sao as
correspondentes constantes de acoplamento. Se a parte divergente do funcional ['[¢%]4,
possui a mesma estrutura funcional,? isto ¢é,
C(6"aiw = >, Bili[0"), (3.50)
1<i<;
entao todas as divergéncias podem ser compensadas tal que as constantes de acoplamento
renormalizadas c[“", presentes na agao renormalizada

S[¢)ren = S[¢°] + AS[¢] = > " L]o (3.51)

1<i<j

1Segundo o teorema de Weinberg acerca da natureza local dos contratermos em TQC [94, 95], a soma
dos dois primeiros termos do lado direito na Eq.(3.48) ¢é finita e local, ao passo que o dltimo termo restante

é finito e nao-local.
20 que é valido em teorias de campos multiplicativamente renormalizdveis [95].
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sejam quantidades finitas na forma
C;“en = C; — ﬁl (352)

A classe de teorias quanticas de campos nas quais as condi¢oes acima podem ser im-
plementadas sao conhecidas comumente na literatura por teorias quanticas de campos
renormalizaveis. Como vemos, para tais teorias, é necessario um numero finito de con-
tratermos diferentes para compensar as integrais divergentes. Por outro lado, em teorias
nao-renormalizaveis, aparece um niumero infinito de contratermos e, portanto, o procedi-

mento basico de renormalizacao nao pode ser aplicado consistentemente.

50



Capitulo 4

O heat kernel em TQC

“All exact science is dominated by the idea of approrimation.”
Bertrand Russell
Resumo

O heat kemell;{@(s) associado a um operador diferencial eliptico O desempenha um impor-
tante papel em diversas areas da fisica e matemaética, especialmente em TQC, gravitagao
quantica e estudos topoldgicos de variedades diferenciais. De acordo com o teorema de
Minakshisundaram-Pleijel [42], o heat kernel pode ser escrito como uma expansao as-
simptética em termos de um certo parametro s denominado tempo préprio. Em parti-
cular, no arcabougo da TQC, tal expansao representa uma poderosa ferramenta para o
estudo da estrutura das divergéncias a 1-loop e anomalias da acao efetiva. Neste capitulo,
apresentamos de modo breve os principais conceitos relacionados a essa linha de pesquisa.
Os resultados aqui apresentados podem ser formalmente aplicados a teorias com campos

de fundo bosonicos e/ou fermiénicos.
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4.1 Meétodo do heat kernel em TQC

Como vimos na secao 3.2, em teoria de perturbacao a acao efetiva é expressa em termos de
propagadores e funcoes de vértice. A principal ferramenta para se estudar propagadores
em espagos curvos é a teoria das fungoes de Green em variedades riemannianas hiperbdlicas
desenvolvida por Hadamard [152]. Nesta teoria, um dos métodos mais poderosos para se
analisar propagadores é o método do tempo proprio (também chamado método do heat
kernel, em particular, pelos matemédticos), o qual foi originalmente proposto por Fock
[153] e entao generalizado por Schwinger, que também aplicou-o ao calculo da agao efetiva
em 1-loop na eletrodinamica quantica [31]. E foi DeWitt quem apeifeigou tal método; ele
reformulou-o em uma linguagem geométrica e o aplicou ao caso do campo gravitacional
[30].

Segundo a representacdo de Schwinger, podemos interpretar o propagador G(z,z’)

como o elemento de matriz do operador G atuando em um espago de Hilbert abstrato [31]
Gz, 2') = (x| G |2), (4.1)

onde | z') sdo auto-vetores normalizados de um conjunto de operadores hermitianos &#

que comutam
| 2y =2 | 1), (x| 2') =d(x, ). (4.2)

Nesta representacao, o operador G pode ser apresentado como uma integral em termos de

uma varidvel auxiliar s (também conhecida como o tempo prdoprio [153]) na forma

G=H" = /ids Uy (s) = /ids exp (—isH). (4.3)
0 0

Tomando o elemento de matriz da equagao acima, encontramos a seguinte representacao

associada ao propagador

o0

Gz, ') = /ids Uy (z,7';5), (4.4)

0

onde o operador evolucdo Uy (x,z'; s) associado ao operador H é dado por

~

Uy (z,2";5) = (a | Z;lH(s) | 2'). (4.5)

A agao efetiva é um funcional do campo de fundo. Assim, efetuando uma variacao em

termos do campo de fundo, encontramos

— ~

STV = %sTr (InH) = %sTr HLOH) . (4.6)
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Substituindo a representacao de Schwinger (4.3) na expressao acima, temos

5TW /— STeU (s) . (A7)

Integrando ambos os lados desta expressao, obtemos!

/ 1 (s), (4.8)

onde o trago funcional sTridy(s) é dado por

l\Dls

sTrid; (s) = g/ dvol (z) tr [Z/A{ﬂ(q:,x';s)ﬂmﬁz, = ,Q/ dvol (z) trldy(z,x;5). (4.9)
M M
A importancia do operador evolugao (4.5) reside no fato de que, como consequéncia

da Eq.(3.38), o mesmo satisfaz a seguinte equagao diferencial
0
(z——H)L{ (x,2";s) = 0, (4.10)

a qual possui a forma de uma equacao do tipo Schrodinger, com o operador H fazendo o

papel do operador hamiltoniano. Sua solucao admite a seguinte condicao inicial

Uy (z,2'50) = 16(x,2"). (4.11)
A similaridade entre a Eq.(4.10) e a equagao de Schrdodinger nos leva a interpretagao
do operador evolugao Z;lﬁ(x,x’ ;s) como a amplitude de probabilidade de uma particula
localizada na posi¢ao z'* no tempo préprio s = 0 se propagar até a posi¢ao z* no tempo
proprio s.

Ao efetuar uma continuacao analitica (rotagao de Wick) no parametro s para valo-
res imagindrios, a Eq.(4.10) torna-se uma equagao de difusdo. Historicamente, uma das
primeiras quantidades a serem estudadas como uma substancia difusiva foi o calor. Por
este motivo, tal equacao de difusao é também chamada a equacao do calor. O operador
evolucao (4.5) é, deste modo, conhecido como o heat kernel. >

O heat kernel é uma ferramenta universal em fisica tedrica, fisica matematica e analise
geométrica, e possui muitas aplicagoes na teoria quantica de campos de gauge, gravitacao
quantica, teoria de cordas e na teoria matematica de operadores diferenciais sobre vari-

edades nao triviais. Em TQC, o heat kernel governa a expansao em loops semiclassica

1Onde ignoramos a constante de integracio, uma vez que nao é atribuido significado fisico & mesma.
ZPara um estudo mais completo acerca do heat kernel, veja [154, 155].
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em todas as ordens. Em particular, ele gera o principal ingrediente desta expansao; o
propagador da teoria (4.3).

Esta claro agora, da expressao (4.8), que o conhecimento do trago funcional do heat
kernel é de fundamental importancia a fim de obtermos informacoes sobre as correcoes

quanticas a 1-loop associadas a acao efetiva.

4.2 Expansao assimptotica do heat kernel

O heat kernel pode ser calculado exatamente somente para algumas configuracoes especiais
de campos de fundo. Por outro lado, para obtermos as amplitudes quanticas, devemos
calcular a acao efetiva como um funcional dos campos de fundo de modo geral. Por este
motivo, deve-se desenvolver métodos aproximativos para a avaliagao do heat kernel no caso
geral.

Em gravitacao quantica e em teorias de gauge a agao efetiva é um funcional covariante,
isto é, ela é invariante sob difeomorfismos e transformagoes de gauge locais. Deste modo,
os métodos desenvolvidos para a avaliacao da acao efetiva devem ser manifestamente
covariantes, ou seja, devem preservar a covariancia geral em todas as ordens. Abaixo sao
apresentados dois esquemas regulares os quais permitem avaliar a acao efetiva em uma

forma manifestamente covariante.

4.2.1 Técnica de Schwinger-DeWitt

Segundo a técnica de Schwinger-DeWitt, o heat kernel pode ser apresentado na forma da

famosa expansio assimptética de Minakshisundaram-Pleijel® [42]
Uy (,2';8) = Up(w, 2’ ;s Z Fag(z, 1) . (4.12)
k=0

Esta expansao é puramente local e nao depende de fato da estrutura global da varie-
dade. Seus coeficientes a(z, ') sdo conhecidos como coeficientes de Hadamard-Minakshisundaram-
DeWitt-Seeley (HMDS). Tais objetos correspondem a quantidades locais e podem ser

construidos a partir do conhecimento do operador H. Podemos apresentar o operador

3Também conhecida por expansdo de Schwinger-DeWitt pelos fisicos.
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Uy(z, 2 ; s) como*

. D1/2 / ; /
Up(z, 2’ ;s) =1 % exp {za(;—,x) — z'sz}, (4.13)
™ Ss)vY S

onde o(z,2’) é o intervalo geodésico [156] entre os pontos = e &’ definido por
AN 1 7
o(z,2") := év#av o, (4.14)

sendo V0 um vetor tangente a geodésica e cuja norma ¢ igual a distancia entre os pontos

x e 2. Adicionalmente,
D(x,2") :== det (—V,V,0) (4.15)

¢ o determinante de van Vleck-Morette [157, 158].
Pode-se mostrar [20] que o ansatz (4.12) satisfaz a condigao inicial (4.11).
Em TQC, o operador H & tipicamente um operador diferencial eliptico de segunda

ordem X atuando em um espaco linear dos campos ¢%, o qual pode ser, em geral, escrito

como ° [40]
X = A0+ (P—éR), (4.16)
onde
A = ig”"ﬁuf)y, (4.17)
sendo A o operador de Laplace-Beltrame (ou laplaciano) e 15“ =V, + ﬁu a derivada

covariante generalizada (com respeito a uma conexao arbitraria), relacionada ao comutador

[,[),ua ’Z/jl/] ¢a = g,uy ¢a- (4.18)
Das Eqs.(4.16)-(4.17), temos
) - \ . L1
X = 1¢"(Vu+h)(Vy+h)+ (P-— ER)
— 1042V, +11, (4.19)

4Devido & regularizacio dimensional, é conveniente apresentar esta expressiao em termos do pardmetro

w, onde n = 2w, sendo n a dimensao da correspondente variedade.
° A presenca do termo R (escalar de curvatura) no operador (4.16) est4 relacionada a estudos de modelos

conformes em quatro dimensoes [45].
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onde

O = ¢"V,V,,
R

A 1 ~ A ~
= P— R+ b+ 9,0 (4.20)

Dos resultados acima, podemos construir os seguintes operadores

.1 . IR
P = H—i—aR—Vuh“—huh“,
Sy = 1V, V] +V,h, — Vhy, + hhy, — hyh,. (4.21)
Os coeficientes do operador (4.19) contém trés campos externos independentes: a

métrica g,,, a conexao em V, e a matriz P. Tais quantidades definem trés curvaturas

independentes

Ruua SA’;LV, p) (422)

para as quais usaremos a notacao coletiva ¥.
Conforme a Eq.(4.12), o heat kernel é expresso em termos de uma série infinita nos
coeficientes HMDS. Assim, substituindo tal expressao na Eq.(4.10) e resolvendo-a recurs-

sivamente, encontra-se os limites de coincidéncia para os primeiros coeficientes HMDS

[&0] ’:c—):v’ = i ’

[dl] ‘z%x’ - P ’

. 1 1.

[a2] ‘z%x’ - 180 (Rw/aﬁ Riu + DR) + 5 P2 6 (DP) + E Sil,, (423)

os quais fordao obtidos originalmente por DeWitt [20 — 22]. O coeficiente [dg] |3Hm, foi
calculado por Gilkey [43], e o préximo coeficiente, [dd |z_m,, foi obtido pela primeira vez
para o caso geral por Avramidi em [36].

Finalmente, a acao efetiva (4.8) pode ser apresentada na forma

o = / exp (—ism? E * A (4.24)
w+1 ’
4772 / s —

onde os coeficientes A, sao definidos em termos dos coeficientes HMDS através da ex-

pressao

A, = sTra;, = g/ dvol (x) tr [dk} ‘x—)x" (4.25)
M



Reescrevendo a expressao (4.24) na forma

0 = S 2o A [ s i) e (i), (420
0

k=0
pode-se ver facilmente que, em 2w dimensoes, os tinicos termos no somatoério que podem ser
divergentes correspondem aqueles para os quais k£ < w. Em particular, no caso fisicamente
interessante 2w = 4, somente os coeficientes HMDS A, A; e Ay divergem [40]. Neste caso,
o coeficiente Ay define as divergéncias quarticas, o coeficiente A; define as divergéncias
quadraticas e o coeficiente A, define as divergéncias logaritmicas ultravioletas.

O comportamento do heat kernel para pequenos valores de s corresponde ao limite
ultravioleta da TQC. Isto pode ser informalmente justificado por notando que s tem di-
mensao de 22, e portanto pequenos valores de s corresponde a pequenas distancias. Efeitos
da TQC em pequenas distancias, isto é, efeitos locais, inclui o fenomeno da polarizacao de
vacuo. Por outro lado, grandes valores de s corresponde ao limite infravermelho, o qual é
relacionado ao efeito de criacao de particulas.

Como vemos, para se obter o limite infravermelho da TQC e, portanto, poder estudar
outros efeitos de natureza nao-local, necessitamos de uma outra representacao para o heat

kernel que seja véalida uniformemente para todos os valores do parametro s.

4.2.2 Teoria de perturbacao covariante

Um tal método, proposto por Vilkovisky em [44] e denominado teoria de perturbagao
covariante, foi sistematicamente desenvolvido em uma série de trabalhos [45 —49] com
Barvinsky e colaboradores. Esta técnica baseia-se na expansao covariante do heat kernel
em poténcias das curvaturas (4.22). A proposta da teoria de perturbacdo covariante é
obter todas as quantidades de interesse na forma de uma expansao covariante valida com
precisao O(R"™), significando que as expressoes derivadas contém termos até a ordem (n—1)
nas curvaturas (4.22) explicitamente. Seguindo a referéncia [45], a acao efetiva a I-loop

até ordem quadratica nas curvaturas pode ser apresentada como®

3 1 r ds . . )
o - L (ism? , »
b © (i) / dvol (z / 1 OXp (—ism®) tr (1 +sP+ s [IRu fi(T)R
0
+ ARLDR+ PRT)R+ PA(P + S0 fs(1)S™] + O(RY)). (4.27)

6Resultados sobre a teoria de perturbacdo covariante em ordens superiores nas curvaturas $ podem

ser encontrados em [47].
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sendo f; funcoes analiticas (fatores de forma)” da quantidade adimencional
T=—s], (4.28)
os quais podem ser expressos em termos do fator de forma basico
1
f(r) = / do expla(a —1)7]. (4.29)
0

A forma explicita deste conjunto de fatores de forma é

fr)—1+7/6 flr) S =1 o) —1+7/6

hin) = 72 - RO =S T ek g2
pir) = LD IOy 0 gy S 12I0) (4.30)

Vale salientar que a sexta possivel estrutura R,,,qsf(7)R***? nio aparece em teoria de
perturbacdo covariante. Ela é automaticamente eliminada via identidades de Bianchi [45].

A expansao apresentada em (4.27) corresponde a uma soma parcial da série local de
Schwinger-DeWitt em somando todos os termos em uma dada ordem nas curvaturas R.
Embora esta técnica ainda corresponda a uma expansao do sTr Z;[H(S) em poténcias da
curvatura, nela seus coeficientes sdo quantidades nao-locais (fatores de forma nao-locais).
Como pode ser visto em [45], podemos recuperar a original expansao local de Schwinger-
DeWitt a partir da expressao (4.27) ao expandir os fatores de forma f;(7) em pequenos
valores do parametro .

Ao contrério da expansao de Schwinger-DeWitt, a expansao (4.27) é valida para qual-
quer valor do tempo préprio s. Em geral, como é mostrado em [45], o comportamento

para grandes valores de s do traco funcional sTr Z/?H(s) pode ser apresentado como
sTrZ;{ﬁ(s) x s s =00, RADO, (4.31)

para todas as ordens em curvatura, exceto o termo de ordem zero. FKEsta propriedade
garante a convergéncia das integrais em TQC no limite superior em dimensoes do espago-
tempo 2w > 2.

Posteriormente, no Capitulo (5), faremos uso dos resultados acima apresentados a fim
de obtermos os fatores de forma juntamente das fungoes 3 associadas ao modelo de Yukawa

em uma teoria com férmions massivos.

70 surgimento de fatores de forma nao-locais na representacio de espaco dos momentos da acio efetiva

tem sua origem no artigo classico de Schwinger [31].
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Capitulo 5

Universalidade e ambiguidades em

acoes efetivas fermionicas

Resumo!

Neste capitulo discutimos uma ambiguidade na acao efetiva a 1-loop de campos massivos
que toma lugar em teorias fermionicas massivas. A universalidade das divergéncias loga-
ritmicas ultravioletas em diferentes dimensoes do espago-tempo leva a nao-universalidade
da parte finita da acao efetiva, a qual pode ser chamada por anomalia multiplicativa nao-
local. Os critérios gerais para a existéncia deste fenomeno sao formulados e aplicados para

operadores com diferentes campos externos.

1O contetdo deste capitulo se refere as seguintes publicacdes:
Berredo-Peixoto, G.; Pereira, D. D. & Shapiro, I. L.: Phys. Rev. D 85, 064025 (2012).
Pereira, D. D.: Proceedings of Science 2012 (023). Disponivel em: http://pos.sissa.it/
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5.1 Introducao

Os célculos a 1-loop tém um papel proeminente em TQC e em muitas de suas aplicagoes.
No método de campo de fundo, as contribuicoes a 1-loop podem ser sempre reduzidas a de-
rivagao de In sDet 7:[, como pode ser visto da Eq. (3.42), onde Hé tipicamente uma forma
bilinear da agao cldssica com respeito aos campos de fundo [23]. O operador # usualmente
depende do campo de fundo. Como um resultado, a operacao de tomar o determinante
funcional de um tal operador é matematicamente nao-trivial devido a dimensao infinita da
correspondente representacao matricial deste operador. Em particular, relacoes tais como
as Egs. (2), as quais sdo certamente validas para matrizes de dimensao finita, podem
nao ser verificadas dentro do arcabouco da TQC. Assim, é de grande interesse analisar o
comportamento de tais relacoes quando aplicadas aos operadores da TQC, e verificar em
quais condigoes esta igualdade possa ou nao ser violada, dando origem ao fenéomeno da
anomalia multiplicativa em TQC.

Consideraveis esforcos tém sido feitos com o objetivo de mostrar que uma tal situagao
possa tomar lugar em TQC [82 — 88]. Entretanto, em muitos trabalhos [89, 90], foi mos-
trado que esta violacao estd relacionada as ambiguidades no processo de renormalizacao.
Em particular, este fenomeno pode acontecer quando os determinantes funcionais dos ope-
radores sao definidos por meio da assim chamada fungao ¢ generalizada [91], porque este
método oculta as divergéncias e fornece o resultado regularizado e renormalizado automa-
ticamente. Entao a dependéncia no parametro p deve ser implementada artificialmente, e
isto abre o caminho para a anomalia multiplicativa.

As ambiguidades mais bem conhecidas em TQC correspondem a dependéncia no ponto
de renormalizacao (por exemplo, sobre o parametro p no esquema de renormalizagdo de
subtragoes minimas) e a dependéncia de fixagdo de calibre em teorias de calibre. Usu-
almente, esta ultima pode ser eliminada on-shell, mas este procedimento pode ser nao-
trivial, especialmente além da aproximacao de 1-loop. Além do mais, o resultado depende
fortemente do esquema de renormalizacao. Por exemplo, as funcoes S do grupo de renor-
malizacao em teorias massivas sao diferentes quando calculadas através do esquema de
subtragoes minimo simplificado (MS), ou via esquema de subtragao de momentos. Em
baixas energias, o uso deste ultimo método permite observar o fenomeno de desacopla-
mento, o qual, em eletrodinamica quantica, é conhecido como teorema de Appelquist e

Carazzone [159]. De modo geral, podem existir outras ambiguidades nas contribuigoes
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quanticas, incluindo aquelas que serao discutidas a seguir.

Existe um fato curioso sobre as divergéncias logaritmicas ultravioletas em TQC o qual
serd importante para nossa consideragao. Na verdade, as divergéncias logaritmicas definem
a parte mais estavel e universal das correcoes quanticas. Por exemplo, tais divergencias
estao ligadas ao limite ultravioleta das func¢oes 5, o qual nao depende do esquema de
renormalizagdo. Como vimos, as corregoes quanticas a 1-loop sdo dadas pela Eq.(3.42).
Muitas manipulacoes com tais expressoes sao justificadas para a parte ultravioleta, as quais
sao relacionadas as divergeéncias logaritmicas, mas elas podem nao valer por completo para
a parte finita da acado efetiva. A razao para esta caracteristica especial das divergéncias
ultravioletas pode ser entendida como segue. Tais divergéncias estao relacionadas ao
comportamento logaritmico da agao efetiva, e portanto sao sempre relacionadas aos fatores
de forma logaritmicos, os quais ndo dependem da massa do campo [160]. Por outro
lado, os contratermos necessarios para remover tais divergéncias sao locais, logo pode-se
completamente controlar a estrutura algébrica das divergéncias ultravioletas olhando na
forma de termos locais na acao classica da teoria. Ao mesmo tempo, os termos restantes sao
tipicamente nao-locais e tém, na teoria quantica de campos massivos, uma estrutura muito
mais complicada. Por esta razao, podemos esperar que tais termos sao essencialmente
muito mais ambiguos também.

Recentemente foi obtido um primeiro exemplo na eletrodinamica quantica [92, 93] onde
o calculo do determinante funcional para o correspondente operador pode ser apresentado
como uma expressao nao-local e, portanto, nao pode ser explicado em termos de ambigui-
dades relacionadas ao processo de renormalizacao.

E interessante notar que até o atual estagio de nosso conhecimento, depois de Sa-
lam [160], a universalidade das divergéncias ultravioletas nao foram mais explorados no
nivel formal. Mostraremos que a universalidade das divergéncias ultravioletas esta dire-
tamente relacionada a nao-universalidade das contribuicoes finitas em teorias massivas.
Este fenomeno pode ser observado em determinantes funcionais de operadores fermionicos
o qual denominaremos por anomalia multiplicativa nao-local [161, 162]. No que segue,
discutiremos este fenomeno para um determinante fermionico geral e também considera-
mos em detalhes o caso de um férmion de Dirac acoplado a um campo escalar externo via
interacao de Yukawa. Por tltimo, realizamos uma andlise qualitativa sobre a anomalia

multiplicativa nao-local e sua relagao com os coeficientes HMDS.
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5.2 Consideracoes gerais

Considere a acao efetiva a 1-loop para um férmion de Dirac acoplado a um campo externo

~

© sobre um espago-tempo curvo. Segundo a Eq.(3.41), temos

exp (1) = | DUIDI] exp (i), 65.1)
onde a acao fermionica Sy é definida como
Sy = /M dvol (z) Y HY (5.2)
e o operador # tem a forma
H = i(y"V, —imi—i0). (5.3)

A~

Na expressao acima, 1 corresponde a matriz identidade no espaco dos correspondentes
campos quanticos, ao passo que O representa uma notacao condensada para um conjunto

genérico de campos externos. Por exemplo, podemos considerar
O = hpl + %y + ey' A, + nyPytS, — MTBO'W,F“V + ..., (5.4)

onde h e h* sao constantes de acoplamento de Yukawa correspondentes a campos escalar
e escalar axial, respectivamente, e é a carga elétrica, n é o acoplamento nao-minimo do
vetor axial relacionado a torsao, ug ¢ o momento magnético anomalo do elétron, etc. Para
mais informacoes sobre a estrutura geral do operador 0, veja o trabalho [163] (bem como
as referéncias nele contidas), o qual foi considerado no ramo de teorias com quebra de
simetria CPT/Lorentz.

Para campos complexos, a expressao (3.42) assume a forma
I = —jInsDet?#. (5.5)

Nosso objetivo é avaliar a expressao acima através da técnica de Schwinger-DeWitt.
Para isso, devemos reduzir o problema a derivacao de In sDet X , onde o operador X
possa ser apresentado segundo a Eq.(4.19). De modo a implementar tal redugao, deve-se
multiplicar o operador H por um dado operador H

X =H- -H, (5.6)
e usar a relagao [164]

In sDet H = InsDet X — In sDet H*. (5.7)
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Na verdade, existem diferentes maneiras de se escolher o operador H*. A escolha mais

simples é

logo

In sDet H = % In sDet (7:”:[1*) : (5.9)
Uma escolha alternativa para este operador é
Hy = i (V'V, —iml). (5.10)
Este operador nao depende do campo 6 e, portanto,

In sDet 7:[‘6 = In sDet (7—17—1;)

o (5.11)

onde o indice © significa que somente a parte dependente deste campo é considerada.
Dos resultados acima, é facil notar que se as relagoes (2) sao validas para determinantes

funcionais fermionicos, devemos ter

1 .
5 In sDet (HHT)

- (5.12)

6= In sDet (HH3)

Como veremos, na realidade a relagao (5.12) é satisfeita para as divergéncias logarit-
micas ultravioletas, mas nao ¢é valida para as divergéncias tipo poténcias, bem como para

a parte finita nao-local das duas acoes efetivas.

5.2.1 Coeficiente A;

Considere a teoria associada ao operador fermionico geral (5.3). Estamos interessados em
obter o primeiro coeficiente nao-trivial HMDS e avaliar a validade da expressao (5.12).
Para isso, faremos uso dos operadores (5.8) e (5.10). Denotaremos por Agl) o coeficiente
obtido a partir do primeiro esquema de calculo (relacionado ao operador 7:[T), a0 passo
que o coeficiente A?) corresponde ao segundo esquema de cédlculo, no qual emprega-se o
operador 7:[5

Desta forma, fazendo uso das Eqgs.(4.23) e (4.25), encontramos

A 1 A -2 a1
Agl)(n, O) = —/ dvol (z) {Q(n — )mtr(©) + (n ) tr (00) + = tr (97“9%)} ,
o 2 )y 2 2
A§2) (n,0)] = 1/ dvol (z) {Q(n —1)mtr(©) +itr (Vu(i)fyu) + ltr (é’wéVu)}-
e 2 Sy 2

(5.13)
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A diferenca entre estas duas expressoes pode ser apresentada como

A, é)‘e — AD(n, é)(@ - % /M dvol (z) A (n, ©), (5.14)
onde
Ar(n,0) = {(n —2)tr (06) — 2itr (Vu(:)’y“)} . (5.15)

Podemos ver que tal diferenca consiste de dois termos. O primeiro termo é proporcional a
(n—2). Conforme discutido na se¢ao (4.2), em n = 2 o coeficiente A; define as divergéncias
logaritmicas ultravioletas. Portanto, nesta particular dimensao tais divergéncias nao sao
dependentes do esquema de célculo. Por outro lado, devido ao fator (n — 2), tal termo
nao se anula em n # 2 e, assim, as divergéncias quadraticas em (n = 4) (definidas através
do coeficiente A7) sdo dependentes do esquema de calculo. O outro termo em (5.15) é um
termo de superficie, o qual é também relevante, mas por razoes diferentes. Inicialmente
vale salientar que esta forma de ambiguidade nao é relacionada a massa do campo quantico
e, portanto, tem origem absolutamente diferente comparada ao primeiro termo. Conforme
discutido anteriormente na literatura sobre anomalia conforme [165 — 167], a derivada total
nos contratermos, em teorias nao-massivas classicalmente conformes, contribui para termos
locais na acao efetiva induzida por anomalia. Como uma consequéncia, tais termos locais
tém um grau de ambiguidade muito maior do que os termos nao-locais na acao efetiva
induzida por anomalia os quais podem ser classificados em uma maneira regular [168].
Resumindo, a diferenca (5.15) inclui dois termos de origem diferente os quais representam
duas formas distintas de ambiguidades em TQC, e portanto nao podem se cancelar.

Embora seja tecnicamente possivel realizar uma analise da acao efetiva através dos
coeficientes HMDS em ordem superiores, tais expressoes nos levam a resultados muito
complicados. Por esta razao, ¢ interessante analisar primeiro alguns casos particulares da
expressao (5.4) mesmo a nivel de A;.

® )Modelo de Yukawa
Para o modelo de Yukawa, o operador © assume a forma © = hél. Deste modo,

substituindo esta expressao na Eq.(5.15), encontramos
Ay = n(n —2)h%¢* — 2ihV o tr (v*) = n(n — 2)h*¢?, (5.16)

mostrando que somente as divergéncias logaritmicas UV sdo universais (independentes do

esquema de célculo).
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® Fletrodinamica Quantica
No caso da eletrodinamica quéantica, o operador © é dado por © = eA, . Assim,

temos
Ay = (n—2)eA A" — 2V, A", (5.17)

Temos, neste caso, as duas formas de ambiguidades mencionadas acima. O resultado
acima estd de acordo com a recente publicacao [92].

® Momento magnético anomalo

Para o operador 0O associado a0 momento magnético anomalo, ou seja, O = —EL 0, P,
obtemos
s
Ay = (n— 2)TF’“’Faﬁ tr [0,,0°°] + ippV, F tr [gasy" ]
5°
= n(n - 2)TFW/F#V. (518)

O resultado acima é qualitativamente similar ao obtido para o modelo de Yukawa.
® Torcao
Finalmente, considere o operador © associado a torcao absolutamente anti-simétrica

O = ny°y*S,. Como a matriz 7° é definida somente em n = 4, consideramos somente esta

dimensao particular. Neste caso, temos
Ay = 28,8, tr [y ] = 2in(V,S,) tr [y = —81*S,S" . (5.19)

Conforme ja discutido, em n = 4 o coeficiente A; define as divergéncias quadréticas.

Assim, ¢ facil ver do resultado acima que tal forma de divergéncia é ambigua em n = 4.

5.3 Teoria de Yukawa

5.3.1 Coeficiente A,

Vamos agora explorar a estrutura das divergéncias logaritmicas ultravioletas em n = 4
associadas a teoria de Yukawa. Para isto, devemos derivar o coeficiente A;. Analogamente
a se¢ao anterior, realizaremos tal objetivo através dos dois esquemas de calculo relacionados

aos operadores H} e H3.
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Fazendo uso do operador Hj, encontramos os seguintes operadores associados ao pri-

meiro esquema de calculo

. 1 1 A
PO = {(n—1m’ — SR+ 5 (n = D% + (n— Hmho}1
N 1 .
S = =7 Ragu + 2ihu V06 + 2(m + ho) 1, (5.20)

a0 passo que os operadores

A 1 A )
PO = {(n—Tym*— R+ %hquQ +(n— Dmho}i + %m“v“qﬁ ,
i 1 , |
S,® = —Z’Ya’VﬂRa,B;w + b, Vg + 5 (2m + he) (5.21)

foram obtidos através do segundo esquema de calculo (associado ao operador H3).

Deste modo, encontramos, a partir das Eqs.(4.23) e (4.25)?

AP n.0)| = / avol (z) {1 + CPg + 9 + 9" + Pt} k=1,2,(5.22)
M

onde
(1) . n_h2 _ 2 nmh 2) . n_h2 _9 2 nth
3h h2
oV = %’1(3 )R+ ’"g (n—3)(n— 1)+ 2 (n — 1)06,
@ . nmh, nm3h B _1 2h2D
C = 15 (3—n)R+ 3 (n—=3)(n—1)+ 19 o,
2 272
ol = %(3—n)R+ nmh (9 — 4n + 2n?),
24 6
(2) . n_h2 B nm2h2 B _
C = 1 (2—n)R+ 1 (n—2)(n—1),
3 3
o = P gy m—1), O = M),
3 12
4 2h4
ol = %(n ~3)(n—-1), C?.= ”96 (n+2). (5.23)

A diferenca AV (n, gb)‘ — AP (n, gb)’ pode ser escrita na forma
¢ ¢

AV, ¢)]¢ - Ag2><n,¢))¢ - /M dvol(:c){i [m2h2¢2+mh3¢3+1h4¢4} (n — 4)°

24
1 2,22 L oo 1 2,2 3,3, 29,4 4 2
- R — (V + Tmh’¢° + —h —4
+ 4[7mh¢ 12Rhgb 6( ®)*h* + Tmh°¢ 1 gb}(n )
1 1 11
272 42 2 42 272 3.3 4,4
n - — (V)2RE + 3mh3d + — 4
[3m h*¢ 12Rh 1) 6( ®)°h* + 3mh’¢ 12h ) ](n )
Lo o

2Como estamos interessados nos efeitos devidos aos campos de matéria, ndo consideramos em nossa

analise o setor gravitacional da correspondente teoria.
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E f4cil ver que, assim como na expressao (5.15), tal diferenca consiste de duas formas de
termos. Todos os termos da expressao acima, exceto o ultimo, anulam-se em n = 4. Este
aspecto esta em perfeito acordo com o fato das divergéncias logaritmicas ultravioletas em
n = 4 (definidas a partir do coeficiente Ay) serem universais. Por outro lado, o ltimo
termo na Eq.(5.24) tem origem absolutamente diferente. Ele mostra a ndo-universalidade
dos termos de superficie nas divergéncias logaritmicas ultravioletas. Conforme mostrado
em [167], a ambiguidade no termo [J¢? nas divergéncias a 1-loop leva, no caso nao-massivo,
a uma ambiguidade no correspondente termo na anomalia do trago e, finalmente, resulta

no termo ambiguo R¢$? na acao efetiva induzida por anomalia.

5.3.2 Fatores de forma e fungoes (3

Neste trabalho estamos principalmente interessados nas corregoes quanticas a 1-loop asso-
ciadas aos campos de matéria®. Assim, é suficiente calcularmos as integrais envolvendo as
fungoes f3, fi e f5 em (4.27). Deste modo, substituindo as Eqgs.(5.20) e (5.21) na Eq.(4.27),

e usando as notacoes,

T t 1 2+4a 401
t=sm?, u=—-=——, Y=1--1 2o 5.25
e T m?2’ a (Q—a)’ T O (5:25)

bem como os resultados conhecidos para as integrais [169],*
m? <77 [ Ftu) 1 1)\ /1 v 1
dte™" ——= = —— = |-+l ) ==+ =|+02 -
<47T,u2) /0 © Ty [(12 a2> (5 * ) 3a? * 18} TO2-w),
m2 \“7* [ 1 a?—4 (1
dte™t — = -+1 02—
() [ o = [ )] voea

( m* )H /OOO dt et f(tu) = (é +2Y) +0(2-w), (5:26)

4 p?

onde

1 1 Ay
glzm—f—ln ( m2 ), (527)

podemos apresentar a contribuicao quantica a I-loop para a acao efetiva associada aos

termos relevantes V,¢V*¢p, Rp? e ¢*¢* de modo geral como

_ 1
M

3Para mais detalhes sobre a derivacdo das correcoes quanticas associadas ao setor gravitacional, veja

[169 — 171].
4Tais integrais estdo avaliadas em quatro dimensodes. Portanto, nesta secdo, nossa anlise se restringe

ao caso quadri-dimensional.
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onde

h2
Kipa(a) = —W(—14a2 +45Ya? — 168Y),
1 _ 2 2 2
$2 2 (a) = W(—Sa +27Ya* — 96Y) ,
W\ 2,
kkin(a) - 3(47T>2 CL2 (a + 12Y> ) (529)

correspondem aos fatores de forma obtidos a partir do primeiro esquema de calculo (através

do operador H?), ao passo que

2

(2) _ h 2 2

kpg(a) = 3 aQ(_3a +10Ya” — 36Y),

2h4

(2) _ 2 2

k’¢2 e ((I) = W(GY& —a — 12Y),
2
(2) _ 2 2
kpn(a) = _W(a +3Ya? +12Y), (5.30)

representam os correspondentes fatores de forma associados ao segundo esquema de célculo
obtidos a partir do operador 7—1;

Vamos, agora, analisar o comportamento das expressoes anteriores em funcao da es-
cala de energia. Em altas energias, observamos que o limite ultravioleta (a — 2) destas

expressoes coincidem

2
12) UV 1. ,(1,2) . h _
kg = (Ig% kpge (a) = 6(4n)? In(a —2),
4
(172) uv — |1 (172) _
k¢2 2 = (IZI_)I% k¢2 ¢2(a) (in)? In(a — 2),
h2
1,2) UV g (1,2
k:,(m.n) = Cl;_)n; k,(m)(a) = — (im)? In(a —2). (5.31)

A razao é que este limite estd relacionado as divergéncias logaritmicas em n = 4 e, por-
tanto, sao universais. Entretanto, isto nao é valido para os proprios fatores de forma,
conforme pode ser observado das Eqs.(5.29) e (5.30). Por outro lado, em baixas energias,

o limite infravermelho (¢ — 0) para os mesmos fatores de forma apresentam resultados
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diferentes

W IRy () _oounr o, 4
qui)Q = ll_I)I(l) kR¢2 (a) = 60(471')2a + O(a ),
23h2
@ IR _ 1. 1 (2) _ 2 4
Knge = k(@) = Tg5impee + O,
KT = lim k) (@) = — Th 2y O(a?)
e R - 10(47)? ’
2D im k3 L(a) = — o a* + O(a")
o e a - 30(4n)? )
2
() IR _ o (1) _ s
DR i kP (@) = ZUa O(a) (5.32)
kin T a0 kin 15(471')2 ) .

explicitando, mais uma vez, o fenomeno da anomalia multiplicativa.
Outra maneira de se observar a anomalia multiplicativa em teorias massivas é através
das funcgoes [ fisicas. Tais funcoes [ para a carga efetiva C' podem ser definidas no

arcabougo do esquema de renormalizacao de subtragao de momentos como [52]

ac

onde a subtracao das divergéncias ¢ feita em p?> = M?, sendo M o ponto de renormalizacao.
Este resultado ¢é diferente da funcao  obtida para a mesma quantidade através do esquema

de renormalizacao de subtragoes minimas, o qual é dado por

Ms ._ 1. 00
S }zlgzliudu'

(5.34)
Vale dizer que ambas as afirmagoes anteriores sao também validas para as fungoes v, as
quais sdo relacionadas & renormalizacao dos termos cinéticos (k) na teoria de campo
escalar.

Na representagao de momentos, podemos reescrever a ultima expressao das Eqs. (5.25)
na forma
2

4p
2

==\ 5.35
Notemos que para o célculo da funcao 5 dada pela Eq. (5.33), a derivada p% pode

ser apresentada na forma

dC dadC  p?da®dC
plC _ jdadC _ g da* dC (5.36)
dp dp da a dp? da
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Assim, substituindo a Eq. (5.35) na Eq. (5.36), a derivada (5.33) pode ser expressa

em termos do parametro a através da expressao [92]

dC a dC
—p— = (4—d*) -
dp 4da’
Usando este procedimento, encontramos o seguinte conjunto de fungoes (8 associadas

aos fatores de forma (5.29) e (5.30)

(5.37)

6(a) = -—pdk%gz( ) _ 12(ii;2a2{cﬂ(15a2-56)-+(228a2-672-— 15a4)y’},
55(2)(60 = —pdkRj;( 2 = 6(47}:; " {a2(5a2 — 18) + (74a* — 216 — 5a4)Y},

ﬁ/(\l)(a) = pdkd)Qdd;( 2 = 2(4:; = {a2(9a2 —32) + (1320 — 384 — 9a4)Y},
B@(a) = pdk(bjg( % = (47:;1 o {az(a2 —2) + (10a* — 24 — a4)Y},

Ye(a) = pd%%()—-mjgaf&ﬂ+(M—4m%Y}

72 (a) = —pdkk(;;( a) _ = 4;; az{az(aQ 4 4) 4 (48 — 8a? — a4)Y}. (5.38)

Tais fungoes S admitem o mesmo comportamento qualitativo associado aos fatores de

forma (5.29) e (5.30), ou seja, seu limite ultravioleta é independente do esquema de calculo

2
(1,2) (1,2) h
A A =
(1,2) UV (1,2) 2h*
A - (111_%5 ( ) - (471')
(12) UV (1,2 2h?

= lim~, = —— (5.39)

ao passo que seu limite infravermelho indica, novamente, uma ambiguidade no teorema de

Appelquist e Carazzone [159]
1102,

(1) IR o . (1) o 4
55 - Cllgr(l)ﬁg (CL) - 30(47T>2a O(a ) )
@R _ oo 2307 s
Bg - }LI_I)% B{ ((I) - 90(47T)2a O(CL ) ’
AU = lim gV (a) = — w, +0O(a")

A a—0 A 5(471')

BOIE .~ im 8P (a) = - a®+ O(a")

A a—0 A 15(471')

WD IR = im A (a) = B +0(a"),

kin a0 kin 5(471')2

fy(?) IR ‘— lim '7(2.) (a) = 4—h2a2 + O<a4) . (540)
kin 250 kin 15(471')2



Vemos que em todos os casos o desacoplamento nas Egs.(5.40) é quadratico, de acordo
com o teorema de Appelquist e Carazzone. Contudo, estes resultados estao associados a

coeficientes diferentes, os quais sao dependentes do esquema de calculo empregado.

5.4 Sobre a origem da anomalia multiplicativa

Como podemos entender o surgimento da anomalia multiplicativa em TQC? Dito de outro
modo, como podemos entender a diferenca obtida em nossos calculos por meio de nossa
analise baseada nos operadores 7:[’{ e 7—2;? Vamos notar que a operacao de introduzir o
operador 7:[*, através da Eq.(5.6), pode ser vista de diferentes maneiras.

Primeiramente, devemos lembrar que os limites de coincidéncia [dk]’ ,» dos coefi-

—
cientes HMDS permitem analisar a renormalizacao da acao efetiva em uma dada di-
mensao do espaco-tempo para numerosos modelos de TQC. Por exemplo, no espaco 2-
dimensional o limite de coincidéncia [&1]|m_m, define as divergencias logaritmicas. No
espaco 4-dimensional, [dng_m, define as divergéncias logaritmicas, enquanto [&1”36_}:6, esta
associado as divergéncias quadraticas. No espaco 6-dimensional, [&;;Hng, define as di-
vergéncias logaritmicas, [&2]|xﬁz, determina as divergéncias quadréticas e [a4] }:]Hx, define
as divergéncias quérticas. De modo geral, [a] }z_m, define as divergéncias logaritmicas em
2k dimensoes.

Como vemos da Eq.(4.12), o heat kernel Z]H pode ser escrito como uma série as-
simptdtica nos coeficientes HMDS a,. Uma importante observagao é que as expressoes
gerais para os coeficientes a nao dependem da dimensao do espacgo-tempo. Entretanto,
seu trago funcional Ay depende da dimensao n [172, 173]. Como uma consequéncia, a agao
efetiva (4.24) também dependerd da dimensao n. Como ja discutido anteriormente, as di-
vergéncias logaritmicas ultravioleta sao universias e independentes do esquema de célculo.

Desta forma, os limites de coincidéncia [dkH ,, Serao universais em 2k dimensoes, e nao-

—
universias em qualquer outra dimensao diferente de 2k. E fécil entender o significado
desta ultima afirmagao. A parte finita da agao efetiva (4.24) em 2w dimensoes é dada
por uma soma de todos os coeficientes Ax com k > w. Como tais coeficientes sdo depen-
dentes do esquema de calculo em 2w dimensoes, a parte finita da acao efetiva, bem como
as divergéncias tipo-poténcias, serao nao-universais nesta particular dimensao [164]. Na

verdade, esta diferenca é exatamente o que observamos ao calcular os coeficientes HMDS,

os fatores de forma e as fungoes 3 através dos dois esquemas de calculo definidos a partir
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dos operadores H? e H.
Outra possivel forma de entender tal diferenca em nossos resultados pode ser vista a
partir da relagao (5.7). Como exemplo, considere a teoria da eletrodinamica quantica,

na qual o operador © assume a forma © = eA,y". Para o segundo esquema de calculo,

baseado no operador 3, temos
In sDet H - H} = In sDet H + In sDet H. (5.41)

Os dois termos do lado direito desta equacao sao invariantes de calibre por razoes 6bvias.
O primeiro termo ¢é resultado de uma integracao funcional invariante de calibre, ao passo
que o segundo termo nao se transforma sob tal transformagao, simplesmente por nao
depender do potencial eletromagnético A,. Por outro lado, o termo do lado esquerdo
desta equacao nao é invariante de calibre. Assim, a violagdo desta simetria na relacao
acima estd diretamente relacionada a violagao das identidades (2).

Vale a pena mencionar que os fatores de forma, bem como as fungoes [ obtidos, corres-
pondem a quantidades nao-locais. Logo, ¢é facil ver que esta ambiguidade na acao efetiva
nao pode ser associada a ambiguidades relacionadas ao processo de renormalizagao, onde
os contratermos necessarios para cancelar as divergéncias constituem expressoes locais se-
gundo o teorema de Weinberg [94, 95]. Deste modo, temos encontrado uma nova forma
de ambiguidade na acao efetiva, denominada anomalia multiplicativa nao-local, a qual é

independente do esquema de renormalizacao.’

5Qutra possibilidade é considerar alguma versdo ndo-usual de TQC, por exemplo, na presenca de um
potencial quimico. Neste caso, pode-se observar a anomalia multiplicativa no setor local da teoria, a qual
depende deste parametro, e nao necessariamente se reduz a dependéncia do parametro y. Para mais

informagdes, veja [174, 175].
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Capitulo 6

Correcoes quanticas a I-loop para

gravitacao massiva

Resumo!

No presente capitulo as divergéncias a 1-loop sao calculadas para um recente modelo pro-
posto de gravitacao massiva livre de fantasmas, onde a acao depende tanto da métrica
quanto do campo tensorial externo f. A estrutura nao polinomial do termo massivo é
reduzida a uma forma padrao por meio do campo tensorial auxiliar, o qual é determinado
on-shell depois que os calculos quanticos sao realizados. Como deve-se esperar, os contra-
termos nao reproduzem a forma da acao classica. Além do mais, o resultado tem a forma

de uma série de poténcias em f.

1O contetdo deste capitulo se refere & seguinte publicacdo:

Buchbinder, I. L.; Pereira, D. D. & Shapiro, I. L.: Phys. Lett. B 712, 104 - 108 (2012).
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6.1 Introducao

E bem sabido que a relatividade geral é a teoria dinamica nao-linear do campo tensorial
simétrico g, no espaco-tempo curvo [5, 130]. Na aproximacao linear, esta teoria descreve a
propagacao de particulas nao-massivas com representacao de spin 2 do grupo de Poincaré.
A teoria dinamica de particulas massivas com representacao de spin 2 do grupo de Poincaré
foi construida por Fierz e Pauli [96] em termos de um campo tensorial de segundo rank
no espaco-tempo de Minkowski. Assim, é natural pensar que deveria existir uma teoria
dinamica nao-linear em termos de um campo tensorial simétrico de segundo rank cujo
limite linear corresponde a teoria de Fierz-Pauli. Entretanto, durante muito tempo tal
teoria nao tem sido construida.

Uma maneira evidente de se encontrar uma generalizacao nao-linear para a teoria de
Fierz-Pauli seria adicionar alguma forma de termo a lagrangiana da relatividade geral.
Poderia ser uma constante cosmoldgica, porém no limite linear o termo cosmolégico nao
fornece um verdadeiro termo massivo a teoria de Fierz-Pauli. Como um resultado, a
unica maneira de se inserir um termo de massa na lagrangiana da relatividade geral é
usar, além da métrica, um campo tensorial extra de segundo rank (métrica de referéncia)
e encontrar um acoplamento entre a métrica e este campo tensorial extra de tal forma
que na aproximacao linear para ambos a métrica e este campo tensorial extra no espaco-
tempo de Minkowski, tal acoplamento deva gerar um verdadeiro termo de massa na teoria
de Fierz-Pauli.

A extensao da relatividade geral descrita acima foi estudada em detalhes por Boulware
e Deser [100, 101]. Eles mostraram que inserindo um termo de massa com a ajuda de um
campo tensorial extra de segundo rank pode produzir, em geral, uma teoria inconsistente,
tendo assim a propagagdo de um campo fantasma (fantasmas de Boulware-Deser). No
entanto, recentemente, houve um enorme progresso na construcao de uma familia de teo-
rias dinamicas nao-lineares que estao livres do problema de fantasmas de Boulware-Deser
(para uma revisao sobre o assunto, veja a lista de trabalhos [102 — 110]). Como um resul-
tado, no presente momento podemos ter lagrangianas que satisfazem ao seguinte conjunto
de condigoes: (i) descrevem consistentemente um campo tensorial dinamico nao-linear de
segundo rank livre de fantasmas, (i) tem um nimero de graus de liberdade extra se pro-
pagando igual ao campo tensorial massivo de spin 2, (7i7) depende da métrica de referéncia

e de algum parametro de massa m, tal que no limite m = 0 reproduz a lagrangiana da
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relatividade geral sem constante cosmoldgica, (iv) reproduz a lagrangiana da teoria de
Fierz-Pauli na aproximacao linear para a métrica dinamica e a métrica de referéncia no
espaco-tempo de Minkowski.

Neste capitulo, estudamos alguns aspectos quanticos para um modelo recentemente
proposto de gravitacao massiva livre de fantasmas de Boulware-Deser [112]. Para ser mais
preciso, iremos calcular as divergéncias a I-loop para uma teoria de gravitacao massiva
minima [107 — 110] e investigar sua estrutura. E claro, a teoria da gravitacio massiva
é, assim como a relatividade geral, nao-renormalizavel, desde que a lagrangiana da gra-
vitacao massiva deve incluir a lagrangiana da relatividade geral e, portanto, deve levar
a contratermos quadraticos no tensor de curvatura na aproximagao de I-loop. A fim de
encontrarmos as divergéncias a 1-loop, faremos uso do método de campo de fundo, bem
como da técnica de Schwinger-DeWitt.

Embora a teoria sob consideragao seja nao-renormalizavel, pode-se esperar que ela
apresente muitas caracteristicas interessantes no dominio quantico. Em primeiro lugar,
podemos citar a complicada estrutura dos indices tensoriais no termo massivo. Além do
mais, sua decomposi¢ao em campos de fundo e quantico (o qual é o elemento bésico do
método de campo de fundo) é nado-trivial. Em segundo lugar, o determinante funcional
definindo a agao efetiva a I1-loop tem uma estrutura diferente e, de fato, muito mais
complicado quando comparado ao caso nao-massivo da relatividade geral. Portanto, o
método efetivo de avaliacao pode exigir alguma modificacao no método de calculo. Em
terceiro lugar, é interessante estudar se as divergéncias a 1-loop da teoria de gravitacao
massiva desaparecem on-shell, como ¢ o caso da relatividade geral nao-massiva. Em quarto
lugar, espera-se que as divergéncias a 1-loop da teoria de gravitacao massiva dependam da
métrica de referéncia. Como um resultado, obtem-se as divergéncias a 1-loop em termos
de funcionais covariantes gerais especificos dependendo da métrica de referéncia. Eles
podem ser considerados como possiveis candidatos para agoes da métrica de referéncia
se tratarmos tal métrica como um campo dinamico. A questao da lagrangiana para a
métrica de referéncia é amplamente discutida na literatura (veja por exemplo [107 — 110]).
Finalmente, em quinto lugar, podemos mencionar que qualquer novo modelo gravitacional
merece um estudo de seus aspectos quanticos; pois s6 assim poderemos ampliar nossa visao
de uma teoria de gravitacao quantica e lancar uma luz sobre o papel desempenhado pela

gravitacao no dominio quantico.
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6.2 Linearizacao do termo massivo
Considere a a¢ao para o modelo minimo quadri-dimensional de gravitagao massiva [107 — 110]

Slgw] = Solguw] + Smlguw] = / dvol (z) [R +2A + m2tr < g*1f>] , (6.1)

M
onde m é um parametro de massa, A é a constante cosmoldgica e f corresponde a um
campo tensorial externo (também conhecido por métrica de referéncia). A expressao g~1f

na agao S, significa

97 f = g" fav (6.2)

Segundo [107 — 110], temos que considerar A = —3m?. Entretanto, é mais conveniente
realizar todos os célculos para um valor arbitréario de A e fixd-lo somente no resultado
final.

Para calcularmos as divergéncias a 1-loop para a teoria em consideracao, devemos
calcular a derivada funcional segunda da acao com respeito a métrica g,,. Tal calculo
para o termo S, é nao-trivial, desde que as matrizes ¢"” e f,, nao comutam. Evitaremos
este obstéculo considerando uma teoria classicamente equivalente a teoria (6.1) formulada
em termos da métrica dinamica ¢g"” e do campo auxiliar @#,.2

E facil ver que a teoria (6.1), construida a partir da métrica dindmica g, é classica-
mente equivalente a teoria construida em termos da métrica ¢g"” e do campo auxiliar ¢,

com a seguinte acao

S[gn @] = Solguw] + Smlguw "), (6.3)

onde a a¢io S,, (9w, p*v] € agora dada por

2
Sultr ] 1= T [ 0301 @) [0 i+ (7)) (6.4)

De fato, a equagao de movimento que obtemos a partir da agao (6.3) ao efetuarmos uma

variagao com respeito ao campo auxiliar ¢*, tem a forma

5S 65,
& = S =0, (6.5)
Opty, Oty
cuja solucao pode ser apresentada como
1\ —1)2
o =g ) )" (6.6)

2Para maiores detalhes sobre a técnica do campo auxiliar, veja a referéncia [176].
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Assim, substituindo tal solugao na agao (6.3), obtemos a acdo (6.1), mostrando por-
tanto que tais acoes sao classicamente equivalentes. Tendo isto em mente, iniciaremos

nosso estudo a partir da agao (6.3).

6.3 Meétodo de campo de fundo e forma bilinear para
a acao

O primeiro passo é obter a forma bilinear para a agao (6.3). Segundo o método de campo
de fundo [20 — 22], os campos ¢*, e g, sdo substituidos por somas de campos quanticos

e de fundo como segue
SO#V - gpul/ + 1/J“I/7 g/.u/ — guy + hy,y- (67)

Nas expressoes acima ¢, e g, sao campos de fundo, ao passo que ", e h,,, correspondem
a campos quanticos. Por meio de uma dlgebra simples, podemos obter a forma bilinear

para as acoes Sy e S, como

1 A~
85" +Sur = 5 /Md“ﬂ (@) B s B, (6.8)

1 .- 1. - -
S — 2 / dvol (g;){ §haﬂ Gopyu I = 50% ALVt + B, wg}. (6.9)
M

Na Eq.(6.8), temos adicionado o assim chamado termo de fixagao de calibre minimo [23]

1
Ser = =5 / dvol (z) X" X, (6.10)
2 Ju
onde
A 1
Xu = Vah", — §vuh. (6.11)

Os operadores jwaﬁ, GAQB,W, Aaﬁ,# Ve Bﬁa, os quais foram introduzidos nas Eqgs.(6.8)

e (6.9), tém a forma

A;w,aﬁ = %KW,WD + Ruovp + gupBRua — %(guuRaﬁ + gapRyw) — %(R + 20N) K 08,
Gopyw = —i oy [g‘"fm@a + (w’l)"a] - %gaﬂfuaw”u + Gup fro®” as
R | L RS o N R e (A

B%, = —% PP fras (6.12)

3 Assumimos que essa equivaléncia é também satisfeita no nivel quantico, uma vez que ndo ha qualquer

fonte para uma possivel anomalia.
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onde definimos

1
Kaﬁ,uy = 50[,87/“/ - Egaﬁg/u/ (613)
e usamos a notacao
1
50‘5,;111 = §<ga,ugﬂu + gauQﬁu) (614)

Nas expressoes (6.13), deve-se assumir simetrizagdo em ambos os pares de indices uv e
af. Pode-se notar ainda que a expressao jw,,aﬂ na Eq.(6.13) corresponde ao usual termo
para a gravitacao quantica de Einstein com constante cosmoldgica, ao passo que os demais
termos estao associados a parte massiva.

E f4cil ver que a integral funcional sobre o campo quantico ¥*, pode ser tomada
imediatamente. De fato, ¢ bem conhecido que a seguinte identidade ¢é valida para matrizes

hermitianas A(y, x) [81]:

[ Pl {5 [a ] ) Al ) + [ s By}
= (sDetA)_1/2 X exp{%/dy/de(y) A’l(y,x)B(:c)}. (6.15)

Vamos notar que a quantidade (sDet A)fl/z corresponde ao determinante de uma matriz
numérica. Desde que assumimos regularizacao dimensional aqui, tal objeto é irrelevante
para as corregoes quanticas para a acao efetiva e, portanto, serda omitido de nossa analise.
Desta forma, usando a Eq.(6.15) no funcional gerador das fungdes de Green, podemos
apresentar a forma bilinear para a agao (6.3) como segue

~ 1 ~
S® = 5P+ Sy + 5P = 5/ dvol (z) h Hap,u W,
M

onde o operador I:[ag,w, ¢ dado por
X . . 1 . ,
Hop o = Juvap + szaﬁ,W + Zmeﬁ)\(A 1)04)\7# Jvo - (6.16)

De modo a obtermos a matriz inversa fl_l, consideremos o seguinte procedimento.
O resultado (6.15) é valido para uma matriz hermitiana A. Portanto, precisamos tomar
somente a parte simétrica de tal matriz. Considere primeiro a matriz A, a qual ndo é
simetrizada. Pode-se facilmente obter sua inversa (embora seja um pouco mais complicado

realizar a mesma operagao relativa a sua parte simétrica). Podemos escrevé-la como

A" = =) ale™) (™), (6.17)
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de modo que a correspondente matriz inversa possui a forma

(Ail)ﬂamp = _SOPT(PT,BQDQJ- (618)
Considere, agora, a seguinte estrutura simétrica
X5%0" = =0 10" 590" — 0" 0" 0 5. (6.19)

Assim, chegamos na equagcao

AP X X0t = 2,0 =000+ Y Y (6.20)
onde
p v 1 —1\° v 1 —-1\Y p
Y./ ol = 5(90 ) v U+§(‘P ) op e (6.21)

Finalmente, obtemos a inversa para a matriz simetrizada na forma de uma série

(A™), " = X007 x (27157, (6.22)

#701

onde a matriz (Z71),*,, 7 é dada por

(Z NN = 0000 = Yo + VA, 7Y 0 = YA

oY POV P (6.23)

Agora, multiplicando o operador f[agw pelo operador 2K 30,7, onde

temos
2K_1aﬁa>\a ﬁ)\a,uu = Oaﬁ,uy = 5(16,/“/':' + ﬂa67uy' (624)

Na expressao acima, o operador Il,g ,, tem a forma

~

Ha,@,uu = 2Ro¢u5u + QgﬁuRoau - gaﬁRw/ - guuRaﬁ - RKa,B,;u/ - 2A5aﬁ,wf
b A o — " G AP o 42
9 pla B) »u Juvr 4 gaﬁfap ) s fl/T m fVO'SO (B9a)u
m2 oT —1\o
- 75116,;”/ g f’r)\gp)\a + (90 1) U] . (625)

Na proxima secao faremos uso do resultado acima para a obtencao das divergéncias a

1-loop associadas a acao efetiva da teoria.
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6.4 Derivacao das divergéncias a I1-loop

As corregoes quanticas a 1-loop podem ser apresentadas na forma padrao (3.42), onde o
operador H corresponde a parte bilinear da agao com respeito aos campos quanticos.
Vale salientar que a parte divergente da expressao Tr Ln H pode ser obtida calculando

a expressao Tr Ln (IA(*ll:I) e entao subtraindo a expressao Tr Ln f(*l, isto é,
—TrLnH =—TrLn(K'H)+ Tr Ln K. (6.26)

Contudo, como estamos interessados na parte divergente logaritmica da agao efetiva, a
contribuicao do iltimo termo pode ser seguramente omitida na regularizacao dimensional.

A fim de obtermos as correcoes quanticas a 1-loop para a acao efetiva, faremos uso da
técnica de Schwinger-DeWitt apresentada no capitulo (4). No arcabougo da regularizagao
dimensional, a quantidade ng pode ser apresentada na forma [40]

n—4 1
=(1) W 1 2 2 1 5o L ao
) =—— =~ T {—(R, ,—R)+-P*+—5 6.27

div (4m)2(n—4) {180( s ~ Fu) SMERSTRI & (6:27)

onde i é o parametro de regularizacao dimensional. Na expressao acima, os operadores
PeS L sa0 definidos conforme as expressoes (4.21), sendo os demais termos de superficie
ignorados.

Em nosso caso, assim como na usual gravitacao de Einstein [177], o termo ﬁ# =0, e
isso essencialmente simplifica nossos cédlculos.

Para nosso modelo construido a partir da ac¢ao (6.3), o operador P assume a forma

~

5
Popuw = 2Rappy + 2980 Rap — JapRuw — g BRap — gR‘;aB,;w

2

1 m 1o
+ éRgaﬁgw - 2/\5@5,#1/ - 75046,;“/ gonTMO)\U + (90 1) U] (6’28)
2

o m2 A— T m A1—1\o T
+ 2m2f1/o§0 (agﬁ)u + Tfp(oz(A 1)B)p7u fm— - Tgaﬁfop(A 1) pw fl/T‘
Por outro lado, segundo as Egs. (4.21), quando ﬁﬂ = 0 o operador Sy, é dado na forma

Sxe = [V, V4. (6.29)

Assim, aplicando este ultimo comutador ao campo h,,, encontramos a expressao

]
B [V, VAR = —2RFer hyh™ = B [=2R 00r Gup)h7, (6.30)
a qual nos permite apresentar o operador S \+ ha forma

g}\T = [S)\T],U,I/7Otﬂ = _2Ruo¢/\7'gl/ﬁ~ (631)
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Deste modo, substituindo os operadores P e Sy, encontrados na expressao (6.27),

obtemos depois de um longo trabalho algébrico a parte divergente para a acao efetiva a

1-loop
—(1) 2un—4 53 7 )
[ PN LA 1 B4 N
div |n=—sm? (4m)2(n — 4) /Mdvo (x){9o + gt + 120R
m? o i-1 m? I
+ RN (AT, ), - —8R[948+236(\/g—1f) }

4507 ) AT an (7)o + 5L (AP fgy — 5 an(A) P g

b R [2(g )+ (07 ) AT e+ B AT

— 2f (AN pr} + T—g [1440 +12(97 ) s(A N ar (671 f)
12 far (A1) fo0 — 12 fug (A7) P £, — 240(V/ g1 ) u + 24 (971 1)
AV )" (Vo D)+ (0 Ao (07 ) o (7)o (AT (g7 )
(7)Ao (071 ) 7 (g7 ) (A (972 )

— AVg ) NI e foral A5 4 2(V 7 ) M fas (A1) £,

- 4fp9( VoL f )A(afw ATh aw+2fa9fAso<\/Tf>Ap(Al)paw
2fan (97 1) % ( glf)Ae AN 4207 ) A7) e (VI ) (A e
297 f) 0fre (Vg 1) (AT “"H, (6.32)

onde incluimos a contribuicao para os fantasmas independente da massa e usamos o valor
especial A = —3m?. Na expressao acima, £ corresponde ao integrando do termo topolégico
de Gauss-Bonnet e a expressio (A~1)# tem sido definida na Eq.(6.22). Deve-se notar
que a matriz (/Alfl) ¢ dada por uma série infinita de poténcias no campo externo f,,. Assim,
as divergéncias dadas através da expressao (6.32) tém uma estrutura nao-polinomial neste
campo.

Vamos notar que antes de usarmos a condicao A = —3m?, as divergéncias representam
a correspondente gravitagao de Einstein [177] com a contribuigao do termo cosmolégico,
onde os demais termos correspondem a contribui¢do do termo massivo na agao (6.3). A
razao para um tal resultado é que realizamos nossos cédlculos em uma situagao em que a
simetria de difeomorfismo nao ¢ quebrada. Isto significa que tratamos o campo f,, como
um campo tensorial externo, o qual nao viola a covariancia geral da teoria. Portanto, o
numero de graus de liberdade fisicos nao se altera devido a adi¢ao do termo massivo na
agao (6.1). Na verdade, nossa abordagem segue a pratica padrao quando, por exemplo,

as divergéncias na teoria de Yang-Mills com quebra espontanea de simetria sao calculadas
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na fase nao quebrada. Deve ser definitivamente interessante realizar tais calculos na fase
quebrada, contudo nao estd imediatamente claro como isto pode ser implementado na
teoria nao-abeliana suavemente quebrada tal como a gravitagao quantica.

Uma observacao interessante sobre a expressao (6.32) é que existe uma hierarquia
simples explicita dos termos. Por exemplo, aqueles com derivadas superiores nao dependem
da massa e/ou do campo externo f,,. Ao mesmo tempo, se considerarmos a agao cldssica
com as estruturas algébricas apresentadas na expressao (6.32), notamos que nao existem
derivadas atuando no campo externo f,,. Entretanto, embora nao existam tais derivadas
do campo f,, tal campo sera dinamico na acao (6.32) devido a mistura com o tensor de
Ricci e o escalar de curvatura.

A préxima questdo seria ver o que acontece com o resultado (6.32) on-shell. Para
este fim, devemos derivar as equagoes classicas de movimento e substitui-las na expressao
(6.32). A equacao de movimento para a teoria descrita pela acao (6.3), com A = —3m?
tem a forma

1 1 o 1 Vi
RM — §Rg’“”’ = —3m?¢" + §m2g“" ( g—1f> o — §m2 ( g_1f> ) (6.33)

Usando esta relagao no resultado (6.32), chegamos no seguinte resultado on-shell

n—4

—) U 53 2 p(Alajo)8 A-1y 7 Il
L'y on shell = — 7, o/ A\ 1 |:_E oT A o r :|
div hell (471')2(77/ _ 4) /];4 dVO (:C) 45 + m R f ( >/\ ( fﬂ)p

T RAN o A vol (z — BA,ao "
(47T)2(n—4)/Md ()15 32 111 = 8 (A1) f3, + 0.4 77(Vg 1),

8
+ g(g_lf)uu +1.5-13- 29(\/9_1f)uu(\/g_1f)yu

() A (07 ) 0 (97 F) s 79%(9 %
+ (07 WA (g7 ) (g7 ) (AT (g7 )

— AWVT) Mo ) e Foal AT + [g(m) /\‘|’16}foaﬂ( D L

- 4fp9<\/—1f>)\(af30))\(A ! pgw+2faefAso<\/Tf>Ap(A_l)paw

+ 2fa(9” f)ﬁw(\/ﬁ)ke AT 9“¢+2(9_1f) ) (V) AT e

- ( *1f) 9wa( ) AP [ 6] (97) AR g,
v (g ) AP e+ 2V N (57 ) AT e

+ [32— (V) (o7 ) (A a2 (g7 f) .. (6.34)

Como vemos, o resultado on-shell acima nao desaparece como é o caso da teoria nao-

massiva [177].
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Consideracoes finais

“This is not the end. It is not even the beginning of the end.
But it is, perhaps, the end of the beginning.”
Sir. Winston S. Churchill

Sumario dos principais resultados e perspectivas futuras

Ao longo deste trabalho académico, foram obtidos diferentes resultados acerca da aborda-
gem efetiva em teoria de campos. Segue, abaixo, um breve resumo dos resultados originais

aqui apresentados, bem como as possiveis perspectivas de trabalhos futuros.
Resultados e consideracgoes referentes ao Cap.(2)

A propagacao de ondas eletromagnéticas monocromaticas em meios dielétricos nao-
lineares isotrépicos foi investigada no limite eikonal da ()ptica Geométrica.

O correspondente problema de auto-valores foi apresentado e resolvido para sistemas
caracterizados pelos coeficientes dielétricos €(B) e p constante, e também para p(E) e €
constante.

O fenomeno da birrefringéncia magneto-elétrica linear foi examinado para cada situagao
em particular.

Os correspondentes vetores de polarizacao foram derivados.

A estrutura métrica efetiva associada a cada caso mencionado acima foi obtida.

Foi observado que, para certas classes de materiais nao-lineares isotrépicos, como
liquidos, satisfazendo as condigoes mencionadas acima, uma forma de birrefringéncia
magneto-elétrica linear ocorre como um efeito tnico, isto é, sem a presenca de outras
formas de birrefringéncia padrao tais como os efeitos Kerr e Cotton-Mouton.

Como a magnitude destes outros efeitos é muito maior quando comparada ao corres-
pondente efeito magneto-elétrico, nossos resultados abrem portas para a implementacao e
possivel medicao deste fendomeno em condigoes laboratoriais.

Como uma proposta de trabalho futuro, podemos reproduzir tais efeitos para um sis-
tema dielétrico anisotrépico, onde os parametros dielétricos € e p dependam, também, da

direcao dos campos externos aplicados.

83



O efeito Jones corresponde a um outro efeito de birrefringéncia magnéto-elétrica no
qual os parametros dielétricos possuem a forma e(FE, B) e p.. Dentro do arcabougo da
eletrodinamica nao-linear, no contexto de meios materiais, podemos empregar o forma-
lismo descrito no Cap.(1) e buscar, de forma andloga, investigar a propagacao luminosa
em materiais dielétricos caracterizados pelos parametros u(E, B) ¢ €.

No contexto de campos intensos, podemos fazer uso da técnica do heat kernel junta-
mente do método de Schwinger-DeWitt e/ou da teoria de perturbagao covariante para
examinarmos a propagacao do foton em diferentes estados de vacuo da eletrodinamica

quantica no regime nao-linear.
Resultados e consideracoes referentes ao Cap.(5)

Empregando o método do heat kernel, juntamente da técnica de Schwinger-DeWitt,
obtemos os dois primeiros coeficientes nao-triviais da expansao assimptotica de Schwinger-
DeWitt para o modelo de Yukawa em TQC em espagos curvos através de dois diferentes
esquemas de célculo.

Utilizando a teoria de perturbacao covariante, derivamos os correspondentes fatores de
forma bem como as fungoes § para este modelo, dentro do esquema de renormalizacao de
subtracao de momentos nos dois esquemas acima mencionados.

Destes resultados, encontramos um segundo exemplo da anomalia multiplicativa nao-
local em TQC independente do esquema de renormalizacao. A partir deste, exibimos
uma ambiguidade no teorema de desacoplamento de Appelquist e Carazzone para a lei de
desacoplamento quadratico.

Apresentamos um modelo geral para o qual foi obtida a condigao para auséncia de
anomalia multiplicativa a nivel de A;, onde os resultados sao verificados para diferentes
modelos conhecidos.

Com estes resultados, exploramos em detalhes duas novas formas de ambiguidades na
acao efetiva que surgem da derivagao de determinantes funcionais fermionicos por meio
do método do heat kernel, e que tém origens essencialmente diferentes.

A primeira toma lugar somente em teorias massivas e demonstra a profunda im-
portancia e universalidade das divergéncias logaritmicas ultravioletas em TQC. Uma im-
portante observacao se refere ao fato de que a universalidade das divergéncias logaritmicas

ultravioletas em uma particular dimensao implica, necessariamente, que a parte finita, bem
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como as divergéncias tipo-poténcias, sao dependentes do esquema de calculo empregado
nesta dimensao.

A outra forma de ambiguidade nao depende se o campo quantico é ou nao massivo,
e ocorre em termos de derivada total divergentes. Esta independéncia sobre a natureza
do campo quantico determina, no caso de determinantes fermionicos, se a correspondente
teoria classica é inicialmente conforme ou nao. No caso de teorias conformes, tais ter-
mos de superficie divergentes contribuem para a anomalia conforme e finalmente para
termos locais na acao efetiva induzida por anomalia. Portanto, esta tltima forma de am-
biguidade é bem diferente daquela primeira mencionada acima, a qual é essencialmente
nao-local e aparece somente em teorias massivas. O ponto comum é que ambas nao podem
ser compensadas mudando os coeficientes nos contratermos locais infinitos, os quais sao
introduzidos através do processo de renormalizagao.

Desde que as corregoes quanticas possuem tal ambiguidade na regiao infravermelha,
poderiamos nos perguntar qual dos dois esquemas de calculo fornece um resultado correto.
Em nossa opniao, a vantagem deve ser dada para o primeiro esquema, definido a partir
do operador 7—1?, pois tal escolha é mais natural e além do mais preserva a invariancia de
calibre na eletrodinamica quantica.

Como uma proposta de trabalho futuro, poderiamos buscar obter outros exemplos
deste fenomeno para determinantes funcionais bosonicos.

E também um trabalho interessante investigar, de modo amplo, as possiveis mani-
festagoes do fenomeno da anomalia multiplicativa nao-local através de diagramas de Feyn-
man. Acreditamos que tais resultados possam nos ajudar a compreender melhor o verda-

deiro papel da anomalia multiplicativa em TQC.
Resultados e consideracoes referentes ao Cap.(6)

Desenvolvemos o método de campo de fundo e calculamos as divergéncias a 1-loop para
um modelo de gravitagdo massiva sugerido em [107 — 110].

As divergeéncias foram formuladas em termos de invariantes geométricos construidos
a partir da métrica g,, e da métrica de referéncia f,,, e contém a matriz inversa (6.22),
a qual é uma série de poténcias infinitas em termos da métrica de referéncia f,,. Nao
existem duvidas que agoes nao-minimas mais complicadas do que aquela proposta nas

referéncias citadas acima terao qualitativamente a mesma estrutura.
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O resultado (6.32) mostra que o correspondente termo ultravioleta da teoria de gra-
vitagao massiva deve ser essencialmente mais complicado do que aquele associada a gra-
vitacao quantica de Einstein. Juntamente com os usuais termos dependentes da métrica
de quartas derivadas, tal termo deve incluir, também, uma dependéncia na métrica de
referéncia f,,. Além do mais, este termo gera dinamica devido a mistura com as compo-

nentes do tensor de curvatura. Portanto, os contratermos (6.32) podem ser considerados

como a acao funcional definindo a dinamica da métrica de referéncia f,,.
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