Tese de Doutorado

Topicos Especiais em Dinamica dos Fluidos.

Nélio Martins da Silva Azevedo Sasaki

Universidade Federal de Juiz de Fora
Instituto de Ciéncias Exatas
Departamento de Fisica

Orientador: Prof. Dr. Everton Murilo Carvalho de Abreu

Co-orientador: Prof. Dr. Albert Carlo Rodrigues Mendes

Juiz de Fora
Junho de 2015






Topicos Especiais em Dinamica dos Fluidos.

Nélio Martins da Silva Azevedo Sasaki

Tese para o Curso de Doutorado

em Fisica, Area da Fisica Tedrica,
do Instituto de Ciéncias Exatas da
Universidade Federal de Juiz de Fora
como requisito parcial para obtencao
do titulo de Doutor em Fisica.

Tese aprovada em 06 de Agosto de 2015.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Albert Carlo Rodrigues Mendes (Co-orientador)

Universidade Federal de Juiz de Fora

Prof. Dr. Jorge Ananias Neto

Universidade Federal de Juiz de Fora

Prof. Dr. Sidiney de Andrade Leonel

Universidade Federal de Juiz de Fora

Prof. Dr. Gabriel Santos Menezes

Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro

Prof. Dr. Fabricio Augusto Barone Rangel
Universidade Federal de Itajuba



Dedico esta tese a minha mae (in memoriam), ao meu pai (in memoriam) e
ao Prof. Dr. Wilson Oliveira (in memoriam,).



11



AGRADECIMENTOS

Aos meus pais que me instruiram e acreditaram em mim em
todo o tempo que a vida permitiu que eles estivessem ao meu
lado. Ao Prof. Dr. Wilson Oliveira, por acreditar em mim e
dar-me a oportunidade em crescer no curso de doutorado e
sempre ter-me incentivado.

Ao meu orientador Prof. Dr. Everton Murilo de Carvalho
Abreu, pelas correcoes, conselhos e dicas que sempre me
valeram. Ao meu co-orientador Prof. Dr. Albert Carlo
Rodrigues Mendes e ao Prof. Dr. Jorge Ananias Neto
que me incentivaram, apoiaram e muito contribuiram nas
discussoes desta tese.

A Coordenacao de Pos-Graduacao e ao professores do
Programa de Pos-Graduacao do Departamento de Fisica da
UFJF. A minha esposa pelo amor, carinho e apoio constantes.
A Universidade Federal de Juiz de Fora e ao

Departamento de Fisica.

Também gostaria de agradecer imensamente aos meus amigos
da SBF , SAB , ABP que sempre me incentivaram a continuar
e concluir este doutoramento. Agradeco ainda, a Universidade
do Estado do Amazonas (UEA) pelo apoio dado. E as agéncias
de fomento CNPq, CAPES, FAPEMIG ¢ FAPEAM.



Resumo

Esta tese visa obter as equagoes tipo-Maxwell, para um fluido compressivel. A dinamica do
sistema é construida em funcao da vorticidade e do vector de Lamb. Uma funcao correlacao
e a relagao de dispersao foram analisados como funcao do nimero de Reynolds. Uma La-
grangeana para o vetor de Lamb e a vorticidade foi construida e as equagoes de movimento
foram discutidas. Em seguida, analisamos a dinamica para o caso de um fluido carregado.
Por fim, introduzimos a generalizacao nao-Abeliana de alguns resultados conhecidos. No
apéndice, encontra-se uma breve revisao sobre fluidos nao-Abelianos.

Palavras-Chave: Dinamica dos fluidos, formulagao nao-Abeliana, equacoes tipo-Maxwell.
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Abstract

This thesis aims to obtain the Maxwell-type equations for a compressible fluid whose sour-
ces are functions of velocity and vorticity. A correlation function and the dispersion relation
were analyzed as functions of the Reynolds number. A Lagrangian for the Lamb vector and
the vorticity were constructed, and the equations of motion were discussed. After that, we
have analyzed the case of a charged fluid dynamics. Finally, the non-Abelian generalization
of some results was introduced. A basic review for non-Abelian fluids was described in the
Appendix.

Keywords: Fluids dynamics, non-Abelian formulation, Maxwell-type equations.
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Capitulo 1

Introducao

A eletrodinamica de Maxwell é a teoria de campo classica que usamos como base para uma
nova abordagem da dinamica de fluidos. Uma vez que a teoria de Maxwell passou por um
processo de generalizagao nao-Abeliano, o mesmo comportamento é esperado da dinamica
de fluidos. O auge desta evolugao nao-Abeliana é o chamado plasma de quark-glions, ou
simplesmente QGP [Quark-Gluons Plasma], o qual é obtido a partir das colisoes a alta energia
de nicleos pesados. Esse estado da matéria tem atraido grande interesse tanto de tedricos,
quanto em experimentos no Colisor de fons Pesados Relativisticos (RHIC) e no CERN. O
QGP é um liquido denso. Entretanto, ele aparentemente flui com muita pouca viscosidade,
fato que o aproxima de um fluido ideal, o qual é regido pelas leis da hidrodinamica padrao.
Assim, ao analisarem-se os resultados oriundos do RHIC pode-se adotar um ponto de vista
hidrodinamico para o plasma para a construcao de suas propriedades. A fim de descrever
uma dinamica adequada para quarks e glions faz-se necessario considerar as cargas nao-
Abelianas dos mesmos. H4 no meio cientifico inimeras teorias sobre alguns aspectos de um
fluido ideal em interagdo com o campo de Yang-Mills ([2] - [6]).

Um dos objetivos para se criar QGP a partir da colisao de fons pesados - a alta energia, é
testar a previsao para uma transi¢ao de um confinamento de cor para uma fase nao confinada
em QCD a alta temperatura e/ou densidade. Trabalhos mais atuais tém apresentado uma
forma alternativa para descrever a dinamica de fluidos, fluidos compressiveis [7] e as equagoes
de um plasma[8]. Esses resultados foram obtidos através da reformulagdo das equagoes e
pela obtencao de um conjunto de equagoes tipo-Maxwell para fluidos. Esta transformacao
na estrutura das equacoes implica numa generalizacao dos conceitos de carga e corrente
relacionadas & dinamica do fluido [9]. A compreensao do que serd considerado como um
termo de fonte (gerador) no formalismo final depende da escolha das quantidades e serd
a principal questao desta nova estrutura de dinamica de fluidos. No trabalho de Lighthill
sobre o som [10], o tensor de tensao aplicado é considerado como sendo a fonte do campo de
radiacao.

O objetivo aqui é construir as equagoes tipo-Maxwell para fluidos compressiveis consi-
derando a presenca do termo dissipativo desde o inicio do processo - analogamente ao que
fizera Marmanis, porém, para um fluido incompressivel. Neste caso, nota-se que ha uma
diferenga fundamental entre as defini¢oes dos termos de fontes.



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

Outro ponto importante que sera analisado é a possibilidade em se obter uma descricao de
Lagrangeana para o fluido compressivel. Em [8] os autores tém recentemente introduzido uma
extensao desta nova estrutura das equacoes de plasma, para cada tipo de fluido, comecando
com as equagoes de movimento que descrevem tal sistema.

Podem-se obter as equagoes através da extensao da descricao Lagrangeana em relacao ao
fluido compressivel. Porém, neste caso, precisa-se realizar uma parametrizagao da velocidade,
conforme sugerido por [1] Considerar-se-4 um fluido carregado e seu acoplamento com o
campo eletromagnético. Combinar-se-a vorticidade e vetor de Lamb com os campos elétricos
e magnéticos. Certificar-se-4 que este acoplamento com o campo eletromagnético resultara
em algumas mudancas do conjunto de equacgoes tipo-Maxwell que descrevem o sistema e
também serao obtidos novos termos fontes.

Apesar da exposicao acima ter se concentrado em QGP e plasmas, ha intiimeras aplicagoes
de fluidos tipo-Maxwell. Artigos recentes apontam para estudos sobre o limite Newtoniano de
tais fluidos, investigando e comprovando validade da analogia entre as equagoes constitutivas
de Maxwell e a lei de Newton para a viscosidade. Outros, por sinal, optam por explorarem
a versao nao-Abeliana de fluidos tipo-Maxwell porém, aos olhos da Fisica Quantica.

S6 para registro, ha ainda trabalhos em magnetohidrodinamica (MHD) e um dos que nos
fascina é a aplicacao a astrofisica; em particular, quando se analisa modelos de fluidos nao-
Abelianos relativisticos nos quais os efeitos da rotacao do fluido de matéria se relacionam com
a vorticidade e densidade de spin do “background” cosmolégico. Em grande escala, a métrica
FRW descreve o universo homogéneo e isotrépico. Porém, esta aproximacao nao consegue
descrever de maneira fidedigna as complexidades e riquezas de nosso universo. O espectro
da anisotropia tem sido mapeado e pode-se afirmar que nosso universo é a consequéncia da
presenca de anisotropia nas estruturas do universo recente. Neste sentido, é possivel estudar
a presenca de vorticidade e densidade de spin ao longo da evolucao cosmolégica do universo.
E o podemos fazer via Dinamica Metafluida (DM), além de aplicarmos DM as equagoes
da Magnetohidrodinamica, que abordam estrelas densas e objetos compactados em rotacao.
Tais aplicagdes sao mencionadas em [29]- [35].

Essa tese [36] esta assim composta: no capitulo 2 serdo apresentadas as equagdes bdsicas
da Mecanica de fluidos explicitando aquelas que regem o movimento de um fluido, a sa-
ber: Equacao da Continuidade, Equacao do Momentum linear, Equacao de Navier-Stokes e
Equagao da vorticidade. No capitulo 3, serd introduzida a Dinamica Metafluida (DM) como
um sistema vinculado. E em seguida, no capitulo 4, sera calculada a funcao correlacao para
a velocidade. No capitulo 5, serao apresentadas as formulagoes Lagrangeana e Hamiltoniana
para fluidos compressiveis e sera realizada uma extensao para o campo nao-Abeliano. No
capitulo 6, serao realizadas as analises para um fluido compressivel carregado. E por fim,
serao apresentadas as conclusoes.



Capitulo 2

Conceitos basicos de Mecanica dos
Fluidos

Segundo [26], “fluere” que significa fluir (em portugués) é o termo latino para toda e
qualquer substancia que flui. Portanto, fluidos. A nomenclatura “fluidos” engloba nao
somente liquidos e gases, mas também, plasmas e qualquer outra substancia que se deforme
sob a acao de tensoes, como por exemplo, a de cisalhamento. A Mecanica dos Fluidos
costumeiramente é apresentada em duas partes: a estatica de fluidos e a dinamica de fluidos.
Em particular, quando o objeto de estudo for a agua, temos respectivamente, hidrostatica e
hidrodinamica.

Ao estudar fluidos, o primeiro passo é dominar as equacgoes que os regem. A saber,

a) Equacao da Continuidade.

b) Equagao do Momentum linear.
¢) Equagao de Navier-Stokes.

d) Equagao da Vorticidade.

Iniciemos, portanto, a exposicao de cada uma das equacoes acima.

2.1 Equacao da Continuidade

Dado um volume de controle qualquer, o balan¢co de massa que atravessa as fronteiras
daquele é dado por
dmentrou dmsaiu o dmelemento

— = 2.1
dt dt dt ’ (2.1)

onde Mentrous Msain € Melemento ,SA0 respectivamente, a massa que entrou e saiu do volume
de controle e a massa do elemento. Em termos das quantidades pv, , pv, e pv., onde p é a

3



4 CAPITULO 2. EQS. BASICAS DA MEC. DOS FLUIDOS

densidade do fluido e ¢’ é a velocidade do fluido, a equagao (2.1) torna-se

d(pv) dx d(pvg) dx _ O(pvy) dy
[ . 5 9 |dydz — [pv, + 3 —|dydz + [pv, 9y ]d dz
d(pvy) dy d(pv ) I(pv )dz _ O(pdzdydz)
(2.2)
Apoés algumas simplificagoes, segue-se que
d(pvs) 9(puy) d(pv:) _ Oy
~ s dxdydz — ay dxdydz — R drdydz = 9 d:vdydz
_a(lm}x> _ 9(pvy) _ d(pv-) _ @
Ox dy 0z ot
(2.3)
Efetuemos as derivadas,
ov,  Ov,  Ov, ap dp dp  Op
Pl ow T T 5] T gy TUig, T, = o
ou ainda,
ov,  Ov,  Ov, 0 0 0 ap
p[ax +a—y+ 82] + [vs o +vya + . lp+ = 5 =0
S, - 8p
p(V.0) 4+ (U.V)p + pn =0.
= . Dp - o
p(V -0) + D = 0. (Equagao da Continuidade) (2.4)
Na equacao acima, o termo
Dp 0p . =
- _ZF . 2.

é a derivada substancial da massa especifica (p). Denominamos por fluxos incompressiveis,
aqueles em que - ao longo do movimento de uma particula, a densidade especifica do mesmo
é mantida invariavel. Ou seja, aqueles para os quais é valida a relacao

V-7=0. (Fluidos Incompressiveis)

Consequentemente, denominaremos por fluidos compressiveis aqueles em que o termo
V - ¥ for nao-nulo.



2.2. EQUACAO DE NAVIER-STOKES )

2.2 Equacao de Navier-Stokes

Quanto a viscosidade, hé dois tipos de fluidos. Chamam-se Fluidos Newtonianos aqueles
em que a viscosidade é constante, e a tensao de cisalhamento (oj;) é escrita pela lei da
Viscosidade de Newton

Ojk = pO;v, (Lei da Viscosidade de Newton) (2.6)

onde 0;v;, € o gradiente de velocidade, p é a viscosidade dinamica do fluido e 7 ¢ a tensao
de cisalhamento. Por conseguinte, fluidos que nao obedecem a lei da viscosidade de Newton
sao denominados fluidos nao-Newtonianos. Entretanto, nos casos mais gerais, a tensao nao
é um simples vetor, e sim, um tensor. O que equivale a dizer que a tensao apresenta varios
componentes. Para um fluido Newtoniano, as componentes da tensao total sao dadas por:

2 = dv;  0v;
o= (o 2 ) (2 2) 27
Uma vez que a equagao de Cauchy é dada por [28§]
DUZ' 8%
= pYi ) 2.8
"D =P o, (2.8)

onde g; ¢ a componente do vetor aceleracao da gravidade, e 7, ¢ a tensao total, entao,
substitui-se (2.7) em (2.8), logo em notagao vetorial tem-se

D L2 oo S o

P#Z = G = Vp = uV(V-0) + VT + pV(V - 0),

D7 ; 1 o=

pﬁz = pj—Vp+ VT4 gV (V- 0), (2.9)

que é a Equacao de Navier-Stokes para fluidos compressiveis. Para os fluidos incom-
pressiveis, tem-se que V - v = 0 e a equagao de Navier-Stokes se reduz a

—

v N s —
P =PI~ Vp + uV>2v. (2.10)

Ou explicitando a derivada material, onde v é a viscosidade cinematica do fluido,

% - 6(%) — (- V)T + vV, (2.11)
O pentltimo termo a direita da equagao (2.11) tem dimensao de % a0 passo que o ultimo
termo, da mesma equacao, tem dimensao de [u]% A razao entre esses dois termos (para
o caso incompressivel) é o nimero de Reynolds. Define-se por nimero de Reynolds (R.) a
razao entre a forga de corpo (forgas de inércia) e a forga viscosa. Assim, a dimensao do R,
¢é dada por
[Fcorpo]

[Re] B [Fviscasar
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[P
R,] = [Mg_}
_ ol [P (L2
Bl = 0 ol
[Re] = [U[]V[]L]a

considerando as equagoOes acima, nota-se que o nimero de Reynolds é adimensional. Assim
pvL

u 7
onde p ¢é a densidade do fluido, v é a velocidade e L a escala de distancia presente em cada
problema (por exemplo, se o fluido estivesse escoando em um cano, L seria o diametro do
mesmo) e u a viscosidade do fluido. Analisando a equagao (2.12), se Re for muito grande,
entao, os efeitos viscosos serao despreziveis. Por outro lado, para situacoes nas quais a visco-
sidade é relevante, o nimero de Reynolds é pequeno. Também, para um nimero de Reynolds
pequeno, o escoamento do fluido serd laminar, caso no qual a viscosidade tende a amortecer
qualquer presenca de vortice. Ao passo que serd denominado escoamento turbulento quando

R, for grande. Fato que sera possivel se a densidade, ou a velocidade ou as dimensoes lineares
forem grandes.

R, (2.12)

2.3 Equacao do Momentum Linear

A partir da segunda lei de Newton, ao dividir ambos os membros da equagao pelo volume
e a lembrar que p = 7 e @ = D¥ “segue-se que

Dt>
SF = ma
F
5os e
, (2.13)

para uma particula do fluido que ocupa um elemento infinitesimal, as contribuicoes para a
forga sao dadas pelas componentes do tensor das tensoes (2.7), lembrando que a componente
x do vetor aceleracao da gravidade é dada por %”;, a equagao acima (2.13) fica apds uma

expansao em Taylor

HE

< Tax a;;w %)dydz + (Tyx + %é—y)dxdz +

+ (sz + 8(;—21 %)dxdy — (Tm — agf dg)dydz +

<Tyx - agzx %)dasdz — (sz + a;j %)da:dy +

Dv,
+ pg.drdydz = pdxdydzﬁvt,
Du, OToe  OTye  OTuy
_ ~ ga. 2.14
P"Di ox - dy - 5. P9 (2.14)




2.4. EQUACAO DA VORTICIDADE 7

Analogamente, temos para as componentes y e z, respectivamente,

Du, OTyy = OTyy 0Ty
— = — 2.15
Dt oy * Ox * 5, P (2.15)
Dv, 8Tzz asz 87—1}2
_ g 2.16
"Dt 0z + ox + dy P ( )

nas equagoes acima (2.14)-(2.16) 7,4, 7,y € 7., 580 respectivamente as componentes normais a
superficie, a0 passo qUe Tyy = Tye = Ogy = Oya; Taz = Tog = Ogz = Osg Tay = Tyz = Ozy = Oy
sao as componentes da tensao de cisalhamento.

Sem comprometer a generalidade da equagao acima, faremos a seguinte aproximacao para
o tensor de tensao: consideraremos despreziveis as contribuicoes devido as componentes da
tensao de cisalhamento e assumiremos que as componentes normais da tensao sejam iguais
ao negativo da pressao P, assim as equacoes acimas sao reescritas como

S A 2.1
T 5~ Y (2.17)
Du, dp
= = _ZE 2.1
T 9y P9 (2.18)
Du, dp
= _2_ . 2.19
"D 5, P9 (2.19)

Novamente, explicitamos a derivada substancial e re-escrevemos a equagao acima em
notagao vetorial

ov

5 = —(v- V) —

Vp—g. (2.20)

|

Da equacao acima, notamos que um caso particular da equacao do Momentum-linear é
a equacao de Euler.

2.4 Equacao da vorticidade

Define-se vorticidade por
&=V x7, (2.21)

—,

e usando a identidade vetorial V - (6 x A) = 0, percebemos que

=

V-&=0, (2.22)

para quaisquer tipos de escoamento, laminar, ou turbulento. Para obtermos a equacao da
vorticidade, partiremos da aplica¢ao do rotacional a Equacao de Navier-Stokes (para fluidos
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incompressiveis), isto é, a partir de (2.10).

Dt

t

o o=

o (U-V)u

N o A
< |5 (U'V)U}

8—”+6x(a-6w

ot

(2.23)

A equagao (2.23) é a equacao da vorticidade. Porém, vamos trabalhd-la um pouco mais
e escreve-la de maneira mais elegante. Para isso, partiremos da seguinte identidade vetorial

28]

(A-V)B = (V x

apoés identificarmos A= B =7 tem

=

(T- V)T = (V

@ V)T = &

Agora, ao aplicar o rotacional

<

usando a identidade

Vx(AxB)=(V-BJA—(V-A)B+ (B-V)A—(A-V)B,

¢ identificando A =& ¢ B =7 segue que

VX (@x?) = (V- 93— (V-B)+(@- V)& — (& V)
——

=0

x (7-V)7 = Vx

D N
)XB+§V(A-B),

1 —
@9+ 5V x [V 7,
—_————

=0

1

-,

——
=0

Vx(@x®) = (7-V)d—(&-V)7.

Portanto, a equacao da vorticidade (2.23) fica

‘?)_‘;’ + VX (7-V)0=vV*d

g_j + (V)@= (@ V)T = vV

o . B

a_‘;’ + (U-V)d = (& V)i + vV

D(A_j = =\ = 2 - ~ . .

T = (- V)T+vVad.  (Equagao da Vorticidade)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

Vale lembrar que a equagao (2.27) guarda informagoes similares & equagao (2.10), haja
vista que se (2.28) é o rotacional da equagao de Navier-Stokes.



Capitulo 3

Equacoes tipo-Maxwell para um
fluido compressivel

Antes de iniciarmos o estudo com fluidos compressiveis, vamos primeiro fazer o desenvol-
vimento para fluidos incompressiveis. Sempre em um primeiro momento, levaremos em conta
fluidos inviscidos e em seguida introduziremos a viscosidade. A equacao de Navier-Stokes
para fluidos incompressiveis e inviscidos, desprezando-se o termo da gravidade e levando-se
em consideragao as equagoes (2.11) e (2.25) é dada por

ov . L =/p v?

onde ¥(Z,t), J(Z,t), p(¥,t), sdo respectivamente, os campos de velocidade, vorticidade e
pressao do fluido e p é a densidade do mesmo. Alids, o termo entre parénteses na equagao
(3.1) é a energia de Bernoulli ¢ que sera representada por

2

_ (P
¢_(p+2). (3.2)
Usando (3.2), podemos reescrever (3.1) como
% = —G X T— Vo, (3.3)

que ¢é a equacao para um fluido incompressivel e inviscido. Notamos se tratar de uma equacao
linear. Entretanto, se estivéssemos lidando com um fluido viscoso, teriamos que acrescentar
um termo nao-linear a equagao acima - o que levaria o escoamento para o regime turbulento.
Sendo assim, nossa proposta serd encarar a turbuléncia como fruto da interacao entre duas
outras grandezas, a saber: vorticidade e o vetor de Lamb, assim definidos:

&l

=V x 7, (vorticidade) (3.4)
=& x 7. (vetor de Lamb) (3.5)

9



10 CAPITULO 3. EQS. TIPO-MAXWELL PARA FLUIDO COMPRESSIVEL

Denomina-se “Dinamica Metafluida” (DM) [9] a esta “nova teoria” da turbuléncia a qual
visa obter um conjunto de equagoes para os valores médios da vorticidade e do vetor de
Lamb. Para alcangar este objetivo, iniciamos por aplicar o rotacional & equagao (3.3)

6x<%> = Vx[-V¢é—(@x0).
0 .
o = ~Vxi (3.6)

Agora, busquemos uma equacao para o vetor de Lamb e para isso, apliquemos a di-
vergéncia a equagao (3.3)

% = —Vo— (& x 7).
V-l = —V%. (3.7)

Comparando (2.22) e (3.7) percebemos que hd uma equagao para a divergéncia da vor-
ticidade e outra para a divergéncia do vetor de Lamb,

0,

V.o —
V-l = -V

- &
|

Entretanto, nao ha até o momento uma equacgao correspondente para a evolucao da
vorticidade. Com o intuito de buscar tal expressao, vamos re-escrever a equagao de Navier-
Stokes somente em fungao do vetor de Lamb, velocidade e da energia total. Desta maneira,
de (3.3)

ov

5 = —GxT—Vo,
o I
5 = LV
. N It
[ = —Vo-—. (3.10)

agora, deriva-se a expressao acima com respeito a variavel tempo ( t) para obter-se

ol =0 O

Por outro lado, a partir de (3.5)

ol A(& x )

ot ot

ol oG v

= i+ d X —. 12
ot gr CUTE X Gy (3.12)
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Agora, aplicando-se (3.10) e (3.6) na equagao acima, vem que

a—f _ XU+ X 9v
o ot ot’
= —(VxIl)xU+dx[-Vo¢— (J x 1),
—(VxD)xT+@&x[-Veo—1]
= —(Vx)xT—&xVeé—(3xI) (3.13)
Por outro lado,
V(A-B)=(A-V)B+ (B-V)A+Ax (VxB)+Bx (VxA), (3.14)
identificando-se A =T e B = ﬁ obtemos
V(@) = @ WI4+0-V)T+Tx(VxD)+1x(Vxd),
= @V +I-V)T+Tx(VxD+(Ixd), (3.15)
lembrando-se que -
v-l=7-(J x V) =0,
a equagao (3.15) nos fornece
V(@) = @ WI+0-V)T+0x(VxD+(xa),
0 (T W+ (- V)T+Tx (Vx4 (I xa),
0—7x(VxI) @+ (VT —Tx (VxD+0x (Vx)+(Ixd),
—7x (V x1) (T W)+ (- V)T + (I x @),
7 x (V x 1) —(7- )= (- V)T — (I x &),
—(Vxxt = —(@- V)= -V)7—(xd). (3.16)
Com o resultado acima, a equacado (3.13) fica
ol S SV
% = (VX)) xtv—dxVo—(dx1),
= [-@- W= -V)i—([x&)]-&xVeo— (3 x1),
= @ W= V)T—(Ix&)—3xVeo—(&x1),
= —(@- V= V)i+@x)—&xVo— (@ x1),
= —(@-VI=(-V)T-&x V. (3.17)
Introduzimos agora, a densidade de carga turbulenta n(Z,t), definida em [9] dada por:
n(Zt) =V -1, (3.18)
assim
n(it) = V-1,
n(Zt) = V- (3 x0),
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como V- (Ax B)=B-(VxA) —A-(V x B) e identificando A = & e B = 7 segue que

n(Zt) = 7 (Vx&)—ad-(Vx0),
n(it) = 7- (VX&) —&-d, (3.19)

e consequentemente, a densidade de carga turbulenta é nula para um escoamento irrotacional.
A equagao (3.16) pode ser escrita em termos da densidade de carga turbulenta, para isso,

observemos que

identificamos A=we B =1 para obter

=0
Vx(@xl) = V-0 + 1 V)i— (5 V),
V x (7 x 1) tn+ (- V)i — (7- V)L,
_(17._’)[_’ - ﬁx(ﬁxf)—_'n—(l_)~ﬁ)i7,
(V) = Vx[Ix(@xd)—in—( V)7, (3.20)
)

T x (& % 7) = v%@ — (& - D)7 (3.21)

—(@- W = Vx[Fx(@xd)]—vn— (V)7
V x [v¥& — (& - §)7] — on — (- V)7,
= VUx (@) -V X (@-0)7—tn— (V)7 (3.22)
Usando a identidade vetorial V x (UA) = UV x A+ VU x A, onde U = v? e A = &,
V x (v®@) =’V x &+ V(1?) x & (3.23)
Logo, (3.22) fica
—(@-V) = Vx @)=V x(@-0)0—tn—(-V)7
—(@ = PV XxB+V)XxG-V x (&-0)T—in— (V)7 (3.24)

ol S .
5 = —@ V= (-V)i-3x Vo
= PV XG+V)XG-V X (@ - No—tn—(-V)o—(-V)T—& x V.
VPV XG—Fx V)=V X (G- 0)T—0n— (- V)T —(-V)T—wx V.
= PVXG—n—Vx (@ 3)T—&xV(p+v%) —2(1-V)7 (3.25)
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Comparando a equagao (3.25) e a equagao que descreve a evolugao da vorticidade
0w S
— = -V x|,
ot
ol
ot
percebemos que ha uma correspondéncia entre o primeiro termo do lado direito de ambas

as equacoes. Haja vista que ambos envolvem um rotacional. Olhando somente para este
termo, uma equagao reproduz a outra a menos do sinal negativo e/ou do fator v?, bastando

= PV XB—n—Vx(7-8)7—&x V(p+0?)—2(- V)7,

trocar @ por [ e vice-versa. Entretanto, os demais termos da equagao (3.25) nao possuem
seus correspondentes na equacao de evolucao da vorticidade. Introduzindo o vetor corrente
turbulenta j(Z,t) definido por [9]

F=n+Vx (@ 30+ xV(p+v?) +2(- V)7, (3.26)
a equagao (3.25) pode ser re-escrita como
ol 0T o o AR IR . 2 RN
5% =V VXxd—itn—V X (U-J3)0—dxV(p+0v7)—2(-V)u.
= PV XGB—[In+V x(T-8)0+&x V(p+0?) —2(- V).
= VP’V x&—J. (3.27)
Portanto, a Dinamica Metafluida nos fornece o seguinte conjunto de equacgoes
V& = 0, (3.28)
V-l = n, (3.29)
- - 0w
Vxl = —— 3.30
at Y ( )
- 1ol
Vxa = (5 +7). 3.31
X & gt (3.31)

As equagoes acima sao aquelas que a DM [9] nos apresenta para um fluido incompressivel
e inviscido. Segundo o teorema de Helmoltz, todo campo fica completamente definido através
de seu divergente e de seu rotacional. Neste sentido, temos do lado esquerdo das equacoes
da DM, para um fluido incompressivel, os campos de Lamb e vorticidade. E do lado di-
reito daquelas, temos as “fontes” desses campos, neste caso, n e j sao os termos-fonte de
turbuléncia. Outro detalhe encontra-se no fato da taxa de variacao temporal da vorticidade
gerar um campo de Lamb e vice-versa. O conjunto de equagoes acima sugerem uma ana-
logia com as equagoes de Maxwell (do eletromagnetismo). Tal analogia fica mais clara ao
reescrevermos as equagoes acima, porém, sem os termos-fonte

V& = 0, (3.32)
V-l =0, (3.33)
I 0

= -= 3.34
- 1
Vg = L2 (3.35)

v Ot
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Voltaremos a discutir sobre esta analogia mais adiante. Por ora, falta-nos introduzir
a viscosidade a equacao de Navier-Stokes e para tal finalidade basta acrescentar o termo
viscoso a equagdo (3.1) que ficard

2

- GxT— ﬁ(i—j + %) + UV, (3.36)

v
ot

Usando a energia de Bernoulli ¢ e a definigao do vetor de Lamb, a equacao acima fica

ov

5 = —[ = V¢ + vV (3.37)

Aplica-se o rotacional a equagao (3.36) e encontramos a taxa de variacao temporal da
vorticidade =
(9(,0 = - 2
T -V x 1 +vV-d. (3.38)

Para obtermos a equacao que descreve a evolucao do vetor de Lamb, basta isola-lo em
(3.37) e derivar com respeito ao tempo. Apdés alguns calculos similares aqueles realizados na
primeira parte deste capitulo, podemos expressar a taxa temporal do vetor de Lamb (levando
em consideragao os termos-fonte)

%:zﬂﬁ xw—j‘+yv2%. (3.39)
A partir de (3.39) segue-se que
% = 'V xd —j’+uv2%.
= PVxd—j+ UVQ[—f— Vo + vV21)].
V3V X & — ] — vV +vVA(=Ve) + 12V
= 0’V X & —j— vV +uV(=V20) + 12V
= PV XG—]— vV + V(Y1) + 2V
= VAV x &) =] — vV +0vVn+12Vi7,
vV x &) — ]+ vVn — vV + 12V,
= (VX&) —j+vVn—vV2i. (3.40)

Notamos que na peniltima passagem, acima, desprezamos o ultimo termo da equacao
(3.40) por se tratar de uma corre¢ao de segunda ordem para a viscosidade. Conforme [9]
afirma, a equagao (3.40) implica em duas corregoes a equagao (3.27), no caso inviscido. A
saber, uma diz respeito ao gradiente da carga turbulenta podendo ser interpretado como
uma corregao viscosa ao vetor corrente turbulenta j A outra envolve os gradientes espaciais
do vetor de Lamb e descrevem como tais gradientes afetam a evolugao do mesmo através da
viscosidade. Marmanis chama a atengao para o sinal negativo em frente a estes termos, uma
vez que tais sinais serao determinantes na obtencao de uma equacao de onda simples tanto
para a vorticidade, quanto para o vetor de Lamb.
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Assim, a DM fornece o seguinte conjunto de equagoes para um fluido incompressivel e
Viscoso

V-d = 0, (3.41)
V-l = n, (3.42)
Vxl = —a—“+uv2w, (3.43)
ot
Uxi = 524 F - v¥ntovii] (3.44)
v2 Lot ’

que é um sistema de equacgoes lineares e vélido tanto escoamentos laminares, quanto turbu-
lentos. na qual evidencia os campos (do lado esquerdo das equagoes acima) e as “fontes”
(do lado direito - neste sentido, a taxa temporal de variacao de [ é vista como termo gerador
de & e vice-versa). Observamos que nao hé fonte para o campo vorticidade. Ao passo que o
campo do vetor de Lamb apresenta uma fonte, a densidade de carga turbulenta. Notamos
também que um sinal negativo em seu “fluxo” ao passo que o outro apresenta sinal positivo.
Por fim, na tltima das quatro equagoes acima (3.44) aparece o termo 1/v? que sugere-nos
uma equagao de onda. Com tais evidéncias, torna-se natural averiguar a semelhanga desses
campos com o eletromagnético.

3.1 Analogia entre as equacoes de Maxwel e as equacoes
da Dinamica Metafluida

Para facilitar nossa tarefa, escreveremos as equagoes [3.41- 3.44], ao lado das equagdes
microscopicas de Maxwell

V@ = 0, V-b=0, (3.45)
V-l = n, V- €= dmp, (3.46)
.. o I

Vxl = —57 Vxe——a, (347)
. 1ol 27 = - 1108 =

Vg = ﬁ[aﬂ], vxb_§[§+4m], (3.48)

—

sendo b(7,t) o campo magnético microscopico, €(,t) o campo elétrico microscopico, p(Z, t)
é a densidade de carga microscopica e i(¥,t) é a densidade de corrente microscépica. Ou em
termos do potencial, temos

& = VX7, b=V xa, (3.49)
- v = i =
: oV Ty (3:50)
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Aplicando o divergente a equagao (3.48)

Vxad = %[% +jl,
v (¥xa) - ¢ [éf%”ﬂ’
o< 3PS
3(Zt-l)+ﬁj = 0,
g—?Jrﬁ-]‘ = 0. (3.51)
Do eletromagnetismo temos
%Jrﬁf = 0, (3.52)

ao compararmos (3.51) com (3.52) fica mais claro os nomes para n e . respectivamente,
densidade de carga turbulenta e corrente turbulenta.
As equagoes de onda para & e [ sao, respectivamente:

ol

Vxd = %{Ejj];
ﬁx[ﬁxw} - %[thﬁxj},
Vi = %%TC;‘ (3.53)
V<l = _g_j, a
Ox[7xi] = -9 [5]
V(V-I) -V = _a(vazw)j
V(D - v - _%[%+5},
Vi = %g—zi. (3.54)
Portanto,
VG = %%, Vﬁézé%, (3.55)
Vi = Lo 25—1825 (3.56)
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As equagoes (3.55) e (3.56) sao as equagoes de onda para os campos & e [ e ao lado, suas
“correspondentes” equagoes no eletromagnetismo de Maxwell]. Tais equagoes evidenciam o
carater ondulatério da dinamica de fluidos, além do mais, sugerem uma analogia funcional
(sugerida primeiramente por [9])entre as seguintes grandezas :

=t (3.57)
ge i (3.58)
p e n; (3.59)
i (3.60)

(3.61)

V-& =0, (3.62)
V-l=n, (3.63)
VA AvEin (3.64)
ot
- 1pal . - -
wa:ﬁ[a—l—j—VVn—l—VVl , (3.65)

agora, estamos em condicoes de fazer as médias das quantidades envolvidas, e para isso
aplicaremos o método de filtragem desenvolvido por Russakoff [27]. Segundo tal método, a
média espacial de uma dada fungao A(Z,t) com respeito a uma funcao teste f(#) é dada por

< A(&,1) >= / F@AT — &, t)d. (3.66)

Macroscopicamente, os campos de Lamb e vorticidade, sao respectivamente,

— -

L=<1(zt) >, (3.67)
W =< &(Z,1) > . (3.68)
Em termos das grandezas acima, as equagoes [3.62 - 3.65] ficam

V-W = 0, (3.69)
V-L = N(Z,t), (3.70)

Lo oW .
VXL = ——-+ vV, (3.71)
AR aE+<q’(*1t)>— < Vn(Z,t) > +vV2L (3.72)

= — 2l J(, v n(x, v . .

Nas equagoes acima [3.69 - 3.72], percebemos dois tipos de escoamentos, um denominado
“escoamento homogéneo, caso em que as fontes turbulentas sao nulas - e outro denominado
“escoamento inomogéneo - caso nos quais as fontes turbulentas estao presentes. Outro de-
talhe é que a média dos termos-fontes sao dados de entrada da equacao e sao determinados
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pela experimentagao e/ou simulagdo numérica. A média espacial de uma fungao /T(f, t)dada
por (3.66) é na verdade uma integral de convolucao. E pelo teorema da convolugao, a trans-
formada de Fourier de uma convolugao de duas fungoes absolutamente integraveis é igual ao
produto das transformadas de Fourier de cada fungao. Dito de outra maneira, a convolucao
em um dominio é equivalente a uma multiplicacao ponto a ponto no outro dominio. Este
teorema é verdadeiro, entretanto, a demonstracao do mesmo foge ao escopo desta tese. Na
abordagem acima, assumiu-se também a seguinte aproximacao: < VPV XD >=< 12> VX,

3.2 Eqgs. da Dindmica de fluidos - fluidos compressiveis

Recentemente, a analogia funcional entre as equacoes da eletrodinamica classica e a
dinamica de fluidos tem sido usada para escrever as equagoes de movimento de um fluido
com a mesma estrutura que as equacgoes de Maxwell do eletromagnetismo - dai a expressao
“equagoes tipo-Maxwell da dinamica dos fluidos”. Marmanis [9] descreveu o comportamento
dindmico de quantidades de escoamento médio em escoamento de fluidos incompressiveis
com alto nimero de Reynolds. Kambe [7] apresentou uma generalizacdo de [9], porém,
tratando-se de um fluido compressivel.

Diferentemente do que fora realizado em [7], a nossa proposta é obter as equagoes tipo-
Maxwell considerando a viscosidade desde o principio e construir um sistema de equacoes
como fungdes do campo vorticidade (&J) e campo de Lamb (f = X V).
A equagao de movimento para um fluido compressivel e nao-viscoso é

2

oL vty s
En +d XU+ V<3> = —;Vp, (3.73)

onde v?/2 é a energia cinética, e esta equagao é complementada pela equagao da continuidade

= 4 V(i) =0 3.74
2 () =0, (374
e pela equacao da entropia
Js . = , .

g +7-Vs=0. (caso entrdpico) (3.75)

Da termodinamica temos .
—ZVp=—-Vh+TVs, (3.76)

P

onde p é a densidade do fluido, s é a entropia por unidade de massa, T’ é a temperatura, p
é a pressao e & = V X ¥ é a vorticidade. Assim, para levarmos em consideracao os termos
viscoso, teremos que inseri-los via tensor das tensoes, assim definido

Tij = pei; +&045 D, (3.77)

2
61']' = @ui + ain — g(sijD, (378)
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onde D = Oy, e os coeficientes u e & sdo denominados coeficientes de viscosidade (e & é
também conhecido como a segunda viscosidade). Dessa maneira, a Eq. (3.73) fica

T
a+wxv+v<§v>——Vh+/<;, (3.79)

onde .
R=TVs+ ;67, (3.80)

h é a entalpia, s é a entropia e a eq.( 3.79) é a equagao de Navier-Stokes para um fluido
compressivel e viscoso [11]. Ao fazermos uma andlise dimensional da Eq. (3.80) notamos
que K tem dimensao de aceleragao.

)
== e
Il = 75932?_93% B mﬂz;’
(k] = g (3.81)

Agora, reescrevamos a equagao de movimento

— 1 —
8—:+zﬁxﬁ+v<§v2> — _Vh+R

o - - 1, .,
a+z_—v(h+§v>+ﬁ,
ov - -
— +1=-VOQ+RK
5 + VQ + K,
o ov o
l=—— —-VQ+R 3.82
onde .
O = h—|—§v2 (3.83)

¢ a energia total.
Em seguida, apds calcularmos a divergéncia, o rotacional e a derivada do vetor Lamb,
vem que

Vl=n+V-g (3.84)
R

Vit =Vx7, (3.85)
ol e - - OR
&—UVXW——]—FE. (3.86)

Para completar as equagoes basicas da dinamica de fluidos, calculamos o divergente do
campo vorticidade
V-w=0, (3.87)
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repare nas equagoes acima que j (que serd definido posteriormente) e n, que é dado por

ne -2 .5 V3, (3.88)
ot
em analogia, respectivamente, a densidade de corrente e carga elétrica, serao relacionados
com o termo “fonte”, sendo denominados, respectivamente por densidade de corrente turbu-
lenta e carga turbulenta. Nota-se que n é diretamente proporcional a variagao temporal da
dilatacao e a variacao espacial da energia. Por outro lado, sabe-se que

Vil=0-VXJ—-d-ad
e a partir de [11] pode-se escrever que
n=v-VXd—0XdJ

o que significa que o termo fonte pode ser determinado apenas pela velocidade e vorticidade.
A partir da férmula da aceleracao de Lagrange [17] dada por

i= Py ox i 9(3?) = Txi= 2 19«0
a qual é andloga a Eq.(3.85), e como fora dito acima, i é a aceleracao. Na Eq. (3.84)
tem-se que as fontes do vetor de Lamb sao a pressao, entalpia e o gradiente de velocidade.
Na Eq. (3.85) pode-se mostrar que a variagdo temporal da velocidade angular é igual ao
torque dado pela forca de Coriolis, que é o vetor Lamb. A dltima equacao representa a
conservagao do fluxo vorticidade ao longo de um tubo de vorticidade. Analogamente ao
caso eletromagnético, pode-se dizer que isso significa a auséncia de (fontes) monopolos de
vorticidade. Mais ainda, de volta a Eq.(3.85), no caso de um movimento com vorticidade
constante (0u/0t = 0) e um vetor de Lamb lamilar, ou seja, V x [ = 0, tem-se com o uso da
Eq.(3.80) que
VT x Vs — —6% < Vo,

a qual é a condigao para o segundo e terceiro teoremas da vorticidade de Helmholtz [17].

A novidade é que esta tultima equacgao é a condicao para a preservacao da circulagao
do movimento independentemente de & e [. Desta forma, o vetor de Lamb e a vorticidade
podem ser tomados como o Kernel da dinamica turbulenta através dos campos velocidades
e vorticidade ou dos campos velocidade e pressao [9]. Assim, alguns termos que nao podem
ser explicitamente escritos como uma funcao somente de & ou f, serao tratados como um

termo de fonte. Dentro do termo relacionado com a viscosidade através do termo fonte nas
Eqs.(3.88) e

J=0n+V x (7-3)0+d x V(Q+u?) +2[(@ x 0) - V]§— (& x 7)(V - D), (3.89)
onde nota-se que os termos de fonte nas Egs. (3.88) e (3.89), diferem daqueles termos

fontes dados em [9] gragas a presenga do termo V - ¢, uma vez que o fluido é compressivel. A
densidade de carga n, relacionada a vorticidade pode ser considerada como uma caracteristica
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topoldgica do escoamento [18]. Uma importante observagao pode ser feita sobre a presenga do
termo & na Eq. (3.84) e seu efeito nas equagoes tipo-Maxwell, as quais podem ser reescritas
como

v (f— PJ) —n, (3.90)
6x(f—ﬁ)+%—‘;’=o, (3.91)
w — WV X & =—J (3.92)
V-&=0. (3.93)

Pode-se ver que a presenca do termo K, em analogia com o eletromagnetismo de Maxwell,
mostra que K atua como um vetor polarizagao para o vetor Lamb, tal como o vetor P para o
campo elétrico em eletrodinamica cldssica. Entao, introduzindo-se um novo vetor de Lamb
I =1— R nas equagoes [3.90 - 3.93] e consequentemente re-obteremos o mesmo conjunto de
equacdes [3.84 - 3.87] para os vetores ' e @ [7]. O sistema de equacdes [3.90 - 3.93] apresenta
uma caracteristica comum com as equacoes microscopicas de Maxwell em relacao a campos
que variam extremamente rapidos no espago e no tempo. Como em [9] para um fluido
incompressivel, usar-se-4 o método de filtragem espacial, proposto por Russakoff [27] para
obter o comportamento dinamico das quantidades médias do escoamento. Apds a aplicacao
de tal processo, tem-se que

V<l >=<n>, (3.94)
- <@
Ux <7 > +% —0, (3.95)
o<l . R
%—<v2>Vx<c§>:—<j> (3.96)
V<@ >=0, (3.97)

onde < v? >= a? é a velocidade quadrética média. Pode-se promover uma extensao desta
analogia, introduzindo os potenciais que, neste caso, correspondem ao campo de velocidade
média < ¢ > (potencial vetor) e a funcao energia < € > (o potencial escalar). Como no
eletromagnetismo de Maxwell, as vezes é mais apropriado trabalhar com as equacoes que
envolvam apenas o potencial, com a finalidade de manter um ntimero menor de equagoes de
segunda ordem, do que se trabalhar com um conjunto de equacgoes diferenciais parciais de
primeira ordem [3.94 - 3.97]. Assim, a partir da Eq. (3.96) e usando a expressao em (3.84),
pode-se mostrar que a velocidade média obedece a seguinte equagao de onda, vamos a prova.
Primeiro para a obtencao da equacao de onda para < v >

o<l > - -
— — <V >VUX <@ >=—< ] >,

0 o0<v> = = z
a(—a—:—V<Q>)—<02>V>< <W>=—<j >,

12 <> —[= 10<Q> >
V2<*>————V[V <U> ——] —a”? < j >,

v a2 Ot2 * ot ¢ J

(3.98)
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procedimento analogo, nos levard a

V2<Q>+%ﬁ<6>:—<ﬁ>, (3.99)
para a fungao energia < © >. As Egs.[3.98- 3.99] mostram, novamente, o carater ondulatério
das equagoes da dinamica de fluidos descritas pelas Eqs. [3.94 - 3.97]. Além disso, elas
nos permite fazer uma observacao interessante sobre a diferenga conceitual entre ambas as
teorias, a saber, o eletromagnetismo e as teorias de fluidos. As equacOes para os potenciais
eletromagnéticos (/T, ®), os quais tém expressoes analogas as equagdes matematicas, podem
ser desacopladas através de uma escolha adequada para o potencial - chamado transformacoes
de calibre (ou de gauge)

V-A=0, (Calibre de Coulomb) (3.100)
‘ 1 00
V-A iy 0, (Calibre de Lorentz) (3.101)
c

os quais nao afetam a fisica do sistema. Na dinamica de fluidos, essa liberdade nao é sim-
plesmente uma escolha de calibre, ela tem implicagoes sobre a natureza fisica do escoamento.

A relacao V- < ¥ >= 0 em dinamica de fluidos, que é equivalente ao gauge de Coulomb,
nao ¢ um verdadeiro calibre, mas é uma escolha da incompressibilidade do escoamento. Do
mesmo modo, o gauge de Lorentz tem uma equagao correspondente que liga a dinamica dos

fluidos dada por
- 10<Q>

V.<v> +¥ 9
e que esta relacionada com um escoamento compressivel. De fato, observou-se que a “escolha
do gauge”, em dinamica dos fluidos esta diretamente relacionada com a hipdtese feita sobre
a compressibilidade ou incompressibilidade do fluido [8].

0, (3.102)

3.3 A funcao de correlacao

Um objeto matemético de grande importancia na teoria estatistica da dinamica de fluidos
¢é a funcao de correlagao de dois pontos do campo velocidade, assim definida

para dois pontos separados por um vetor deslocamento 7. Ambos os pressupostos: o da
estacionaridade e da homogeneidade permitem (como fora dito acima) estabelecer que esta
correlacao independe do tempo, mas somente do vetor deslocamento 7. As correlagoes do
espago-tempo sao fundamentais em dinamica dos fluidos e tem uma ampla aplicacao [19].
Ao longo dos anos, a ciéncia tem buscado entender como a energia cinética de um fluido
em escoamento turbulento é dividida durante o seu escoamento em certas escalas. A chave
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para esta questao encontra-se no estudo do espectro de energia do escoamento turbulento no
espaco de Fourier. A propdsito, isso é realizado através da funcao de correlagao da velocidade.

Nossa proposta é esclarecer a relagao entre essa fungao e a densidade de corrente j Para
alcangar nosso objetivo, ha de se ponderar que tanto para fluidos incompressiveis, quanto
compressiveis tal relagao nao é algo trivial. Para elucidar essa afirmacao, abordaremos um
fluido incompressivel e viscoso ( com alto nimero de Reynolds) sob um regime completamente
turbulento [20]. Neste caso, a equacao de onda em (3.98) (sem o campo eletromagnético
acoplado) pode ser escrita como

ot?

- = 3(b
_ oo2- 7 w99 2rd
=a’VU+) V<8t>+I/VU, (3.104)

onde v é a viscosidade cinematica, ¥ =< U > e ¢ =< {2 >. Assim como na teoria eletro-
magnética, temos a liberdade em decompor j em sua parte longitudinal (irrotacional) j; e
sua parte transversal (solenoidal) j;, ou seja,

J =i+ (3.105)

= V— (3.106)

e a Eq.(3.104) pode ser reescrita como segue

OV _ son, aodn, 7
wzaV@%—uVU—l—jt, (3.107)

a qual é uma equacgao de onda com um termo de forca exclusivamente expresso em termos
das fontes de turbuléncia. A equagao de onda nao-homogénea (3.107) tem uma solugao do
tipo

U t) = / dZG(Z 62 1)y (T, 1) (3.108)
onde a func¢ao de Green em (3.108) satisfaz a equagao nao-homogénea
82
(a2v2 + VA @)G(fx 1) = 0(F — )5t — 1), (3.109)
A equagao de onda em (3.107) descreve ondas com a seguinte relagdo de dispersao [9],

W= ak(l - 2”—@218) (3.110)

onde, no limite superior para o valor do vetor de onda (k) (ky: filtro de microescala) tem-se

272
l/kf:

a?

O(R.™).
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Para fluidos com alto R, ha uma lei linear para a relagao de dispersao, a saber: w(k) = ax.
Neste caso, o operador em (3.109) é o tipo D’Alembertiano com a fun¢ao de Green usual,
assim como

1 (-t |z aI |)
Q@67 = e e se(t>1). (3.111)
0 se (t<t).

Agora, substituindo (3.111) em (3.108) e resolvendo a integragdo em ¢’ tem-se que
U t) = / A TG (Z, T t) (T, 1),
il

1 6(t—t — =2,
— d4—» a e~ t/
/ Yira? |f | &),

7=
t_
_ /dwjt(”“" i) (3.112)

|7 — 7|

e com este resultado, pode-se escrever a funcao de correlacao como

Ry() = <u(@u, / / #7< L) >

T+7
Ry = [ / T dr< KD+ > (3113
T r—y
onde definiu-se . e
L gt — =2
"t) = @’ 3.114

Percebemos na equagao (3.113) que a funcao de correlagdo do campo de velocidade de-
pende tanto da fungao de correlagao da densidade de corrente jt, quanto do vetor de deslo-
camento 7. A densidade de corrente é uma variavel de entrada e nao pode ser determinada,
a priori, pela teoria, ela depende da observacao e da geometria do escoamento.



Capitulo 4

Formalismo Lagrangeano e
acoplamento minimo

4.1 Lagrangeana de um fluido compressivel descarre-
gado

Arnold [14] mostrou que o escoamento de Euler pode ser apresentado como um forma-
lismo Hamiltoniano, o que acarreta em algumas consequéncias, tal como na possibilidade em
se introduzir métodos estatisticos no estudo de sistemas dinamicos. Embora a Hamiltoniana
seja 1til na construcao de uma medida estatistica, nao é trivial o processo de obtencao da
mesma quando se trata de fluidos viscosos (haja vista que temos a existéncia de sistemas
vinculados). Entretanto, se forem consideradas as equagoes da dinamica de fluidos, a ob-
tengao da Hamiltoniana torna-se uma tarefa possivel, como fora provado em [13]. Desde que
as estruturas das Eqs. [(3.94) - (3.97)] sejam as mesmas que as equagoes de DM, embora
tenha-se trabalhado com um fluido compressivel; podemos, similarmente, escrever abaixo a
densidade de Lagrangeana da teoria de um fluido compressivel. Por esta razao, iniciaremos
com

1
L= §<F — a’?) (4.1)
onde definir-se-4 o vetor de Lamb médio [ =< [ >, como
[ 7 4.2

onde W =< & > e K =< K >. Escrita da maneira acima, a Lagrangeana dada em (4.1)
apresenta um tipo de dualidade, haja vista que a mesma ¢ invariante sob a substituicao
[l — taw e aw — il.

L = %(Z_Q—a2c32),

Lo gy v
L = ?[(mw—(zl) Ik
L = 5[—a2w2—|—l2].

25
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A densidade de Lagrangeana pode ser reescrita em funcao do potencial
1 v = 2 1
ﬁ:—(——“—vmz) — 5a*(V x 9, (4.3)

que (4.3) é a Lagrangeana de um fluido compressivel e inviscido. Notamos que a equagao
de Navier-Stokes pode ser obtida diretamente a partir do momento conjugado do campo de
velocidade ir o7
v — —
T=—=—+Vo—K=—I, 4.4
-+ (14)
quando ela é comparada com a equagao (4.2). Desta maneira, a equacao de Navier-Stokes

para o campo médio
o - =
— =[1—V¢—&, 4.5
o =1~V (15)
onde | = & x 7.

Para tratarmos com fluidos compressiveis viscosos, basta averiguar que as contribuicoes
da viscosidade e TV s estao contempladas em <. Mais ainda, a densidade de Lagrangeana
(4.3) dé o conjunto de equagoes do tipo Maxwell [3.84- 3.87] para o caso homogéneo (sem
fontes). Vamos explicitar isso, a comecar pelo calculo das equagdes de Euler-Lagrange em
relagdo a ¢ e U a partir da equagao (4.4), respectivamente, pode-se escrever que

—

V- (~Vé—0+k)=0, (4.6)

e usando a equagao (4.2), vé-se que
V-1=0. (4.7)

a(—w—m R) = a*(V x V x ¥), (4.8)
e a partir da Eq.(4.2) e usando a definigao & = V X ¥, a equacio (4.8) pode ser escrita como
a = OR
— = J) + —. 4.
o a(wa)—i—@t (4.9)

As outras duas equagoes, (3.85) e (3.87), podem ser obtidas diretamente a partir das
definicoes de @ e [. Tomando a divergéncia de o, pode-se obter a Eq.(3.87). Para obter a
Eq.(3.85), tem-se que tomar o rotacional da Eq.(4.2).

Agora, considera-se o caso onde as fontes estejam presentes. Desta vez, elas aparecem
dentro das equacoes de movimento e, como consequéncia, sua densidade de Lagrangeana
pode ser escrita como

ov

1 = N2l os o o ~
£_2< o v¢+f<) SaA(V x @)+ T = No (4.10)

ondeN:<n>ef:<f>.
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Considerando o termo K como um vetor de polarizacao para o vetor de Lamb, define-se

/=< —R>=—— — 4.11
<I=R>=—5 =V, (4.11)

e pode-se reescrever a densidade de Lagrangeana (na auséncia de fontes) como

1

£=3

(7 a2a?) = %( - g—f Vo) - %aw < D). (4.12)

Por esta razao, olhando para o vetor de Lamb definido em (4.11) e a vorticidade média
&=V x7. (4.13)

Pela analogia que estamos a desenvolver facamos tal como fora feito para os campos
elétrico e magnético, a composicao dos componentes de um tensor de segunda ordem, um
tensor intensidade (andlogo ao tensor intensidade do eletromagnetismo). Porém, cujas com-
ponentes sejam I e &. Neste contexto, o tensor intensidade, é definido por

T = QrUY — O'U, (4.14)

onde OF = (%%, 6) e o potencial quadri-vetor é

U* = (¢, a?). (4.15)
Os componentes nao-nulos do T sao
T% =1" e TY =qaw" com i, jk ciclicos. (4.16)

Desta maneira pode-se ver que, comparado com o vetor de segunda ordem em (4.14), o
tensor de segunda ordem introduzido por Mahajan em [16] é uma extensao relativistica do
vetor de Lamb e da vorticidade dados em (4.16). Portanto, pode-se escrever (4.12) usando
TH como

1 17
L= —ZT“ Ty, (4.17)
ou considerando a presenca do termo de fonte, tem-se que
1w 1 i
£ = _A_LT ij - EJNU 5 (418)
em que o quadri-vetor J* é definido como
J" = (a N, .J). (4.19)

As equagOes nao-homogéneas do fluido compressivel (3.94) e (3.96), em termos de T
e a quadri-corrente J#, permitem que estas grandezas sejam relacionadas através de uma
expressao covariante

1
0T = 1", (4.20)
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Similarmente, as equagoes homogéneas Eqs. (3.95) e (3.97) podem ser escritas em termos
do tensor dual campo-intensidade como

T =0 (4.21)

onde TH = %E“VC“ﬁT op- De fato o tensor 7" ¢ dado pela seguinte matriz

I y I
o= w e
w —= 0 Wy —Wy
T = 7 (4.22)
—gy —w, 0 Wy
lfL‘
L owy —wy 0
e
0 Wy Wy Wy
/7 ’
5 —w, 0 =k b
T = v S (4.23)
—w, 7 0 =7
A 0
w: T G

onde T" é o tensor dual do tensor T"”. De (4.14) segue que

T = VY -9V,
TOl — aOVl - alvO
1 ov, 109 1

— ==+

a Ot adr ’ (4.24)

a

TOl —

de maneira similar temos

T02 — aOVQ _ 62‘/0,

T2 _ %% PV 4.25
a Ot a dy +a’ ( )
7% = Vi -oV°
10v 10¢ I
o3 2% 2PV 4.26
a Ot adz +a’ ( )
Tl() _ alvO o aOVl
7Y = —(80‘/1—81‘/0)
/
0 — _qo_ b (4.27)
a

T12 — 01‘/2 _ 82V1
T? = O0pVy — Oy,
T? = (V x 7). = +w., (4.28)



4.1.

T13
T13

T21

De (4.24) temos para v =0

LAGRANGEANA DE UM FLUIDO COMPRESSIVEL DESCARREGADO

81V3 - 83V1
axvz - @zvxa

_(v X ?7)11 = — Wy,

aZVo . aOVQ

—(3V? — PV

0z _Q
a

Y

a?vl . alv?
'V — V)

_T12 = —Wyg,

PV — P2
Oyv. — 0,0y,

(V X 0)p = +wy,

*Ve —°v?
—(0°V? — *VY)
03 — _é

a’
63‘/1 . alv3
0"V — 9V
_T13 = wy,
83‘/2 o 82‘/3
—T% = —w,.

1
QT® + 0T + T* + 0T = -J°,
a
1
Oully + Ol + 0., = —(aN),
VI = N.
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(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)
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Para v = 1 temos
1

60T10+81T11—|—82T12—|—83T13 — —J1’

1o7'% ort2  9rT'3

a Ot * oy * 0z
10,  9(Vxd), 9Vxi), 1

oo T ey T T T
ol 9
~5 + a*(Oyw, — Oywy) = Ja,
9, _ aA(V X&)y = —J (4.37)
ot ! o '
analogamente, para v = 2 e v = 3 temos que
o, e
5 @ (V xd), =—Jy, (4.38)
o _ aA(V X&), =—J (4.39)
ot - “ '
logo, chegamos a
o = -
5 (Vxd)=—J. (4.40)

As outras duas equagoes para a vorticidade podem ser obtidas via tensor dual 7 e da
equacao

oTH
7 =0, (4.41)
para p =0
oT™
oxv 0
o7 N oT™ N o7 N oT® 0
0x0 Ox! Ox? ox3
Ow,  Ow, = Ow,\
_(3x * oy * 32)_()’
V-&=0. (4.42)
Para =1
o1
oxv 0

o710 N oTH N oT*? N oG" 0
00 Ox! Ox? Ox3 ’
10w | lon 10y

a Ot ady adz ’

Ows & iy _
5 +(Vx1), =0,

Ow,
ot

= —(V x 1), (4.43)
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Procedimento anélogo, fornece-nos para u = 2 e y = 3, respectivamente,

Owy —(
ot
ow,

i

Ny

-

/)z-

<

X

<l

X

Ou ainda, em notagao vetorial

0w o
E——VXZ.

A equagao (4.3) representa a densidade de Lagrangeana para um fluido

0, oC oL oL oc
_<a )+ 0 + O 0,

o \0@0)) " 0(0;9) (00) 96
0 oL oL 5. oL oc 0
@(8(&%)) ja(ﬁjvk) + " 0(81]"Uk) B 8_vk e

Ao levarmos em consideracao que

oL

==
0(0p)
oL _,
NO0ed)

oL
o

oL

A equacao (4.47) fornece

0;(=li)d;; = 0,

—@l,dw - 0,
azl, == 07
V.-I=0.

Também temos que

oL .
20w) —(=0ip — Vi + ki) = i,
aﬁ 2 = 5
0,00) = —a“e;;(V x 0);,
oL
% A(vi)
oL

0.

81}1‘ B
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(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)
(4.50)
(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)
(4.55)
(4.56)

(4.57)



32 CAPITULO 4. FORMALISMO LAGRANGEANO E ACOPLAMENTO MINIMO

Desta maneira, (4.48) fica

—(9tlz —+ a2elji8j (6 X '17)2 = O,

—%:— 2V x (V x 7),
% = a®V x @. (4.58)

Definiremos a densidade de Lagrangeana de interacao L;,;
Ling=J -T—N¢p—v(7-VN), (4.59)

e através dela introduziremos os termos com fontes. Na verdade, basta acrescentar a La-
grangeana de interacao a (4.3)

_ ) ) ) )
L= 1(—@—%“{) —%az(v X 0)?+J -0~ N¢—v(v-VN). (4.60)

O calculo do momentum conjugado 7 fornece-nos a equacao de Navier-Stokes e as equagoes
de movimento para ¢ e v nos fornecem, respectivamente,

V.-I'=N, (4.61)
a:anijk—J—i—l/VN. (4.62)
Observemos que isso se deu pois
oL - -
=J—-vVN 4.63

em (4.48), gracas a (4.60). Outro detalhe encontra-se no fato de, na hipétese de termos
um fluido incompressivel, mesmo assim a contribuicao desse termo oriundo da densidade de
Lagrangeana de interagao ser nao-nulo. Uma vez que as fontes estejam presentes.

4.2 Obtencao da Hamiltoniana

Vamos primeiro calcular o momento conjugado

oL S
5 =~ (Vo itk =L (4.64)

z
A Hamiltoniana é definida por
H= / PEF -7 - L), (4.65)

mas, ‘ .
F=7—-Ve+i, (4.66)
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logo _
7= —-7-Vo+7-R (4.67)
Assim, a Hamiltoniana ( para um fluido compressivel e com termos de fonte)fica
1 = 1 f—d - —
H= 57?2 —7-Vo+T R+ §a2(V x ) —J -0+ N¢p+vi-VN. (4.68)

As equagbes de movimento para (4.68) sao

o OH . =

ot o7 ~VetE (4.69)
or  OH o o S = >
— = av_va+aV><(V><u)+uvzv—J. (4.70)

Entretanto, temos que garantir que a natureza fisica do problema nao tenha mudado,
embora a maneira de descrevé-lo o tenha. Iniciemos por escrever a Hamiltoniana para um

fluido tipo Maxwell
1 - 1, =

He = 57?2 —7-VQ+ iag(v x 7)2. (4.71)
A Lagrangeana pode ser escrita da seguinte forma
1 1, =

onde seus respectivos momentos conjugados sao:
=0, 7=+ 0N (4.73)

e ¢ = 7 ~ 0 é um vinculo primdrio no formalismo de Dirac. A partir daqui,a condicao de
consisténcia para ¢; é dada por

¢ = {¢1, "7} =0, (4.74)

onde
Hr=He+ My (4.75)

sendo A; um multiplicador de Lagrange. Portanto, nés temos que
o= =V -7, (4.76)

onde ¢ e ¢y sao vinculos de primeira classe. A contagem dos graus de liberdade segue a
formula

2G = 2N — Cy — 20}, (4.77)

onde G é o nimero de graus de liberdade, N é o ntimero de variaveis, Cy é o nimero de
vinculos de segunda-classe e C'; é o nimero de vinculos de primeira classe. Nesses termos, o
nosso sistema acima tem 2 graus de liberdade.

A fim de comparar este resultado com a formulacao padrao para um fluido compressivel
o qual é representado pela Hamiltoniana dada por [1]

1
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neste caso, a descricao Lagrangena correspondente é possivel apds a parametrizagao da ve-
locidade
v=V0+aVp, (4.79)

conhecida por parametrizagao de Clebsch (ou decomposicao) e («, 3) sdo os potenciais Gaus-
sianos. Assim, a Lagrangeana fica:

L=—p+aB)— g(ﬁe +avVB):+V(p). (4.80)
Agora o espaco de fase é dado por (p, 0, a, f) e os momenta conjugados sao dados por
T,=0, 7m=0, wg=—pa, mH=—p, (4.81)

os quais sao vinculos de segunda classe [fato que pode ser visto apds alguns calculos]. E a
Hamiltoniana total fica

Hr = He + Mm, + Aa(mo + p) + As(m5 + par) + Ay, (4.82)
e a evolugao temporal dos vinculos em (4.81) sdo dados por
X1=Tp Xe=Tg+p, X3=T,+pa, Xa=Ta (4.83)

Usando a equagao (4.77), temos N = 4, C; = 0, Cy = 4 0 que resulta em G = 2. Portanto,
temos apenas dois graus de liberdade, o mesmo valor apresentado pela nossa descricao para
o fluido compressivel. O que equivale a dizer que mudamos a maneira de descrever o nosso
problema, porém, nao mudamos a natureza fisica do mesmo.

4.3 A generalizacao nao-Abeliana

Aqui vamos fazer uma generalizacao nao-Abeliana (NA) para os fluidos compressiveis.
Uma das vantagens mais fascinantes em se ter uma versao NA para tais fluidos encontra-se
no fato de que na Teoria nao-Abeliana estao presentes termos nao-lineares nas equacoes de
campos classicos. E por conseguinte, o campo de calibre pode apresentar um comporta-
mento cadtico, mesmo na auséncia de fontes. Para maior compreensao dos calculos abaixo,
sugerimos a leitura prévia do Apéndice. Em 2006, Bambah e colaboradores [25] fizeram uma
generalizagdo NA do trabalho de Mahajan (2003) [16], visando a aplica¢do ao formalismo
para QGP. Nossa motivagao encontra-se na seguinte questao: serda que existe uma genera-
lizagao “andloga” aquela feita em [25] para um fluido? Caso a resposta seja afirmativa, os
campos de Lamb e vorticidade exerceriam quais papeis?

Para respondermos essas indagacoes, consideraremos (), a cor classica da carga de uma
particula definiremos a algebra de Lie a qual é definida com os objetos da algebra de Lie
anti-Hermitiana com base T

[Ta,Tb] — fabcTc
tr(T°T") = —=0%, (4.84)
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o qual permite definir a velocidade do fluido como

u=u"T" (4.85)

e a vorticidade como & = @*T* onde
G =V x i (4.86)

e o vetor de Lamb é [ = [T em que
7= Wb xouc. (4.87)

Daqui pode-se reescrever a Lagrangeana na Eq.(4.12) como

R S IV AN R I o
L_E(za—awa)_i(— —V¢a>—§a(vaa), (4.88)

onde W, = Q. e l: = Qal_f O tensor intensidade na equacao (4.14) pode ser escrito na forma
NA como ) )
15, = 0,Uy — 0,U; —ig|U,, U, (4.89)

onde [U,,U,]* = flchijﬁ e g é a carga de calibre. O quadri-vetor potencial NA é dada por
Ut =Q,U", (4.90)

onde T% = [""* ¢ T = guwke onde 4, j, k = ciclicas, e a Lagrangeana para o campo NA na
Eq.(4.17)
1 rva a
L—— T, (4.91)

e, considerando o termo de fonte tem-se que
1 uva rpa 1 arrpua
L= ~1 ™y, — EJMU (4.92)

onde J* = (N, aja); No=Q, <u>eJl=0Q, < j#>. O processo de “nao-abelianizagao”
das equagoes (4.20) e (4.21) é direto. E de maneira similar, pode-se fazer a nao-abelianizagao
para o caso de um fluido carregado.

Por ora, temos desenvolvido uma generalizacao NA para obter um sistema de fluido NA
andlogo ao conhecido fluido de Yang-Mills.



Capitulo 5

Analise da interacao eletromagnética

Vamos considerar agora o caso onde o fluido descrito pelas equagbes [3.1 - 3.3] é um
fluido carregado, de carga €,, sendo que cada espécie é caracterizada pelo indice a. Além do
que, ele pode ser descrito por um conjunto de equagoes lineares tipo-Maxwell para o campo
médio, tal como

V.U =N,, (5.1)
ﬁx&+a£a:0, (5.2)
0o 2 %3, - -, 53)
V- @y =0, (5.4)

onde l?x =< l; — Ro > é analogamente para as Eqs.[3.94 -3.97], as quais podem ser obtidas
a partir da densidade de Lagrangeana para cada espécie dada por

L=~ a2 (5.5)
onde a? =< 2 >. Em trabalhos recentes ([8] e [16]) apresentaram uma extensdo da analogia
entre dinamica dos fluidos e eletrodinamica classica por considerar um plasma multifluido
usando diferentes abordagens. De qualquer forma, em qualquer caso tem-se como ponto de
partida as equagoes de movimento. Propoe-se aqui, o tratamento do fluido considerando-o
imerso no campo eletromagnético e a interagao entre eles a partir da densidade de Lagrange-
ana dada em (5.5) Considera-se o campo de Lamb (') € o campo de vorticidade (&,) pela
definicao do acoplamento com o campo eletromagnético tal como

Vo =lo=Uy+gE (5.6)

Fo = @Wo=da+bB, (5.7)
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onde g e b sao as constantes de acoplamento que serao calculadas posteriormente. Usando
equagoes (5.6) e (5.7), pode-se escrever a nova densidade de Lagrangeana £’

1 ~
L= 5@ — agty)
/ L = - 1
L = é(l’a—l—gE) ~ 5% 2(Da + bB)?
/ 1 aUa = - i 1
L= 5(—W—V¢a+n+gE> - 50 2(V x U, + bB)?, (5.8)

a qual é a densidade de Lagrangeana do fluido carregado imerso em um campo eletro-
magnético onde o termo K, carrega as contribuigoes devido a viscosidade e as caracteristicas
estatisticas T' Vs dos fluidos. O momento conjugado associado a velocidade é calculado
como

oL 0v ~ -
—/ —_ - — CV v o Oz E — —la 59
e T o $a — Ko =g (5.9)
ou 55
;t“ F Ve — R — gE = —3y X Ty, (5.10)
Usando a relagao (5.7), finalmente tem-se que

00, - . - L=

thwa X Uy = —=Vo + Ko + gE + b(U, X B). (5.11)

Ao comparar-se a equacao acima com a equagao para o momento para um fluido carregado
imerso no campo eletromagnético [8], vé-se que os dltimos dois termos do lado direito da
equagao (5.11) é a forca de Lorentz. Portanto, as constantes de acoplamento g e b sdo ambas
iguais e dadas por

g=b=-2, (5.12)
Ma
onde ¢, é a carga e m, ¢ a massa da carga. Entao, a equacao de Navier-Stokes pode ser

escrita como

a « — - e — — =4 —
L—i—waxva— V¢Q+E—[E+UQXB}+/<;&, (5.13)
ot Ma

o qual é um resultado muito interessante, pois, tem-se que uma densidade de Lagrangeana
que descreve um fluido compressivel e carregado em uma representagao muito geral. Usando
o potencial vetor (A) e o potencial escalar (®) do campo eletromagnético em (5.8) pode-se
reescrever a Lagrangeana como segue

Ir 00, = ¢ A - \12 1
A I P I [, i _
L= 2[ o= Vo + ot ma( = vo)] S0 2 (v xva—i—mav x A) . (5.14)
a qual pode ser escrita como
1/, 0ty - 2 1 L o a2
= -===2— Ry | — =d? U, 1
c 2( =V + Fa) S0 (Vi) (5.15)
onde
JaR — €a 7 n €a 2
Uy =Up+ —A, € ¢ =0, + —0. (5.16)
m m
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Nota-se que a Lagrangeana na equagao (5.15) tem a mesma estrutura que a Lagrangeana
em (4.12) onde o campo eletromagnético é zero. Entretanto, pode ser visto que o acopla-
mento introduz algumas modificacoes as equacoes do tipo-Maxwell da dinamica dos fluidos
carregados mostradas em [5.1 - 5.4]. Usando as Egs. (5.6) e (5.7) tem-se que

) OV,

la = T 5, V Aa _;a 1
By Voo +E (5.17)
e ~ = ~
Wo = V X U, (5.18)

Aplica-se o divergente, o rotacional, e a derivada temporal ao vetor de Lamb na Eq.(5.17)
e finalmente o divergente da vorticidade, obtém-se

~
- A~

- a 1 >
Vily= Nyt~ py+ V- R, (5.19)
me €0

e usando ambos a lei de Ampere e

Ny ===V -0, — V4, 2
5V o = V2u, (5.20)
tem-se que .

ﬁxZaJr%:ﬁxr{a. (5.21)

Substituindo a Eq. (5.21) na derivada temporal do vetor de Lamb, de tal forma que se
pode escrever

ol 0o =, LE oA
A, Vo T We a0
ot ot ot
o, P )
—2 = (VX 1l,) X Uy + &g X —, 5.22
ot ( )X Vo + e X 5, (5.22)
e depois de alguns calculos vé-se que
o, . - 5 OR.
—_— v X _"Of = —Ja = 523
gt ev Y o (5:23)
onde a nova equacao para a densidade de corrente é dada por
> . €a 1 = L \> B =S A
Ty = (Na FRLTL /2 M)va O Vi — (VT o X G — B x 22 (5.24)
Ma €o (915

Finalmente, substituindo o divergente da vorticidade na Eq. (5.18) obtem-se a tltima
equacao

V - o = 0. (5.25)

Para resumir, tem-se um conjunto de equagoes dado por

= 5 < o 1 =2 5
Voly=Not O p 4V R, (5.26)
mey €
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V Xy 5 = V X Ra, (5.27)

o se s 5 OR,
E — aav X Wy = _Ja + E? (528>
V - @o = 0. (5.29)

Da mesma forma como em (4.14), pode-se introduzir um tensor de segunda ordem
levando-se em conta o acoplamento com campo eletromagnético, dado por

G = 4 o pur (5.30)

onde . .
TH = §rUY — O U, (5.31)

e ~ ~
UE” = (¢, atia), (5.32)

e onde F'* ¢é o tensor de segunda ordem do campo eletromagnético. A densidade de Lagran-
geana (4.18) pode ser reescrita como

1. 1
ﬁl — —ZGZ G(a),uu - anU(a)/“ (533)

~

onde J# = (N,,aJ,), a quadri-corrente carrega consigo os termos de fonte N, e J,.



Capitulo 6

Conclusoes

Em [9], o autor desenvolveu um formalismo tipo-Maxwell andlogo para um fluido incom-
pressivel sem considerar termos dissipativos. Nesta tese, acreditamos que fora dado um passo
a frente nesta questao, uma vez que foi realizado um modelo com equacgoes tipo-Maxwell para
um fluido compressivel com termos dissipativos, desde os primeiros principios.

A fim de apresentar o formalismo de uma forma completa, construimos uma Lagrangeana
para o fluido compressivel e, em seguida, fizemos uma generalizacdo NA para o mesmo.
Também foi levada em consideracao a Lagrangeana para um fluido compressivel carregado.

Verificamos que o espago de configuragao para ambos os fluidos compressiveis (carregado
ou nao) é formado pelos campos de Lamb e vorticidade. Os quais podem ser organizados
como componentes de um tensor de intensidade de campo e assim, a analogia com a Lagran-
geana de Maxwell é direta. Além disso, a fim de analisar as aplicagoes deste eletromagne-
tismo de fluido em QGP, realizou-se uma versao NA do fluido compressivel descarregado. O
mesmo procedimento para um fluido carregado pode ser obtido, como ja fora visto. Como
uma perspectiva ébvia. Pode-se usar alguma anélise das teorias de Yang-Mills para atacar o
problema QGP. Além disso, também pode-se considerar outras analogias para formalismos
eletromagnéticos alternativos como Podolsky (Lee-Wick) e outros.

40



Apeéendice A
Fluidos nao-Abelianos

A principal motivagao para se investigar fluidos ndo-Abelianos (NA) encontra-se no cres-
cente interesse na dinamica de plasmas NA a elevadissimas temperatura e densidade. Outras
analises podem ser realizadas em relacao aos plasmas NA relativisticos em condicoes cos-
mologicas e astrofisicas extremas. Como exemplos, citam-se

a) o plasma eletro-fraco no universo recente.
b) a fisica das explosdes que ocorrem em supernovas.
c) a fisica das densas estrelas de neutrons.

Portanto, faz-se necessaria a obtencao de uma descrigao tedrica de um cenario quantita-
tivo para plasmas NA tanto dentro, quanto fora do equilibrio. Considerando, por exemplo,
o QGP, a equacao cinematica para uma particula pode ser escrita como

0
Q.

onde f(X, P,Q) é a fungao distribuigdo para uma particula; C' é o termo integral de colisao,
o qual considera o espalhamento da particula; AZ e I, sao, respectivamente, o quadri-
potencial e o campo para a teoria nao Abeliana, a qual conta com um grupo de calibre cuja
constante de estrutura é fu.; e @, € cor classica da carga da particula. O caso no qual C' =0
implica em plasma nao-interagente (sem colisoes) e a equagao de Boltzman (é a equagao para
uma funcao distribuicao para particulas isoladas que obedecem as equagoes classicas basicas
do movimento para particulas nao-Abelianas, denominada, equagao de Wong e dada por

PH

0
o+ 9QuFt 5 + 9fare AL Qeme | FX, P.Q) = C(1) (A1)

ax#
= pP* A2
dP, o
m dTlJ = gQCLFp,l/P ? (A3>
dq
L= —gfu PP ALQC A4

onde os graus de liberdade da propriedade cor variam de a = 1 até N? — 1 para um grupo
de calibre SU(N) e 7 é o tempo préprio da particula. Em uma andlise microscopica, as
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trajetorias no espaco de fase sao conhecidas exatamente. As equacgoes de Wong dao as
trajetérias z(7), p(7) e Q(7) para cada particula, ou seja, elas s@o as equagoes classicas do
movimento. Nota-se, também, que as cargas NA estao sujeitas a evolucao dinamica. Veé-se
que as equagdes (A.4) podem ser reescritas como D.Q, = 0, onde D, = %D# ¢ a derivada
covariante na linha de mundo, e

D¥[A] = 0,0° + gf* A" (A.5)

é sua representacao adjunta. Além disso, a equacao de Boltzmann é invariante sob trans-
formagoes de calibre (gauge), ou seja, se f(X, P, Q) é asolucao de (A.1), entao, f(X, P, U *QU)
também é uma solucao. Em virtude das equacoes para um fluido Abeliano terem um amplo
regime de validade, pode-se considerar uma derivagao da mecanica dos fluidos NA, a qual
compreenda os graus de liberdade NA, com acoplamento a um campo de calibre NA, etc.,
tudo vélido para sistemas nao diluidos, nao perturbativos e densos. Os tensores campo [,
e energia-momento (dos campos de gauge) sdo escritos-respectivamente- como

Fo[A] = 0,A% — 0,A% + g™ AL AS (A.6)
O [A] = 1/4g™ F% F¥° + Fiv Fo (A7)

mais uma vez f%° sio as constantes de estrutura de SU(N) e estd a se trabalhar com
unidades naturais. As constantes de estrutura anti-simétricas fu. resultam do comutador
[Aa, Ao] = 2ifapeAe onde A, sdo as matrizes de Gell-Mann. A partir de (A.4), vé-se que as
cargas NA tém, também, uma evolugao dinamica. Com as soluc¢oes das equagoes de Wong,
pode-se construir a “corrente de cor” para as particulas dadas por

” . dzt 4 _
j(x) = g/dTEQa(T)(S( )z — 7
= g / a2 Qu(r) ¥l 7] (A5)
e usam-se (A.2) e (A.3) para escrever
mit (1) = gQ Fy" (x(7)) i, (1) (A.9)

onde os pontos denotam as derivadas com respeito a 7. Com o uso das equagoes de Wong
encontra-se que D,j* = 0, ou seja, a corrente é conservada. O tensor energia-momentum
das particulas é dado por

12, (0) = [ dr oy ()39 —(r)] (A.10)

e as equacoes de Yang-Mills sao

D, F™(z) = J"(z) (A.11)

o qual tem o termo fonte como

Py = 3 ) (A.12)

particles
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para a soma de todas as particulas. O tensor energia-momentum do campo de Yang-Mills
(cor) é dado por
1
Ty = FUPE) + Zg“”FQ, (A.13)
onde F? = FMeF¢ [o que é idéntico a eq. (A.7)]. Consequentemente, tem-se a lei de
CONSErvacao
OplTpars. (x) + Ty (x)] = 0 (A.14)

onde o divergente 0,1}, é dado por

OuTLls; = gjeFL (A.15)

nota-se que foi usado

(DuF™) (@) = 0uF (@) + g fuse AL (@) PP (@) = gt () (A.16)
sendo j*(x) é a corrente de cor das particulas dadas pela equagao (A.8). Portanto, tomando-
se por base as equagoes (A.8) e (A.14) pode-se escrever que

[ Qs ~ () =0 (A.17)

a qual é especificamente valido somente na aproximacao de campo classico para o setor
de cor. As leis de conservacao (A.8) e (A.14) podem ser usadas como padrao para uma
analise macroscépica da dinamica de fluidos para o plasma de quarks e glions. No entanto,
é importante salientar que o fluxo (no espago-tempo) das varidveis macroscopicas (energia
e densidade de momentum), densidade de entropia, a temperatura, etc, as quais regulam a
estrutura geral do tempo de vida e evolucao do plasma. Nesse conjunto de leis de conservacao
pode-se notar que é mostrado o acoplamento do fluido-quark colorido ao campo de cor NA,
que ¢ diferente daquela dinamica de fluido padrao, ela é a tao conhecida cromohidrodinamica,
que é a extensao de fisica de plasmas.
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