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RESUMO

Desde o trabalho seminal de Harry Markowitz, em 1952, que iniciou a moderna te-
oria de carteiras, as estratégias de alocagao de portfélio foram intensamente discutidas
na literatura. Com o desenvolvimento de técnicas de otimizacao online, os algoritmos
de aprendizado dinamico se mostraram uma abordagem efetiva para construir portfélios
(COVER, 1991; ARGAWAL et al., 2006). No entanto, poucos trabalhos conectam a lite-
ratura tradicional, evoluida a partir do trabalho de Markowitz (1952) com a literatura de
otimizagao online, que evoluiu a partir do trabalho de Cover (1991). O principal objetivo
deste trabalho é implementar técnicas de otimizagao convexa online para: (i) executar
estratégias de alocagao de portfélio; (ii) conectar esses algoritmos com fatores risco usados
em metodologias tradicionais. Dois métodos de algoritmos online foram implementados e
adaptados, o Online Gradient Descendent (OGD) e o Online Newton Step (ONS). Além
disso, duas novas versoes para o algoritmo OGD sao propostas para controlar o risco
em carteiras. O primeiro, busca limitar o investimento maximo para agoes e, o segundo,
visa controlar o § das carteiras. Ambas as estratégias foram comparadas com o Uniform
Constant Rebalanced Portfolio (UCRP) e o Dow Jones Industrial Index (DJIA). Foram
utilizados dados do DJIA de margo de 1987 até fevereiro de 2009 com observagoes se-
manais. O algoritmo OGD apresentou o maior retorno acumulado entre as estratégias
testadas. Ambos os algoritmos (OGD e ONS) apresentaram melhor desempenho do que
o UCRP e DJIA ao longo do periodo. Além disso, o mecanismo de controle de risco pro-
posto provou ser uma ferramenta 1til para melhorar os resultados relacionados ao valor

em risco (VaR) e ao valor condicional em risco (CVaR) das carteiras.

Palavras-chave: Selecao de Portfélio.  Otimizagao online.  Alocagao dinamica.



ABSTRACT

Since the seminal work of Harry Markowitz (1952), which initiated the modern theory
of portfolios, the strategies of portfolio allocation were extensively discussed in economic
literature. With the development of online optimization techniques, dynamic learning
algorithms emerged as an effective approach to develop investment portfolios (COVER,
1991; ARGAWAL et al., 2006). However, there are few attempts aiming to connect the
traditional literature of portfolio investment, which evolved based on Markowitz (1952)
work, with the recent online methods, developed from Cover (1991). The main objec-
tive of this work is to implement online convex optimization techniques to: (i) perform
strategies of portfolio allocation; (ii) couple these algorithms with risk factors used in
traditional models. Two methods of online algorithms were implemented and adapted,
the Online Gradient Descendent (OGD) and the Online Newton Step (ONS). Besides, two
new versions for the OGD algorithm are proposed in order to control risk in portfolios.
The first one, seeks to limit maximum investment for stocks and, the second, aims to keep
control of the 5 of portfolios. Both strategies were compared with the Uniform Constant
Re-Balanced Portfolio (UCRP) and the Dow Jones Industrial Index (DJIA). Data from
weekly observations of DJIA from March 1987 until February 2009 are used. The OGD
algorithm presented the best accumulated return among all strategies. Both algorithms
(OGD and ONS) performed better than the UCRP and DJIA index. Furthermore, the
risk control mechanism proposed proved to be an useful tool in order to improve results

related to the Value at Risk (VaR) and Conditional Value at Risk (CVaR) of the portfolios.

Keywords: Portfolio Selection.  Online Optimization. =~ Dynamic Allocation.
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1 INTRODUCAO

O problema de sele¢ao de portfélios (PSP) é um processo decisério no qual o investidor
deve alocar uma quantidade de riqueza em um conjunto finito de ativos dentro de um
horizonte de tempo. Para solucionar o problema, o investidor decide quanto de sua riqueza
ird destinar para cada um dos ativos disponiveis no mercado. Cada ativo representa uma
oportunidade de investimento distinta e a decisao realizada para uma alocacao é um
portfélio. Neste problema, o investidor busca alocar seu dinheiro em um mercado de
acoes de maneira a obter uma boa relagao entre o retorno esperado e o risco. Em geral,
carteiras com maior nivel de retorno estao associadas a maiores riscos.

A escolha do portfélio 6timo é um problema tao antigo quanto o préprio mercado de
acoes. Entretanto, foi a partir do trabalho de Markowitz (1952) que esta questao se tornou
um problema matematico. A moderna Teoria de Carteiras, introduzida por Markowitz,
apresentou o risco e a diversificacao do portfélio como fatores inerentes as decisoes de
investimento, em oposi¢ao ao senso comum da época, que era a concentracao dos recursos
no ativo de maior retorno esperado.

O problema de selecao de portfélios pode ser modelado através de diferentes tipos de
fungoes objetivo, a depender do interesse do investidor. O enfoque pode ser minimizagao
de risco, maximizacao de retornos ou ainda ajuste do risco em relacao a alguma medida
performance.

Tobin| (1958)) e [Sharpe (1964) propuseram medidas para ajuste de performance con-
siderando a alocacao do portfélio como um problema de periodo unico. E assumido um
modelo estatistico para o preco dos ativos e uma funcao paramétrica é adotada como
funcao objetivo, seja ela a riqueza do portfélio ou funcao de aversao a risco. Desta forma,
baseando-se na informacao disponivel até o momento presente, estima-se os parametros
necessarios e a otimizacgao é resolvida de modo offlinell]

Trabalhos como Mossin| (1968)); Fama; (1970) e Hakansson| (1974) consideram uma

perspectiva multi-periodo, mas segundo Dochow] (2016)), tecnicamente, funcionam apenas

1 Classificamos como otimizacdo offfine um procedimento que opera sobre um conjunto de entrada que
é previamente conhecido, ou seja, tém-se previamente a informagao completa da instancia sobre a qual
o algoritmo ird operar. Em contrapartida, classificamos como otimizagao online procedimentos em que
as as entradas chegam uma a uma e a cada nova entrada o algoritmo deve tomar uma decisao sem saber
quais serao as proximas, isto €, operam sobre um conjunto de entradas que nao é previamente conhecido.
Falaremos com mais detalhes sobre este tema no Capitulo
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como uma sequéncia de solugoes para problemas de periodo tnico. Assim, as decisoes
6timas para cada periodo de negociacao diferem apenas devido a mudanca na estimativa
dos parametros que se baseiam em conjuntos de informacao de tamanhos distintos.

De acordo com |Li e Hoil (2015)), nas tltimas décadas, abordagens baseadas em técnicas
de aprendizado de maquina tém sido intensamente aplicadas, tornando-se uma area de
pesquisa importante e ativa, por oferecer a possibilidade de definir estratégias online de
investimento que permitem maximizar a riqueza sem a utilizacao de pressupostos estatis-
ticos sobre o preco dos ativos.

Os algoritmos de otimizagao online se baseiam no preco atual dos ativos para selecionar
a alocacao futura do portfélio, o que significa que as informagoes sobre o preco dos ativos

chegam sequencialmente e a decisao de alocagao ¢é realizada de imediato.

1.1 TRABALHOS RELACIONADOS

O uso de aprendizado de maquina em problemas de sele¢ao de portfélios se fundamenta
em trabalhos como [Kelly| (1956); Bell e Cover (1980); Bell e Cover| (1988) e Algoet e
Cover| (1988), estes mostraram que um portfélio constante reequilibrado para um alocacao
especifica (Constant Rebalancing Portfolio), pode ser mais vantajoso do que selecionar
uma carteira baseada em uma medida de desempenho e manté-la durante todo periodo.
Além disso, (Cover| (1991) demonstrou que existe uma estratégia de alocagao constante que
proporciona o maior crescimento da riqueza a longo prazo (Best Constant Rebalancing
Portfolio - BCRP).

A maior parte dos algoritmos desenvolvidos na area de selecao de portfélios online
buscam estratégias de investimentos que minimizem o a distancia entre o portfélio atual e
alguma estratégia de referéncia, tarefa realizada através da minimizacao de uma funcao de
custo conhecida como fungao de arrependimento (Regret). Segundo Li e Hoi (2014), sob o
prisma do aprendizado de méaquina online, essas estratégias podem ser agrupadas dentro
de trés categorias, Follow-the-Winner (FTW), Pattern-Matching Approaches (PMA) e
Meta-Learning Algorithms (MLA), de acordo com a abordagem utilizada.

Este trabalho se restringiu em analisar algoritmos baseados em estratégias classifica-
das como Follow-the- Winner pois segundo Hazan et al| (2016]), estes sdo mais aplicaveis
ao contexto de selecao de portfélios. Basicamente, os algoritmos que utilizam essa estra-

tégia visam acompanhar o BCRP aumentando o peso dos ativos que concentram maior
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retorno. (Cover e Ordentlich| (1996)) propuseram o algoritmo Weighted Universal Portfolio
que possui Regret O(nlogT), e complexidade de tempo O(T™), onde n é a quantidade
de agoes e T' o nimero de periodos analisados.

Helmbold et al.|(1998) introduziram o algoritmo Ezponential Gradient Algorithm, uma
variacao do método de otimizacao pelas descida do gradiente, que possui complexidade
de processamento linear por ativo mas com Regret O(v/T).

Com uma estratégia similar a utilizada por|Cover| (1991)), o algoritmo Successive Cons-
tant Rebalanced Algorithm proposto por Gaivoronski e Stellal (2000)), discretiza o conjunto
de solugdes vidveis em um simpleaf] selecionando de maneira iterativa os melhores port-
folios a cada periodo de negociagao.

Zinkevich| (2003) propuseram o Online Gradient Descent que utiliza informagao de
primeira ordem, ou seja, derivadas primeiras, e, portanto, tentam aproximar as fungoes
através de funcdes lineares, alcancando Regret O(G?n+/T). Agarwal et al.| (2006) e Hazan
(2012)) utilizam informagoes de segunda ordem do retorno atual de cada um dos ativos
explorando assim a curvatura das funcoes de recompensa. Esta informacao adicional

permite que o algoritmo Online Newton Step obtenha Regret O(logT).

1.2 MOTIVACAO

O problema de selecao de portfélios pode ser modelado através de diferentes tipos de
funcoes objetivo, dependendo do interesse do investidor. O enfoque pode ser minimizacao
de risco, maximizacao de retornos ou ainda ajuste do risco em relagao a alguma medida
de desempenho.

Segundo [Dochow| (2016)), existem duas comunidades que diferem, consideravelmente,
sobre a modelagem deste problema, a saber: (i) a comunidade dos pesquisadores em finan-
gas, influenciados, principalmente, pelo trabalho de Markowitz (1952), que se concentrou
no estudo do risco de mercado, avaliando o desempenho através de ferramentas estatisti-
cas; (ii) a comunidade dos pesquisadores em aprendizado de méquina, influenciados pelo
trabalho de (Cover| (1991), baseados no conceito de andlise competitiva, se concentram
na maximizagao da riqueza no final do horizonte de investimento e evitam pressupostos

estatisticos regulares.

2Um visdo mais detalhada sobre a técnica de decomposicdo simplicial pode ser encontrada em Green-
berg (2018]).
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Dochow| (2016) classifica a interacao entre as duas linhas, no que tange aos trabalhos
na literatura, como baixa ou inexistente, e aponta esta falta de integracao como a razao
pela qual a andlise da estrutura de risco em carteiras construidas através de algoritmos
de otimizacao online ainda se encontrar como uma questao em aberto.

Neste sentido, este trabalho tem como motivacao contribuir para uma visao mais
ampla e geral das duas linhas, na medida em que propoe combinar caracteristicas fortes do
método de selecao de carteiras desenvolvidos pela comunidade de financas, que consideram
aspectos de risco, com métodos online que sao por natureza nao paramétricos, com alto
poder de adaptacao e eficientes computacionalmente.

Uma abordagem intuitiva seria incorporar uma medida de risco dentro fungao Regret
de modo a considera-lo na selecao do portfélio. No entanto, conforme demonstrado por
Even-Dar et al.| (2006)), este tipo de modelagem nao é possivel no contexto de otimizagao
online. Assim, a solucao proposta é a de utilizar o procedimento padrao de minimizar a
funcao de custo Regret em relacao ao BCRP e aproveitar a etapa de projecao, normalmente

usada em algoritmos online, para controlar o risco das carteiras construidas.

1.3 OBJETIVOS

O objetivo desse trabalho é a adaptacao e utilizagao de métodos de otimizacao online
em portfolios de agoes, sendo descrito através de trés etapas principais. Primeiramente,
implementacao de técnicas de otimizacao Convexa Online para executar estratégias de
alocagao de portfélio, testando os algoritmos Online Gradient Descendent (OGD) e Online
Newton Step (ONS), conhecidos por serem computacionalmente eficientes.

Em uma segunda etapa, avaliar o desempenho das carteiras construidas com uso de
técnicas de Otimizagao Convexa Online, comparando-as com o Uniform Constant Reba-
lanced Portfolio (UCRP), Dow Jones Industrial Average Index (DJIA) e Best stock.

Por 1ltimo, propor e verificar a influéncia da insercao de restricoes que sirvam para
controlar a estrutura de risco do portfélio de forma a conectar a literatura de otimizacao
online com a teoria tradicional de portfélios. Para isto, duas estratégias de incorporar risco
na construcao dos portfélios serao consideradas. A primeira, através de regras empiricas,
como limite maximo de investimento por ac¢ao ou nimero minimo de ac¢oes no portfélio.
A segunda estratégia incorporando a composi¢ao do risco na carteira através do modelo

CAPM (calculando o () das carteiras, e limitando esse § a uma faixa pré-estabelecida de
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valor
Essa ultima etapa sera a principal contribuicao desse trabalho para o desenvolvimento

da éarea, visto que até o momento o autor desconhece artigos que tenham feito essa conexao.

1.4 ORGANIZACAO

Essa dissertagao estd organizada em 5 capitulos. Apds o capitulo de introducao, dada
a caracteristica multidisciplinar do trabalho, a fundamentacao tedrica dos modelos de
selecao de portfélios é dividida entre os capitulos 2 e 3. No Capitulo 2 discute-se conceitos
fundamentais da teoria de selecao de portfdlio e medidas coerentes de risco. No Capitulo
conceitos de otimizagao convexa online sao apresentados, a estratégia de investimento
Constant Rebalanced Portfolio é definida e sao apresentados algoritmos de otimizacao
convexa online aplicaveis a selecao de carteiras. No Capitulo [4 o estudo experimental é
realizado, as bases de dados do mercado americano de agoes avaliadas, a performance das
diferentes carteiras montadas pelos algoritmos é comparada com benchmarks utilizados
no mercado de agoes, avaliamos estrutura de risco dos portfélios montados pelo OGD
utilizando as duas metodologias de projecao propostas no trabalho. Por fim, o Capitulo 3]
apresenta as conclusoes do estudo, sao realizadas algumas consideragoes finais e sugeridas

diretrizes para o desenvolvimentos de trabalhos futuros.
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2 MODELOS DE SELECAO DE PORTFOLIO

Nesta secao serao apresentados modelos bem estabelecidos para selecao de portfélio. O
objetivo sera introduzir conceitos iniciais da Teoria de Carteiras, os quais se baseiam em
diferentes suposigoes sobre o comportamento dos investidores e sobre o mercado. Enfoca-
se no detalhamento do modelo de Média-Variancia e de Indice Unico pois estes resumem
os conceitos fundamentais de risco ajustado a performance. Maiores detalhamentos sobre
o tema podem ser consultados nos trabalhos de Elton e Gruber| (1997)), Chapados| (2011)
e Meucci (2009).

2.1 MODELO MEDIA-VARIANCIA

A diversificagao de portfolio foi abordada, pela primeira vez, como um problema matema-
tico pelo economista Harry Max Markowitz. Em seu artigo [Markowitz (1952)), propos o
modelo conhecido como Média-Variancia (MV). Neste trabalho, Markowitz refuta a pre-
missa de que o investidor busca somente maximizar a taxa de retorno do investimento,
demonstrando que essa nao era capaz de explicar o motivo pelo qual os investidores di-
versificam suas carteiras.

O modelo MV se baseia na hipotese de que as variaveis de interesse do investidor sao
o retorno esperaddf] e o risco (variancia dos retornos esperados) sendo aquele um fator
desejavel e este um fator indesejavel. Considerando que investidores estao dispostos a
incorrer em um risco mais elevado quando os ganhos também forem maiores, o método
permite a obtencao de carteiras com variancia minima para cada nivel de retorno esperado.

Markowitz mostra que o risco de uma combinacao de ativos nao é uma simples média
ponderada do risco de ativos individuais e que a variancia da combinacao de dois ativos
pode ser menor do que a variancia de qualquer um dos ativos isoladamente. Deste modo,
é possivel encontrar um portfélio com risco menor e um mesmo nivel de retorno aplicando
o principio da diversificagao dos investimentos.

O modelo de média e variancia de Markowitz pode ser definido em termos de retornos

lineares. O retorno linear de um ativo i no tempo ¢ (r;;) pode ser calculado a partir de

!'Em Estatistica, o Valor Esperado de uma varidvel aleatéria é a soma das probabilidades de cada
evento da experiéncia multiplicada pelo seu valor. Se todos os eventos tiverem igual probabilidade o valor
esperado é a média aritmética. O retorno esperado nada mais é do que a média aritmética dos retornos.
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seus pregos (p;) como:

_ Pit — Pi(t—-1)

(2.1)
Pit-1)

Tit

O retorno de um portfélio de investimento pode ser representado pela média ponderada
do retorno de cada um dos ativos individuais. Para compor o portfélio existem diversos
investimentos disponiveis, associa-se a cada um dos n investimentos um retorno esperado
i, calculado através da média dos retornos obtidos ao longo do tempo. A média de cada

um dos ativos de um portfélio é representado pelo vetor:

125
M2

fin

O peso aplicado a cada investimento i é a fracao investida nesse ativo, denotada por
w;. A fracao aplicada em cada um dos n ativos que compoe uma determinada carteira

pode ser representada de maneira vetorial como:

Wn,

Assim, o retorno R e o retorno esperado F[R]| de um portfélio com n ativos sao dados,

respectivamente, por:

j=1

R, = E[R] =) wip; =wp (2.5)
j=1

No modelo de Markowitz, a avaliacao do risco é dada pela Variénciaﬂ do portfélio o2,

2Do ponto de vista do modelo matemético, quando se deseja encontrar um portfélio de risco minimo,
analisar a varidncia ou sua raiz quadrada, o desvio padrao, levard ao mesmo portfolio.
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que mede a variancia do retorno esperado. Cada ativo contribui tanto para compor o
retorno esperado quanto o risco total do portfélio.

Um dos principais pontos levantados por Markowitz é que a variancia de um ativo iso-
ladamente torna-se diferente quando este ativo é adicionado a uma carteira. Isso ocorre
devido a existéncia de correlacao entre as movimentacoes dos diversos ativos financeiros.
Investimentos com elevado grau de correlacao positiva oscilam da mesma forma diante de
adversidades economicas. Em contraste, ativos com correlagao negativa terao movimenta-
¢ao oposta em cenarios bons e ruins, de tal forma que a perda em um ativo é compensada
pelo ganho em outro. Deste modo, busca-se a diversificagao dos ativos no portfélio, com
o objetivo de reduzir a dispersao obtida com o investimento em um dos ativos por si so.

A parcela do risco que pode ser eliminada através da diversificagdo é denominada
risco préprio, ou nao sistemdtico (idiossincratico), em oposigao, a parcela do risco que
se mantém inalterada, nao importando o nimero de ativos que se inclua no portfdlio, é
chamada de risco de mercado ou nao diversificavel.

Em seu artigo seminal, Markowitz (1952)) destacou a importancia da diversificagao de
um portfélio e mostrou que, em portfélios envolvendo um grande nimero de ativos, a
variancia perde sua importancia quando comparada com as covariancias.

A covariancia entre dois ativos i e j (0;;) é uma medida de como os retornos destes
dois ativos se movem em conjunto. Assim, para mensurar o risco de um portfélio é levado
em consideragio a variancia (0?) de cada investimento e a covariancia entre os pares de
investimentos (o; ;), que s@o obtidos a partir da série histérica de retornos de cada ativo 1.
Assim, para cada ativo i, tém-se T' observacoes histéricas de retorno, onde ¢ corresponde
a medida de tempo utilizada na analise, a depender do tipo de dado disponivel. A série

historica dos retornos r;; pode ser representada matricialmente como:

1 0 Th

M = Do (2.6)

Com base na série histérica, podemos definir a covariancia entre dois ativos que compoe

o portfolio através da equacao:

Oij = l Z(Tz‘t - ,ui)(rjt - Mj) (2.7)
T
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Para um mesmo investimento, covariancia ¢é idéntica a variancia:
T
1
Oij = 7 > (rie — ) (rje — p5);
1

Ui,j = O"2 (28)

1

1 T
2 E : )2
Ui - T - (th Mz)

As variancias e covariancias dos n ativos podem ser reunidas em uma matriz ¥ da

seguinte forma:

011 O12 " O1n
021 022 - O2p

Y= (2.9)
On,1 071,2 R N

Onde o elemento na posicao 7,4 é a variancia do ativo ¢ e o elemento de posicao 1, 7,

para ¢ # j, é a covariancia entre o ativo i e j. A variancia do portfdlio é dada por:

o? =Var[R] = Z Z WW;0; (2.10)

i=1 j=1

Dado o conjunto de todas as possiveis carteiras que podem ser formadas a partir de n
ativos, a carteira que possui retorno maximo nao é a de menor variancia, assim o investidor
devera dispensar retornos mais elevados em prol de um menor risco ou incorrer em maior
risco caso deseje maior retorno esperado. Desse modo, para cada nivel de retorno esperado,
calcula-se a carteira de menor variancia, que pode ser encontrada resolvendo o seguinte

problema de minimizagao:

min n n
{wl,wg,...wn}g g ww;ot, j

i=1 j=1

s.a Zwi,ui =L (2.11)
i=1
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n
=1

Utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange, é possivel encontrar a fracao a

ser aplicada em cada ativo que fornece a carteira 6tima.

w* = (A\X) 'E[R] (2.12)

Onde o fator A\ é o multiplicador de Lagrange, que nos fornece o incremento no risco do
portfélio que o investidor estaria disposto a aceitar dado o aumento marginal do retorno.
Através dessa solucao, variando os valores de R,, é possivel representar em um espago
bidimensional Variancia x Retorno Esperado todas as carteiras geradas, que tera o formato
de uma hipérbole. Na parte superior dessa hipérbole estao as carteiras com menor risco
para cada nivel de retorno exigido, essa linha é chamada de fronteira eficiente. A Figura

[2.1] apresenta a Fronteira Eficiente de Markowitz:

0.16 | |

| Fronteira eficiente

0.15

0.14

0.13

Retorno esperado

0.12

0.1

| |
0.16 018 02 0.2 024 026
Risco do portfélio

0.1 '

Figura 2.1: Fronteira Eficiente de Markowitz

Na figura 2.1} a fronteira eficiente estd definida na curva que contém B, C e D, ou
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seja, da carteira de variancia minima global até a carteira de maximo retorno. Toma-se
como exemplo a comparacao entre os portfélios A e C, embora estejam praticamente no
mesmo nivel de risco, o portfélio C apresenta uma performance consideravelmente supe-
rior. Desse modo, o portfélio A é dito ineficiente, pois existem carteiras que apresentam
maior retorno para o mesmo nivel de risco. De maneira anédloga, portfélios que se encon-
tram internamente a curva também sao considerados ineficientes. O problema do portfélio
eficiente é encontrar todas as carteiras situadas ao longo dessa fronteira.

Conforme ja explicitado, para definir a fronteira eficiente é preciso determinar o re-
torno esperado E[R] e a variancia o de cada carteira. A equagao evidencia que para
calcular R, é preciso obter estimativa da variancia o7 de cada um dos ativos a serem
incluidos na carteira. Da equacao temos que além da estimativa da variancia de cada
ativo é preciso determinar estimativas da correlacao entre cada possivel par de ativos
considerado. Se n é o numero total de possiveis ativos analisados, devem ser calculadas
entdao n varidncias e (n(n — 1)n) /2 correlacdes. E necessério considerar também todas
as possiveis composicoes de porcentagens de aplicagoes aplicada em cada ativo, o que tor-
nou a implementacao do modelo de Média-Variancia inviavel, tendo em vista que este foi
apresentado em 1956. Nos anos que seguiram a publicagao do artigo de Markowitz, foram
desenvolvidos modelos que buscaram a simplificacao da quantidade e do tipo de dados
necessarios para efetuar a analise, bem como a simplificacao dos procedimentos computa-
cionais necessarios para o calculo das carteiras étimas. Um dos modelos apresentados na
literatura, que teve o intuito de simplificar a metodologia proposta foi o modelo de Indice

Unico.

2.2 MODELO DE INDICE UNICO E CAPM

Grande parte da pesquisa sobre otimizacao de carteiras concentrou-se no desenvolvimento
de métodos de implementacao da teoria proposta por Markowitz. [Bernstein (1993) cita
uma aplicagao dessa teoria realizada por Sharpe (1962) na qual foi utilizado o melhor
computador disponivel na época, o IBM 7090, que necessitou de 33 minutos para realizar
a otimizagao entre 100 ativos a um custo de US$ 300, o que tornava economicamente

inviavel a realizacao de demais simulacoes.

30 ntimero total de correlages distintas é n(n-1), mas como a correlagao de o ; = 0;; consideramos
(n(n — 1)n)/2 correlagoes.
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Embora esteja longe de ser uma limitacao para os computadores disponiveis atual-
mente, as dificuldades de se implementar o modelo de Média-Variancia por conta da
tecnolégica disponivel naquela época levaram Sharpe (1963) a desenvolver um método
simplificado, chamado Modelo de Indice Unico (MIU). O modelo parte da observagao
empirica de que quando o mercado sobe, a maioria das acoes tende a aumentar de preco
e, quando o mercado cai, a maioria das agoes vé seu preco diminuir. Sharpe propoe entao
que o retorno dos ativos nao estariam correlacionados entre si, mas sim com um indice
geral do mercado acionério. Elton e Gruber| (1997) derivam o modelo de Sharpe tendo

como ponto de partida a equagao basica para o retorno de um ativo:

Ri;=a; + BiRm (2.13)

Onde a; é a parte do ativo ¢ que é independente do desempenho do mercado, considerada
um variavel aleatéria; R, E| ¢ a taxa de retorno do indice de mercado, também considerada
uma variavel aleatéria; (3; é a constante que mede as alteracoes em R; dada uma mudanca
em R,,. A equagao decompoe o retorno de cada ativo ¢ como a soma de dois termos,
sendo uma parte determinada por movimentagoes do mercado e outra por caracteristi-
cas individuais do ativo, sendo portanto independente do mercado. Sharpe subdivide o
componente que independe do mercado a; entre seu valor esperado a; e um componente

aleatério e;. A equacao do retorno de cada ativo 7 pode entao ser escrita como:

No modelo de indice tnico, diferentes ativos se movimentam apenas através de uma

resposta comum ao mercado. Para modelar o problema desta forma, Sharpe supoe que:

1. o componente e; independente de e;, para todos os pares de ativos ¢ = 1,...,m e

j=1,...,n, para todo ¢ # j. Formalmente:

COV(@Z', €j> = %(eiej) =0 (215)

4Um indice de acdes é um indicador do desempenho de uma carteira tedrica de acdes. Os indices
tém por finalidade servirem como indicadores do comportamento médio do mercado ou de um segmento
econdmico especifico, como é o caso dos indices restritos e setoriais. E o referencial que indica se o mercado
estd em alta ou em baixa. Cada bolsa monta os seus préprios indices, formados por um conjunto de ativos.
Os dois mais importantes indices nos mercados de agoes global sao o indice Dow Jones e o S&P 500.
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2. as variaveis aleatérias R, e e; sao nao correlacionadas, de modo formal isso significa

que:

COV(es, Ry) — %(ei)(Rm ) =0 (2.16)

3. o termo e; tem valor esperado zero.

A partir destas simplificagdes, [Sharpe| (1963) deriva as equa(;()esﬂ do retorno esperado,

variancia do retorno e covariancia entre ativos i e j, que sao dadas respectivamente por:

E(R;) = j; = o + Bim, (2.17)

onde i, é o retorno esperado do mercado.

o} = Bloz, + 02, (2.18)

onde O' é a variancia do mercado.

Vij = Bipiol, (2.19)

A partir das expressoes derivadas por Sharpe e retomando-se a equagao fundamental do

retorno esperado de qualquer carteira (Equacao (2.5)), substituindo-se a expressao ([2.17))
em ([2.5)) obtemos:

i=1 1=1

De maneira analoga, retomando-se a equagao fundamental para variancia de qualquer

portfélio (Equagao (2.10) e substituindo-se pelas expressoes e - teremos:

o* =Var[R Z Z wyw; B B02, + Z w; (2.21)

=1 j5=1

Desta forma, o retorno esperado e o risco de uma carteira podem ser calculados desde

que se tenha uma estimativa de f3;, a; e o, para cada um dos ativos, além de estimativas

5Uma demonstracdo mais aprofundada dessas expressoes pode ser encontrada nos trabalhos [Fama
(1968) e [Elton e Gruber| (1977)).
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do retorno esperado (u,,,) e da variancia (¢2) do mercado. Assim, nao h4 necessidade de
que sejam realizadas estimativas diretas da movimentacao conjunta dos ativos, mas sim
de cada ativo com o indice de mercado. Portanto, o niimero de estimativas necessarias é
de 3n + 2, o que representa uma reducao significativa de estimacoes quando comparamos
com o modelo de Média-Variancia.

Elton et al. (2009)) definem o beta Bp e o alfa ap de um portfélio como uma média

ponderada dos f3; e a; de cada ativo individual. Assim:

Bp = Z w; B;
i=1

n
ap = E W; O
=1

Assim, as equagoes (2.20)) e (2.21)) podem ser escritas da seguinte maneira, respectiva-

mente:

E[R)] = ap + Byim (2.22)
0% = o2 + Z wio? (2.23)
=1

De maneira trivial, uma carteira pode ser diversificada simplesmente escolhendo uma
quantidade de ativos n suficientemente grande e dividindo o capital de maneira uniforme

entre os ativos, ou seja, fazendo:

1
w; = _7vi
n
O risco dessa carteira seria escrito como:
1/ L1
2 n2 2 2
o, = Bpo,, + - g —, (2.24)

Formalmente, quando o limite de n — oo a importancia da parcela proveniente dos
riscos proprios dos ativos tende a zero. Por outro lado, constata-se que existe uma parcela

remanescente de risco que nao pode ser eliminada pela diversificacao, pois esta ligada ao
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indice de mercado @ﬁ. Essa parcela do risco que nao pode ser diversificada é denominada
risco sistematico (EVANS; ARCHER)], 1968).

Das equacoes do modelo de indice tinico mostradas anteriormente, é importante no-
tar que tanto a covariancia dos ativos quando o préprio nivel de risco das carteiras, é
simplesmente combinacoes lineares ou produtos dos (8 individuais. Tal propriedade sera
fundamental na elaboragao de algoritmos Online que considerem o risco em sua formula-
¢ao. Essas propriedades serao exploradas na etapa de metodologia do trabalho.

O Capital Asset Price Model (CAPM) de |Sharpe| (1964)) e Lintner| (1965) é equivalente
ao modelo de indice tinico quando supoem-se que o fator comum aos ativos financeiros
sdo os excessos de retorno (ou perdas) do mercado em relacao a taxa livre de risco. O
intercepto do modelo é simplesmente a taxa livre de risco. Sob essas hipdteses e as
hipoteses econométrias do modelo de indice tinico, temos entao o modelo CAPM.

De maneira analitica, dado um portfélio ¢ e supondo um portfélio p com wy aplicado

na taxa livre de risco e w, = 1 — wy aplicado no portfélio ¢, teremos:

ER) =wsR;+ (1 —ws)E(R.) (2.25)

op = (1 —wy)o. (2.26)

Onde E[R,] e 0, representam, respectivamente, o retorno esperado e o desvio-padrao
do portfélio. Através das equagoes e [2.26], podemos escrever a relagao linear entre o

retorno esperado da carteira e o risco a ela associado como:

E[R,) = Ry + (MM, (2.27)
B[R] — Ry = Bi(E(Rim) — Ry) (2.28)
5 - cov(f;, R,,) (2.29)

Onde E(R,,) é o retorno esperado da carteira de mercado e Ry é a taxa de retorno do

ativo livre de risco.

6Medida de sensibilidade do ativo ¢ a movimentos do mercado
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Para estimar entao o 8 de determinado ativo, basta que o econometrista proceda
com uma regressao entre os retornos de determinado ativo, utilize a taxa livre de risco,
normalmente o yield de um ano para o mercado americano, e observe os retornos que
aproximam o mercado, sendo o S&P500 normalmente utilizado. Naturalmente existem
criticas ao modelo, sendo a que merece maior destaque a sensibilidade do § em relacao
ao periodo de estimacao. E razoavel supor que o risco de determinada empresa mude ao
longo do tempo, e que essa percepcao dos investidores seja muito dificil de prever.

Para incorporar esse aspecto, alguns autores propoem o uso de modelos estruturais
com o [ sendo uma varidvel latente no tempo. Isto é, nao sendo observado diretamente e
precisando ser estimado (CARMONA| 2014)). Para estimar modelos estruturais desse tipo,
uma ferramenta amplamente utilizada é a de filtros de Kalman, onde sob certas hipoteses
de normalidade das observacoes é possivel propor uma estrutura para a dinamica do
dos ativos e extrai-la com algoritmos de otimizagao (DURBIN; KOOPMAN| 2012). O
procedimento estd descrito na metodologia do trabalho.

A principal razao por considerar risco nesse trabalho, é que os algoritmos de otimiza-
¢ao online olham somente para o retorno das carteiras, mas naturalmente a decisao de
investimento em um ativo nao estd relacionada somente ao retorno total obtido, ha de
se avaliar o risco a ele relacionado, um vez que, é a combinacao desses dois fatores que
exercem efeito sobre o valor do ativo.

Essa relagao entre o retorno alcancado wversus risco incorrido pode ser estendida para
avaliacao do desempenho de carteiras. Para analisar o seu desempenho, torna-se necessario
comparar a carteira em questao com outras alternativas disponibilizadas no mercado. Até
meados de 1950, o consenso era o de que o desempenho deveria ser avaliado pelo retorno
obtido em um periodo, sem que houvesse um ajuste pelo risco. Estudos sobre a relagao
risco e retorno nos anos de 1960 contribuiram para o desenvolvimento do Capital Asset
Price Model (CAPM), proposto por [Sharpe (1964), e em artigos relacionados por Treynor
(1965)), [Lintner| (1965) e |[Mossin| (1966)).

A relacao entre o retorno e o risco no CAPM, existente na relagdo entre o retorno
de mercado e o do ativo objeto no cdlculo do beta (), construiu a base que estruturou
a teoria de andlise de investimentos e,mais especificamente, os métodos de avaliagao de
desempenho.

Sharpe| (1966) propos um indicador de desempenho de portfélios denominado Indice
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de Sharpe (IS), que ajusta o retorno ao risco. O IS é calculado pela razao entre prémio
pelo risco do portfélio e o seu desvio padrao, refletindo entdao o excesso de retorno por
unidade de risco total. Geometricamente, considerando um plano bidimensional, onde o
desvio padrao do portfélio (o,) é representado no eixo das abscissas e seus retornos (R,)
no eixo das ordenadas, o IS é igual a inclinagao da reta que liga a posi¢ao do portfélio a

taxa livre de risc} O indice de Sharpe é definido como:

1§ =" (2.30)

Onde R, é o Retorno do portfélio, Ry ¢ a taxa livre de risco e o, é o desvio padrao do
portfélio.

O IS indica qual a remuneracao da carteira por unidade de risco assumido, deste modo,
quanto maior o indice calculado, maior é a eficiencia. Mantidos os mesmos critérios de
analise entre diferentes carteiras, como periodo de tempo e numero de dados, o IS é
utilizado como ferramenta de apoio na tomada de decisao de investimento entre diferentes
carteiras, sendo amplamente utilizado na avaliacao de fundos de investimento dado sua
facilidade de implementacao e simplicidade.

Apesar da larga utilizacao do modelo proposto por Sharpe, este apresenta algumas
restricoes que devem ser consideradas em sua aplicacao seja para selecao ou classificagao
de investimentos. A primeira restricao deriva do fato de que cédlculo do IS nao incorpora
informagoes da correlagao entre os ativos, nao sendo sua utilizacao indicada quando se
deseja analisar a inclusao ou exclusao de novos ativos em portfélios nos quais ja foram
incorporados ativos com risco.

O modelo IS se baseia no retorno e risco esperados (ez-ante) e retorno nao-realizado
(ex-post). Tendo em vista as dificuldades de se estimar os valores esperados de maneira
confidvel, surge entao uma segunda restricao, de origem estatistica, razao pela muitas
implementagoes utilizam estatisticas passadas para avaliar o IS. Nesse caso, o especialista
deve determinar o tamanho da série utilizada de maneira a obter certo nivel de confianca
na estimacao.

Segundo [Sharpe (1994)), seu indice serve como ferramenta para avaliagdo de uma es-

TSharpe, (1964) define a taxa livre de risco apenas como “ preco do tempo, ou taxa pura de juros”.
Silveira et al|(2002) definem o conceito teérico de ativo livre de risco como aquele em que o investidor
sabe exatamente o valor que recebera ao final do prazo de investimento, sem possibilidades de nao
pagamento (defaut). Ainda segundo Silveira et al. (2002), na pratica, no mercado brasileiro, uma
possivel aproximagao para a taxa livre de risco seria o Certificado de Depésito Interbancério (CDI).
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tratégia de investimento zero, correspondente ao retorno da arbitragem entre algum ben-
chmark e o portfélio que esta sendo avaliado. Assim, o IS pode ser interpretado como a

arbitragem entre a taxa de juros livre de risco e o portfélio avaliado.

2.3 MEDIDAS DE RISCO EM SELECAO DE PORTFOLIOS

Uma das questoes centrais no processo de selegao de portfélio é a escolha de uma medida
de risco adequada para mensurar a variabilidade associada a uma carteira. Essa medida,
portanto, deve ser capaz de capturar os efeitos dos diversos fatores que induzem risco a
posicao do investidor, tarefa que nem sempre pode ser realizada pela analise da dispersao
da distribuicao dos retornos.

A importancia da medida de risco no problema de selecao de portfélios torna neces-
sario, neste momento, uma breve conceituagao. Artzner et al.| (1999)) definem risco como
um conceito relacionado com a variacao do valor futuro de uma carteira, um vez que
apenas valores no futuro estao sujeitos a incertezas relacionadas a oscilagoes do mercado.
A medida de risco deve ser capaz de capturar a variabilidade associada ao valor futuro de
um portfélio mantido pelo investidor em um periodo qualquer e nao deve servir somente
para que o investidor determine o nivel maximo de risco que deseja ocorrer (ARTZNER!
et al., [1999).

Neste sentido, retornando ao modelo de Média-Variancia, algumas restrigoes podem
ser identificadas. [Fabozzi et al| (2007) destacam que o uso de uma medida de dispersao
simétrica em torno de um valor fixado penaliza da mesma forma desvios positivos e ne-
gativos em relacao a este valor, acarretando na punicao tanto de retornos abaixo do valor
esperado, que nao sao desejados pelo investidor, quanto aqueles acima desse valor, que
certamente sao objeto de interesse. Nesta mesma linha, Jobson e Korkie (1981)) enumeram

dois pontos onde o modelo pode falhar:

1. Nao propoe uma forma segura de estimacao para a média e a variancia do retorno

dos ativos; e

2. As previsao da média e variancia do retorno da carteira nao sao realizadas de forma

segura.

O risco sobre o retorno pode ser tratado como uma varidvel aleatéria, Markowitz

utiliza o segundo momento da distribuicao, a variancia do retorno, como indicador para
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definir o grau de exposigao ao qual o ativo estd submetido. Jondeau e Rockinger| (2006])
afirmam que somente quando se estd trabalhando com funcoes de utilidade particulares
e pouco aderentes a realidade é que os momentos de alta ordem da distribuicao podem
ser desconsiderados. |Samuelson| (1970)) e Rubinstein| (1973)) afirmam que para considerar
a simplificacao dos momentos de ordem superior na selecao de carteiras, pelo menos uma

das condigoes abaixo deve ser obedecida:

1. Os retornos seguem uma distribuicao normal ou a fun¢ao de utilidade do investidor

é quadratica;
2. A derivada da funcao de utilidade é zero apés o segundo momento; e

3. A variancia da distribuicao é zero.

Paralelamente, [Fishburn| (1977) propoée um modelo que considera somente o perfil
da cauda esquerda da distribuicao para o célculo dos momentos, assim somente retornos
inferiores ao valor esperado sao empregados no calculo do risco. Nessa mesma linha, outra
medida de risco amplamente utilizada pelo setor financeiro é o VaR (Value at Risk). O
VaR é a avaliacao da potencial maxima perda que um investidor estaria exposto em
um dado horizonte de tempo, para um intervalo de confianga especificado (« nivel de
confianga), ou seja, tenta resumir em apenas um nimero a perda méxima esperada dentro
de um horizonte de tempo, para um certo grau de confianca estatistica. O VaR pode
ser interpretado como a quantia em que as perdas nao irdo exceder em (1 — )% dos
cenarios. Em linhas gerais, o VaR de um portfdlio representa um quantil superior da
perda estimada da carteira (ou, um quantil inferior do retorno). Segundo |Acerbi e Tasche
(2002)), a definigao formal de VaR remete a defini¢ao de quantis: se X ¢ a variavel aletdria

que representa os retornos de um portfélio, o VaR,(X), X € (0,1) é escrito como:

VaR,(X) = —Q%(X) = —sup{z € RIP(X) < a} = —inf{zr e RIP(X <z) > a} (2.31)

onde Q*(X) é o a-quantil superior de X.
Se denotarmos a fungao de distribuicao de probabilidade de X como F(z) = P(X < x),

teremos:

VaR.(X) = —F*(a) (2.32)
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onde < (X) =inf{r € RIP(X < z) > a} é a fungdo inversa generalizada da fungao
de distribuigao F'.

De acordo com Hull (2006)), a larga utilizacdo do VaR se deve ao fato de que este é
de simples interpretacao e pode ser aplicado em uma vasta gama de ativos financeiros,
servindo como uma base de comparacao para diferentes tipos de carteiras. |[Fabozzi et
al. (2007) e |Ghaoui et al. (2003) aplicaram o VaR em problemas de selegao de portfdlios
gerando modelos que procuram otimizar a relacao entre o retorno esperado de uma carteira
e o seu VaR.

Embora o VaR seja uma medida amplamente utilizada no mercado financeiro, ele
sofre algumas criticas no mundo académico. Segundo |[Krokhmal et al. (2002), existem
dificuldades para implementa-lo por modelos de programacao matematica uma vez que
o VaR nao possui propriedades desejaveis, como diferenciabilidade e convexidade. Outra
critica é o fato de nao apresentar a propriedade de subaditividade, isto é, o VaR de uma
combinagao de varidveis aleatorias pode ser maior do que a soma de cada uma delas
individualmente, fazendo com que o VaR nao seja uma medida de de risco dita coerente.

A dificuldade para implementagao de um modelo computacional do VaR e as des-
vantagens inerentes as propriedades que este apresenta quando utilizado como métrica
para mensuragao do risco de portfélios fizeram com que o Rockafellar e Uryasev] (2000))
realizassem algumas adaptacgoes. A partir do trabalho desses autores surgiu, entao, o
CVaR (Conditional Value at Risk), uma medida de risco que busca corrigir as deficiéncias
apresentadas pelo VaR e que dificultam sua aplicacao em alguns contextos.

O CVaR é uma medida que indica a perda média que excede o VaR, ou seja, dada
uma probabilidade «, 0 CVaR é definido como a média dos retornos menores que o quantil
(1 — a) da distribuigao dos retornos. Se todos os cendrios tem a mesma probabilidade de

ocorréncia, o CVaR é computado como o retorno esperado dos (1 — «)% piores cendrios.

O CVaR de nivel « pode ser formalizado como (ACERBI; TASCHEL 2002):

CVaRy =~ (BIXT wgeim] + Q' (X)(0 ~P(X < QX)) (233)

Se F(X) é uma fungao continua, entdo P(X < Q%(X)) = «, e a expressao pode ser
escrita como:
1
CVaRa(X) = ——(E[XT(—o000(x))]) (2.34)

«
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Para um melhor entendimento das vantagens e desvantagens do CVaR em relacao ao

VaR, é necessario apresentar o conceito de coeréncia de uma medida de risco.

2.3.1 MEDIDAS COERENTES DE RISCO

Existem diversas metodologias para estimagao do risco de um portfélio, cada uma delas
possui caracteristicas e propriedades particulares, e nem todas sao capazes de capturar os
diversos fatores de risco envolvidos na posicao de um investidor. Na secao descrevemos,
por exemplo, as limitagoes da variancia como medida de risco, uma vez que penaliza da
mesma forma retornos acima e abaixo do retorno esperado, o que viola um dos principios
basicos do processo decisorio de um investidor racional.

Neste contexto, |Artzner et al.| (1999) define algumas propriedades bésicas que qualquer
medida de risco deve possuir, afim de que obedecam os principios que norteiam o processo
de decisao de quaisquer investidores. Esses principios sao definidos em um conjunto de
axiomas que caracterizam uma medida de risco coerente, os quais sao apresentados a

seguir:

1. Monotonicidade: X € M(m), X > 0= p(X) <0

O axioma da monotonicidade indica que quando nao h4 risco de perda (X > 0), a

medida de risco nao pode ser maior que zero.

2. Sub-aditividade: X, Y, X +Y € M(m) = p(X +Y) < p(X) + p(Y)

A sub-aditividade garante que o risco de um portfélio seja sempre menor ou igual ao
risco da soma individual de cada um dos ativos que o compoe. Em outras palavras,

a diversificagao tem a capacidade de reduzir o risco de um portfélio.

3. Homogeneidade positiva: X € M(m), A € R = p(AX) = A\p(X)

Este axioma determina que um aumento da quantidade de capital investida em um
portfolio resultard em um aumento do risco na mesma proporcao do aporte, ou seja,
multiplicar a posicao do portfélio por um escalar ird multiplicar o risco por este

mesmo escalar.

4. Invariancia a translacao: X € M(m),k € R = p(X + k) = p(X) — k
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A invariancia a translacao significa que adicionando ou subtraindo uma quantidade
certa k a variavel aleatéria X, a medida de de risco aumenta ou diminui em k

unidades.

As propriedades postuladas por Artzner et al. (1999) refletem teoremas e principios funda-
mentais de Financas e Estatistica, sendo assim, a utilizacao uma métrica que nao atenda
alguma das propriedades postuladas podera acarretar em consequéncias indesejadas ao
processo de selecao de portfélios e gestao de riscos.

Sob o prisma desses axiomas, Artzner et al| (1999) demonstraram que a estimagao
do risco através da variancia falha ao infringir a propriedade da monotonicidade, um vez
que as distribuicoes sao comparadas somente em termos da dispersao que cada retorno
apresenta relativamente as respectivas médias, mostrando-se assim conceitualmente ina-
dequada para uso pratico. Do mesmo modo, |Artzner et al.| (1999) demonstraram através
de exemplos praticos que o VaR embora seja invariante por translagao, positivamente
homogéneo e monotonico, nao apresenta sub-aditividade, pois, em alguns casos, a medida
leva a resultados em que a diversificagao aumentaria o risco, mostrando-se inapropriado
para gestao do risco de carteiras de investimento.

Assim, conforme mencionado na segao , Rockafellar e Uryasev| (2000) propuseram
uma métrica para corrigir as deficiencias do VaR, o CVaR, que, por defini¢ao, corresponde
ao valor esperado da distribuicao da perda da carteira, condicionado ao fato de que a perda
seja superior aquela implicita no VaR da carteira para um dado nivel de confianga (1 — ).
Em seu trabalho, Rockafellar e Uryasev| (2000) demonstraram que o CVaR é uma medida

de risco coerente, uma vez que obedece aos quatro axiomas postulados por Artzner et al.

(1999).
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3 OTIMIZACAO DE PORTFOLIOS ONLINE

Objetiva-se neste capitulo apresentar estratégias que podem ser utilizadas visando a re-
solucao dos modelos de determinacao de carteira 6étima. Na secao faremos uma breve
contextualizacao sobre otimizacao convexa online e definimos a funcao de custo Regret.
Em seguida, na segao [3.2] descrevemos uma estratégia de investimento chamada de Cons-
tant Rebalanced Portfolio (CRP). Na secao apresentamos a formalizacao do modelo de
otimizacao de portfélios. Entao, na secao [3.4] apresentamos alguns procedimentos utiliza-
dos para otimizacao online, restringindo nossa anélise aos algoritmos Universal Portfolios,
Successive Constant Rebalanced Algorithm, Fxponential Gradient Algorithm, Online Gra-

dient Descent e Online Newton Step.

3.1 OTIMIZACAO CONVEXA ONLINE

Otimizacao é o processo de, dado um espago de busca, restrito ou nao, encontrar de forma
sistematica o 6timo da chamada funcao objetivo de interesse. Em geral, este processo é
conduzido de maneira automatizada através de algoritmos que possibilitam encontrar a
solugao 6tima sem a necessidade de uma busca exaustiva da regiao factivel. Encontrar o
6timo global de uma funcao objetivo nao convexa pode ser um problema de dificil solucao.
Na pratica, nao ha garantias de que, com algoritimos eficientes, o 6timo global de qualquer
classe de problema sera encontrado, sendo esta a razao pela qual se torna tao importante
o estudo da otimizacao convexa, um vez que, problemas que podem ser formulados como
um problema de otimizacao convexa podem ser solucionados de maneira eficiente.

Um conjunto C' é convexo se um segmento reta definido por qualquer par de pontos
pertencentes a C' reside em C, isto é, para qualquer z, x5 € C' e qualquer 6 variando no

intervalo 0 < 0 < 1, teremos:
Ox1+ (1 —0)zy € C.

Para um conjunto convexo C' uma funcao f : C' — R é convexa se para qualquer x;



39

x9 € C e €0,1], tenhamos:

0f(z1) + (1= 0)f(x2) > f(Oz1 + (1 — 0)2)

Um problema de otimizacao convexa pode ser formulado como:

min fi(z)t=1,..,T
s.a ge(z) >0,k=1,...,m (3.1)

hi(z) =0,i=1,...,p,

Onde f; é a funcao objetivo convexa, g sao fungoes de restricao de desigualdade e h;
sao fungoes de restrigao de igualdade.

Pode-se definir o problema de otimizacao convexa online como sendo uma sequéncia
de fungoes convexas f1, f2, f3, ..., f onde para cada periodo t = 1,2,...,T adota-se uma
estratégia x; pertencente a um espaco de solucao convexo S, C R" e S,, é formado pela
intersecao do conjunto de restri¢oes de igualdade e desigualdade tal que g sejam funcoes
convexas e h; sejam transformagoes afim na forma al x — b;.

Para definir a estratégia z; observa-se fi(z1), fa(22), ..., fi—1(x:—1) e apos selecionar x;
observa-se fi(x;). Vale ressaltar que as fungoes objetivo podem variar a medida que ¢
varia, desde que se mantenham convexas. Assim, nao podemos esperar que o algoritmo
escolha o vetor z; tal que f; seja minimo pois a fungao f; ainda nao foi revelada. Os
algoritmos online nao buscam por uma solucao étima global e sim por certos objetivos,

neste caso a minimizacao da fungao custo denominada Regret é definida na forma:

T T
Regret = Z filzy) — Hensn Z fi(z) (3.2)
t=1 " t=1

O Regret pode ser entendido como a diferenca entre o custo do algoritmo online e o
custo da estratégia utilizada como referéncia, como por exemplo, um algoritmo offfine.
O termo Zle fi(zy) é a estratégia que o algoritmo online utiliza em cada iteragao t e o
termo Heusn Zthl fi(x) é o custo da solugao estética de referéncia = € S,, até T.

rTEon

Os algoritmos de otimizacao online que tentam minimizar o Regret para o problema

de carteira 6tima utilizam como referéncia uma estratégia de investimento denominada

Constant Rebalanced Portfolio (CRP) que serd descrita com maiores detalhes na secao
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seguinte.

3.2 CONSTANT REBALANCED PORTFOLIO

Encontrar o portfélio de maxima riqueza absoluta dentro do mercado é uma tarefa bas-
tante ambiciosa(HAZAN; ARORA| 2006), assim, o que buscamos é minimizar a distancia
entre o portfélio escolhido pelo algoritmo online e o Constant Rebalanced Portfolio (CRP)
tal como proposto por |Cover| (1991)).

Devido as movimentacgoes diarias do mercado financeiro, o portfélio apresentara uma
alocacao diferente da alocacao de ativos original. O CRP é uma estratégia de investimen-
tos na qual o portfdlio é rebalanceado de tal forma que a proporcao destinada a cada um
dos ativos na carteira original é preservada.

Dochow| (2016]) constréi a formalizagdo do CRP de maneira bastante didatica. Seja
{A, Ay, ..., An}E] o conjunto de todos os ativos presentes em um portfélio, Y, a quan-
tidade inicial de acoes de cada ativo i, Y;; a quantidade de ag¢oes do ativo ¢ no tempo ¢,

pi 0 preco do ativo ¢ no tempo ¢, a riqueza W, no tempo ¢, pode ser obtida através da

seguinte equacao:

Wi = sz‘tyz‘t (3.3)
i=1

A quantidade de agoes em cada ativo i no tempo t pode ser calculada por:
Yie = Yig—1) + v (3.4)

Onde y;; é a quantidade de acoes i negociadas em t. Se y; > 0 entao agoes de ¢ foram
compradas, se y; < 0 agoes de ¢ foram vendidas e se y;; = 0 nao houveram transagoes.
Considerando um horizonte de tempo 7 = 1,...,T, o nimero de agoes do ativo i

presente no portfélio sera dado por:

T
Yir = Y™+ Z Yit (3.5)

t=0

!Considera-se um mercado com n ativos homogéneos e perfeitamente divisiveis.
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Entao, a riqueza no final do horizonte de tempo 1" podera ser calculada como:

n T
Wr = ZpiT (YZWC + Z yit) (3.6)
i=1 t=0

O percentual b;; do portfolio mantido em cada ativo ¢ no tempo t é definido como:

Yi—1)Dit—i)

bi —
t Wiy

(3.7)

Onde > | by = 1. Combinando as equagoes e , a proporcao destinada a cada

ativo b;; no instante 7, para o horizonte de tempo 7 = 1,...,T, pode a ser escrita como:

(Y;ch + Z;ol yit)pi(ffl)
Wi-y

Em um portfélio CRP, a cada periodo de tempo t sao realizadas operacoes de compra
e venda de ativos de forma que o percentual de riqueza b;; = b;41) para todo instante
de tempo t e todo ativo 7 pertencente ao portfolio, isto é, o percentual da riqueza W

destinado a cada ativo permanece constante ao longo do tempo. Entao,

(Y;znzc + 2;1 yit)p” _ (YZ““C + 2;01 yit)pi(Tfl)
W, W(‘rfl)

(3.9)

Li e Hoi (2015) mostram que uma estratégia baseada no CRP pode ser representada
por um vetor b} = {by,bs,...,b,}, assim, a riqueza final de um portfélio CRP pode ser

calculada como:

T

f(CRP(®)) =]]p" (3.10)

t=1
Onde ry é o vetor que contém o retorno de cada um dos ativos ¢ no tempo t. Assim,
o CRP étimo offline é definido de maneira formal por:

T
b* = arg max f;(CRP(b)) = arg max = H (b'ry) (3.11)

bT Sy, beSy, oy
A funcao que se deseja maximizar é convexa, podendo entao ser resolvida de maneira
eficiente. O vetor b* é chamado Best Constant Rebalanced Portfolios (BCRPs). |Cover
(1991) demonstrou que o BCRP é a melhor estratégia em um mercado independente e

identicamente distribuido (i.i.d), superando estratégias como Uniform Constant Rebalan-



42

ced Portfolio (UCRP),Best Stock (BS), Dow Jones Industrial Average Index (DJIA) e
Value Line (VL).

3.3 DEFINICAO FORMAL DO MODELO

A formalizacdo do modelo apresentado nesta secao foi baseada no trabalho de Hazan e
Aroral (2006)).

O problema de selecao de portfélios online procura uma estratégia de investimentos que
permita a um investidor maximizar sua riqueza, distribuindo-a em um conjunto de ativos
financeiros, sem conhecimento sobre os retornos futuros ou utilizacao de pressupostos
estatisticos sobre o comportamento dos ativos.

Os primeiros estudos sobre esse tipo de modelo comegaram na década de 1950 com
(KELLY],|1956) seguido por (BELL; COVER] [1980) e (BELL; COVER]|1988) (ALGOET;
COVER] [1988)).

Assim como exposto na segao [3.1] os algoritmos de otimizagao online nao buscam por
solugoes Gtimas e sim por certos objetivos, como por exemplo, minimizar a funcao de
custo Regret, que pode ser entendida como a diferenca entre o custo do algoritmo online
e o custo de alguma estratégia utilizada como referéncia. No caso do problema de sele¢ao
de portfélio a estratégia de referéncia é o CRP como definido em |Cover| (1991)).

Em cada periodo de negociacao t, para t = 1,...,T, um investidor observa um vetor
de retornos r;, onde cada componente r; é o retorno da acao ¢ no tempo ¢t com preco de
fechamento até t — 1. O vetor b, contém a proporcao aplicada em cada um dos n ativos.
A riqueza de um portfélio aplicado em by, considerando somente um periodo, pode ser
calculada pelo produto interno b/ r;. Apés T periodos a riqueza acumulada é dada pelo
Hthl(th r;). Tomando o logaritmo da evolucao da riqueza tém-se a taxa de crescimento
ZL log(b/r;). Da mesma forma, tomando-se o logaritmo da riqueza de um portfélio
que utiliza a estratégia de investimento CRP, com b € S,,, tem-se a taxa de crescimento
logaritmico 3, log(b'r;).

O CRP 6timo offline, que ja foi definido na secao anterior como o argumento b* que

maximiza a riqueza, pode ser escrito entao como:

T
b* € arg maXZlog(bTrt) (3.12)

besS, —1
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O Regret de um algoritmo online que seleciona os portfélios b, para t = 1,...,T, é

dado entao por:

Regret(Alg) = Zlog ((b*)ry) Zlog (b, ;) (3.13)

Desta forma, o algoritmo online tenta minimizar a distancia entre o portfélio b; e o
CRP 6timo ou BCRP. Segundo [Hazan e Arora (2006), espera-se de um portfélio sele-
cionado por um algoritmo com baixo Regret o mesmo comportamento assimptético do
BCRP. Cover| (1991) propos um algoritmo para selegao de portfélio com Regret O(nlogT)
mas que com tempo de execugao exponencial, calculando o portfélio b, em Q(7™). [Helm-
bold et al.| (1998)) propuseram um algoritmo com tempo de processamento linear O(n), mas
com Regret sub-6timo de O(y/T logn). [Hazan et al. (2006) apresentaram um algoritmo

computdvel em tempo quadratico O(n?) com Regret logaritmico O(nlogT).

3.4 APLICACOES

Na literatura atual existem diversas abordagens para adaptar algoritmos de otimizacao
online para solucionar problemas de alocacao de portfélio. O ponto em comum sao que as
informagoes sobre os retornos passados sao utilizadas na tomada de decisao para alocagao
do periodo seguinte (b(41)). Este trabalho restringiu sua andlise aos algoritmos cuja
estratégia de alocacao é classificada como Follow-the- Winner. De acordo com Hazan et
al.| (2016)), estes sao mais aplicdveis ao contexto de selecao de portfélios, além de possuirem

demonstracao matematica formal do Regret alcancado.

3.4.1 UNIVERSAL PORTFOLIOS

O ezpert pode ser entendido como um investidor ficticio que participa do mercado com
uma estratégia arbitraria e riqueza inicial W, = 1. Assuma que existem w = 1,...,€)
experts e cada um utiliza sua estratégia. Deixe a riqueza do periodo de negociagoes t ser
denotada por W. Se o expert estd usando como estratégia um portfolio rebalanceado
com uma estratégia de alocacao fixa b“, entao a riqueza do portfélio do expert no tempo
t é denotada como W,(b).

Tendo em vista o grande ntimero de possibilidades de portfélios constantes que podem

ser construidos, na pratica, o que ocorre é a discretizacao do dominio que passa a ser
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representado, de forma aproximada, por uma reuniao de um numero finito €2 de portfolios,
cada portfolio b¥ neste dominio é chamado entao de expert. Durante todo horizonte de
investimento cada portfélio b¥ mantém sua estratégia de alocagao b constante e precisa

ser escolhido dentro de um simplex de tal forma que:

B, = (beR”:bizo,Zbi—l> (3.14)

i=1

Para determinar a proporcao de riqueza que sera destinada ao ativo ¢ o UP leva em
consideragao a riqueza corrente no periodo de cada um dos ezxperts Wy e a fracao de
¢ no portfélio b¥. A ideia é que se uma acao é mais benéfica do que outras, entao os
experts que tem maior percentual de seu portfélio aplicado nessas acoes poderiam gerar,
na média, maior riqueza no periodo do que os experts que aplicaram menor percentual de
seu portfolio nessas acoes.

Formalmente, em um simplez continuo B,, o UP seria dado por:

B J bW, (b)db

bil =l 3.15
(t+1) f Wt<bb) ( )

Se o simplex é discreto, tal que existem ) experts, entao a propor¢cao do UP para o

ativo 1 com ¢ = 1, ...,n é dado por:

pr | Lam bIWA()
1(t -
S0 W)

O algoritmo [1| apresenta o pseudocédigo do UP para o caso discreto

(3.16)

3.4.2 SUCCESSIVE CONSTANT REBALANCED ALGORITHM

O algoritmo Successive Constant Rebalanced Algorithm (SCR) foi introduzido |Gaivoronski
e Stellal (2000). Assim como o algoritmo UP, o conjunto de solugoes vidveis é discretizado
e que passa a ser representado por uma reuniao de um numero finito €2 de portfolios
possiveis, cada portfélio b¥ neste conjunto é chamado de ezpert. A estratégia de cada um
dos experts b mantém uma alocacao b constante e é selecionada dentro de um simplex.
Baseado em uma estratégia do tipo Follow-the- Winner, o algoritmo escolhe sempre o

melhor expert até o periodo de negociacao t. Formalmente, a alocacao do portfélio é
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Algoritmo 1: Algoritmo Universal Portfolio

1 inicio
2 sum 0
3 paraw =1 até ) faga
4 ‘ sum <— sum + Wy(b*);
5 fim para
6 para i =1 até n faga
7 wSum < 0;
8 para w =1 até () faga
9 \ wSum < wSum + bYW (b*);
10 fim para
11 Di(er1) 4 ot
12 fim para
13 retorna b, 1)
14 fim

definida como:

by = arg max W,(b) (3.17)
be%’ll

O pseudocddigo do algoritmo SCR é representado pelo [2] e é baseado na representacao

fornecida por Dochow (2016)).

Algoritmo 2: Algoritmo Successive Constant Rebalanced Algorithm

1 inicio

2 wBest « 1;

3 W Best < 0;

4 paraw =1 até () faca
5 se W;(b¥) > W Best entao
6 wBest + w

7 W Best < W (b)
8 fim se

9 fim para

10 by < beBest

11 retorna b, 1)

12 fim

3.4.3 EXPONENTIAL GRADIENT ALGORITHM

Helmbold et al.| (1998) propuseram o Ezponential Gradiente Algorithm (EG) que possui

complexidade de tempo linear por ativo. Ao contrario dos Universal Portfolios e Follow-
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the-Leader, que se baseiam na informacao do expert, o EG se baseia em informagoes de
) Y
primeira ordem.

O retorno obtido por um portfélio em cada periodo pode ser calculado como:

W, -
t W(t_l) ; tVit ( )

Onde z; pode ser interpretado como o acréscimo ou decréscimo da riqueza em cada

um dos periodos de negociacao. A informacao de primeira ordem sera dada entao por:

i Olnxzy 1y

L Obi B Tt

(3.19)

Um valor ©¢ > 1 indica que a performance do ativo ¢ durante o perfodo ¢ foi melhor do
que a alocagao corrente do portfélio b;. Do mesmo modo, ©! < 1 indica que a performance
do do ativo ¢ foi pior do que a alocacao by.

Partindo de uma alocacao arbitraria b, € B, a alocacao para b1y ¢ baseada na
alocagao corrente by, calculando as informagoes de primeira ordem. A ideia do EG §é,
se o retorno do ativo ¢ no periodo de negociacao t é maior do que mudanca da riqueza,
calculada pela equacao [3.18], entao a proporcao do portfélio destinada ao ativo ¢ para t+1
deve ser aumentada. A taxa de aprendizagem 7 regula a intensidade dessa mudanca de

posigao no portfélio. Dessa forma, Dochow| (2016]) define o EG como:

b; exp (7]@1)
B _ . t 3.20
i(t+1) Z?:l bit exp (7]@%) ( )

parat = 1,....,n. No caso extremo em que n = 0, a proporcao definida em ¢ = 1 se man-

tém constante para os periodos subsequentes. O Algoritmo [3] apresenta o pseudocédigo

do EG, baseado em [Dochow (2016)).

3.4.4 ONLINE GRADIENTE DESCENT

Introduzido por Zinkevich| (2003)), assim como o algoritmo EG, o Online Gradient Descent
(OGD) utiliza informacao de primeira ordem. [Zinkevich (2003)) enumera que existem duas
vantagens para utilizacao deste algoritmo. A primeira é que a descida gradiente talvez
seja o algoritmo mais simples adaptado para otimizacao convexa online, sendo de facil

entendimento e interpretacao. Em segundo lugar, é mais geral do que a configuracao
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Algoritmo 3: Algoritmo Fzxponential Gradient
Entrada: EG(n)

inicio

sum <0

para i =1 até n faga

isum(i) + exp(
sum <— sum + isum(7)
fim para
para i =1 até n faga
‘ bigr1) ¢ "
fim para
10 retorna b

© 0w N O oA W Ny =

11 fim

dos algoritmos baseados nos experts, na medida em que pode lidar com uma sequéncia
arbitraria de funcgoes, apresentando, em geral, melhor desempenho do que os algoritmos
baseados nos experts. Baseado no método de otimizacao pela descida do gradiente padrao,
a cada iteragao, o ponto escolhido pelo algoritmo é o ponto ¢ — 1 mais um multiplo do

gradiente da funcao de custo t — 1.

by = g(bi—1 +nV fi_1(bi—1))

Com IlIg sendo a estratégia adequada de projecao. Adicionar um multiplo do gradi-
ente anterior pode levar a uma solucao que esteja fora do conjunto de solugoes viaveis.
Nesses casos, a projecao Ilg leva o ponto de volta para o conjunto convexo mais préximo,
minimizando a norma euclidiana Ilg(y) = arg min ||z — y||.

rESH
Apesar do fato de que a préxima funcao de custo pode ser completamente diferente de

todas as que ocorreram até o momento, o Regret alcancado pelo algoritmo é sublinear,

como demonstrado no seguinte teorema enunciado por |Zinkevich (2003).

Theorem 3.1 (Zinkevich, 2003, p.3). O algoritmo Online Gradient Descent com tamanho

do passo ny = %Z tem o sequinte regret bound, para todo T' > 1:

Regret7y(OGD) = Z filzy) — nelgn th(x) < 3GDVT

t=1

O algoritmo [4] apresenta o pseudocddigo do OGD.
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Algoritmo 4: Algoritmo Online Gradient Descent
Entrada: OGD(n)

1 inicio
2 b1 — %
3 parat =2 até T faga
4 by = Ils(bi—1 + 7 -1y (be—1))
(o pren)
5 fim para
6 Onde Tlg(y) = arg min ||z — y|
T€S
7 retorna b
8 fim

3.4.5 ONLINE NEWTON STEP

Comparado ao algoritmo EG, o Online Newton Step (ONS), proposto por |Agarwal et
al.| (2006), leva em conta adicionalmente informagoes de segunda ordem. Partindo da

equacao |3.18] a informacao de segunda ordem é dada por

2
o _ O%ln xy  ryry
i —

= = 3.21
6b@-t3bjt .CC% ( )

e pode ser interpretada como a combinacao da variacao de precos dos ativos i e j para
i,7 = 1,...,n em relacao ao quadrado do retorno obtido pelo portfélio no periodo ¢t. Um
valor @ij < 1 indica que uma carteira igualmente ponderada contendo somente os ativos ¢
e A; apresenta melhor desempenho do que o portfélio selecionado para o periodo corrente
b.

Ao combinar as informagoes de primeira e segunda ordem, o algoritmo se comporta de
forma similar ao método de Newton-Raphson, levando para a estratégia 6tima de forma
mais rdapida, uma vez que computa a informacao de segunda ordem na atualizacao da
posicao da carteira.

Conforme exposto por Hazan e Arora (2006]), no problema de alocagao de portfélio,
é necessario computar a informacao de primeira ordem de forma acumulada do periodo
7 = 1,...,t onde cada gradiente é dado pela expressao[3.19} Apds isso é necessério construir

a matriz A; dada por:

1 _Ztrzl @%1 O_Ztrzl @%n
A= P : (3.22)

0—Yt_ O .. 1-3"_  om
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A alocacao 6tima para o tempo t é dada entao pela inversa da matriz A; pré multipli-

cada pelo gradiente acumulado conforme a equacao de atualizagao a seguir:

IR IDETID D CH

01+ 5) a2, O]

Onde S e 0 sao parametros do algoritmo, descritos com maiores detalhes por |Li e Hoi
(2014)E|. Vale ressaltar também, que ao contrario do EG, nao temos garantia de que a
nova estratégia de alocacao ird respeitar o espago de solucoes vidveis *B,,, e portanto é
necessario realizar a projecao da mesma maneira que no algoritmo OGD. A diferenca é
que nesse caso a norma utilizada é induzida pela matriz A. Esse problema esta formulado

da seguinte maneira:

bgfﬁ = arbg éﬂin(ot - b)TAt(Ot —b) (3.24)
[SPFY

Hazan e Aroral (2006) demonstraram que o algoritmo acima possui Regret sublinear,

com o seguinte bound superior:

Theorem 3.2 (Hazan e Arora,2006,p.11). O algoritmo Online Newton Step tem o se-

gquinte regret bound:

1
Regret(ONS) < 5(5 + GD)nlogT

2Este 8 é6 um parametro de ajuste do algoritmo ONS e nao deve ser confundido com com o 8;, que é
a constante que mede as alteracoes em R;.
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O algoritmo |5| apresenta o pseudocddigo do ONS.

Algoritmo 5: Algoritmo Online Newton Step
Entrada: ONS(g, §)

1 inicio

2 para ¢ =1 até n faga

3 para j = 1 até n faga
4 Calcule ¥/

5 fim para

6 fim para

7 Calcule A"

8 para i = 1 até n faga

9 ‘ Calcule oy
10 fim para

n | b= ac}ge;nm< Sy aii (o — bi) + 2300 Y00 af (04 — bi) (01 — bj))
12 retorna b.) =b
13 fim

Segundo Hazan et al.| (2016), os algoritmos OGD e ONS sdo o estado da arte no
contexto de selecao de portfolios online, pois ambos sao eficientes computacionalmente e
possuem garantias formais de Regret sublinear. Entretanto, tal como destacado anteri-
ormente, a abordagem atual nao leva em consideracao a estrutura de risco do portfélio
construido e apesar do bom desempenho em termos de retorno, muitas vezes o portfélio
assumido apresenta uma tendéncia de concentracao em poucos ativos, o que, em geral,
representa uma maior exposicao ao risco.

Na préxima secao apresentaremos duas diferentes alternativas para que o risco seja
considerado na construcao dos portfolios. Na primeira delas, o risco sera incorporado
através da imposicao de um limite maximo de investimento por a¢ao ou nimero minimo
de acgoes no portfolio. A segunda se dara através da composicao do risco da carteira
utilizando o modelo CAPM (calculando o () das carteiras, e limitando esse /3 a uma faixa

pré-estabelecida de valor.
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4 ANALISE EXPERIMENTAL E RESULTADOS

Nesse trabalho foram implementados os algoritmos Online Gradient Descendent e On-
line Newton Step (B]), além disso o método Online Gradient Descendent foi modificado
durante a etapa de projecao do algoritmo para serem considerados fatores de risco impor-
tantes na composicao da carteira. Todos os métodos foram comparados com o Uniform
Constant Rebalanced Portfolio e o Indice Dow Jones (DJIA).

Para a etapa de atualizacao dos algoritmos, foi necessario calcular o gradiente e Hes-
siana da fun¢ao Regret proposta por Cover| (1991) e utilizada em Agarwal et al.| (2006).
Como f; = —log(b, r;), as expressdes sao analiticas e o gradiente e a hessiana em relacio

a p; serao dados respectivamente por:

1
Vf, = DK (4.1)
Vi, = T (4.2)
' (thTt)Q o '

No algoritmo OGD, n é o passo do algoritmo, e a etapa da projecao pode ser feita de
maneira eficiente utilizando algoritmos de programacao quadratica se o conjunto viavel
for convexo.

O parametro § pode ser visto como um parametro de ajuste, e § um parametro ne-
cessario para validagoes tedricas. Como esses parametros estao intrinsecamente ligados a
hipoteses necessarias para construgao da teoria, optou-se por testar apenas a influéncia
da variagao de n no algoritmo OGD, e os parametros do algoritmo ONS foram mantidos
os mesmos que em |Agarwal et al| (2006), onde § = 1/8 e 5 = 1. Maiores detalhamentos
sobre a construgao e sensibilidade dos parametros podem ser vistas em |Li e Hoil (2014]).

Tanto para o OGD quanto para o ONS, foram considerados pertencentes ao conjunto
de solugoes possiveis todas as posicoes da carteira maiores ou iguais a zero, de tal forma
que o portfélio ndo pode assumir posicoes vendidadl, como somatério de todas as posicoes
devem ser menor ou igual a um, nao esta sendo permitida alavancagem da carteira.

O dominio é definido por um conjunto de restrigoes lineares do tipo Az < b, sendo

IEstar vendido significa ter uma posicdo em que o investidor opera com um empréstimo de acdes. Em
inglés esta operagao é conhecida como short.
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portanto um politopo convexo. Dessa foma, a projecao necessaria nos dois algoritmos
pode ser resolvida sem maiores problemas com programagao quadratica. Para ambos
os algoritmos, o conjunto vidvel S, é definido como um politopo, onde nao é possivel
assumir posicoes vendidas e nem é permitido alavancagem, portanto ||bl|, = 1 e b; >
0, 2=1,...,n,sendo n o nimero de ativos.

Para considerar os aspectos de risco, o conjunto de solugoes viaveis do algoritmo OGD
foi modificado. Primeiramente considerou-se o cendrio em que nenhuma posi¢ao poderia
ser superior a 25% da aplicacao total, evitando a concentracao da carteira em poucas
acoes. Posicoes vendidas e alavancagem nao foram permitidas. Para essa estratégia foi
dado o nome Online Gradient Descedent Restrito (OGD restrito). Nessa estratégia, o
conjunto vidavel continua do tipo Ax < b e portanto convexo.

Para o segundo algoritmo, foram utilizadas restri¢oes no 5 — CAPM da carteira do
investidor. Como o ( da carteira é representado pela soma ponderada do [ dos ativos
individuais que compoem a carteira, é possivel estabelecer limites superiores e inferiores
ainda da forma Ax < b, mantendo a convexidade do espaco de solucoes. Para essa ultima
estratégia, foram considerados duas possibilidades distintas de § da carteira, em uma
delas é permitido assumir uma posi¢ao de maior risco, na medida em que permitimos um
[ consideravelmente superior a 1, com 0 < g < 1.7 a segunda possui um perfil de risco
mais conservador, com 0.75 < 5 < 1.25.

Em todos os casos foi utilizado para etapa de projegao de algoritmos o pacote quad-
progXT disponivel no software R para resolver o problema de otimizacao quadratica em
x com restrigoes do tipo Ax < b.

Conforme exposto por Meucci (2009) e mencionado na segao o modelo CAPM
possui diversas criticas em relagao a suas hipdteses e aplicacoes empiricas. Portanto,
neste trabalho foi utilizado o modelo CAPM com [ variante no tempo de forma ajustar
os dados sem hipdteses tao fortes quanto no modelo CAPM tradicional (CARMONA]
2014)).

Para o ajuste do modelo CAPM com [ variante no tempo, foi utilizado um modelo

estrutural com choques aleatérios no 3 de cada ativo. Matematicamente temos entao que:
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Ry = B R + 1 + €js (4.3)

Bji+1 = Bt +Njs

Onde r; representa a taxa livre de risco, R™ o retorno do mercado, j um ativo es-
pecifico, 1 e € variaveis normais independentes. Dessa forma verifica-se que o 8 de cada
ativo varia no tempo como um passeio aleatorio, indicando que o risco subjacente de
determinada acao varia no tempo e sem conhecimento prévio do investidor se a empresa
ird se tornar mais ou menos arriscada em um momento posterior, definindo-se assim um
Martinguile para o 5 de cada ativo ja que seus incrementos sao independentes. Em tempo
continuo, o andlogo a esse modelo seria um movimento browniano para o § de cada ativo.
Dessa forma podemos representar os dados de maneira mais realista |(Carmona| (2014).
A estimacao do modelo é feita por maxima verossimilhanca derivando-se as equacoes do
filtro de Kalman conforme exposto em |Durbin e Koopman| (2012)). A implementagao foi

feita utilizando-se o pacote KFAS disponivel na biblioteca do software R.

4.1 DADOS UTILIZADOS

Para comparar o desempenho das duas implementagoes, foram utilizados dados do mer-
cado americano de agoes, coletados no repositério do Yahoo Finance e disponibilizados
pelo pacote rugarch para o software R. As observagoes sao compostas de 30 empresas
pertencentes ao DJIA de 16 de marco de 1987 até 03 de fevereiro de 2009 e nao leva
em conta a entrada da Kraft Foods no indice em 22 de setembro de 2008. Os dados
disponibilizados estao na forma de log-retornos diarios e foram transformados para retor-
nos absolutos semanais. Foi utilizado também o pacote Quandl para obtencao do indice
DJIA para o mesmo periodo. Para célculo do modelo CAPM com f variante no tempo
foi utilizado como indice de mercado os retornos do S&P500 e para taxa livre de risco o
yield americano de um ano.

A Figura [4.1] apresenta o retorno composto histérico dos 30 ativos durante as 1125
semanas analisadas. No Apéndice [A] apresentamos uma tabela completa com o nome de

cada uma das 30 empresas que CompunhamE]o DJIA fevereiro de 2009, e ramo de atividade

2A composicao do indice DJIA é, ocasionalmente, substituida com a intencdo de acompanhar as
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de acordo com o Industry Classification Benchmarlf (ICB).

Agles
— AA — JNJ
— AXP — JPM
BO- — BA — AIG
— BAC — KO
—C — MCD
— CAT — MMM
E 40- — CVX — MRK
E — DD — MSFT
— DIS — PFE
—BGE — PG
207 —GMm T
— HD — UTX
— HPQ — VZ
- < : : — B — WNT
| . . | — INTC — XOM
0 300 600 900
Observagies

Figura 4.1: Retorno composto dos ativos.

4.2 RESULTADOS

Nessa secao apresentamos o desempenho alcancado pelas carteiras para cada um dos
métodos utilizados. No caso do OGD, dois valores para o parametros 7 foram testados
afim de verificar a sensibilidade das estratégias em relagao ao parametro do algoritmo.
Primeiramente o algoritmo OGD n = 0.01 e 0.001 e ONS foram comparados com o
DJIA, com a melhor ac¢do do periodo (utilizada como proxy para a melhor estratégia em
hindsight) e com o UCRP. Na Figura estao demonstradas as performances de cada
uma das estratégias citadas em funcao do horizonte de investimento.

Na Figura pode-se verificar a comparacao entre o retorno acumulado das estraté-
gias. Conforme esperado, o algoritmo OGD com uma taxa de aprendizado maior n = 0.01,
teve performance superior aos demais algoritmos devido a sua capacidade alterar mais ra-
pido a alocagao entre periodos. O algoritmo ONS e o UCRP apresentaram rendimentos

similares e todas as estratégias superaram o benchmarking (indice Dow Jones).

mudancas do mercado. Quando a composigao da carteira é alterada, um fator de escala é utilizado para
ajustar os valores do indice de modo que este nao seja diretamente afetados pela alteragao.

30 ICB ¢ uma de normatizacao criada pela Dow Jones para classificar cada uma das empresas que
compoe o indice de acordo com o ramo de atividade na industria.
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Figura 4.2: Comparativo desempenho das carteiras.

Tabela 4.1: Resumo retornos acumulados
Estratégia Retorno

OGD =001  4.44
OGD 5 =0.001  4.16

ONS 3.66
UCRP 3.45
DJIA 2.69

Além da comparacao entre os retorno acumulado dos portfélios, verificou-se também a
evolugao das estratégias de alocagao dos ativos. Verifica-se na Figura[4.3] que o algoritmo
ONS possui uma resposta relativamente rapida para as variagoes nos retornos iniciais, e
apods aproximadamente 4 anos (200 observagoes), as alteragoes nas estratégias de alocagao
sao relativamente sutis. Embora o portfélio continue com participacoes em todas as
acoes do DJIA, a proporcao relativa entre os investimentos é distinta da inicial. Como
consequencia observada, o retorno dessa estratégia ficou ligeiramente superior ao retorno
do UCRP, que manteve alocacao constante em todos os ativos no periodo.

Para o algoritmo OGD com n = 0.01, a estratégia de alocagao varia de forma significa-
tiva e é muito sensivel aos retornos individuais dos ativos, observa-se pela Figura [£.4] que

em aproximadamente 4/5 do periodo a carteira esteve concentrada em um ou dois ativos,
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Figura 4.3: Evolucao carteira ONS

terminando com toda sua aplicacao na empresa Microsoft. Esse comportamento agressivo
de alocagao em poucas empresas com retornos recentes altos, refletiu nos maiores retornos

acumulados observados para essa estratégia.

Acdes
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200 e v
' ! . | | e [ xom
0 200 600 200
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Figura 4.4: Evolucao carteira OGD n = 0.01.

Com o parametro de atualizacao n = 0.001, espera-se uma diminuicao da sensibilidade
do algoritmo OGD em atualizar as posi¢oes do portfélio, o que de fato é observado. A

carteira termina com agdes da Microsoft e Home Deport, mas verifica-se na Figura [4.5]
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que essa transicao é mais suave em relagao ao OGD com parametro n = 0.01. De fato, a
melhor agao para o periodo analisado é a Microsoft, e se esperamos que as estratégias im-

plementadas possuam Regret sublinear, deseja-se que essa acao esteja presente na carteira

de investimentos.

Figura 4.5: Evolugao carteira OGD n = 0.001.
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Outro fator relevante para a selegao de portfélios é o risco da carteira. Possivelmente,

o melhor desempenho do algoritmo OGD (n = 0.01) em relagao aos demais foi sua capaci-
dade em identificar as melhores acoes em periodos especificos e alocar quase todo recurso
da carteira nesses ativos. A consequéncia desse tipo de estratégia de investimento é o au-
mento consideravel do risco, uma vez que riscos nao sisteméaticos nao estao diversificados.

De forma a avaliar esse aspecto, o Value at Risk empirico (VaR) e Conditional Value at
Risk empirico (CVaR) foram utilizados. O VaR e CVaR podem ser definidos da seguinte
forma (MEUCCI, [2009):

VaRa(c) = Qu.(@) (4.4)

Onde «a é o nivel de risco, ¥ é a distribuicao dos retornos seguindo a estratégia de

alocacao ¢, e ) é a funcao quatile calculada empiricamente.

CVaR,(c) = Elz|z < o] (4.5)
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Onde x é varidvel aleatoria que representa o retorno da estratégia de alocacao c¢. O
VaR pode ser interpretado como a perda maxima ocorrida em 1 — « vezes. O CVaR pode
ser interpretado como o valor esperado da perda dado que estamos no o — percentile pior
caso.

O VaR e o CVaR para 1% e 5% foram calculados e comparados com o risco empirico

do DJIA. Os resultados obtidos estao expostos na Tabela [4.2] e Tabela [4.3]

Tabela 4.2: Risco portfélio ONS, DJIA, UCRP e MSFT
ONS DJIA UCRP MSFET
1% 5% 1% 5% 1% 5% 1% 5%
VaR -0.076 -0.040 -0.064 -0.039 -0.084 -0.039 -0.131 -0.070
CVaR -0.116 -0.065 -0.099 -0.058 -0.112 -0.064 -0.184 -0.112

Tabela 4.3: Risco portfélio OGD n = 0.01, n = 0.001
OGD n=0.01 OGD n=0.001
1% 5% 1% 5%
VaR -0.118 -0.062 -0.101  -0.054
CVaR -0.149 -0.095 -0.140  -0.085

Como ¢ possivel verificar, nas Tabelas e [4.3 os portfélios construidos com os
algoritmos propostos possuem perfis de riscos bastante diferentes, o que reflete a diferenca
em seus retornos acumulados e a grande diferenca na maneira com que os portfolios
foram atualizados ao longo do tempo. O algoritmo ONS, por possuir transicoes suaves
de investimento, e participacao em todas as empresas do DJIA apesar da mudanca da
proporcao relativa entre as mesmas, possui um perfil de risco similar ao obtido pelo
DJIA mas com um valor final de carteira superior. De fato, um investidor deseja para
o mesmo perfil de risco, aquela estratégia que oferece o melhor retorno. Portanto, entre
um investimento no mercado (representado pelo DJIA) e um investimento na estratégia
proposta com o algoritmo ONS, esse ultimo seria a melhor escolha.

Além disso, as atualizagoes suaves propostas pelo algoritmo ONS, foram suficientes
nao s6 para superar o UCRP (estratégia constante) em termos de retorno, mas também
para diminuir o risco total da carteira, o que acaba sendo um resultado surpreendente.
Uma possivel explicagao para esse fato que nao era esperado, é que acgoes com ganhos
consistentes no longo prazo possuem menos volatilidade que a média das agoes do indice,
fazendo com que o ONS pudesse ser composto por um percentual de empresas com baixo

risco e maior rendimento maior em relacao a uma distribuicao constante dos investimentos.
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Para o caso do OGD, o desempenho superior da carteira ao concentrar recursos na
Microsoft permitiu retornos elevados, mas que, no entanto, refletiram em um aumento
substancial de risco. Ao alocar a carteira em um ou dois ativos, o algoritmo OGD com 1 =
0.01 este exposto tanto ao risco sistematico quanto ao risco nao sistematico desses ativos.
Como consequéncia nao foi possivel observar os beneficios da diversificacao tal como no
ONS ou UCRP. Evidentemente trata-se de um problema de preferéncia do investidor,
onde para obter um maior retorno acumulado, o portfélio esteve exposto a um risco
substancialmente maior, concentrado em um ou dois ativos, como pode ser visto na Figura
44

Um padrao similar foi observado para o OGD 1 = 0.001, mas nesse caso, uma sensibili-
dade menor para mudancas fez com que por um periodo ligeiramente maior a carteira fosse
concentrada em um nimero maior de ativos e nunca em somente um tnico investimento,
como pode ser visto na Figura [£.5]

De forma a abordar a questao do risco nas preferéncias do investidor, foi proposta uma
modelagem distinta do conjunto de solugoes viaveis para o algoritmo OGD. Assim, um
quarto modelo para obtencao de portfélio foi proposto utilizando o OGD com 1 = 0.001
adotando a restricao da posicao maxima em um ativo especifico em até 25% da composicao
total da carteira. O subespaco gerado continua sendo convexo, facilitando a projecao
necessaria durante as atualizacoes da carteira.

Na Figura[4.0] verifica-se a evolugao para essa nova estratégia que limita o investimento
mdximo por ativo. De fato o risco empirico ao limitar em no maximo 25% da carteira
por ativo diminui substancialmente o VaR e CVaR para o OGD como pode ser observado
na Tabela . E interessante notar que o algoritmo chegou em seu limite méximo nas
mesmas duas agoes desejadas anteriormente Microsoft e Home Deport, que sao empresas
mundialmente reconhecidas por seu sucesso financeiro, mas que ao atingir esse limite de
investimento precisou alocar o percentual restante (50%) em outras ag¢oes como a Intel
Corporation (22%), Proctor & Gamble, Coca-Cola e Johnson & Johnson. Para esses
ultimos ativos nao parece existir uma dominancia preferencial, pois nenhum outro atingiu
o limite de investimento de 25%. A consequéncia natural desse portfélio mais diverso foi
a diminuicao das duas medidas de risco e também uma reducao do retorno acumulado.

Um comparativo dos retornos totais de cada estratégia pode ser verificado na Tabela

(4.5, mostrando que a diminui¢ao do risco refletiu em uma leve perda de rentabilidade.
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Tabela 4.4: Risco portfélio OGD limitado
OGD n=0.001 OGD restrito

1% 5% 1% 5%

VaR -0.101  -0.054 -0.087 -0.049
CVaR -0.140 -0.085 -0.117 -0.074
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Figura 4.6: Evolugao carteira OGD 1 = 0.001 com limite de 25% por ativo.

Tabela 4.5: Resumo retornos acumulados
Estratégia Retorno

OGD n=0.01 4.44
OGD 1 =0.001  4.16
OGD restrito 3.98

ONS 3.66
UCRP 3.45
DJIA 2.69

Simplesmente definir um limite superior de investimento em cada ativo pode nao ne-
cessariamente diminuir o risco da carteira de investimentos. Como o algoritmo trabalha
simplesmente com distancias do passo de atualizagao em relacao a um vetor de investi-
mentos especificos no conjunto de opgoes viaveis, limitar o investimento maximo em um
ativo necessariamente implica em investimentos em uma quantidade maior de agoes, mas
nada impede que as demais acoes escolhidas sejam por exemplo do mesmo setor. Dessa
forma, apesar de termos visto empiricamente uma reducao do risco, essa reducao nao é
garantida pelo algoritmo.

Uma outra modificacao observada foi a inclusao de um algoritmo que considera o 3
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da carteira resultante e que pré-determine limites superiores e inferiores para esse valor.
Dessa forma, o novo algoritmo proposto ira considerar nao so suas atualizagoes em termos
de retorno mas também qual combinacao de ativos é a mais eficiente para manter o g do
portfolio dentro de determinado intervalo.

Conforme explicado na secao anterior, os S dos ativos foram modelados como proces-
sos martingais, utilizando-se filtro de Kalman para extrair a componente latente (nao-
observada) de forma a maximizar a verossimilhanca no modelo. A Figura mostra a
dificuldade em estimar um tnico § para todo o periodo de dados observados. Os dados
representados sao os retornos da Microsoft em funcao do retorno observado para o indice
S&P500. Para os dados observados, um S fixo seria estimado em 0,42 para a Microsoft.

Sugerindo que a empresa possui correlagao direta com o mercado e metade do risco do

S&P500.

02- .

01-

0.0-

MSFT

SP500

Figura 4.7: Exemplo 8 Microsoft.

A Figura[4.§ mostra a importancia da modificacao do perfil de risco do ativo ao longo
do tempo. Nesse caso, vemos a alteracao do risco da Microsoft em relacao ao indice
S&P500. Indo de um ativo considerado de risco maior que o mercado (5 > 1) para um
ativo praticamente descorrelacionado com o mercado (8 ~ 0). Na Figura mostra-se

também a regiao de confianca de 95% para o 8 do ativo.
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Figura 4.8: Exemplo para a agao Microsoft § variante no tempo.

Ainda para verificarmos a importancia de considerar o  variante no tempo, a Figura
mostra um scatter plot considerando o [ variante no tempo (observagdes em azul)
e considerando o (3 fixo (cruzes vermelhas) contra as observagoes reais dos retornos da
Microsoft. Uma linha y = z foi tracada para ilustrar que de fato os ajustes com [
variante no tempo se situam melhor espalhados em relagao a linha tedrica 6tima.

Apos verificar a importancia de considerar o § variante no tempo, o algoritmo OGD
foi modificado para incorporar restrigoes para composicao do 3 da carteira do investidor.
Como o (8 da carteira é simplesmente a ponderacao dos (’s dos ativos, basta entao para
cada etapa do algoritmo, adicionarmos a estimacao dos (’s de cada ativo utilizando o
filtro de Kalman e usar o ultimo valor suavizado como os novos 3’s extraidos do mercado.
As restricoes adicionadas continuam sendo da forma Az < b e portanto podemos proceder
com a projecao da mesma forma feita limitando o investimento maximo por ativo. Natu-
ralmente se existir uma exigéncia de § muito rigorosa, o algoritmo pode ter o conjunto de
solugoes viaveis identicamente nulo, nao sendo possivel atualizar a estratégia. Exempli-
ficando, claramente nao existe nenhuma combinacao das trinta empresas do Dow Jones
com investimentos maiores do que zero e menores do que 1 tal que o 3 da carteira fique
entre 3 e 4, sendo portanto necessario tomar cuidado ao escolher as restricoes de risco.

Foram investigadas duas possibilidades de g para o investidor. Uma estratégia que
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Figura 4.9: Comparacao do ajuste com [ fixo e [ variante.

permite maior tomada de risco, com 0 < 8 < 1.7 e outra correlacionada com o mercado,
com 0.75 < g < 1,25. A Figura mostra a evolucao do portfélio para 0 < g < 1.7. E
importante notar que como os 3’s podemo mudar substancialmente em um curto periodo
de tempo, a carteira possui bastante instabilidade, alternando significativamente a posicao
de investimentos. Tal fato ocorre pela mudanca abrupta da solucao 6tima da etapa de
projecao do algoritmo uma vez que a matriz de restricoes em Az < b é diferente a cada
periodo.

Como estamos permitindo a formacao de carteiras de alto risco, com 3 podendo chegar
em mais de 1.5 vezes o mercado, é natural esperar um aumento das medidas de risco VaR e
CVaR. Tal resultado pode ser visto na Tabela De fato a tltima estratégia apresentou
risco empirico superior ao OGD com restricao de nimero de ativos e ao algoritmo OGD

com 7 = 0.001.

Tabela 4.6: Risco portfélio OGD limitado e CAPM 0 < 5 < 1.7
OGD n=0.001 OGD restrito OGD CAPM
1% 5% 1% 5% 1% 5%
VaR -0.101 -0.054 -0.087 -0.049 -0.136 -0.063
CvVaR -0.140 -0.085 -0.117 -0.074 0.190 0.114

Para a carteira com 0.75 < [ < 1.25 as posi¢oes sao mais concentradas e as mudancas
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Figura 4.10: Evolucao carteira OGD com 0 < § < 1.7.

mais suaves. Na maior parte do periodo a carteira fica concentrada nos ativos HD e JPM.
E interessante notar na Tabela@ que de fato forgar carteiras com 3 préximo ao mercado,
fez com que o risco empirico da carteira fosse muito similar ao observado pelo Dow Jones.

Esse resultado era esperado, uma vez que a correlacao entre Dow Jones e S&P500 é alta.
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Figura 4.11: Evolugao carteira OGD com 0.75 < § < 1.25.

A Tabela[f.8 mostra um comparativo entre todas as estratégias implementadas e alguns
benchmarks. Verificou-se que restringir um [ préximo de 1 fez com que nao sé o risco da
carteira mas também o retorno da mesma fosse muito similar ao DJIA. Permitir riscos mais

elevados foi fundamental para que o algoritmo conseguisse concentrar a alocagao em ativos
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Tabela 4.7: Risco portfélio DJIA e CAPM 0.75 < 5 < 1.25
DJIA OGD CAPM
1% 5% 1% 5%
VaR -0.064 -0.039 -0.059 -0.042
CVaR -0.099 -0.058 -0.103 -0.061

Tabela 4.8: Resumo retornos acumulados

Estratégia Retorno
OGD n=0.01 4.44
OGD n = 0.001 4.16
OGD CAPM 0<pB<1.7 4.05
OGD restrito 3.98
ONS 3.66
UCRP 3.45
DJTA 2.69

OGD CAPM 0.75 < 8 <1.25 2.68

com alto potencial de retorno, como consequéncia vemos o grande retorno acumulado das
estratégias OGD convencionais e com [ podendo chegar até 1.7. Estabelecer um nimero
minimo de ativos para a carteira também mostrou-se uma estratégia valida tanto para
diminuir o risco empirico da carteira quanto para buscar altos retornos utilizando o OGD.
De uma maneira geral, o algoritmo ONS apresentou baixo risco devido a estabilidade das

posicoes mas mudancas consistentes nos pesos de forma a exceder o retorno do UCRP.



66

5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Este trabalho apresentou uma abordagem baseada em otimizacao convexa online para
selecao de portfolios de acoes, propondo duas novas formas de incorporacao de medidas
risco na etapa de projecao dos algoritmos.

Todas as estratégias implementadas cumpriram sua proposta em termos de perfor-
mance de carteira. Os algoritmos OGD e ONS tiveram sucesso em superar o retorno
acumulado do indice de referéncia (DJIA) e da carteira de compara¢ao UCRP. O algo-
ritmo ONS mostrou-se o mais estavel em relacao a composicao da carteira, no entanto
mesmo as mudancas suaves foram suficientes para sua performance superar o UCRP sem
aumentar o risco empirico.

Verificou-se que a performance do algoritmo OGD estd intimamente ligada com o
parametro de aprendizado 7, que de certa forma regula a resposta do algoritmo. Tal
parametro acaba influenciando diretamente o risco da carteira pois regula indiretamente
a quantidade de agoes investidas.

Neste trabalho foram propostas duas novas estratégias capazes de incorporar o risco
na construcao de portfélios online. Foi possivel demonstrar que a inclusao de restrigoes
relacionadas ao risco no conjunto de portfélios vidveis é uma maneira eficiente de combinar
a teoria de aprendizado online com aspectos tradicionais da gestao de portfélios. A simples
heuristica de limitar o percentual maximo da carteira investida em um tnico ativo obteve
um grande sucesso em termos de retorno e risco para a base de dados analisada.

Outra maneira de controlar o risco sem aumentar significativamente a complexidade
dos algoritmos implementados, que também se mostrou bastante eficiente, foi através
do controle do [ das carteiras. Nesse caso, trabalhar com A’s variantes no tempo foi
fundamental e através de restrigoes de limites inferiores e superiores foi possivel replicar
o retorno e risco do DJIA ou permitir portfélios mais arriscados.

Como sugestao de trabalhos futuros, uma verificacao natural seria testar os algoritmos
propostos para outros mercados, como por exemplo o mercado brasileiro. Uma investiga-
¢ao do desempenho dos algoritmos ao aumentar o nimero de acoes viaveis, por exemplo
das 30 ac¢oes do Dow Jones para centenas de agoes do S&P500 é também uma investigacao

que merece atengao.
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Outra questao bastante relevante e, de grande influéncia na qualidade do portfélio
obtido, é a estratégia de projecao a ser utilizada. Entende-se que novas técnicas de
projecoes podem trazer retornos e riscos com padroes obtidos neste estudo. Em relagao
aos aspectos de risco, uma vez que o CVaR é considerado uma medida de risco coerente,
seria interessante encontrar uma maneira de incluir a prépria medida na etapa de projecao
do algoritmo OGD, de tal forma que o conjunto de restrigdes continue convexo. Nesse
trabalho foram utilizadas heuristicas como investimento maximo e controle pelo 3 da
carteira, no entanto modelos mais robustos e com menos hipdteses que o modelo CAPM
podem ser testados.

Por fim, alteragoes no préoprio computo do gradiente do algoritmo OGD podem ser
modificados, por exemplo medidas histéricas do gradiente podem ser levados em consi-
deracao para executar a atualizacao no proximo passo, conectando ainda mais a teoria
de aprendizado online com evolucoes paramétricas nos modelos tradicionais de média

variancia e econometria financeira.
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Apéndice A - COMPOSICAO DJIA

Tabela A.1: Composi¢ao DJIA - Situacao em 03 de Fevereiro de 2009
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Sigla Empresa Setor segundo o ICB

AA Alcoa Inc. Mineracao e siderurgia

AXP American Fxpress Servicos financeiros

BA Boeing Aeroespacial e defesa

BAC Bank of America Corp Servigos financeiros

C Clitigroup Inc. Servicos financeiros

CAT Caterpillar Engenharia industrial

CVvX Chevron Producao de petrodleo e gas

DD E.I. duPont de Nemours and Co. | Indistria quimica

DIS Disney Entretenimento

GE General Electric Industria geral

GM General Motors Producao de motores e automéveis

HD Home Depot Varejista construcao civil

HPQ Hewlett-Packard Co. Hardware & equipamento de alta tecnologia
IBM IBM Hardware & equipamento de alta tecnologia
INTC | Intel Hardware & equipamento de alta tecnologia
JNJ Johnson & Johnson Farmacéuticas e biotecnologia

JPM JPMorgan Chase Servicos financeiros

AIG American International Group Seguros e servigos financeiros

KO Coca-Cola Bebidas

MCD | McDonald’s Alimentagao / restaurantes

MMM | 8M Industrias gerais

MRK | Merck & Co., Inc. Industria farmacéutica

MSFT | Microsoft Hardware/Software/Jogos/Entretenimento
PFE Pfizer Farmacéuticas e biotecnologia

PG Procter & Gamble Bens de uso pessoal

T AT&T Inc. Stock Chart Telecomunicagoes

UTx United Technologies Aeroespacial e defesa

VZ Verizon Communications Telecomunicacoes

WMT | Wal-Mart Varejo geral /Hipermercado

XOM | Exzxon Mobil Producao de petrdleo e gés




