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RESUMO

Neste trabalho ¢ apresentado o comportamento do algoritmo IED quando aplicado
a problemas de programacao em dois niveis. Para isso, o problema do seguidor é
substituido pelas condigoes necessarias de primeira ordem de Karush-Kuhn-Tucker e,
dessa maneira, o problema de programagao em dois niveis é transformado em um problema
de otimizacao com restricoes nao lineares. Dessa forma, as condi¢oes necessarias para
utilizacao do algoritmo IED (Interior Epigraph Directions) sao satisfeitas. Esse método
tem como caracteristica resolver problemas de otimizacao nao convexa e nao diferenciaveis
via utilizacao da técnica de dualidade Lagrangiana, onde as func¢oes de restrigoes sao
introduzidas na func@o objetivo para formar a funcao Lagrangiana. Além disso, o
método considera o problema dual induzido por um esquema generalizado da dualidade
Lagrangiana aumentada e obtém a solugao primal produzindo uma sequéncia de pontos
no interior do epigrafo da fungao dual. Dessa forma, o valor da funcao dual, em algum
ponto do espaco dual, é dado pela minimizacao da Lagrangiana. Por fim, experimentos
numeéricos sao apresentados em relacao a utilizacao do algoritmo IED em problemas de

programagao em dois niveis encontrados na literatura.

Palavras-chave: Otimizagao Nao Diferenciavel, Problema de Programacao em Dois

Niveis, Algoritmo de Diregoes Interiores ao Epigrafo.



ABSTRACT

This work presents the behavior of the IED algorithm when applied to bilevel
programming problems. For this, the follower problem is replaced by the first-order
necessary Karush-Kuhn-Tucker’s conditions and thus, the problem of bilevel programming
turns into an optimization problem with non-linear constraints. Thus, the conditions
required for use of the IED (Interior Epigraph Directions) algorithm are satisfied. This
method has the characteristic of solving non-convex and non-differentiable optimization
problems using the Lagrangian duality technique, where the constraint functions are
introduced into the objective function for formulation of the Lagrangian. Furthermore,
the method considers the dual problem induced by a generalized scheme of augmented
Lagrangian duality and obtains the primal solution by producing a sequence of points
inside the dual function epigraph. Then the value of the dual function, at some point in
the dual space, is given by Lagrangian minimization. Finally, numerical experiments are
presented showing the use of the IED algorithm in bilevel programming problems found

in the literature.

Keywords: Non-Differentiable Optimization, Bilevel Programming Problems, Interior

Epigraph Directions Algorithm.
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1 INTRODUCAO

Otimizacao é uma &rea da matemaética, onde se busca minimizar ou maximizar
funcoes cujas varidveis satisfazem determinadas restrigoes que em geral aparecem na
forma de igualdades e/ou desigualdades. Neste contexto, busca-se desenvolver técnicas
computacionais para a solugao de problemas de grande porte (muitas variaveis/restrigoes
envolvidas), isto é, encontrar solugbes a partir de modelos mateméaticos que as
representam.

No que se refere as técnicas computacionais, estas diferem entre si conforme o tipo de
problema a ser abordado. Por exemplo, técnicas para solucionar problemas de otimizacao
lineares diferem daquelas utilizadas para resolver problemas nao lineares. No caso de
problemas diferencidveis aplica-se derivadas como ferramenta para sua solugao, o que nao
é possivel quando se trata de problemas nao diferenciaveis, que empregam conceitos de
Analise Convexa, por exemplo.

Certos problemas de Otimizacao tém natureza hierdrquica significando que o lider
toma uma decisao que afeta no comportamento do seguidor. Cada decisao do lider é
considerada fixa pelo seguidor o qual responde com base naquela informacao de modo
a minimizar/maximizar os seus objetivos. Essa decisao do seguidor, por sua vez, pode
influenciar no resultado obtido pelo lider, que também busca pela decisao 6tima. Esses
problemas sao modelados como problemas de programagao em niveis.

Os problemas de programacgao em niveis foram difundidos inicialmente por Heinrich
Von Stackelberg [1], a fim de descrever situagoes do mercado. No entanto, o primeiro
trabalho a definir esses problemas foi publicado por Candler e Norton [2]|, que teve
como motivacao o trabalho de Bracken e McGill [3]. Apds a definigdo do problema
de programacgao em niveis de Candler e Norton, os problemas de programacao em dois
niveis atrairam a atencao de varios pesquisadores, provocando, assim, o desenvolvimento
de métodos como Branch and Bound [4], Kth-Best [5], de méaxima descida [6] e de
penalidades [7].

Uma das abordagens para resolver problemas de programagao em dois niveis é a
utilizacao das condigoes necessarias de K KT (Karush-Kuhn-Tucker) para substituir o

problema do seguidor. A partir do momento que é realizada essa alteracao, o problema
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de programagao em dois niveis transforma-se em um problema classico de otimizacao com
restricoes nao lineares.

Essa abordagem possibilitou a aplicagao do método de Diregoes Interiores ao Epigrafo
(IED) aos problemas de dois niveis. O método IED foi desenvolvido por Freire et. al. [§]
a fim de resolver problemas de otimizac¢ao nao convexos e nao diferenciaveis. O IED é
uma adaptagao do NFDA (Nonsmooth Feasible Directions Algorithm) desenvolvido por
Freire [9] em sua tese de doutorado, combinado com o DSG (Deflected Subgradient Method)
desenvolvido por Burachik e Kaya [10].

Uma vez que nao foram encontrados trabalhos na literatura que usam o método de
Direcoes Interiores ao Epigrafo em problemas de programacao em dois niveis, este trabalho
tem como objetivo estudar o comportamento deste algoritmo quando aplicado a tais
problemas

Este trabalho estda organizado da seguinte maneira. No Capitulo 2, descreve-se os
conceitos gerais de otimizagao. No Capitulo 3 sao apresentados uma breve introducao ao
problema de programagao em dois niveis, a aplicacao das condi¢oes necessarias de primeira
ordem de K KT nesse problema e, em linhas gerais, métodos para resolucao desse tipo
de problema. No Capitulo 4, descreve-se o método IED. No Capitulo 5, sao apresentados
os resultados numéricos obtidos pelo IED na resolugao de problemas de programacao em
dois niveis reformulado com abordagem de KKT. No Capitulo 6, sao apresentados as

conclusoes e também indicagoes futuras de pesquisa.
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2 CONCEITOS BASICOS

Neste capitulo serao apresentadas algumas nogoes béasicas sobre problemas de
otimizagao, direcdo de descida/ diregao viavel, conjuntos convexos, fungdes convexas e

as condigoes necessarias e suficientes de Karush-Kuhn-Tucker.

2.1 Problema de otimizacao

Os resultados apresentados nesta subsegao sobre os conceitos de otimizagao, podem
ser encontrados em [11-15].
Seja o conjunto D C R™. O problema de otimizac¢ao é minimizar f no conjunto D. O

problema a considerar neste trabalho é:

min f(z)
r €D,

(P)

onde o conjunto D serda chamado de conjunto viavel do problema, os pontos de D serao

chamados pontos vidveis e f serd chamada funcao objetivo.

Definicao 2.1.1. Um ponto z* € D é um minimizador local de f em D se, e somente
se, existe € > 0 tal que f(x) > f(z*) para todo x € D tal que ||x — z*||< €.
Se f(z) > f(x*) para todo x € D tal que x # z* e ||x — 2*||< €, diremos que se trata

de um mainimizador local estrito em D.

Definicao 2.1.2. Um ponto x* € D € um minimizador global de f em D se, e somente
se, f(x) > f(x*) para todo x € D.
Se f(z) > f(x*) para todo x € D tal que © # x*, diremos que se trata de um

minimizador global estrito em D.

Definigao 2.1.3. Dizemos que v € (—o0,00) definido por

v=inf f(z),

¢ o wvalor dtimo do problema (P).
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Geralmente, o conjunto viavel D de um problema de otimizacao é determinado pela

intersegao de um conjunto de igualdades e/ou desigualdades, ou seja,

D={reX CcR"/g(x) <0, h(z) =0},

ondeg: X — R"eh: X — RL

Teorema 2.1.1. (Teorema de Weiertrass)
Seja f: D — R uma func¢ao continua, onde D C R™ é um conjunto compacto nao vazio.

Entao, f atinge um minimo e um mdzximo em D e o problema (P) tém solugdes globais.

Definigao 2.1.4. O conjunto de nivel da funcao f : D — R associado a ¢ € R, é o

conjunto dado por

Lip(c)={x € D/ f(x) <c}.

Colorario 2.1.1. Sejam D C R™ um subconjunto nao vazio e f : D — R continua no
congunto D. Suponhamos que existe ¢ € R, tal que o conjunto de nivel Ly p(c) seja ndo
vazio e compacto.

Entao o problema de minimizar f em D possui uma solugao global.

Definicao 2.1.5. Sejam D C R" e f : D — R. Dizemos que f € uma func¢ao

Lipschitziana se existe k > 0 tal que, para quaisquer x,y € D, tem-se

1/(2) = FWII< Kz = yll.

Definigao 2.1.6. Sejam f : D — R definida no aberto D C R", a € D eu € R*. A

derivada direcional de f no ponto a, na diregao do vetor u, € o limite

f'la,u) = %(a) _ 15“% fla —i—tz;) — f(a))
quando eziste.
Um caso particular das derivadas direcionais é quando u =e;, 1 =1,...,n
of of Fla+te) — f(a)

9o = 5\ = 1 t



14
e serd chamado de derivada parcial.

Definicao 2.1.7. Se as deriwvadas parciais de uma funcao f de n—waridveis existem no

ponto a, define-se o gradiente de f:

Vi(a) = (g—gi(a),...,g—i(a)y.

Definicao 2.1.8. Uma funcao f : D — R, definida no aberto D C R", diz-se

. .. .. . ) af
diferencidavel no ponto a € D, quando existirem as deriwadas parciais a—zl(a), cee %(a)

e, além disso, para todo vetor v = (vy,...,v,) € R", com a+v € D, tem-se

fla4+v) = f(a)+ Z of (a)v; + r(v), com lim rv) 0.

Iz =0 [Jof]

2.2 Diregao de descida/diregao viavel

Os resultados apresentados neste capitulo sobre os conceitos de direcao de

descida/direc¢ao viavel, podem ser encontrados em [12,14,15].

Definicao 2.2.1. Dizemos que d € R™ € uma dire¢ao vidvel em relacao ao conjunto D

no ponto a € D, quado existe € > 0 tal que

a+tde D, Vtel0,e.

Denotemos por ¥p(a) o conjunto de todas dire¢oes viaveis em relagdo ao conjunto D

no ponto a € D.

Definicao 2.2.2. Um conjunto K C R"™ chama-se cone quando

de K=tde K, Vt € R,.

Definicao 2.2.3. Dizemos que d € R™ é uma diregio de descida de f : R" — R no

ponto a € R™, se existe € > 0 tal que

fla+td) < f(a), Vt € (0,¢.
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Denotemos por Z(a) o conjunto de todas as dire¢oes de descida da fungdo f no ponto

Teorema 2.2.1. Sejam f : R — R uma funcao diferencidvel em ¥ € R™, tal que
Vf(z) # 0 e um vetor d € R, tal que Vf(z)Td < 0. Entdo existe um ¢ > 0, tal que
f(Z+td) < f(z) para todo t € (0, €.

2.3 Conjuntos e fungoes convexas

Os resultados apresentados neste capitulo sobre os conceitos béasicos, podem ser

encontrados em [12-15].

Definigcao 2.3.1. Um conjunto D C R™ é denominado convexo se, para quaisquer x, iy €
D, tem-se

Ax 4+ (1 =Ny € D para todo X € [0,1].
Proposicao 2.3.1. Seja a um vetor coluna nao nulo e seja ¢ um niumero real. O conjunto

H={zeR":a"v =}

€ um hiperplano em R"

Definicao 2.3.2. Seja D um conjunto convexo nao vazio em R™. Uma funcgdo f: D —

R chama-se conveza quando, para quaisquer xi,x2 € D e X € [0,1], tem- se

FfOzr + (1= Naxg) < Af(z1) + (1= N) f(x2).

Definicao 2.3.3. Seja D um conjunto convexo nao vazio em R™. Uma funcao f : D —
R chama-se estritamente convera quando, para quaisquer xi,To € D com 11 # x9 €

A €[0,1], tem- se

SOz + (1= Nzg) < Af(z1) + (1= A) f(2).

Definigao 2.3.4. Seja f: D — R, onde D € o conjunto convexo nao vazio em R™. A

funcao f € concava em D se —f € convexa em D.
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Lemma 2.3.1. Sejam D um subconjunto convexo nao vazio de R™ e f : D — R uma
fungdo convexa em D. Entao o conjunto de nivel Ly p(a) = {x € D/f(z) < a}, onde a

€ um numero real, € um conjunto convexo.

Definigao 2.3.5. Sejam D um conjunto nao vazio do R™ e f: D — R uma func¢ao. O

epigrafo de f, denotado por epi(f), € um subconjunto de R™ definido por

epi(f) = {(z,y) e R" xR/y € R, f(z) <y}

Teorema 2.3.1. Seja f : D — R definida no subconjunto convexo nao vazio de D C R™.

A fungdo f € convexa em D se, e somente se, o epi(f) é um conjunto convexo em R™ x R.

Funcoes convexas diferencidveis

Os resultados apresentados nesta subsecao sobre funcgoes convexas diferenciaveis,

podem ser encontrados em [12-15].

Teorema 2.3.2. Sejam D C R"™ um subconjunto aberto e convero e f : D — R uma
fungao diferencidvel em D. A fungao f € convera se, e somente se, f(y) > f(x) +

Vf(x) ' (y —x), para todo x,y € D.

Teorema 2.3.3. Seja D C R™ um subconjunto aberto e convero, e f : D — R uma
funcao duas vezes diferencidvel em D. A funcdo f € convexa se, e somente se, a matriz

Hessiana F de f € semi-definida positiva para todo x € D.

Definicao 2.3.6. Chamamos de problema de programacao convexa o sequinte problema

min f(x)
reD,

()

onde D é um conjunto convero e f € uma fungao convezxa.

Definicao 2.3.7. Seja D um conjunto convero de R™. Dizemos que g : D — R™
(9 = (g1,---,9m)) € convexa em D se todos as fungoes g; : D — R, i = 1,...,m, sao

convexas em D.
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Colorario 2.3.1. Seja 2 um conjunto convexo de R™. Sejam g : R — R™ uma funcdo

conveza e h : R" — R! uma funcdo afim. Entdo o conjunto

D ={x € Q/h(x)=0,g(x) <0}

€ convexo.

Teorema 2.3.4. (Continuidade de fun¢oes convexas) Seja D um conjunto convezxo, aberto
e nao vazio de R" e f: D — R uma funcao convexa.

Entao f € localmente Lipschitz-continua em D. Em particular, f € continua em D.

Teorema 2.3.5. Seja f: D C R" — R uma funcdao convexa, onde D é um conjunto

convexo. Entao o conjunto de nivel
Lyp(c) ={z e R"/f(x) < c}
€ nao vazio e limitado.

Funcoes convexas nao diferencidveis

Em [12,13] podemos encontrar os resultados sobre subgradientes que veremos a seguir.

Teorema 2.3.6. Seja f : R" — R uma funcao convexa. Entao para todo x € R™,

existem as derivadas direcionais em cada diregao d € R™. Além disso,

flx+ad) > f(z) + af (z;d), Va € Ry.

Definicao 2.3.8. Seja D um subconjunto convexo nao vazio de R™ e seja f : D — R

uma fungao convexa. Entao s é chamado de um subgradiente de f em x € D se
f(z) > f(x) +s" (2 — ), para todo z € D.

O conjunto de todos os subgradientes de f em x é chamado subdiferencial e é denotado

por df(a). Além disso, pelo Teorema 2.3.6 temos

Of(x) ={s e R"/f'(x;d) > (s,d)Vd € R"}.
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Teorema 2.3.7. Seja D um conjunto convexo nao vazio do R™ e seja f : D — R uma
funcao convexra. Entdo para cada x € int D, existe um vetor s tal que o hiperplano suporte

ao epi(f) no ponto (z, f(x)) € definido por
H={(zy) ER"xR/y= f(x)+s"(z — 2)}.
Em particular

f(z) > f(x) +s" (2 — ), para todo z € D,

isto €, s € um subgradiente de f em x.

2.4 Condigoes de Karush-Kuhn-Tucker

Os resultados que serdo apresentados nesta se¢ao podem ser encontrados em [14, 15].

Considere o seguinte problema de programagao nao linear com restri¢oes de igualdade:

min f(x)

(PEQ)
h(z) =0,

onde f: R" +— R, h: R" +— R™, g: R"” <— R? e todas as fungoes sao diferenciaveis.

Definicao 2.4.1. Considere todas as curvas diferencidveis em uma superficie S C R"”
passando por um ponto x* € R™. O plano tangente a S, em um ponto x*, € o conjunto de
vetores de R™, que sdo tangentes em x* a alguma curva diferencidvel contida em S e que

passa por x*.

Defini¢ao 2.4.2. Um ponto z* que satisfaz as equagoes h(x) = 0 € dito ser um ponto

reqular das restrigoes se os vetores Vhy(x*), ..., Vhy,(2*) sao linearmente independentes.

Teorema 2.4.1. Se x* é um ponto reqular da superficie S definida por h(z) = 0, entdo

o plano tangente T verifica
T ={y € R"| Vh(z")y = 0}. (2.1)

Teorema 2.4.2. Seja x* um minimizador local de (P.,). Suponhamos que x* € um ponto
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reqular das restrigcoes. Entao, existe \* € R™ tal que
V(") =Y A Vhi(a"). (2.2)
i=1

Teorema 2.4.3. Sejam x* um ponto regular, minimizador local de (Pe,) e T como (2.1).

Suponhamos f, h sejam duas vezes diferencidveis. Entao existe \* € R™ tal que

Vi) + ) A Vhi(z*) =0 (2.3)
=1
€
y"V2L(z*, \*)y > 0 para todo y € T, (2.4)
onde

L(z,\) = f(z) + \'h(x), € R", A € R™
€ chamada de funcao Lagrangiana.

Teorema 2.4.4. Sejam z* um ponto regular tal que h(z*) = 0 e T como (2.1). Se
A€ R™ € tal que
V@) + > A Vhi(z*) =0
i=1

y'V2L(x*, \*)y > 0 para todo y € T — {0},

entdo x* € um minimizador local estrito de (Pe,).

Agora iremos apresentar as condi¢oes de Karush-Kuhn-Tucker para problemas de
programacao nao linear com restricoes de igualdade e desigualdade. Para isso, considere
o seguinte problema:

min f(z)
(Pg) 8 h(z) =0
g(x) <0,
onde f: R" +— R, h: R" +— R™, g: R"” <— R? e todas as fungoes sao diferenciaveis.

Definigao 2.4.3. Dizemos que uma restri¢ao de desigualdade g;(xz*) € ativa em um ponto

*

z*, se g;(z*) = 0 e inativa em z* se g;(x*) < 0.
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Definigao 2.4.4. Seja z* o ponto que satisfaz as restrigoes h e g do problema (Peq), e
seja J o congunto de indices j para que g;(z*) = 0. Entao x* € dito ser um ponto reqular

se os gradientes Vh;(z*),Vg;(z*), 1 <i <m, j € J sao linearmente independentes.

Teorema 2.4.5. (Condigées de Karush-Kuhn-Tucker) Consideremos o problema (Peq).
Seja ¥ um ponto vidvel e reqular. Entao existem um vetor \* € R™ e um vetor pu* € RY

tal que

Vf(x*) + Vh(z*) '\ + Vg(z*) T pn* =0,
g(z*) u* =0,

Teorema 2.4.6. (Condi¢ao Necessdria de Sequnda Ordem) Suponhamos que f, h e g
sao duas vezes diferencidveis e que x* € um ponto reqular das restrigoes. Se x* € um
minimizador local de (P.q), entdo existem um vetor \* € R™ e um vetor u* € R?, u* >0
tais que as restrigoes (2.5) sao satisfeitas e, além disso, a matriz V2L(x*, \*, u*), definida

por

m q
V2L(2* N ) = V() + > N VPR(a) + > @ Vigi(%) (2.6)
i=1 Jj=1
€ semi-definida positiva no subespaco tangente das restricoes ativas em x*.

Teorema 2.4.7. (Condi¢ao Suficiente de Sequnda Ordem) Sejam f, h e g fungdes duas
vezes diferencidveis. A condicao suficiente que um ponto x* satisfazendo h e g seja um
minimo relativo estrito do problema (P.q) € que existem um vetor \* € R™ e um vetor

w* € RY tal que

Vf(z*) + Vh(z*) "\ + Vg(a*) u* = 0,
g<x*)T,u* — 07
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e a matriz
m q
VAL(*, N pt) = V2 F(2") + > N VPha(e®) + > V2 g;(a%)
i=1 j=1

é semi-definida positiva para todo y € T = {y | Vh(z*)y = 0, Vg,(z*)y =0Vj € J'},
onde J' = {j | g;(z*) =0, p} > 0}.
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3 PROBLEMA DE PROGRAMACAO EM DOIS NiVEIS UTILIZANDO
ABORDAGEM DE KKT

Neste capitulo serda apresentado uma breve introdugao sobre problemas de
programagao em dois niveis, com a finalidade de definir algumas notagoes e alguns
conjuntos. Além disso, sera descrita a abordagem de Karush-Kuhn-Tucker, a qual
transforma o problema de programacao em dois niveis em um problema de otimizagao
com restri¢coes nao lineares. Por fim, serao apresentados, em linhas gerais, alguns métodos

para encontrar solugoes de problemas de programagcao em dois niveis.

3.1 Problema de programacao em dois niveis

O problema de programagao em dois niveis (PPDN) geral pode ser definido da seguinte
forma:

min  F(z,y)
zy

restrito a: G(z,y) <0,
(z,9) (3.1)
min  f(z,y)
y/

restrito a: h(x,y’) <0,

onde FF: R xR™ - R, f:R" xR™” - R, G:R"™ xR - RP e h : R x R™ — RY,
sao fungoes diferenciaveis. O problema de minimizar F(z,y) é chamado de problema do

lider ou nivel superior e o problema

min f(z,y)
v (3.2)
restrito a: h(z,y’) <0.

é chamado de problema do seguidor ou do nivel inferior.
A partir desta formulacao do problema de programacao de dois niveis geral, define-se

os seguintes conjuntos.

Definigao 3.1.1.

o S={(z,y) € R x R"|G(r,y) <0,h(z,y) <0}

Denominado de conjunto vidvel ou de restrigao do problema de programag¢ao em dois
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niveis.

o S, ={x |(z,y) € S para algum y}.

Denominado de projecao de S sobre o espaco de decisao do lider.

o S(z)={y | h(z,y) <0}

Denominando de conjunto vidvel do sequidor para x fixado.

e U(z) = {y | y € argmin[f(x,7) | § € S()]}.

Denominado de conjunto dos minimizadores globais do sequidor para x fixado.

o RI ={(z,y) | (z,y) €S,y € V(a)}.
Denominado regiao induzida e que representa o conjunto de pontos vidveis em que

a fung¢ao objetivo do lider serd minimizada.

Definidos esses conjuntos, o problema (3.1) se resume a seguinte forma:

min F(z,y)
%y (3.3)
restrito a: (z,y) € RI.

Para exemplificar as defini¢oes acima, considere o seguinte problema [16]:

min F(z,y)= (z —3)* +(y —2)°
restrito a: 0 <z <8,

min f(z,y)= (y = 5)* (3.4)
restrito a: —2x+y <1,

r—2y < -2,

x+2y < 14.

O conjunto viavel S é representado na Figura 3.1, onde P; = (0,1), P, = (2.4,5.8) e
P; = (6,4).
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0 1 2 3 4 5 6

Figura 3.1: Regiao viavel.

O segmento da reta entre os pontos (0,0) e (6,0) representa a projecao de S sobre o

espaco de decisao do lider e pode ser visualizado na Figura 3.2.
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0 1 2 3 4 5 6

Figura 3.2: Projecao de S sobre o espago de decisao do lider.

A regiao induzida é um pouco mais dificil de ser determinada. Tentaremos deixar mais
claro sua definicao nas linhas que se seguem.

O minimizador global de f é 3y’ = 5. Vamos determinar o intervalo em que o problema
do seguidor se resume a um problema de otimizagao irrestrita. Para isso serd preciso

reescrever as restricoes do seguidor isolando 7/,

y <1+ 2z
y > Hz. (3.5)

- 2

y/ S 142—$.
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Substituindo ¢’ = 5 nas desigualdades (3.5) temos que

5 <14 2x x> 2;

: (3.6)

=
5> = <8
=

5§147_5” z < 4.

Vemos que 2 < x < 4, caso contrario, serd o limitante mais proximo de y’ = 5 na direcao
de =V f e sabe-se que S, ¢ o intervalo [0, 6], ent@o resta analisar os intervalos 0 < x < 4
e 4 < x < 6 para encontrar o limitante superior e o inferior da regiao vidvel em cada
um desses intervalos e depois encontrar o limitante mais proximo de y’ = 5 na diregao de
V.
Para encontrar o limitante superior e o inferior sera feita uma anélise nas desigualdades
24x 24z

(3.5) e é facil ver que =5* > 0 para 0 < z < 6 e assim, conclui-se que =I* ¢ o limitante

inferior de ¢’ para x > 0 e o limitante superior sera o menor valor de 1+ 2z ou MT_’” para

O§x<26para4<x§6,ouseja,“TxSy’Smin{1+2x,142_$}par30§x<2e

”Tx <y < min{l + 2z, 14;“} para 4 < x < 6.

Sabe-se que o limitante inferior nos intervalos 0 <z <2ed <x <6 éaretay = “T‘”

Agora, resta verificar qual das retas y =142z e y = MT_“C

¢é o limitante superior nestes
intervalos.

Para o primeiro caso, considere 0 < x < 2. Neste caso, é facil verificar que min{1 +

2z, 142_1} = 1+ 2z. Sendo 1+ 2z crescente, segue que o limitante superior para 0 < z < 2

é aretay = 1+ 2x. Para o segundo caso, considere 4 < x < 6. Para esta situacao é trivial

verificar que min{1l + 2z, _1451} _ 14;;

14—z
-

14—z
2

e sendo decrescente segue que o limitante
superior para 4 < x < 6 é areta y =
E facil verificar que o limitante superior estd mais préximo do valor ' = 5. Portanto,

o conjunto de minimizadores globais do seguidor é definido como a seguir

V()= {yly=1+22,0<z<2}U{y|y=52<z<4}U

y (3.7)
{yly=+7%4<z <6}
Portanto, a regido induzida do problema (3.4) é definida como a seguir
RI= {(z,y) |ly=14+22,0<z<2}U{(z,y) |y=5,2<x <4} U (3.8)

{(z,y) [y=43% 4 <2 <6}
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e pode ser visualizada na Figura 3.3.

6.V

0 1 2 3 4 5 6

Figura 3.3: A regiao induzida RI.

Para obter a solugao 6tima para o lider, basta minimizar F' na regiao induzida, ou

seja,

min F(z,y)= (& = 3)* + (y - 2)°

(3.9)
restrito a: (z,y) € RI.
A analise deste problema sera dividido em trés casos:
1? caso: = € [0,2)
min F(z,y) = (x —3)*+ (y — 2)?
.y
restrito a: —2r+y=1, (3.10)

0<x<?2.
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Cuja solugao ¢ (x,y) = (1,3) com valor 6timo para o lider F' =5 e para o seguidor

f=4

2* caso: z € [2,4]

min F(z,y) =(z—3)"+(y—-2)°

restrito a:  y =5, (3.11)

<z <A4.

Cuja solugao é (z,y) = (3,5) com valor 6timo para o lider F' =9 e para o seguidor

f=o.

3? caso: x € (4, 6]

min F(z,y) = (z—=3)"+(y - 2)°

restrito a: x4+ 2y = 14, (3.12)

4 <x<6.

Cuja solugao é (z,y) = (4.4,4.8) com valor 6timo para o lider F' = 9.8 e para o

seguidor f = 0.04.

Desta forma, o ponto que gera o menor valor para o lider é (z*,y*) = (1,3). Os pontos
6timos e as curvas de nivel da funcao objetivo do lider podem ser visualizados na Figura

3.4.
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Figura 3.4: A regiao induzida, a curva de nivel da F' e os trés pontos de solugao étima do
problema (3.4).

Considere agora o problema (3.4) onde as restrigdes que figuravam no nivel inferior
passaram a figurar no nivel superior:
min F(z,y) = (z—3)* +(y —2)?
Y
restritoa: 0<z <8,
w4y <1,
Y (3.13)
r+ 2y < 14,

min f(z,y) = (y —5)

De uma forma semelhante ao problema (3.4), encontra-se o conjunto de minimizadores
globais do seguidor para o problema (3.13), que é ¥(z) = {5}, ndo importando qual seja

a decisao do lider. O conjunto projecao de S sobre o espago de decisao do lider pode ser
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calculado a partir da intersecao da reta y = 5 com o conjunto S, em que a regiao viavel
do problema (3.13) ¢ igual ao do problema (3.4). Os pontos de interse¢oes da reta y =5
com as retas y = Y% e y = 1+ 2z sdo (2,5) e (4,5), e a partir disto, conclui-se que o
conjunto S, ¢é o intervalo [2,4]. A regido induzida do problema (3.13) é a intersegao da

reta y = 5 com o conjunto de restrigao S, e pode ser visualizada na figura 3.5.

6.V

0 1 2 3 4 5 6
Figura 3.5: Regiao Induzida do problema RI do problema (3.13).

Para obter a solugao 6tima para o lider, basta minimizar F' na regiao induzida, ou
seja,
min F(z,y) = (z—3)"+ (y — 2)°
.y
restrito a:  y =5, (3.14)

<z <A4.

Cuja solucao é (x,y) = (3,5) com valor 6timo para o lider F' = 9 e para o seguidor
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f=0.
Observando os problemas (3.4) e (3.13), vemos que, ao mudarmos as restrigoes de

nivel, podemos obter solugoes distintas.

3.2 Problema de programacao em dois niveis linear

O PPDN linear pode ser escrito da seguinte forma:

min F(z,y) =caz+dy
restrito a: Ajz + By < by,
(3.15)
min f(z,y') = cor + day’
y/

restrito &: Az + By’ < by,

ondere X CR"eyeYCR™ F:XxY —>Ref: XxY =R
Para exemplificar os conjuntos definidos em (3.1.1), consideremos os seguintes

exemplos, retirados de [17]:
Ex. (1)

min F(z,y)=x — 8y

restrito a: — 7z + 3y < 5,

r+y < 15,
min fz,y) =y (3.16)
restrito a: bz — 2y’ < 33,
—r -2y < -9,

x>0, y >0.

A regiao viavel de S pode ser visualizada na figura 3.6 e a regiao viavel para o problema
do seguidor pode ser visualizada na figura 3.7. Conhecendo-se os pontos viaveis do
problema do lider, a saber, P, = (1,4), P, = (7,1), P; = (9,6) e Py = (4,11), conclui-se

que a proje¢ao de S no espago de decisao do lider é o intervalo [1,9].
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Figura 3.6: A regiao viavel S.

8
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121

111

101

X
0 1 3 3 4 5 6/7 8 oo 11

Figura 3.7: A regiao viavel do seguidor.

Esse problema pode ser resolvido de forma semelhante ao problema (3.4) e, portanto,

o conjunto de minimizadores globais do seguidor é definido como a seguir

V()= {y|ly=521<s<7hU{y|y=252 7<2 <9} (3.17)

Portanto, a regiao induzida do problema (3.16) ¢ definida como a seguir

RI= {(z,9) |y=5% 1< <T}U{(a,y) |y=2527<2 <9},  (318)

e pode ser visualizada na figura 3.8.
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11

10

o 1 2 3 4 5 6/7 8 9

Figura 3.8: Regiao induzida RI.

Para obter a solugao 6tima para o lider, basta minimizar F' na regiao induzida, ou
seja,
min F(x,y) =z — 8y
x

(3.19)
restrito a&:  (x,y) € RI

O problema (3.19) pode ser resolvido de forma semelhante ao problema (3.9), e
portanto, o ponto que gera o menor valor para o lider é (z*,y*) = (9,6) com F = —39 e
f=6.

Considere agora o problema (3.16) onde as restrigdes que figuravam no nivel inferior
passaram a figurar no nivel superior e as restrigbes que figuravam no nivel superior

passaram a figurar no nivel inferior:
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Ex. (2)

min F(z,y) =x — 8y

x7y
restrito a: bxr — 2y < 33,

—r—2y< -9,
min f (2,9) =y (3.20)
restrito &: — 7x + 3y < 5,

r+y < 15,

x>0,y >0.

O conjunto viavel S ¢ o mesmo do problema (1) e pode ser visualizado na figura 3.6.
Sabendo quais pontos s@o viaveis ao problema (3.20), pode-se concluir que projecao de S
sobre o espago de decisao do lider é o intervalo [1,9].

Conjunto viavel do seguidor é

Figura 3.9: A regiao viavel do seguidor.
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Nao importa a escolha do lider, o minimizador global de f ¢ y' = 0, portanto, o
conjunto minimizador global do problema do seguidor é dado por W(x) = {0}. Portanto,
a intersecao de S com a reta y = 0 é vazia e, consequentemente, a regiao induzida é vazia

e assim o problema (3.20) nao tem solugao.

Observando os problemas (3.16) e (3.20), vemos que ao mudarmos as restrigoes de

nivel, o problema pode passar a nao ter solugao.

3.3 Formulagao de Karush-Kuhn-Tucker para problema de dois niveis

A utilizacdo das condigbes necessarias de primeira ordem de Karush-Kuhn-Tucker
em problemas de programacao em dois niveis é uma ferramenta bastante utilizada na
resolu¢ao destes problemas. O problema de dois niveis (3.1) é transformado em um

problema de otimizacao com restricoes nao lineares que assume a seguinte forma:

min F(z,y)

restrito a: VyLs(z,y,\) =0,
Aihi(z,y) =0, (3.21)
Gi(z,y) <0,
hi(z,y) <0,

>\i > 0, 1= ].,...,q,

onde A € R? e a fungao Lagrangiana associada ao problema do seguidor é definida da

seguinte forma:

i=1
Note que o nimero de variaveis aumenta de ni 4+ ny para nq, + ng + g e de restrigoes
aumenta de p+¢q para no+p+3q. Os proximos 3 exemplos deixam claro como a abordagem

de K-K-T atua.
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Ex. 3 [18]

n;cwyn F(z,y) =z—4y
restrito a: = >0,
min f(z,y) =y
restrito a: —xz —y < —3, (3.23)
3r —2y <4,
—2x +1y <0,
2v +y < 12,
y = 0.

A fungao Lagrangiana fica

Le(x,y, ) =y+ (2 —y—3)+ A8z =2y —4) + A3(—22+y) + M2z +y —12) + \5(—y).
(3.24)

O seu gradiente ¢é

VLf(ZL‘,y, )\) = 1—)\1 —2>\2+)\3+)\4—)\5. (325)
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Portanto, o problema (3.23) reformulado fica:

T;?F(x y) =x—4y

restrito a: 1= =2 M+ X3+ — A5 =0,
Mx+y—3)=0,
No(— %+Qy+®—ﬂ

3(2z —y) =

a(— 2:L‘—y—|—12)—0

> >

(3.26)

20 +y < 12,
x>0,y>0,
N >0,i=1,234,5.

Desta forma, o problema (3.23) com 2 variaveis e com 6 restrigoes de desigualdades
¢ transformado no problema (3.26) com 7 varidveis e 17 restrigoes de igualdades e
desigualdades. A solugao o6tima encontrada em [18] para esse problema é o ponto
(z*,y*) = (4,4). A func@o objetivo do lider tem valor F* = —12 e a fung@o objetivo
do seguidor tem valor f* = 4.

Ex. 4 [16]

min F(x,y)= —x — 3y1+2y»
z.y

restrito a: —x <0,

mym flz,y)=—un
restrito a:  —2x +y; + 4y, — 16 <0, (3.27)
8r + 3y; — 2y, —48 < 0,
—2z 41y — 3y +12 <0,
-4 <0,

-y < 0.
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A fungao Lagrangiana é

Li(w,y,A) = —y1 + M(=27 + y1 +4ya — 16) + Xo(87 + 3y1 — 2y — 48)+ (3.28)
As(—2z +y1 — 3y2 + 12) + Aa(y1 — 4) + As(—w1).
Seu gradiente é dado por
VylLf(iL‘,y,)\) :—1+)\1+3)\2+>\3+)\4—)\5, (3 29)
Vo Lp(x,y, ) = 4\ — 2Xg — 3)s. '
O problema (3.27) reformulado fica
min F(z,y) = —r =3y + 2y,
I7y7
restrito a: 1+ AN +3+ A3+ A= A5=0,
4)\1 - 2/\2 - 3)\3 - 0,
A (=22 41 + 4yo — 16) = 0,
)\2(81’ + 3y1 — 2y2 — 48) = O,
)\3(—2$ + 1y — 3ys + 12) =0,
A4(y1 - 4) - 07
As(—y1) =0, (3.30)

—22 4y +4ys — 16 <0,
8r + 3y; — 2y, —48 <0,
=2+ 1y —3y2 +12 <0,
r—8<0,

y1 —4 <0,
Ai>0,0=1,...,5,

—xﬁO, _y1§0

O problema (3.27) com 3 variaveis e com 7 restri¢goes desigualdades ¢ transformado
no problema (3.30) com 8 variaveis e 19 restri¢oes igualdades e desigualdades. A solugao
6tima encontrada em [16] para esse problema é o ponto (x7],y;,vs) = (5,4,2). A fungado

objetivo do lider tem valor F* = —13 e a funcao objetivo do seguidor tem valor f* = —2.
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Ex. 5 [19]

min F(x,y)= (10 — z)® +(10 — y)?
@y

restrito a: —xr+y <0,
r— 15 <0,
—x <0,
(3.31)
min f(x,y) = (v + 2y — 15)*
y
restrito a: x4y — 20 <0,
y—20<0,
-y <0.
A fungao Lagrangiana
Ly(z,y, A) = (z 42y — 15)" + Ai(z +y — 20) + Aoy — 20) + As(—). (3.32)
Gradiente da fungao Lagrangiana
VyLi(z,y,\) = 8(z 4+ 2y — 15)> + A\, + Ao — As. (3.33)
Problema reformulado
mi? F(z,y) = (10 —12)*+ (10 — y)?
x’y?
restrito a: 8(x +2y — 152 + X\ + Xy — X3 =0,
M(z+y—20) =0,
)\Q(y - 20) = Oa
)‘3(_y) = 07
r— 15 <0,
z+y—20 <0,
y—20<0,

N>0i=1,....3

O problema (3.31) com 2 variaveis e com 6 restrigoes desigualdades ¢ transformado
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no problema (3.34) com 5 variaveis e 13 restrigoes igualdades e desigualdades. A solugao
Otima encontrada em [19] para esse problema ¢ o ponto (z*,y*) = (6.08194,4.45902). A
fungao objetivo do lider tem valor F* = —230.2686 e a funcao objetivo do seguidor tem

valor f* = 0.

3.4 Alguns algoritmos para problemas de programacao em dois niveis

A estrutura dos problemas de programagao em dois niveis nao é simples, mesmo para
o caso linear e, consequentemente, traz muitas dificuldades para que se encontre a solucao
de tais problemas. O que levou ao surgimento de estratégias para anélise de tais problemas
e, posteriormente, ao desenvolvimento de métodos mais eficientes para a sua solugao. No
cotidiano ha uma série de métodos que podem ser utilizados para solucionar problemas
de programacao em dois niveis, entretanto, a depender da modelagem do problema, nem
sempre é possivel encontrar a sua solucao.

Considere o seguinte problema de programacao de dois niveis

min  F(x,y)
zy

restrito a:  G(z,y) <0
(3.35)
min  f(z,y')
y/

restrito a: h(x,y’) <0,

onde FF: R"™ xR™ - R, f:R" xR” >R, G:R"™ xR™ - RP e h:R"™ x R" — R%
Apresentaremos alguns métodos para resolver diferentes problemas de programacao

em dois niveis do tipo (3.35).

Kth-Best.

O algoritmo intitulado Kth-Best foi apresentado por Bialas e Karwan [5| para resolver
problemas de programacao em dois niveis linear. Com as hipdteses, de que a regiao
induzida seja limitada, e que o conjunto W(x) seja unitario para todo x, o algoritmo
localiza a solucao 6tima global do problema.

E possivel mostrar que a solucdo do PPDN linear se encontra em um dos vértices da

regido viavel [teorema 5.2.2 [18]].
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Desta forma, a ideia principal do algoritmo baseia-se em percorrer os vértices de S
a procura do vértice (z¥,y*) com o menor valor objetivo para F(z,y) e que pertenca a
regiao induzida.

O algoritmo inicia o seu processo a partir de um ponto viavel, que é obtido da resolugao
da programagao linear do problema (3.35) sem a fun¢@o objetivo do seguidor. Desta forma,
verifica-se se o ponto atual pertence a regiao induzida e, em caso afirmativo, o algoritmo
para. Caso contrério, os vértices adjacentes serao adicionados em uma lista e, entao, como
forma de assegurar que o algoritmo termina no vértice com menor valor objetivo para o

lider, serdao examinados em ordem crescente do valor objetivo de F'(x,y).

Meétodo de Penalidade.

Os primeiros a encontrar solugoes para problemas de dois niveis gerais com este tipo
de metodologia foram Shimizu e Aiyoshi [7], que apresentaram um método de dupla
penalidade em que a funcao penalidade tenta manter a viabilidade para o problema do
lider e também para o problema do seguidor e ainda satisfazer condi¢oes de primeira
ordem do problema do seguidor penalizado. De forma simplificada, o método propoe a
utilizagdo de uma fungao de penalidade, que transforma o problema do seguidor de (3.35)

em um problema irrestrito com uma fungao objetivo aumentada, isto é,

p(x,y;r) = fx,y) +rolg(e, y), (3.36)

onde ¢ é uma funcao de penalidade continua.
Portanto, o problema de dois niveis (3.35) é reformulado e pode ser expresso da seguinte

forma

min F(x,y(x,y))

@y

restrito a:  G(z,y) <0 (3.37)
Vyp(z, y;7) =0

g(z,y) <0,

onde a ultima restri¢do em (3.37) determina o dominio da fungao p.
Para um parametro r dado, resolve-se o problema (3.37) adotando-se uma fungao de

penalidade mista interior-exterior que transforma o problema (3.37) na seguinte fungao
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objetivo aumentada

Qz,yt,5,1) = Fx,y) +t2(G(x,y)) + ro(g(z,y)) + s (|[Vyp(z,y;r)l)),  (3.38)

onde ® e 1 sao fungoes de penalidade continuas
Logo, a solu¢ao aproximada para o problema (3.35) pode ser obtida a partir da

resolucao do problema irrestrito

min Q(z,y;t,s,r). (3.39)

x?y

Mais detalhes podem ser encontrados em [20)].

Anandalindam e White [21] apresentaram um método de penalidades que resolve
problemas em dois niveis linear. Este método utiliza uma funcao de penalidade exata
com a “brecha” de dualidade nula para o problema do seguidor. O PPDN linear é
entao resolvido adicionando ao problema do lider tal funcao. O método tem garantia

de convergéncia sob certas hipoteses. Os detalhes podem ser encontrados em [21].

Método Branch and Bound.

O algoritmo branch and bound proposto por Bard [18], é um método que lista
as provaveis combinagoes das restricoes de complementariedade do seguinte problema
reformulado a partir do problema (3.35) aplicando-se KKT ao problema do seguidor

min F(z,y)
,y,A

restrito a: VL¢(z,y,A\) =0
Aigi(z,y) =0
Gi(z,y) <0
hi(z,y) <0
\>0i=1,...q.

(3.40)

Bard [18] considera algumas hipoteses para aplicabilidade do método, supoe que todas as
fungoes s@o convexas e duas vezes diferenciaveis. Isso garante que o conjunto V(z) seja
unitario para todo z. A partir destas hipoteses e de acordo com o Teorema 1 em [4], o

algoritmo obtém a solucao 6tima global para o PPDN.
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Bard e More |22] propuseram uma modifica¢ao no método de Branch and Bound com
o intuito de resolver PPDN linear/quadratico. O algoritmo obtém a soluc¢ao global do
PPDN linear/quadratico, se o minimizador global do seguidor for tnico para todo .

De maneira geral, o método inicia resolvendo o problema (3.40) sem as restrigdes de
complementariedade \;g;(x,y) = 0, para obter um ponto viavel. Em seguida, realiza-se
o passo de branch, que tem por finalidade verificar se este ponto satisfaz as restrigoes
de complementariedade e, em caso afirmativo, atualiza a funcao objetivo do lider. Caso
contrario, no né atual ¢, u; = 0 ou g; = 0 ¢ inserido no problema (3.40) para obter um novo
ponto viavel. Assim, o algoritmo repete-se até verificar todas as possiveis combinagoes
para as restricoes de complementariedade.

Mais detalhes podem ser encontrados em [4,22].

Direcao de Descida.

Os métodos de direcao de descida para resolver problemas de dois niveis foram
desenvolvidos de forma semelhante aos métodos de programacao nao linear. O método
de méxima descida foi desenvolvido por Savard e Gauvin [6], para resolver problemas do

tipo

min F(x,y) onde y resolve

min  f(x,y
v (z.9) (3.41)
restrito & ¢;(x,y) <0,i €1

g’t(xay) = 07 1€ Ja

onde I, J sdo conjuntos de indices finitos e S(z) = {y : ¢i(x,y) < 0,7 € [ e gi(z,y) =
0, € J} ¢ aregiao viavel do seguidor. Savard e Gauvin [6] reformulam o problema (3.41)
em um problema de programacao em dois niveis quadratico, cuja a solucao 6tima desse
problema ¢ uma dire¢ao de descida para F(z,y). Existem métodos eficazes para obter a
solucao do PPDN quadratico, tal como, Branch and Bound.

Para utilizagdo deste método, algumas hipdteses sao consideradas. O conjunto dos
minimizadores globais do seguidor deve ser unitario para todo x, os gradientes das
restricoes ativas no problema do seguidor devem ser linearmente independentes e supoe-se
que a condi¢ao suficiente de segunda ordem do problema do seguidor é satisfeita.

De maneira geral, o método inicia o seu processo em um ponto viavel (zy,y(xy))
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para o problema (3.41), a partir desse ponto resolve-se o PPDN quadratico obtido da
reformulagao do problemas (3.41), cuja a solugao 6tima desse problema é uma dire¢ao de
descida para F(z,y). Assim, verifica-se se esse valor 6timo obtido é negativo e, em caso
afirmativo, o algoritmo para. Caso contrario, calcula-se o tamanho do passo ¢; tal que
F(zg + tpdy, y(zp + trdy)) < F(xg, y(x)). Entdo um novo ponto é calculado a partir do
passo t e, assim, o processo se repete até o algoritmo satisfazer o critério de parada.

Para mais detalhes sobre o método de méxima descida veja [6].
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4 O ALGORITMO DE DIRECOES INTERIORES AO EPIGRAFO

Neste capitulo apresentaremos o método IED, desenvolvido por Freire et al. [8], para
resolver problemas de otimizagao nao convexos, nao diferenciaveis e com restrigoes.

Considera-se o seguinte problema

min f(x)
(P1) =4 sujeito a g(x) =0
r e X,

onde X é um subconjunto compacto do R" e as fungoes f : R* — Re g: R" — R™
sao continuas.

O problema (P;) somente é definido como um problema com restrigdes de igualdade,
porém as restri¢oes de desigualdades podem ser incorporadas ao problema (P;) através
do operador a™ = max{a,0}, a € R.

O método TED utiliza uma técnica de dualidade Lagrangiana, onde cada funcao de
restri¢ao é adicionada a fungao objetivo através de um multiplicador, ou variavel dual, para
formar a Lagrangiana classica. Em um esquema de dualidade, em vez do problema (P;),
o problema resolvido é aquele em que a fungao dual é maximizada. Nessa abordagem, o
valor da funcao dual em um determinado ponto no espaco dual é calculado minimizando-
se a Lagrangiana, que ¢ um problema sem restri¢oes e, portanto, métodos para otimizacao
irrestrita podem ser usados.

Acontece que o valor 6timo do problema dual associado com a Lagrangiana cléssica,
em geral, nao é o mesmo para o problema primal (P;), se (P;) nao for convexo. A diferenga
entre os dois valores 6timos é chamado de “brecha” de dualidade.

Sabe-se que as propriedades de “brecha” de dualidade nula e do ponto de sela sem as
hipoteses de convexidade sao garantida pela seguinte familia de funcao Lagrangiana [23].

A Lagrangiana aumentada L : R” x R™ x R, — R é a soma da funcao objetivo f
com mais dois termos: uma fun¢ao de penalidade ¢ mais um termo linear, conforme a
seguir

Lz, (u, ¢)) = f(x) + co(g(x)) + (Au, g(x)) , (4.1)

onde z € R", u € R™ ¢ € Ry, = [0,00), A € R™™ ¢é uma matriz real simétrica,

o :R™ — R é uma fun¢ao continua tal que o(x) >0, Vx € R™\ {0} e o(0) = 0.
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O problema dual gerado por tais Lagrangianas (4.1) ¢ um problema convexo (néo
diferenciavel), que geralmente é resolvido por métodos de otimizagdo convexa nao
diferenciaveis, como métodos de subgradientes e suas extensoes [23-29).

Uma abordagem de dualidade baseada na Lagrangiana L para resolver (P;) pode ser
descrita da seguinte forma. Dado um ponto corrente (u*, c*) no espago dual, um iterado

primal 2 é obtido pela regra
" € Arg gél)l{l L(x, (u*, ")), (4.2)

L é como em (4.1).

A iteragdo z; obtida em (4.2) pode ser usada para calcular a dire¢ao de busca que
leva a proxima iteragao dual (ugi1, Cri1)-

Na verdade, zj é usado para obter uma deflexao da dire¢ao do subgradiente que, por
sua vez, é utilizado para melhorar os valores duais. Esta é a ideia por tras dos métodos
estudados em [23-29|. Esses métodos sao referidos como métodos deflected subgradient
(DSG).

O IED ¢é uma adaptagdo do NFDA (Nonsmooth Feasible Directions Algorithm) que foi
desenvolvido Freire [9] para encontrar solu¢ao de problemas convexos, nao diferenciaveis
e sem restri¢oes, combinado com o DSG (Deflected Subgradient Method) desenvolvido
Burachik e Kaya [10] para encontrar solugdo de problemas de otimizagao nao-convexos e
nao-diferenciaveis.

De maneira geral, o método IED funciona da seguinte forma: a partir de um ponto no
interior do epigrafo da fun¢ao dual, um subgradiente é usado para definir uma aproximagao
linear ao epigrafo. Um ponto auxiliar é obtido resolvendo-se as condigoes de otimalidade
de um problema linear resultante. Se o ponto auxiliar estiver no interior do epigrafo, o
passo IED é declarado sério e o ponto auxiliar se torna o préximo iterado, a partir do qual
o processo é repetido. Se o ponto auxiliar nao pertence ao interior do epigrafo, o passo
IED ¢ declarado nulo e uma versao adequada do passo DSG ¢ aplicada ao ponto original.
O novo ponto ocupa o lugar do ponto original, a partir do qual o processo se repete, até
que se realize um passo sério. Caso ocorra um nimero infinito de passos nulos, o método
converge para uma solugao primal, em virtude das propriedades de convergéncia do DSG.

Um aspecto fundamental do método é a minimizacao da fungao Lagrangiana. A

minimizagao desta funcao de modo eficaz e preciso é vital para o sucesso do IED, embora
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o método utilizado para solucionar esta tarefa nao afete a convergéncia do método IED,
como provado em [8]. Resolver esse problema eficazmente ¢ fundamental para o sucesso
dos métodos com base na dualidade Lagrangiana. A versao original do método IED
emprega a rotina frminsearch do Matlab para a minimizacao da Lagrangiana.

Para formular o problema dual, define-se a fungao dual (concava) correspondente

H:R"xR, — R

H(u,c) = min[f(z) + co(g(x)) + (Au, g(x))]. (4.3)

zeX

O problema dual associado ao primal (P;) é dado por

(D) max  H(u,c), (4.4)

(u,c)€ER™ xR

e uma vez que a funcao dual H é concava, D é equivalente ao problema convexo

(D*)  min  —H(u,c).

(u,c)eR™ xRy

Com esta equivaléncia, tem-se em (D*) um problema irrestrito de otimizac¢ao convexa.
Assumida a possibilidade de resolugdo do subproblema (4.3), dado um ponto dual

(u, c), tem-se agora um ponto primal x que pertence ao conjunto

X(u,0) = Argmin|f(z) + ca(g(x)) + (Au. g(@)] (4.5)
BAS
Por simplicidade (D*) sera o problema dual e nos referiremos a @) := —H como a

funcao dual.
Apos a resolucao do problema (4.5), podemos obter um subgradiente s € 9Q(u, ¢) com

base no seguinte resultado:

Teorema 4.0.1. ( [23], Lema 2.1(a))
Dada a fun¢ao dual Q e um par v = (u,c) € R™ x Ry, tome x € X(v). Entio s =

(=Ag(x), —o(g(x))) € 9Q(v).

4.1 A diregao de busca do IED

Nesta secao, descreveremos como a dire¢ao de busca do IED é obtida.
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A direcao de busca empregada pelo IED foi, a primeira vez, usada por um algoritmo
chamado Feasible Directions Interior Point Algorithm (FDIPA) [30] para problemas néao
lineares diferenciaveis.

Consideremos o problema de otimizagao com restrigoes de desigualdades

min f(x)
sujeito a g(z) <0,

(1)

onde f: R" — R e g : R" — R™ sao fungoes diferenciaveis.
Seja z* um ponto regular do problema (P,). A condigdo necessaria de otimalidade de
Karush-Kuhn-Tucker (KKT) é expressa da seguinte forma: Se z* ¢ um minimo local de

(P,), entao existe \* tal que

V/(z*) + Vg(a)\ =0 (4.6)
Gz )\ =0 (4.7)

A >0 (4.8)

g(z") <0, (4.9)

onde G(x) é uma matriz diagonal com Gy;(z) = g;(x).
Uma iteragao de Newton para resolver o sistema linear de equagoes (4.6) e (4.7) pode
ser expressa por
BF Vg(x®)\ [z —a* Vf(z") + Vg(zF) A\ (4.10)
AWg(ah)T  Gab) | \ X — Ak G (") ’ ‘
onde (z*, \*) ¢ o ponto atual na iteragao k, A ¢ uma matriz diagonal com A;; = \; e BX =
V2 f(2F) + 57 AFV2g;(2%) ¢ a hessiana da fungao Lagrangiana L(z, \) = f(z) + AT g(z) ou
i=1
uma aproximacao Quasi-Newton. Contudo, B* deve ser definida positiva para garantir a
convergeéncia global do algoritmo.

Chamando d = x — 2%, o sistema (4.10) pode ser escrito da seguinte forma

B*d 4+ Vg(z*)\ = =V f(2*) (4.11)
AV g(2")Td + G(z")A = 0. (4.12)
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A solugao (d¥, \}) do sistema (4.11)-(4.12) fornece uma direcio de descida d¥, conforme
demonstrado em [30]. Entretanto, d¥ pode nio ser uma direcao viavel pois, quando alguma
restricio se aproxima de zero, d} tende a uma direcao tangente ao conjunto viavel, fato
decorrente de Vg;(2*)Td¥ = 0 na equacao (4.12) para o caso em que as restricoes sao
ativas.

No intuito de contornar esse problema, define-se um novo sistema em d* e \, de forma

que inclui-se no lado direito da equacao (4.12) um vetor negativo —p*A*, com p* > 0,

Brd + Vg(a")\ = =V f(z), (4.13)
AV (e d + G\ = —pFAF. (4.14)

Desta forma, (4.14) é equivalente a

MV g (") dE + g (PN = —pFNF i =1,2,...,m (4.15)

7

e entdo, (4.15) se reduz a

Vgi(zF)d" = —p* <0

para g;(z*) = 0. Portanto, d* é uma dire¢ao viavel.

A inclusao do termo negativo —p*\* produz uma deflexao proporcional d*, no interior
da regiao viavel.

A questdo agora é garantir que d* seja uma direcdo de descida. Para isso, p deve
ser determinado adequadamente. Assim, d* pode ser obtido a partir da resolucao dos

seguintes sistemas

B¥d, + Vg(aF)\, = —V f(2F) (4.16)
AVg(z")Tdy + G(zM)N =0 (4.17)

(§]
B¥dy + Vg(2¥) Ay = 0 (4.18)

AV g2 dy + G(2™) Ny = —AF, (4.19)
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e, consequentemente,

d* = di + ptd;
N = A g,

tem-se (d*)TV f(xF) = (d¥)TV f(2F) + p*(d5)TV f(2). Uma vez que (df)TV f(2*) < 0, se
(d5)TV f(2%) <0, entao (d¥)TV f(2*) <0, Vp* > 0.
Portanto, p* deve ser escolhido de maneira adequada, se (d5)TV f(z*) > 0. Para esse

caso, estabelecendo (d*)TV f(2*) < £(d¥)TV f(2*) com € € (0, 1), tem-se
(d7)"V f (") + p"(d3) TV f(a*) < €(dy)TV f (")

de maneira que

(€= D)V (")
(d5)"V f(k)

Assim, se p* for escolhido de modo a satisfazer a desigualdade (4.20), d* = d¥ + pFd5

o < (4.20)

serd uma dire¢ao descida viavel para f.

A diregao de descida do algoritmo pode ser visualizada na figura 4.1.

gi(zF)=0

Figura 4.1: Direcao de busca do FDIPA (Fonte: [31]).

Mais informagoes sobre o FDIPA podem ser encontrados em [30].

4.2 NFDA para problemas convexos

A partir do FDIPA, Freire 9] desenvolveu o algoritmo Nonsmooth Feasible Directions

Algorithm (NFDA) para lidar com problemas convexos, nao diferenciaveis e irrestritos da
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forma:
min f(z)

r e R

(F3)

onde f:R™ — R é uma func¢ao convexa nao necessariamente diferenciavel.

O problema irrestrito (P3) pode ser reformulado da seguinte forma

;

min ¢Y(x,z) = z

(£%) { sujeito a f(z) < z

(x,2) € R" x R,

\

onde f(x) < z é uma restrigao nao diferenciavel. Assume-se que um subgradiente
arbitrario s € df(x) pode ser calculado em qualquer ponto x € R™.
NFDA tem como ponto de partida (xg, z9) no interior do epigrafo da fun¢ao f. O

método define um hiperplano suporte para o epigrafo da funciao f no ponto (z*, f(2*))

onde s* € 9f(z*). Um problema auxiliar linear restrito empregando todos os hiperplanos

suporte calculados até o momento é definido da seguinte forma

min Y(x, z) = 2

(F5) q sujeito a g*(z,2) <0

(z,2z) € R" x R,

\

onde g* = (g¥,...,g*) : R""' — R™ ¢ uma funcio vetorial com gF : R"™! — R dada
por g; (z,z) = hi(z) — .

O NFDA nio resolve o problema (Ps), mas procura uma dire¢iao de busca d* do mesmo
modo que o método FDIPA. Para obter a direcao de busca resolve-se dois sistemas e
escolhe-se o parametro p da mesma maneira que o FDIPA faz.

Na iteracao (2%, 2*) de posse da direcdo de busca d*, o passo t* ¢ dado por

t* = min{tuay, T},
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onde ty. = max{t | gF((a*, 2*) + td*) < 0} e T > 0 ¢ um parametro pré-definido, uma

vez que tyax pode nao ser finito. Um novo ponto é calculado da seguinte forma
(y*,w*) = (2", 2) + pt*d*, onde p € (0,1),

Se F(y*) < w” supde-se que o conjunto atual de planos cortantes é uma boa aproximacio
de f(r) numa vizinhanca de z¥, entdo a nova iteragao é definida (x**1, 2**1) = (y* wk) e
este passo é chamado de passo sério que pode ser visualizado na figura 4.2. Caso contrario,
se F(y*) > w*, entao (zF+1 28*1) = (2%, 2%) e o passo é chamado de passo nulo que pode
ser visualizado na figura 4.3. Em qualquer caso, um novo hiperplano suporte no ponto

(y*, F(y*)) é adicionado para formar um novo problema auxiliar como (Ps).

(o 2

Nkl kD ok ok
2=, W)

Figura 4.2: Passo sério do NFDA (Fonte: [32]).
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’.\(xk, Zk) - (xk+1, Zk+1)

Figura 4.3: Passo nulo do NFDA (Fonte: [32]).

Mais informagoes a respeito do método NFDA, veja [9,33].

4.3 O método IED

Nesta se¢@o descreveremos o método de Diregoes Interiores ao Epigrafo [8] para resolver

problemas de otimizagao nao diferencidveis, nao convexos com restrigoes.

O problema dual (D), é equivalente ao problema

min Q(u, c)

(D) =

(u,c) € R™ x Ry

que, por sua vez, é equivalente ao problema

(ED") 9

(

As ideias aplicadas pelo NFDA podem ser utilizadas no problema (ED*), porque os

\

min ¢¥(u, ¢, z) = z
sujeito a  Q(u,c) < z.

(u,c,z) € R™ x Ry x R.

problemas (P;) e (FD*) tém a mesma estrutura.



95

No passo k do método IED, temos o ponto (v*,2%) = ((u*, c*), 2¥) € int(epi(Q)) e
uma iteragdo primal ¥ € X (v*) tal que g(z*) # 0.

k

Utilizando o Teorema (4.0.1) e possuindo z", podemos obter naturalmente o

subgradiente

s" = (—Ag(a"), —o(g(a"))) € 9Q(vY).

Este subgradiente define um hiperplano de suporte

para o epi(Q) no ponto (v Q(v*)). Aplicando este hiperplano suporte, o problema

auxiliar é definido como

(
min ¢ (u, ¢, z) = z

(APg) < sujeito a  ¢"(u, ¢, 2) < z

(u,c,z) € R™ x Ry X R,

\
onde ¢ : R™ x R, x R — R ¢ dada por g*(v, 2) = h¥(v) — 2.

A partir de (AP;) as direcoes d¥ e df sdo obtidas por meio da resolugao dos sistemas

Btdy + Vg(vk, 2F)\ = =V (v, 2F)

(4.21)
ARV g0k, 29V dy + G(o%, M)A = 0

Bkdg + Vg(vk, Zk))\g =0

(4.22)
AV (o, 27T dy + G(vF, 2F) Ay = —AF.

Com d¥ e df a direcao de busca é definida por d* = d¥ + p*d5, onde o parametro p* >
0 deve ser escolhido adequadamente para que d* seja uma direcao de descida para 1),
isto &, (d*)TVy(v*, 2%) < 0, e, a0 mesmo tempo, uma direcao de descida local para a
funcao dual Q. Para isto, d* tem que ser uma direcio de descida para ¢ também, isto é,
(d*) TV g(v*, 2%) < 0.

Em outras palavras, o algoritmo IED encontra uma direcao d, em cada iteragao, que
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pertence ao interior do cone
KW* %) = {d e R™™ x R | d"Vg(v", 2F) < 0 e d"Vy(vF, 2%) < 0},

que pode ser visualizado na figura 4.4.

ve(z)=[s -1]

Figura 4.4: O cone de dire¢oes K (v, z) (Fonte: [34]).

Freire et al. [8] provaram que se p satisfaz

_diVg(v,2)
d3Vg(v, z)

dI'Vi(v, 2)
<p< (1= 1—”
p=(l=¢ daVi)(v, 2)
entdo d € K (v, 2).

A partir da escolha apropriada do passo t*, o célculo do ponto auxiliar na iteracao

atual (v, 2%) € int(epi(Q)) ¢ dado por
(@, e" 2% = (0%, 2%) = (oF, 2F) + thd".

Se g(z%) = 0 com #* € X (%), o algoritmo para, de acordo com o Teorema (4.3.1).
Caso contrario, se g(z*) # 0 e Q(7%) < z* entao (vF+1 M) = (¥, %) e declara-se esse
passo como sério.

Se Q(t*) > z* um passo do DSG ¢ realizado no intuito de obter o préximo iterado
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(VL 2 € int(epi(Q)) e, assim, declara-se esse passo como nulo.

Em vista disso, calcula-se um novo plano suporte no ponto (vF+1 Q(zF+1)), define-
se um novo problema auxiliar e o processo se repete até obter-se um z* que satisfaca
g(z¥) = 0.

O resultado que justifica o critério de parada utilizado pelo IED:

Teorema 4.3.1. ( [8], Teorema 2.1) Suponha que para algum (u,¢) € R™ x R, temos
T € X(u,¢) = Argmin[f(z)+co(g(x))+ (Au, g(x))]. Entao T é uma solug¢io do problema

primal e (u,¢) € uma solugao do problema dual se, e somente se, g(z) = 0.

O Algoritmo DSG

O algoritmo DSG encontrado em [23] é descrito a seguir:
Passo 0: Escolha v° = (u°, °) € R™ x R,, e parametros exogenos, {a,} C (0,a).
Também fixe > n > 0. Seja k := 0.
Passo 1: (Critério de parada)
a) Calcule z* € X (v¥),
b) Se g(x*) = 0 pare. Caso contrério, va para o passo 2.
Passo 2: (Calculo do passo e atualizagao das variaveis duais)
n := min{n, o(g(z*))}, B := max{B,c(g(z*))}, e escolha r em [n, Bxl,
uftt =k —rp A(g(h),
=P — (1 + ag)reo(g(zh)).

Seja k =k + 1 e va para o passo 1.

A seguir, descrevemos o algoritmo IED.

O algoritmo IED

Passo 0: Fixe uma sequéncia {a;,}C R, e uma sequéncia { B*} de matrizes definidas
positivas. Fixe § > n > 0, Ty € (0,1), Q < @, onde Q é o valor 6timo dual, uma
matriz simétrica A, e uma funcdo aumentada o. Tome u’ € R™, ¢ > 0, A\ > 0 e
20> Q) = Qu?, ). Tome x° € X (v°) tal que g(z°) # 0. Seja k = 0.

Passo k: Seja (v, 2%) € int(epi(Q)), \¥ > 0 e 2F € X(v*) tal que g(z*) # 0. Calcule
"= (=A(g(a")), —a(g(=")).
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Passo k.1: Seja i = 0. Dado (v*, 2% \¥), encontre df,d5, \¥ e A5 resolvendo os

sistemas 4.21 e 4.22.
. dM TV g(v*, 2~
Encontre p¥, pk satisfazendo pf = _Ed;TVggvk,zk; < pF < (1 -
ATV (vk, 2F 1 ok 2 ot L
&r) Edi;TVQbEUk z’f; < pk, com & € (—( —- 0,21 - —1)> C (0,1), e a diregao de
2 9

S
busca d* = d} + pFds.

+-Q [(0")"s"] )
—Vp(vk, ) TR —Nap(vk, 2R) Tk
Passo k.2: Calcule o ponto auxiliar (0%, %) = (v, 2%)+t*d*. Encontre 2% € X (0%, 2%).

Calcule o tamanho de passo t* = maz{no,

k k k k

Se g(2%) = 0, pare. Sejam z* = ¥ e v¥ = oF.
Passo k.3.a: (Passo sério) Se (9%, 2F) € int(epi(Q)) entdao (vF*1, 2E+L) = (0%, 2F),

ghtl = gk NRFL = Nk k(O pRARY = AF k= k + 1 e vA para o passo k.

gk(vkv zk) =0

Figura 4.5: Passo sério: (vFT1, 281) = (4% 2F) (Fonte: [8]).

Step k.3.b: (Passo nulo) Faca i = i+ 1. Escolha 7, € [, 5], onde n, =
min{n, o(g(x))} e fr = min{f3, o(g(z))}. Calcule um novo ponto no int(epi(Q)) realizando
o passo DSG a partir de v*:

it =ub —rA(g(a"));

rt =k — (14 ag)rro(g(zh));

i = (G, k).

Encontre %' € X (9%7). Se g(i*?) = 0, pare. Caso contrario, calcule Q(7%%) e tome

R tal que Q(%) < 2M < Q(vF). Seja (v, 2%) = (o7, 2); 2% = 7% e vA para o passo
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Figura 4.6: Passo nulo:(v*, 2%) = (9%, Z%%) (Fonte: [8]).

Para anélise da convergéncia do IED veja [§].

29
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5 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Neste capitulo sao apresentados uma série de experimentos numéricos para verificacao
do comportamento do algoritmo IED aplicado em problemas de programacao em dois

niveis. Para isso, considere a seguinte funcao Lagrangiana aumentada

L(z,u) = f(z) +cl|(g@)I] + (u,9(2)), (5.1)

onde o(-) = ||-||]2 € A = I é a matriz identidade.

As restrigoes de desigualdades g(x) < 0 foram substituidas pela restri¢ao equivalente
de igualdade nao diferenciavel max{g(x),0} = 0. Desta forma, todos os problemas com
restri¢oes de desigualdades sao transformados em problemas de otimizacao com restrigoes
de igualdades.

Os problemas apresentados neste capitulo foram obtidos da literatura cujos dados
iniciais foram mantidos quando da aplicagao do IED para resolvé-los. Outro ponto a
destacar é que procuramos resolver problemas de dois niveis de naturezas diversas e assim
resolvemos problemas lineares, nao lineares e quadraticos.

Em todos os problemas apresentados neste capitulo foi utilizado u; = 1 para i =
1,...,m, de modo que tivéssemos a Lagrangiana completa. Além disso, foi feita uma
escolha aleatoria A; = 0 para ¢ = 1,...,q em todos os problemas, porém os resultados
obtidos nao foram satisfatérios como pode-se ver no Apéndice A.

Por isso, uma segunda escolha foi feita com base na ideia utilizada pelo algoritmo
Branch and Bound, onde o ponto inicial satisfaz as restrigoes do problema reformulado
sem as restrigoes de complementariedade. Portanto, o ponto inicial (x,y) foi obtido
da literatura e, assim, determina-se A de modo a satisfazer as restricoes do problema

reformulado sem as restrigoes de complementariedade.

Considere como legenda as seguintes nomenclaturas:
e [ = valor 6timo do lider.

e f* = valor 6timo do seguidor.



Problema 1 [18]:

ng’cwyn F(z,y)=x —4y
restrito a: —x <0,
min f(z,9)=y
restrito a: —x—y+3 <0,
—2z+1y <0,
2v +y —12 <0,
3r —2y —4 <0,
-y <0.

A fungao Lagrangiana

Li(r,y,\) = y+ M(—2 —y+3) + (22 +y)
+A3(2z +y — 12) + M3z — 2y — 4) + Xs(—v).

O gradiente é dado por

Vny(x,y,/\) =1- /\1 + )\2 + )\3 - 2/\4 — /\5.
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(5.4)
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O problema reformulado

min F(x,y)=x — 4y
HRTIDN

restrito a: 1=+ X+ A3 =2, — X5 =0,

M(—z—y+3) =0,
Xo(—2z+y) =0,

As(2x +y —12) =0,
M(Bx —2y —4) =0,

As(—y) =0, (5-5)
Ai>0,0=1,...,5,

—r—y+3 <0,

—2r+y <0,

20 +y—12 <0,

3r—2y—4<0,

—r <0, —y<O0.

Ponto inicial: (z,y,\) = (3,6,0,0,0,0.5,0) [35].
Solugao 6tima (z*,y*) = (4,4), F* = —12 ¢ f* =4 [18].

Solugao encontrada pelo IED F* f* o Iteragao | Iteragao
IED fmin

_____________ — e | == 1 - -
(3.7498, 3.6246) -10.7488 | 3.6246 5 1 1375
(4.0000, 4.0000) -12.0000 | 4.0000 10 4 2486
(3.9998, 3.9998) -11.9992 | 3.9998 25 2 1323
(4.0000, 4.0000) -11.9999 | 4.0000 50 1 1016
(4.0000, 3.9999) -11.9998 | 3.9999 75 1 1083
(3.9996, 3.9993) -11.9978 | 3.9993 100 3 1292
(3.9999, 3.9998) -11.9995 | 3.9998 500 1 832
(4.0000, 4.0000) -12.0000 | 4.0000 1000 1 1105
(4.0000, 4.0000) -12.0000 | 4.0000 | 10000 0 1013

Tabela 5.1: Resultados encontrados pelo IED.
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Problema 2 [5]:

min F(z,y) = —y

Y

restrito a:  min f(z,y) =y

y
restrito a: —x —2y+10<0,
20 —y — 21 <0,
x+2y—38<0,
—x+ 2y — 18 <0,
—r <0, —y<O0.
A fungao Lagrangiana
Li(z,y,\) = y+ (=2 —2y+10) + Xa(x — 2y — 6) + A\3(2z —y — 21)+ (5.7)

Az + 2y — 38) + As(—x + 2y — 18) + As(—x) + M (—y).

O gradiente é dado por

Vny(x, Yy, )\) =1- 2)\1 — 2/\2 — /\3 + 2)\4 + 2/\5 — /\7. (58)
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O problema reformulado

min F(z,y) = -y
T,Y,A

restrito a: 1— 2)\1 — 2)\2 - )\3 + 2)\4 -+ 2/\5 - /\7 = 0,

x4+ 2y —38 <0,
—x+ 2y —18 <0,

Ponto inicial: (z,y,A\) = (10, 14,0,0,1,0,0,0,0) [5].
Solucdo otima (z*,y*) = (16,11), F* = —11 e f* = 11 [3].
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Solugao encontrada pelo IED F* f* o Iteragao | Iteragao
IED fmin
_____________ - [ 1 - -
(15.9526, 10.9052) -10.9052 | 10.9052 5 2 2462
(16.0000, 11.0000) -11.0000 | 11.0000 10 1 2207
(15.9855,10.9710) -10.9710 | 10.9710 25 4 3824
(15.9169, 10.8338) -10.8338 | 10.8338 50 1 2696
(16.0000, 11.0000) -11.0000 | 11.0000 75 5) 5464
(15.9998,10.9996) -10.9996 | 10.9996 100 2 3229
(12.0000, 3.0000) -3.0000 3.0000 500 1 3276
(12.0001, 3.0001) -3.0001 3.0001 1000 2 3333
(13.4635, 5.9270) -5.9270 5.9270 10000 1 3149
Tabela 5.2: Resultados encontrados pelo IED.
Problema 3 [ [36], pag 242]:
min F(x,y)= —2x1 + xo + 0.5y,
.,y
restrito a: 1+ a9 —2<0,
—11 <0, —x <0,
min f(z,y) = —4y1+ys (5.10)
restrito a: =21+ 1y —y2 + 2.5 <0,
T — 3T+ 1y —2 <0,
—1h <0, —y2 <0.
A fungao Lagrangiana
Li(z,y,A) = —4y1 +yo + M\ (=221 +y1 — y2 + 2.5)+ (5.11)
Aa(@1 = 322 + 2 — 2) + As(—y1) + Aa—y2).
O gradiente é dado por
Vo Le(x,y,A\) = =44+ X — A3,
wki(@.y. A) b (5.12)

VylLf(x,y,/\) =1- /\1 + )\2 — )\4.
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Tg%\b F(z,y) = —2x1+ z2+ 0.5y,
restrito a: —4+ X — A3 =0,
1—=M+X—=A =0,
M(=271 +y1 — Y2 +2.5) =0,
Ao(T1 — 339 + Y2 — 2) = 0,
Aal=y1) = (5.13)
Ai(=y2) =0,
N >0,i=1,...,4,
T+ 12 —2<0,
—2z1+y1 —y2 +25 <0,
x1 —3x2 +y2 —2 <0,
—21 <0, =22 <0, —y1 <0, —y2 <0.
Ponto inicial: (z,y,) = (2,0,0,0,4,3,0,0,0) [36].
Solugdo otima (x5, 3, y7,v3) = (2,0,1.5,0), F* = —=3.25 ¢ f* = —6 [36].
Solucao encontrada pelo IED F* fr co Iteracao | Iteragao
IED fmin
_____________ S 1 - o
(2.0000, 0.0000, 1.5000, 0.0000) -3.2500 -6.0000 ) 3 2776
(2.0000, 0.0000, 1.5000, 0.0000) -3.2500 | -6.0000 10 1 1749
(1.6650,0.0021,1.1714,0.3414) -2.7422 -4.3442 25 1 2539
(1.9606, 0.0381,1.5749,0.1537) -3.0957 -6.1458 50 3 3833
(0.9756,0.0014, 0.4798, 1.0287) -1.7098 | -0.8905 75 1 2553
(0.6897,0.0152,0.2354, 1.3560) -1.2465 0.4144 100 1 1797
(2.0000, 0.0000, 1.5000, 0.0000) -3.2500 -6.0000 500 1 1863
(1.6504,0.0303, 1.2414, 0.4406) -2.6498 -4.5249 | 1000 1 2184
(0.4700, 0.0100, 0.0000, 1.5599) -0.9301 1.5599 | 10000 1 1864

Tabela 5.3: Resultados encontrados pelo IED.
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Problema 4 [16]:

min F(x,y)= —x — 3y1+2ys

xh,y
restrito a: —x <0,

r—8<0,

min f(2,y)=

restrito a:  —22 + gy + 4ys — 16 < 0, (5.14)
8x + 3y; — 2y, —48 <0,
=2 +y; — 3y +12 <0,
y1 — 4 é 07
—y1 < 0.
A funcao Lagrangiana
Li(z,y,A) = =y + (=22 + 41+ dyz — 16) + Ao(8z + 3y1 — 2y — 48)+ (5.15)
)\3(—25E +u — 3y2 + 12) + /\4(y1 — 4) + /\5(—y1).
O gradiente ¢ dado por
Vi Li(w,y, ) = =1+ M +3A + A3+ Ay — As, (5.16)

VyQLf(ZL‘,y, )\) = 4)\1 — 2)\2 — 3)\3
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min F(x,y) = —x — 3y, + 2y

Z,Y,A

restrito a:

—14+XMN+3N+ A3+ — A5 =0,
AN — 20 — 3X3 =0,

M (=22 +y1 + 4y, — 16) =0,

Ao (8x + 3y — 2yo — 48) =0,
As(—22 +y1 — 3ys + 12) = 0,
My —4) =0,

As(—1) =0, (5.17)
A\ >0,i=1,....5

—22 4y, + 4dys — 16 < 0,

8xr + 3y; — 2y, — 48 <0,

2w 4y — Byp + 12 <0,

r—8 <0,

y1—4 <0,

—.I‘SO, _?/130

Ponto inicial: (z,y,\) = (1,0,4,0,0,0,1,0) [16].
Solugdo otima (x7, v, y5) = (5,4,2), F* = —13 e f* = —4 [16].
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Solugao encontrada pelo IED F* f* o Iteragao | Iteragao
IED fmin
_____________ - - 1 - -
_____________ - - 5 - e,
(4.9994, 4.0000, 2.0007) -12.9980 | -4.0000 10 3 5247
(5.1810, 4.0000, 2.7238) -11.7333 | -4.0000 25 8 8084
_____________ - - 50 - -
(5.0143,4.0000,2.0571) -12.9000 | -4.0000 75 4 3403
(5.0150, 4.0000, 2.0619) -12.8913 | -4.0000 100 2 3825
(7.9995,0.0010, 7.9995) 7.9966 -0.0010 500 1 2829
(4.8728,4.0000, 2.0848) -12.7032 | -4.0000 1000 4 5272
(0.0000, 0.0000, 4.0000) 8.0000 0.0000 10000 1 3380
Tabela 5.4: Resultados encontrados pelo IED.
Problema 5 [4]:
min F(z,y) = (z -5 +(2y+1)?
.,y
restrito a: —x <0,
min f(z,y) = (y —1)* — L5y
y
restrito a: —3x+y+3 <0, (5.18)
xr—0.5y—4<0,
—y <0.
A fungao Lagrangiana
Le(z,y,\) = (y—1)? = 15zy + M (=3x+y+3) + Moz — 0.5y — 4)+ (5.19)
(@ +y—T7)+ M(—y).
O gradiente é dado por
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O problema reformulado

Tym;f F(z,y) = (x—5)*+ 2y +1)?
restrito a: 2y—1) =152+ A1 — 0.5 s + A3 — Ay =0,
M(=3r+y+3) =0,
Xo(z — 0.5y —4) =0,
Az +y—1T7)=0,
Ai(=y) =0, (5.21)
N>0,i=1,... .4
—3r+y+3<0,
z— 0.5y —4<0,
r+y—7<0,

—r <0, —y<O0.

Ponto inicial: (z,y,\) = (4,0,8,0,0,0) [4].
Solucdo otima (z*,y*) = (1,0), F* =17e f* =1 [4].

Solugao encontrada pelo IED F* f* co Iteragao | Iteracao

TIED fmin

_____________ S (- 1 - -

(1.0055,0.0166) 17.0232 0.9421 5 2 1013
(1.0059,0.0176) 17.0247 0.9387 10 2 947
(1.0000, 0.0000) 17.0000 1.0000 25 1 752
(1.0020, 0.0059) 17.0080 0.9795 50 2 863
(1.0004,0.0011) 17.0015 0.9961 75 2 863
(1.0000, 0.0000) 17.0000 1.0000 100 2 809
(1.0023,0.0068) 17.0092 0.9764 500 1 808
(1.0023, 0.0070) 17.0095 0.9757 1000 2 900
(1.0011,0.0033) 17.0045 0.9884 | 10000 2 918

Tabela 5.5: Resultados encontrados pelo IED.



Problema 6 [35]:

T;wyn F(x,y)= (10 — x)3 +(10 — y)3
restrito a: —r+4+y <0,
x—15 <0,
—x <0,
min f(z,y) = (z + 2y — 15)*
restritoa : x+y—20 <0,
y—20<0,
-y <0.

A fungao Lagrangiana
Li(x,y,\) = (x+2y — 15)* + M (z +y — 20) + Aoy — 20) + A3(—y).
O gradiente é dado por
VyLi(z,y,\) = 8(z 4+ 2y — 15)> + A\, + Ao — As.

O problema reformulado

7;1;7)7\, F(z,y) = (10— x)3+ (10 — y)3
restrito a: 8(x+2y — 152 + A1+ Xy — A3 =0,
A(r+y—20) =0,
A2(y —20) =0,
As(—y) =0,
N>0,i=1,...,3
—x+y <0,
rz— 15 <0,
z+y—20 <0,
y—20<0,

Ponto inicial: (z,y, A) = (10, 10,0, 0,27000) [35].
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(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)



Solugdo otima (x*,y*) = (6.08194,4.45902), F' = 230.2686 ¢ a f = 0 [19].
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Solugao encontrada pelo IED F* f* co Iteragao | Iteracao
IED fmin
_____________ - - 1 - -
(6.0831, 4.4606) 230.0725 | 0.0000 ) 11 4549
(6.0819,4.4612) 230.0739 | 0.0000 10 11 4518
(6.0858,4.4594) 230.0604 | 0.0000 25 10 3697
(6.0853,4.4597) 230.0507 | 0.0000 50 9 3914
(6.0830,4.4605) 230.0861 | 0.0000 75 9 4109
(6.0827,4.4605) 230.1035 | 0.0000 100 9 3672
(6.0799, 4.4620) 230.0883 | 0.0000 500 7 2995
(6.0831,4.4606) 230.0695 | 0.0000 | 1000 6 2586
(6.0832,4.4608) 230.0418 | 0.0000 10000 3 2072
Tabela 5.6: Resultados encontrados pelo IED.
Problema 7 [16]:
min F(z,y) = (x —3)% +(y —2)?
z?y
restrito a: r—8 <0,
—x <0,
min f(z,y)= (y - 5)° (5.26)
Y
restrito a: —2rx+y—1<0,
r—2y+2<0,

A funcao Lagrangiana

z+2y—14<0.

Li(z,y, \) = (y =52+ (=22 +y — 1) + Ao — 2y + 2) + Aa(x + 2y — 14).  (5.27)

O gradiente ¢ dado por

VLi(z,y,A) =2(y —5) + A — 2A + 2X3.

(5.28)



O problema reformulado

min F(z,y) = (z —3)*+ (y — 2)°

Z,Y,A

restrito a:

2(y —5) + A1 —2X +2X3 =0,

):()7

Aoz —2y+2) =0,
A3(z + 2y — 14) =0,
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N>0,i=1,23, (5.29)
—2r+y—-1<0,
r—2y+2<0,
x4+ 2y —14 <0,
r—8<0,
—x < 0.
Ponto inicial: (z,y,\) = (3,1,8,0,0,0) [16].
Solucdo otima (z*,y*) = (1,3), F* =5 e f* =4 [16].
Solugao encontrada pelo IED F* f* co Iteragao | Iteracao
IED fmin
_____________ S 1 o _
(0.9989,2.9977) 5.0000 4.0091 5 0 938
(1.0011, 3.0021) 5.0000 3.9915 10 0 785
(0.9929, 2.9859) 5.0002 4.0567 25 0 941
(1.0000, 3.0000) 5.0000 4.0000 50 0 1148
(1.0000, 3.0000) 5.0000 4.0000 75 0 961
(1.0000, 3.0000) 5.0000 4.0000 100 0 1464
(1.0000, 3.0000) 5.0000 4.0000 500 0 1234
(0.3212,1.6424) 7.3040 11.2737 | 1000 0 569
(0.2119,1.4237) 8.1058 12.7897 | 10000 1 638

Tabela 5.7: Resultados encontrados pelo IED.
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Problema 8 [35]:

min F(z,y) =+ (y —10)*

x7y
restrito a: r+2y—6<0,

—x <0,
myin flz,y) =2® =2 + 2+ 2y — 2y (5.30)
restrito a:  —x + 2y — 3 <0,

y—10<0,

-y <0.

A funcao Lagrangiana

Li(x,y,\) = a® —a® 4+ 142> =2y + M (-2 42y — 3)+

(5.31)
O gradiente é dado por
VyLi(x,y, ) = 6y° — 242X\ + Aa — A5 (5.32)
O problema reformulado
min F(z,y) = 2* + (y — 10)?
x7y7
restrito &: 62 — 2+ 2\ + Xy — X3 =0,
M(—z+2y—3) =0,
)\Q(y - 10) == O,
A\ >0,i=1,2,3,
r+2y—6<0,
—x+2y—3 <0,
y—10<0,

x>0, —y<O0.

Ponto inicial: (z,y,\) = (1.5,2.25,0,0, 28.375) [35].
Solugdo o6tima (x*,y*) = (0,0.5774), F'* = 88.7863 e f* = —0.7698 [19].
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Solugao encontrada pelo IED F* f* o Iteragao | Iteragao
IED fmin
_____________ - - 1 - -
(0.0160,0.5774) 88.7866 | -0.7541 ) 1 870
(0.0000,0.5774) 88.7863 | -0.7698 10 2 714
(0.0008,0.5774) 88.7863 | -0.7690 25 1 658
(0.0144,0.5774) 88.7865 | -0.7556 50 3 929
(0.0514,0.5774) 88.7890 | -0.7209 75 1 670
(0.0011,0.5774) 88.7863 | -0.7687 100 1 848
————————————— e === | 500 | — == |
————————————— === 1000 | ——— | ————
————————————— | == —— 10000 ———— | ————
Tabela 5.8: Resultados encontrados pelo IED.
Problema 9 [35]:
min Flr,y) = (2= )"+ =17+ (0~ v)”
restrito a: —x <0,
min f(z,y) =2z + " +yi + 4y + 245 — 6y,
y
i 5 - 2 Y2
restrito a: 6r +y; +e 15 <0, (5.34)
5 +yi —y2 — 25 <0,
Y1 — 4 S Oa
Yo — 2 S 07
—y1 <0, —y2 <0.
A funcao Lagrangiana
Li(z,y,\) = 22+ e¥ +yi +4dy; + 2y3 — 6ya + M (62 + yi +e¥2 — 15)+

(Y2 = 2) + As(=y1) + A6 (—¥2)-



O gradiente é dado por

Vi Li(2,y, ) = e 4 2y + 4+ 2y + 4yda + A3 — As,
Vy2Lf(I',y, )‘> = Y2 + 2y1 -6 + eyz)\l - )\2 + )\4 - )\6-

O problema reformulado

min Fr,y)=(x—y)'+ @ — 1)+ (11 — 3)?
restrito a: evt + 2y1 + 4+ 21\ + 4y Ao+ A3 — A5 =0,
Yo +2y1 — 6+ e — Ao+ Ay — Xg =0,
A (62 + 32 +e¥2 — 15) = 0,
Ao (bx + yt —y2—25)—0
As(yr —4) =
Aa(y2 — )
As(—u1) =
)\6(—92) =0,
ANi>0,i=1,...,6,
6z + y? +e¥2 — 15 <0,
52 4 yi —y2 — 20 <0,
1 —4 <0,
Yo —2 <0,

—.TSO, _ylgov —?/2§0

Ponto inicial: (z,y,\) = (1,1,1,1.1036,0,0,0,10.9254, 0) [35].

Solugdo 6tima (2%, 7, y3) = (1.9405,0,1.211), F* = 2.7497 e f* = 0.5481 [19].
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Solugao encontrada pelo IED F* f* o Iteragao | Iteragao
IED fmin
_____________ S 1 - -
(1.9405,0.0000, 1.2111) 2.7498 0.5478 ) 2 3260
(1.9407,0.0000, 1.2107) 2.7498 0.5487 10 2 3646
(1.9401, 0.0000, 1.2117) 2.7498 0.5465 25 3 3677
(1.9876,0.0000, 1.1231) 2.8198 0.7592 50 2 3109
(1.9411,0.0000, 1.2100) 2.7498 0.5503 75 4 5924
(1.9922,0.0000, 1.1140) 2.8359 0.7825 100 2 5556
(2.1059, 0.0000, 0.8607) 4.1449 1.5292 500 2 1984
(2.1085, 0.0000, 0.8540) 4.2060 1.5516 1000 2 2066
(2.1182,0.0000, 0.8290) 4.4490 1.6367 | 10000 2 2709
Tabela 5.9: Resultados encontrados pelo IED.
Problema 10 [35]:
min F(z,y) = x?+ (y — 10)?
Y
restrito a: —x+y <0,
—x <0,
x—15 <0,
(5.38)
min f(z,y) = (z+ 2y — 30)?
y
restrito a: x4+ y — 20 <0,
y—20<0,
—y <0.
A funcao Lagrangiana
Le(z,y,\) = (x4 2y — 30)% + M (x + y — 20) + Aa(—y) + A3(y — 20). (5.39)
O gradiente é dado por
VyLi(z,y,\) =4(x + 2y — 30) + A\ — Ay + As, (5.40)



O problema reformulado

min F(z,y)= 2>+ (y — 10)?

Z,Y,A

restrito a:

d(x+2y —30) + A1 — Ao+ A3 =0,

AM(z+y—20) =0,
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Aa(=y) =0,
As(y —20) =0,
—x+y<0, (5.41)
r+y—20<0,
y—10<0,
z— 15 <0,
-+ <0, —y <0,
A >0,1=1,2,3.
Ponto inicial: (z,y,A) = (5,5,60,0,0) [35].
Solucdo o6tima (z*,y*) = (10,10), F* =100 e f* =0 [19].
Solugao encontrada pelo IED F* f* co Iteragao | Iteracao
IED fmin
_____________ S 1 o o
(10.0000, 9.6495) 100.1229 | 0.4914 5 1 1198
(10.0000, 9.9837) 100.0003 | 0.0011 10 4 2198
(10.0000, 10.0000) 100.0000 | 0.0000 25 19 4900
(10.0000, 9.9966) 100.0000 | 0.0000 50 1 942
(10.0000, 9.9944) 100.0000 | 0.0001 75 1 1076
(10.0000, 9.9944) 100.0000 | 0.0001 100 1 840
(10.0000, 10.0000) 99.9994 | 0.0000 500 1 814
(10.0000, 10.0000) 100.0000 | 0.0000 | 1000 1 1286
(10.0000, 5.8757) 117.0101 | 68.0403 | 10000 0 605

Tabela 5.10: Resultados encontrados pelo IED.
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Na tabela 5.11 sao mostrados os parametros ¢y que proporcionou ao algoritmo IED a

obter os melhores resultados.

Problemas co Iteragao do IED Iteragao do fmin
Problema 1 10000 0 1013
Problema 2 10 1 2207
Problema 3 10 1 1749
Problema 4 10 3 5247
Problema 5 25 1 752
Problema 6 100 9 3672
Problema 7 75 0 961
Problema 8 10 0 956
Problema 9 5 2 3260
Problema 10 1000 1 1286

Tabela 5.11: Melhores resultados obtidos pelo TED.

A partir dos resultados apresentados neste capitulo, observa-se que c¢q = 10
proporcionou melhor comportamento do algoritmo IED, uma vez que os resultados obtidos
pelo algoritmo condizem com os resultados encontrados na literatura. Apesar de ¢ = 10
nao ter sido a melhor escolha em todos os problemas, as solugoes encontradas pelo
algoritmo IED foram muito préximos aos encontrados na literatura.

Nos resultados apresentados nesse capitulo, observa-se que o algoritmo conseguiu
convergir para resultados préoximos aos encontrados na literatura para diferentes ¢, porém
em alguns casos o algoritmo IED convergiu para resultados diferentes dos obtidos da
literatura.

Embora, o IED original tenha sido capaz de resolver muitos problemas com a fung¢ao
fminsearch, em alguns casos nao obteve éxito e nao encontrou as solugoes desejadas como
se pode observar através de algumas experiéncias numéricas apresentadas nesse capitulo.
Por exemplo, no problema 4 a rotina fminsearch nao conseguiu minimizar a funcao
Lagrangiana com ¢y = 5 e ¢g = 50. Além disso, nos problemas em que ¢y = 1 foi
utilizado, a rotina fminsearch nao obteve resultados e, portanto, o algoritmo IED parou.

Uma outra questao sobre a minimizagao da fungao Lagrangiana é que a rotina
fminsearch precisou de muitas iteragoes para tal minimizacao, como pode-se observar
nos resultados apresentados nesse capitulo. Embora, o problema de minimizar a funcao

Lagrangiana seja um problema irrestrito, tal problema ainda é muito dificil de resolver.
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6 CONCLUSOES

Neste trabalho, apresentou-se o comportamento do método IED aplicado em
problemas de programagao em dois niveis. Para isso, o problema do seguidor é
substituindo pela condi¢ao necessaria de otimalidade de K K'T' e, assim, transformado em
problemas de otimizagao classico com restri¢oes nao lineares. Esse problema reformulado
¢ propicio para aplicacao do algoritmo IED, uma vez que esse método foi desenvolvido
para resolver problemas de otimizacao nao diferenciaveis e nao convexos.

O algoritmo TED utiliza a funcao fminsearch para minimizacao da fun¢ao Lagrangiana.
Na maioria dos casos a rotina fminsearch conseguiu minimizar a funcao Lagrangiana e,
consequentemente, o algoritmo IED conseguiu obter valor 6timo para F' nos problemas
do Capitulo 5.

De acordo com os experimentos numéricos, pode-se perceber que os pardmetros ¢
influenciaram na obtencao de valores 6timos pelo algoritmo IED. Em todos os problemas
co = 10 possibilitou ao algoritmo IED encontrar a solugao 6tima. Para alguns valores
de cg, a rotina fminsearch nao conseguiu minimizar a fungao Lagrangiana e, portanto, o
algoritmo IED nao conseguiu obter resultados.

Com o objetivo de melhorar o desempenho do algoritmo em relacao & minimizacao da
funcao Lagrangiana, serao apresentadas as seguintes sugestoes de propostas para trabalhos

futuros:

e Desenvolver algoritmos eficientes para minimizar a funcao Lagrangiana;

e Estudar a influéncia do pardmetro ¢ no processo da minimizacao da fungao

Lagrangiana;

e Estudar a influéncia do pardmetro A do problema reformulado como dado inicial do

algoritmo IED.

e Repetir esses processos com outras normas e outras matrizes A.
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Os resultados apresentados neste apéndice foram obtidos a partir da aplicagdo do

algoritmo IED nos problemas do Capitulo 5 e foram utilizados A = 0 e v = 1 como dados

Iniciais.

Problema 1.

Solugao encontrada pelo IED F* f* co Iteragao | Iteracao

IED fmin
_____________ S 1 o o

(3.9903, 3.9855) -11.9517 | 3.9855 5 3 4272
_____________ S 10 - -
_____________ S 25 _ _

(3.1964,2.7946) -7.9821 2.7946 50 0 1267

(3.9980, 3.9971) -11.9902 | 3.9971 75 1 2571

(4.0000, 4.0000) -12.0000 | 4.0000 100 1 1827

(2.0000, 1.0000) -2.0000 1.0000 500 1 3165

(1.7559, 1.2441) -3.2207 1.2441 1000 0 1858

(2.0000, 1.0000) -2.0000 1.0000 | 10000 1 2514

Tabela A.1: Resultados encontrados pelo IED.
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Problema 2.
Solugao encontrada pelo IED F* f* co Iteragao | Iteragao
IED fmin
_____________ S 1 - o
_____________ - - 5 - -
_____________ S I 10 - -
_____________ S 25 o o
_____________ - - 50 - -
_____________ S 75 - o
————————————— e -] 100 | ——— | ————
————————————— ———— | ————1 500 - —— - ———
————————————— - == ——]1000 | ——— | ————
(0.0001, 5.0000) -5.0000 5.0000 | 10000 1 4211
Tabela A.2: Resultados encontrados pelo IED.
Problema 3.
Solugao encontrada pelo IED F* f* co Iteragao | Iteracao
IED fmin
_____________ - - 1 - -
(0.0992, 0.1336, 0.0000, 2.3017) -0.0647 2.3017 5 1 3464
(0.4988, 0.0004, 0.000, 1.5025) -0.9971 1.5025 10 2 3721
(2.0000, 0.0000, 1.5000, 0.0000) -3.2500 | -6.0000 25 1 2271
(0.8970,0.0035,0.4076,1.1135) -1.5868 | -0.5169 50 1 2968
(0.7556,0.1361, 0.6640, 1.6528) -1.0430 | -1.0033 75 1 2371
(0.6842,0.0698,0.3937, 1.5254) -1.1016 | -0.0494 100 0 1768
(0.3757,0.0739,0.0973, 1.8458) -0.6290 1.4566 500 0 2433
(2.0000, 0.000, 1.5000, 0.000) -3.2500 | -6.0000 | 1000 2 5385
(0.1568,0.1366, 0.0665, 2.2529) -0.1438 1.9871 | 10000 1 2791

Tabela A.3: Resultados encontrados pelo IED.
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Problema 4.
Solugao encontrada pelo IED F* f* co Iteragao | Iteragao
IED fmin
_____________ S 1 - o
_____________ - - 5 - -
_____________ S I 10 - -
(4.9658, 4.0000, 2.0228) -12.9202 | -4.0000 25 3 3248
_____________ - - 50 - -
(8.0000, 0.0001, 8.0000) 7.9997 -0.0001 75 2 2098
————————————— —_ | == —— 100 - — —— -
————————————— ———— | ————1 500 - —— - ———
————————————— ——— | ———— | 1000 - — — - —
(0.0607,0.1214,4.0000) 7.5751 -0.1214 | 1000 1 2039
Tabela A.4: Resultados encontrados pelo IED.
Problema 5.
Solugao encontrada pelo IED F* f* co Iteragao | Iteracao
IED fmin
_____________ S 1 - -
(1.0000, 0.0000) 17.0000 1.0000 5 2 1363
(1.0000, 0.0000) 17.0000 1.0000 10 1 2075
(1.0000, 0.0000) 17.0000 1.0000 25 1 1131
(1.1599,0.4796) 18.5849 | -0.5635 50 1 1145
(1.5380, 1.6140) 29.8614 | -3.3465 75 0 1181
(1.7778,2.3333) 42.4938 | -4.4445 100 2 1401
(1.9682,2.4761) 44.6214 -5.1312 500 1 1202
(1.3777,1.1331) 23.7888 | -2.3238 | 1000 1 1600
(1.0000, 0.0000) 17.0000 1.0000 | 10000 1 1520

Tabela A.5: Resultados encontrados pelo IED.
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Problema 6.
Solugao encontrada pelo IED F* f* co Iteragao | Iteragao
IED fmin
_____________ S 1 - o
(6.0830, 4.4606) 230.0704 | 0.0000 5 11 4019
(6.0838,4.4602) 230.0741 | 0.0000 10 11 4416
(6.0830,4.4606) 230.0761 | 0.0000 25 10 4635
(6.0872,4.4587) 230.0610 | 0.0000 50 9 4144
(6.0832,4.4603) 230.0958 | 0.0000 75 9 3826
(6.0845,4.4602) 230.0428 | 0.0000 100 8 3663
(6.0833,4.4609) 230.0395 | 0.0000 500 6 2912
(6.0830, 4.4603) 230.1023 | 0.0000 1000 6 3225
(6.0837,4.4604) 230.0634 | 0.0000 | 10000 3 1352
Tabela A.6: Resultados encontrados pelo IED.
Problema 7.
Solugao encontrada pelo IED F* f* co Iteragao | Iteracao
IED fmin
_____________ - - 1 - -

(4.0486,4.9757) 9.9544 0.0006 5 1 1104
(2.9999, 5.0000) 9.0000 0.0000 10 0 826
(3.0005, 5.0000) 9.0000 0.0000 25 0 812
(3.0001, 5.0000) 9.0000 0.0000 50 0 809
(3.0112,5.0000) 9.0001 0.0000 75 0 701
(2.9990, 5.0000) 9.0000 0.0000 100 0 791
(2.9998, 5.0000) 9.0000 0.0000 500 0 920
(2.6911, 5.0000) 9.0954 0.0000 1000 0 841
(1.9990, 4.9979) 9.9896 0.0000 | 10000 0 747

Tabela A.7: Resultados encontrados pelo IED.
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Problema 8.
Solugao encontrada pelo IED F* f* co Iteragao | Iteragao
IED fmin
_____________ S 1 - o
(0.0000,0.5774) 88.7863 | -0.7698 5 1 445
(0.0000,0.5774) 88.7863 | -0.7698 10 2 655
_____________ S 25 o o
_____________ - - 50 - -
————————————— e =] 100 | ———— | ————
————————————— ——— | —=——] 500 - ——— - ———
————————————— - —— | === ] 1000 | —=—— -——
————————————— -—— | —=—=— 110000 | ———— - ———
Tabela A.8: Resultados encontrados pelo IED.
Problema 9.
Solugao encontrada pelo IED F* f* co Iteragao | Iteracao
IED fmin
_____________ R 1 o o
(1.2105, 0.0000, 1.5000) 3.2570 -1.0789 5 1 5637
(1.7995, 0.0000, 1.4358) 3.0790 0.1073 10 2 10271
(2.3333, 0.0000, 0.0000) 30.6420 5.6667 25 1 6828
(2.3333,0.000, 0.00000) 30.6420 5.6667 50 1 6184
(2.3333,0.0000, 0.0000) 30.6420 5.6667 75 1 7706
(2.3333,0.0000, 0.0000) 30.6420 5.6667 500 1 10514
(1.9869, 0.0000, 1.1244) 2.8177 0.7559 1000 1 10569
————————————— - | —=—=— 110000 | ———— - ———

Tabela A.9: Resultados encontrados pelo IED.
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Solugao encontrada pelo IED F* f* co Iteragao | Iteragao
IED fmin

_____________ S 1 - -
(9.9999, 9.9999) 99.9984 | 0.0000 5 1 678
(10.0000, 10.0000) 100.0000 | 0.0000 10 13 2753
(10.0000, 10.0000) 100.0000 | 0.0000 25 13 4135
(10.0000, 10.0000) 100.0000 | 0.0000 50 1 1415
(10.0000, 10.0000) 100.0000 | 0.0000 75 2 1027
(10.0000, 9.5059) 100.2441 | 0.9764 100 1 829
(9.9999, 9.9999) 99.9986 | 0.0000 500 2 1202
(10.0000, 9.9349) 100.0042 | 0.0170 | 1000 1 722
(10.0000, 0.6966) 186.5541 | 346.2163 | 10000 0 765

Tabela A.10: Resultados encontrados pelo TED.



