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RESUMO

Nesse trabalho, apresentamos a teoria de representação básica do grupo simétrico e seus
aspectos combinatórios. O objetivo principal desse trabalho é construir um conjunto
completo de representações irredutíveis e não equivalentes do grupo simétrico, em termos
da sua partição e conceitos combinatórios relacionados com o tableau de Young. Veremos
que esse objeto combinatório nos fornecerá duas maneiras de descrever as representações
irredutíveis do grupo simétrico, uma via politablóides e uma alternativa via idempotentes
da álgebra de grupo, e que, na verdade, essas duas abordagens são isomorfas. Iremos
abordar alguns resultados interessantes, como a regra de Young, a regra da ramificação e
o algoritmo combinatório da correspondência de Robinson-Schensted.

Palavras-chave: Grupo simétrico. Representações. Tableau de Young.



ABSTRACT

In this work, we present the basic representation theory of the symmetric group and
its combinatorial aspects. The main objective of this work is to construct a complete
set of irreducible and inequivalent representations of the symmetric group, in terms
of its partition and combinatorial concepts related to Young’s tableau. We will see
that this combinatorial object will provide us two ways of describing the irreducible
representations of the symmetric group, a politabloid pathway, and an alternative via
idempotent group algebra, and that, in fact, these two approaches are isomorphic. We
will cover some interesting results, such as the Young’s rule, the branching rule, and the
Robinson-Schensted’s combinatorial matching algorithm.

Key-words: Symmetric group. Representations. Young Tableau.
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1 INTRODUÇÃO

Através da teoria de representação de grupos podemos entender um grupo G a
partir de sua ação em espaços vetoriais, ou seja, podemos caracterizar as formas como um
grupo pode agir num espaço vetorial e os efeitos dessas ações. A teoria de representação
de grupos simétricos é um caso especial da teoria geral de representação dos grupos finitos.

Dado um grupo finito G, temos que o número de representações irredutíveis de G
é igual ao seu número de classes de conjugação, no entanto, não existe uma fórmula geral
para mapear as classes de conjugação de um grupo para suas representações irredutíveis.
No caso do grupo simétrico Sn, o número de tais representações irredutíveis é igual ao
número de partições de n.

Pelo Teorema de Cayley, temos que todo grupo finito G é isomorfo a um subgrupo
de S|G| o que mostra a importância de se conhecer as representações irredutíveis do grupo
simétrico. Tendo visto os conceitos básicos pertinentes à teoria geral da representação de
grupos, passamos a especificar nossa discussão para os grupos simétricos cujas propriedades
permitem uma exploração mais detalhada.

Podemos associar cada partição de n a um tableau de Young. Esses objetos
combinatórios são nomeados em homenagem ao Alfred Young, que foi um dos primeiros a
construir as representações irredutíveis de Sn. Eles fornecem uma maneira para se obter
representações do grupo simétrico o qual chamamos de Representação de Permutação.
Construímos um conjunto completo de módulos irredutíveis e inequivalentes do grupo
simétrico, os quais também são determinados unicamente em termos das partições de n.
A partir disso, decompomos a representação de permutação em suas partes irredutíveis.

Iremos utilizar dois métodos para se obter tais representações irredutíveis: através
dos módulos de Specth e através de elementos idempotentes da álgebra do grupo. Fazemos
a comparação das duas abordagens adotadas nesse trabalho provando que essas duas
formas de representação são isomorfas. Para uma descrição mais detalhada desses módulos,
continuamos nossa discussão utilizando os módulos de Specht. Nossa fonte principal nesse
trabalho será o livro do B. Sagan [SA].

Essa dissertação está organizada da seguinte forma. No Capítulo 2, começamos
relembrando alguns conceitos gerais do grupo simétrico e, depois, fazemos uma discussão
sobre a teoria da representação, com ênfase no grupo simétrico. Os conceitos apresentados
nesse capítulo serão referidos com muita frequência no decorrer da dissertação.

No Capítulo 3, apresentamos os diagramas Young, tableaux de Young e tablóides
para construir uma representação de Sn conhecida como módulo de permutação Mλ, essas
representações são geralmente redutíveis.

No Capítulo 4, baseando na abordagem utilizada no livro do Sagan, com o objetivo
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de construir os módulos de Specht, que são representações irredutíveis de Sn, introduzimos
politablóides. Além disso, provamos que os módulos de Specht formam uma lista completa
de representações irredutíveis de Sn.

No Capítulo 5, utilizando os idempotentes da álgebra de grupo, apresentamos
uma maneira distinta de definir uma representação irredutível do grupo simétrico, essa
abordagem é adotada pelo livro W. Fulton e J. Harris [FH].

No Capítulo 6, nós determinamos a dimensão de Sλ. Provamos que os politablóides
padrões de forma λ formam uma base para o módulo de Specht.

No Capítulo 7, apresentamos resultados relativos à decomposição dos módulos de
permutação nos módulos Specht. Nós encontramos as multiplicidades dos módulos de
Specht em Mλ, apresentamos os números de Kostka e discutimos a regra de Young.

No Capítulo 8, dada a representação associada ao módulo de Specht Sλ, deter-
minamos pela regra de ramificação de Young sua representação restrita em Sn−1 e sua
representação induzida em Sn+1.

No Capítulo 9, apresentamos uma interpretação combinatória de uma identidade
envolvendo a dimensão das representações irredutíveis de Sn, utilizando a correspondência
Robinson-Schensted.



2 PRELIMINARES

O objetivo desta dissertação é o estudo das representações do grupo simétrico.
Por isto, neste primeiro capítulo, apresentamos o grupo simétrico e suas propriedades e
posteriormente introduzimos os conceitos básicos relacionados a teoria de representação
e a teoria dos módulos que são os principais campos onde todo o nosso trabalho se
desenvolverá.

2.1 GRUPO SIMÉTRICO

Nessa seção, apresentaremos as principais definições e propriedades do grupo
simétrico.

Definição 2.1. Seja X = {1, 2, . . . , n}. O conjunto SX das aplicações biunívocas de X
em X, ou das permutações de X, é um grupo com respeito à composição de aplicações.
Este grupo é chamado grupo simétrico de grau n e é denotado por Sn.

Os elementos de Sn são chamados permutações de n elementos. O grupo Sn tem
ordem n! e a multiplicação de permutações é operada da direita para esquerda: πτ é a
bijeção obtida por primeiro aplicar τ seguida por π.

Há diferentes notações para representar uma permutação π ∈ Sn.

1. A notação duas-linhas: formada pela matriz

π = 1 2 . . . n

π(1) π(2) . . . π(n).

Exemplo 2.1. Seja π ∈ S5 dado por

π(1) = 3, π(2) = 4, π(3) = 5, π(4) = 2, π(5) = 1.

Então sua forma duas-linhas é

π = 1 2 3 4 5
3 4 5 2 1.

2. A notação cíclica: dado i ∈ {1, 2, . . . , n}, os elementos da sequência i, π(i), π2(i), . . .
podem não ser todos distintos. Tomando a primeira potência p tal que πp(i) = i,
temos o ciclo

(i, π(i), π2(i), . . . , πp−1(i)).

Equivalentemente, o ciclo (i, j, k, . . . , l) significa que π envia i para j, j para k, e
assim por diante e l de volta a i. Agora, escolhemos um elemento que não está no
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ciclo contendo i e repetimos esse processo até que todos os membros de {1, 2, . . . , n}
tenham sido considerados. Em geral, para cada π ∈ Sn, os números são rearranjados
e agrupados em k ciclos

(i1, i2, . . . , im1)(im1+1, . . . , im2) · · · (imk1+1 . . . imk).

Exemplo 2.2. Seja π ∈ S5 do Exemplo 2.1. A notação cíclica de π é (1, 3, 5)(2, 4).

Exemplo 2.3. Permutar ciclicamente os elementos dentro de um ciclo ou reordenar
os ciclos em si não altera a permutação. Por exemplo,

(1, 2, 3)(4)(5) = (2, 3, 1)(4)(5) = (4)(2, 3, 1)(5) = (4)(5)(3, 1, 2).

Exemplo 2.4. Podemos representar o grupo simétrico de grau três por

S3 = {1, (1, 2), (2, 3), (1, 3), (1, 2, 3), (1, 3, 2)}.

3. Um k-ciclo, ou ciclo de comprimento k, é um ciclo contendo k elementos. O tipo
cíclico, ou simplesmente o tipo de π, é uma expressão da forma

(1m1 , 2m2 , . . . , nmn),

onde mk é o número de ciclos de comprimento k em π.

Exemplo 2.5. No Exemplo 2.3, a permutação tem tipo cíclico

(12, 20, 31, 40, 50)

indicando que ela consiste de um 3-ciclo e dois 1-ciclos.

Um 1-ciclo de π é chamado ponto fixo. Os números 4 e 5 são pontos fixos no
Exemplo 2.3. Os pontos fixos são geralmente omitidos da notação ciclo se não houver
confusão. Um 2-ciclo π = (i, j) é chamado de transposição.

Dizemos que os ciclos π = (i1, . . . , il) e τ = (j1, . . . , jr) são disjuntos se is 6= jt

para todo s = 1, . . . , l e t = 1, . . . , r. Neste caso, temos que πτ = τπ. Note que isso
não ocorre quando os ciclos não são disjuntos. Sejam π = (1, 2) e τ = (1, 3) temos que
πτ = (1, 2)(1, 3) = (1, 3, 2) e τπ = (1, 3)(1, 2) = (1, 2, 3), então πτ 6= τπ.

Proposição 2.1. Qualquer permutação α ∈ Sn é um ciclo ou um produto de ciclos
disjuntos.

Demonstração. Ver Proposição 2.2 de [RJ].

Definição 2.2. Uma fatoração completa de uma permutação π é uma fatoração de π em
ciclos disjuntos que contém exatamente um 1-ciclo para i fixo por π.
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Exemplo 2.6. A fatoração completa da permutação π = (1, 3, 5) em S5 é (1, 3, 5)(2)(4).

Proposição 2.2. Toda permutação π ∈ Sn \ {(1)} se decompõe completamente de forma
única como produto de ciclos disjuntos, a menos da ordem dos fatores.

Demonstração. Ver Proposição 2.3 de [RJ].

Uma permutação π ∈ Sn é par se ela pode ser fatorada em um número par de
transposições. Caso contrário, π é impar. Se uma transposição for da forma si = (i, i+ 1)
para 1 < i < n− 1, dizemos que é uma transposição adjacente.

Proposição 2.3. Os seguintes conjuntos geram Sn.

1. Todas as transposições de Sn;

2. Todas as transposições adjacentes.

Demonstração. Ver Proposição 2.10 [RJ].

Definição 2.3. Seja π ∈ Sn com fatoração completa π = α1 · · ·αt. O sinal de π é definido
por sgn(π) = (−1)n−t.

Teorema 2.1. Para quaisquer permutações π, τ ∈ Sn, temos que sgn(πτ) = sgn(π)sgn(τ).

Demonstração. Ver Teorema 2.12 de [RJ].

Corolário 2.2. Seja π ∈ Sn.

1. Se sgn(π) = 1 então π é par.

2. Se sgn(π) = −1 então π é impar.

3. Uma permutação é ímpar se, e somente se, for produto de uma quantidade ímpar de
transposição.

Demonstração. Ver Teorema 2.13 de [RJ].

Considere agora um grupo qualquer G. Dizemos que dois elementos g, h ∈ G são
conjugados se g = khk−1, para algum k ∈ G. O conjunto de todos elementos conjugados
a um dado g é chamado de a classe de conjugação de g e é denotado por Kg. Como
a conjugação é uma relação de equivalência temos que distintas classes de conjugação
particionam G.
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Proposição 2.4. Sejam σ, τ ∈ Sn. Suponha que σ tem decomposição cíclica

(a1, a2, ..., ak1)(b1, b2, ..., bk2) · · · .

Então τστ−1 tem decomposição cíclica

(τ(a1), τ(a2), ..., τ(ak1))(τ(b1), τ(b2), ..., τ(bk2)) · · · ,

isto é, τστ−1 é obtido de σ substituindo-se cada entrada i no ciclo de decomposição de σ
pela entrada τ(i).

Demonstração. Ver Proposição 4.10 de [DF].

Definição 2.4. Se n ∈ Z+, uma partição de n é uma sequência não decrescente de inteiros
positivos cuja soma é n.

Note pelos resultados anteriores que o tipo cíclico de uma permutação decomposta
como produto de ciclos disjuntos é único. O tipo cíclico de umm-ciclo em Sn é 1, 1, . . . , 1,m,
onde o m é precedido de (n−m) uns. Cada tipo cíclico para uma permutação de Sn é
uma partição de n. Temos que k está repetido mk vezes na versão para partição do tipo
cíclico de π. O Exemplo 2.5 corresponde a partição (3, 1, 1).

Proposição 2.5. Dois elementos de Sn são conjugados em Sn se, e somente se, têm o
mesmo tipo cíclico. O número de classes de conjugação de Sn é igual ao número de
partições de n.

Demonstração. Ver Proposição 4.11 de [DF].

Por exemplo, as permutações π = (1, 2, 3)(4, 5)(6, 7) e τ = (1, 5)(3, 7)(2, 4, 6) são
conjugadas pois tem o mesmo tipo cíclico (2, 2, 3).

Seja g ∈ G onde G é grupo qualquer. Definimos o centralizador Zg por

Zg = {h ∈ G : hgh−1 = g}.

Zg corresponde ao subgrupo de todos elementos que comutam com g.

Proposição 2.6. Existe uma bijeção entre Kg e as classes laterais de Zg em G. Portanto

|Kg| =
|G|
|Zg|

.

Demonstração. Ver Proposição 4.6 de [DF].
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2.2 REPRESENTAÇÕES E MÓDULOS

Nesta seção, apresentamos os principais ingredientes usados na teoria da represen-
tação de grupos. Tal teoria será necessária nos seguintes capítulos nos quais abordaremos
a teoria de representação do grupo simétrico.

A teoria de representação de grupos pode ser descrita tanto na linguagem de
ações no grupo linear quanto pela linguagem de módulos. Neste trabalho, vamos seguir a
abordagem de módulos, seguindo a referência [SA].

2.2.1 DEFINIÇÕES BÁSICAS E CONCEITOS

Inicialmente definiremos as noções equivalentes de representações de grupo, repre-
sentações matriciais e módulos de grupo.

Seja V um espaço vetorial. A menos que seja afirmado o contrário, todos os espaços
vetoriais serão sobre os números complexos e de dimensão finita. Seja GL(V ) o grupo
geral linear formado pelas transformações lineares inversíveis de V em V . Se dim V = d,
então GL(V ) é isomorfa ao grupo GLd(C) de matrizes d× d inversíveis com entradas em
C.

Definição 2.5. Uma representação de um grupo G é um homomorfismo ϕ : G −→ GL(V )
para algum espaço vetorial V de dimensão finita.

Vamos denotar um elemento ϕ(g) por ϕg, onde g ∈ G. Segue, por definição, que
ϕgh = ϕgϕh para todo g, h ∈ G, ϕe = 1 e ϕg−1 = ϕ−1

g . A dimensão de V é chamada grau
de ϕ.

Exemplo 2.7. Uma representação de grau 1 de um grupo G é um homomorfismo ϕ :
G −→ C∗, onde C∗ é o grupo multiplicativo de todos números complexos não nulos. No
caso que o grupo G tem ordem finita, os valores de ϕg são raízes da unidade. Suponha
que g ∈ G tenha ordem k. Temos que (ϕg)k = ϕgk = ϕe = 1. Se ϕg = 1 para todo g ∈ G,
então essa representação é chamada representação trivial.

Definição 2.6. Uma representação matricial de um grupo G é um homomorfismo de
grupo X : G −→ GLd(C). Equivalentemente, para cada g ∈ G, atribui-se uma matriz
X(g) d× d tal que

1. X(e) = I, onde I é a matriz identidade, e

2. X(gh) = X(g)X(h) para todo g, h ∈ G.

O parâmetro d é chamado grau, ou dimensão, da representação e é denotado por deg X.
As condições 1 e 2 implicam que X(g−1) = X(g)−1.
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A aplicação X(π) = (sgn(π)) é uma representação de grau 1 de Sn, chamada de
representação sinal.

Exemplo 2.8. Seja π ∈ Sn. Definimos X(π) = (xi,j)n×n por

xi,j =

1, se π(j) = i,

0. caso contrário.

Obtemos uma representação de Sn de grau n chamada de representação definida.
A matriz X(π) é chamada matriz de permutação, uma vez que ela contem apenas zeros e
uns: um único 1 em cada linha e coluna.

Em particular, as matrizes da representação definida de S3 são

X(e) =


1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , X((1, 2)) =


0 1 0
1 0 0
0 0 1

 , X((1, 3)) =


0 0 1
0 1 0
1 0 0

 ,

X((2, 3)) =


1 0 0
0 0 1
0 1 0

 , X((1, 2, 3)) =


0 0 1
1 0 0
0 1 0

 , X((1, 3, 2)) =


0 1 0
0 0 1
1 0 0

 .

Na sequência, vamos introduzir o conceito de G-módulo e mostraremos que existe
uma conexão entre G-módulos e representações de G.

Definição 2.7. Sejam V um espaço vetorial e G um grupo. Então V é um G−módulo de
G se existe um homomorfismo de grupos

ϕ : G −→ GL(V ).

Equivalentemente, V é um G−módulo se existe uma multiplicação, g · v, de elementos de
V pelos elementos de G, ou seja, se existe uma aplicação · : G× V −→ V , possuindo as
seguintes propriedades

1. g · v ∈ V ,

2. g · (cv + dw) = c(g · v) + d(g ·w),

3. (gh) · v = g · (h · v) e

4. e · v = v

para todos g, h ∈ G, v,w ∈ V e escalares c, d ∈ C.
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Dizemos que a multiplicação g · v define uma ação de G em V e que G age sobre
V . Quando não houver confusão sobre o grupo envolvido utilizaremos “módulo” ao invés
de “G-módulo” e trataremos de maneira similar outras palavras envolvendo G- como um
prefixo.

Estas duas noções de representação são equivalentes. De fato, seja V o espaço
vetorial Cd de todos vetores colunas de comprimento d. Dada uma representação matricial
X de grau d, então V é um G-módulo com respeito ao produto

g · v def= X(g)v.

Reciprocamente, se V é um G-módulo, então tome qualquer base B para V , portanto X(g)
será a matriz da transformação linear g ∈ G na base B calculada da maneira usual.

Dizemos que V carrega uma representação de G ou que uma representação de G
dá a V uma estrutura de G-módulo. Isso estabelece uma correspondência biunívoca entre
as representações de G e seus G-módulos.

Note que se S é qualquer conjunto com uma multiplicação por elementos de G
satisfazendo as condições 1, 3 e 4, então dizemos que G age em S. É sempre possível tomar
um conjunto no qual G age e transformá-lo em um G-módulo. Mais especificamente, seja
S = {s1, s2, . . . , sn}. Denote CS = C{s1, s2, . . . , sn} o espaço gerado por S sobre C que
consiste de todas combinações lineares formais c1s1 + c2s2 + . . .+ cnsn, onde ci ∈ C para
todo i. A adição e multiplicação por escalar em CS são definidas respectivamente por

(c1s1+c2s2+. . .+cnsn)+(d1s1+d2s2+. . .+dnsn) = (c1+d1)s1+(c2+d2)s2+. . .+(cn+dn)sn

e
c(c1s1 + c2s2 + . . .+ cnsn) = (cc1)s1 + (cc2)s2 + . . .+ (ccn)sn.

Quando estendemos a ação de G em S para a ação em CS por linearidade

g · (c1s1 + c2s2 + . . .+ cnsn) = c1(g · s1) + c2(g · s2) + . . .+ cn(g · sn)

tornamos CS em um G-módulo de dimensão |S|.

Definição 2.8. Se um grupo G age no conjunto S, então o módulo associado CS é
chamado representação de permutação associado a S. Os elementos de S formam uma
base para CS chamada base padrão.

Exemplo 2.9. Considere o grupo simétrico Sn com a ação usual em S = {1, 2, . . . , n}.
Seja

CS = {c11 + c22 + . . .+ cnn : ci ∈ C para todo i}.
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Então a ação

π(c11 + c22 + . . .+ cnn) = c1π(1) + c2π(2) + . . .+ cnπ(n)

para todo π ∈ Sn, define uma estrutura de Sn-módulo em CS.

Por exemplo, em S3, vamos utilizar a base padrão {1,2,3} para encontrar a matriz
para π = (1, 2). Como (1, 2)1 = 2, (1, 2)2 = 1 e (1, 2)3 = 3 temos que

X((1, 2)) =


0 1 0
1 0 0
0 0 1

 .

Utilizando o mesmo processo para os outros elementos de S3, obtemos exatamente
as mesmas matrizes que as da representação definida do Exemplo 2.8. Isto significa que
obtemos um módulo para a representação definida de Sn.

Exemplo 2.10. O G-módulo trivial é o espaço vetorial uni-dimensional V com g · v = v
para todo v ∈ V e g ∈ G.

Exemplo 2.11. Este exemplo corresponde a uma das mais importantes representações
para qualquer grupo: a representação regular. Seja G um grupo arbitrário. Então G age em
si mesmo pela multiplicação à esquerda, com o produto usual do grupo. As propriedades
1, 3 e 4 seguem respectivamente do fechamento, associatividade e identidade do grupo.

Logo se G = {g1, g2, . . . , gn}, então temos o correspondente G-módulo

C[G] = {c1g1 + c2g2 + . . .+ cngn : ci ∈ C para todo i}

o qual é chamado de a álgebra de grupo de G. Veremos adiante que ela nos fornecerá
informações muito importantes sobre as representações de grupo. O uso do colchete indica
que isso é uma álgebra e não apenas um espaço vetorial.

Como um espaço vetorial, os elementos são combinações lineares formais
∑
i

αigi
onde αi ∈ C. A multiplicação é dada tomando-se gigj = gk em C[G] se gigj = gk ∈ G e
estendemos linearmente. Expressamos a multiplicação da seguinte forma

(∑
i

αigi

)∑
j

βjgj

 =
∑
i,j

αiβjgigj.

A representação regular V = C[G] com G agindo na álgebra do grupo pela multiplicação
à esquerda pode ser expressa como

g(c1g1 + c2g2 + . . .+ cngn) = c1(gg1) + c2(gg2) + . . .+ cn(ggn), para todo g ∈ G.
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Exemplo 2.12. Se Sn = {π1, π2, . . . , πn!} então

C[Sn] = {c1π1 + c2π2 + . . .+ cn!πn! : ci ∈ C}

com a ação

π(c1π1 + c2π2 + . . .+ cn!πn!) = c1(ππ1) + c2(ππ2) + . . .+ cn!(ππn!)

é um Sn− módulo chamado módulo regular. Além disto, C[Sn] é chamada a álgebra de
grupo de Sn.

Exemplo 2.13. Se G age em V então C[G] também age em V . Mais especificamente, se
c1g1 + c2g2 + . . .+ cngn ∈ C[G] e v ∈ V então podemos definir a ação

(c1g1 + c2g2 + . . .+ cngn)v = c1(g1v) + c2(g2v) + . . .+ cn(gnv).

Podemos estender o conceito de representação para álgebras: a representação de
uma álgebra A é um homomorfismo de A em GL(V ). Deste modo, toda representação de
um grupo G dá origem a uma representação da sua álgebra de grupo C[G].

Exemplo 2.14. Se ϕ : Sn −→ GL(V ) é uma representação de Sn então ϕ induz uma
representação única ϕ : C[Sn] −→ GL(V ) tal que ϕ|Sn = ϕ.

Exemplo 2.15. Seja G um grupo com H ≤ G. Uma generalização da representação
regular é a representação de classes laterais (à esquerda) de G em relação a H.

Sejam g1, g2, . . . , gk os representantes das classes laterais de H em G; isto é, H =
{g1H, g2H, . . . , gkH} é um conjunto completo de classes laterais disjuntas de H em G.
Segue que G age em H por

g(giH) = (ggi)H, para todo g ∈ G.

O correspondente módulo

CH = {c1g1H + c2g2H + . . .+ ckgkH : ci ∈ C para todo i}

herda a ação

g(c1g1H + c2g2H + . . .+ ckgkH) = c1(gg1H) + c2(gg2H) + . . .+ ck(ggkH).

Note que se H = G, então isso reduz a representação trivial (H = {e}). Quando H = {e},
temos que H = G então obtemos a representação regular.

Considere G = S3 e H = {e, (2, 3)}. Podemos tomar H = {H, (1, 2)H, (1, 3)H} e

CH = {c1H + c2(1,2)H + c3(1,3)H : ci ∈ C para todo i}.
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Podemos computar as matrizes dos elementos representantes das classes de conjugação de
S3 na base padrão. Temos que X(e) = I. Como (1, 2)H = (1,2)H, (1, 2)(1,2)H = H e
(1, 2)(1,3)H = (1,3,2)H = (1,3)H temos

X((1, 2)) =


0 1 0
1 0 0
0 0 1

 .

Agora, como (1, 2, 3)H = (1,2)H, (1, 2, 3)(1,2)H = (1,3)H e (1, 2, 3)(1,3)H =
(2,3)H = H temos

X((1, 2, 3)) =


0 0 1
1 0 0
0 1 0

 .
E, assim por diante, redescobrimos novamente a representação definida. Isto ocorre

em geral pois veremos adiante que estes módulos são isomorfos.

Definição 2.9. Seja V um G-módulo. Um submódulo de V é um subespaço W que é
fechado sob a ação de G, isto é, se w ∈ W então gw ∈ W , para todo g ∈ G.

Dizemos também que W é um subespaço G-invariante. Equivalentemente, W é um
subconjunto de V que é um G-módulo. Escrevemos W ≤ V se W é um submódulo de V .

Exemplo 2.16. Qualquer G-módulo V admite o submódulo W = V bem como o submó-
dulo W = {0}, onde 0 é o vetor nulo. Esses são chamados de módulos triviais. Todos os
outros submódulos são chamados não triviais.

Exemplo 2.17. Considere G = Sn, n ≥ 2, e V = C{1,2, . . . ,n} o módulo correspondente
a representação definida. Agora tome

W = C{1 + 2 + · · ·+ n} = {c(1 + 2 + · · ·+ n) : c ∈ C},

isto é, W é o subespaço uni-dimensional gerado pelo vetor 1 + 2 + . . .+ n. Para verificar
que W é fechado sob a ação de Sn, é suficiente mostrar que πw ∈ W para todo w em
alguma base para W e para todo π ∈ Sn. Portanto, precisamos apenas verificar que
π(1 + 2 + . . .+ n) ∈ W , para cada π ∈ Sn. Mas,

π(1 + 2 + . . .+ n) = π(1) + π(2) + . . .+ π(n) = 1 + 2 + . . .+ n ∈ W,

pois aplicando π em {1, 2, ..., n} obtemos novamente o mesmo conjunto de números em
uma ordem eventualmente diferente. Portanto W é um submódulo de V que é não trivial
uma vez que dimW = 1 e dim V = n ≥ 2.

Uma vez que W é um módulo de G situado dentro de V , podemos restringir a
ação de G a W . Como cada π ∈ Sn envia o vetor da base 1 + 2 + ...+ n para si mesmo,
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teremos que X(π) = (1) é a matriz correspondente e, portanto, encontramos uma cópia da
representação trivial em C{1,2, ...,n}. Em geral, para um espaço vetorial W de dimensão
qualquer, se G fixa todo elemento de W , dizemos que G age trivialmente em W .

Exemplo 2.18. Suponha G = {g1, g2, ..., gn} com a álgebra de grupo V = C[G]. Usando
a mesma ideia do exemplo anterior, seja

W = C[g1 + g2 + ...+ gn],

o subespaço uni-dimensional gerado pelo vetor que é a soma de todos elementos de G. A
verificação é análoga. Se g ∈ G então

g(g1 + g2 + ...+ gn) = gg1 + gg2 + ...+ ggn

= g1 + g2 + ...+ gn ∈ W,

visto que a multiplicação por g permuta os elementos de G deixando a soma inalterada.
Como no exemplo anterior, G age trivialmente em W .

Exemplo 2.19. Seja G = Sn. A representação sinal pode ser recuperada usando o
submódulo

W = C[
∑
π∈Sn

sgn(π)π]

pois σw = (sgn(σ))w para todo w ∈ W e σ ∈ Sn. De fato, temos que

σ

∑
π∈Sn

sgn(π)π
 =

∑
π∈Sn

sgn(π)σπ ( fazendo σπ = τ)

=
∑
τ∈Sn

sgn(σ−1τ)τ

=
∑
τ∈Sn

sgn(σ−1)sgn(τ)τ

= (sgn(σ))
∑
τ∈Sn

sgn(τ)τ
 .

2.2.2 REDUTIBILIDADE

Iremos agora introduzir o conceito de representações irredutíveis. Veremos que
a redutibilidade total dos módulos sobre grupos finitos será apresentada através de um
resultado fundamental conhecido como Teorema de Maschke.

Definição 2.10. Um G-módulo não nulo V é dito redutível se contém um submódulo
não trivial W . Caso contrário, V é dito irredutível, isto é, seus únicos submódulos são
V e {0}. Equivalentemente, V é redutível se ele tem uma base B na qual todo g ∈ G é
atribuído uma matriz de bloco da forma

X(g) =
 A(g) B(g)

0 C(g)

 .
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onde as matrizes A(g) são quadradas e todas de mesmo tamanho e 0 é uma matriz não
vazia de zeros.

Note que qualquer representação de grau 1 é irredutível. Pelos exemplos anteriores
podemos observar que a representação definida e a representação regular são redutíveis se
n ≥ 2 e |G| ≥ 2, respectivamente, pois admitem submódulos não triviais.

Exemplo 2.20. Considere a representação definida de S3. Podemos estender a base
{1 + 2 + 3} de W para uma base para V = C{1,2,3} tomando B = {1 + 2 + 3,2,3}.
Temos que X(e) = I. Para calcular X(π), vemos a ação de π na base B. Para π = (1, 2),
temos que (1, 2)(1 + 2 + 3) = 1 + 2 + 3, (1, 2)2 = 1 = (1 + 2 + 3)− 2− 3 e (1, 2)3 = 3
de onde obtemos

X((1, 2)) =


1 1 0
0 −1 0
0 −1 1


Procedendo de forma similar, para os outros elementos restantes π ∈ S3, temos

X((1, 3)) =


1 0 1
0 1 −1
0 0 −1

 , X((2, 3)) =


1 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

X((1, 2, 3)) =


1 0 1
0 0 −1
0 1 −1

 , X((1, 3, 2)) =


1 1 0
0 −1 1
0 −1 0

 .

Observe que todas essas matrizes tem a forma

X(π) =


1 ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗

 .
ilustrando o fato de que S3 age trivialmente em W .

Definição 2.11. Seja V um espaço vetorial com subespaços U e W . Então V é a soma
direta de U e W , V = U ⊕W , se todo v ∈ V pode ser escrito unicamente como uma soma
representada por

v = u + w com u ∈ U e w ∈ W.

Se V é umG-módulo e U,W sãoG-submódulos, então dizemos que U eW são complementos
um do outro.
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Seja X uma matriz. Dizemos que X é a soma direta de matrizes A e B, denotada
por X = A⊕B, se X tem a forma diagonal de blocos

X(g) =
 A 0

0 B

 .
Seja V um G-módulo com V = U ⊕W , onde U,W ≤ V . Desde que isso é uma

soma direta de espaços vetoriais, podemos escolher uma base para V de modo que a matriz
de qualquer g ∈ G na base B é

X(g) =
 A(g) 0

0 B(g)

 ,
onde A(g) e B(g) são matrizes da ação de G restrita a U e a W , respectivamente.

Definição 2.12. Um produto interno em um espaço vetorial complexo V é uma aplicação
〈·, ·〉 : V × V −→ C que satisfaz

1. 〈u, v〉 = 〈v, u〉,

2. 〈αu, v〉 = α〈u, v〉,

3. 〈u+ v, w〉 = 〈u,w〉+ 〈v, w〉,

4. 〈u, u〉 ≥ 0 com igualdade apenas pra u = 0,

para todos u, v, w ∈ V e α ∈ C.

Definição 2.13. Dados um produto interno no espaço vetorial V e um subespaço W , o
complemento ortogonal de W é W⊥ = {v ∈ V : 〈v, w〉 = 0 para todo w ∈ W}.

É sempre verdade que V = W ⊕W⊥. Veremos que quando W ≤ V e o produto
interno for G-invariante, obtemos resultados adicionais.

Definição 2.14. Um produto interno em um espaço vetorial V é invariante sob a ação de
G se 〈gv, gw〉 = 〈v, w〉 para todo g ∈ G e v, w ∈ V .

Proposição 2.7. Sejam V um G-módulo, W um submódulo, e 〈·, ·〉 um produto interno
invariante sobre a ação de G. Então W⊥ é também um G-submódulo.

Demonstração. Vamos mostrar que para todo g ∈ G e u ∈ W⊥ temos gu ∈ W⊥. Tome
qualquer w ∈ W ; usando o fato do produto interno ser invariante temos que 〈gu,w〉 =
〈g−1gu, g−1w〉. Pela propriedade da ação de grupo, temos que 〈gu,w〉 = 〈u, g−1w〉 e,
como u ∈ W⊥ e g−1w ∈ W pois W é um submódulo, temos que 〈gu,w〉 = 0. Portanto,
W⊥ é fechado sobre a ação de G.



23

Exemplo 2.21. Considere a representação definida de S3. Já vimos que

V = C{1,2,3} = C{1 + 2 + 3} ⊕ C{2,3}

como espaços vetoriais. O espaço vetorial C{1 + 2 + 3} é um S3-módulo mas o espaço
vetorial C{2,3} não é. Note que (1, 2)2 = 1 /∈ C{2,3}. Então precisamos encontrar um
complementar para C{1 + 2 + 3}, isto é, um submódulo U tal que

V = C{1,2,3} = C{1 + 2 + 3} ⊕ U.

Para encontrar um complemento, introduzimos um produto interno em C{1,2,3}. Dados
quaisquer dois vetores i, j na base {1,2,3}, seja seu produto interno

〈i, j〉 = δi,j, (2.1)

onde δi,j é o delta de Kronecker, ou seja, δi,j =

1 se i = j

0 caso contrário
.

Agora, estendemos por linearidade para obter um produto interno em todo espaço
vetorial. Equivalentemente, poderíamos ter começado definindo o produto de quaisquer
dois vetores v = a1 + b2 + c3, w = x1 + y2 + z3 como

〈v,w〉 = ax+ by + cz,

com a barra denotando o conjugado. Essa definição satisfaz todos os axiomas para um
produto interno. Note que o produto interno é invariante sob a ação de G. Se π ∈ S3

então
〈πi, πj〉 = δπ(i),π(j) = δi,j = 〈i, j〉,

onde a igualdade do meio se mantém porque π é uma bijeção. Temos que

C{1 + 2 + 3}⊥ = {v = a1 + b2 + c3 : 〈v,1 + 2 + 3〉 = 0}
= {v = a1 + b2 + c3 : a+ b+ c = 0}.

Para calcular as matrizes da soma direta, escolhemos a base {1 + 2 + 3} para C{1 + 2 + 3}
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e {2− 1,3− 1} para C{1 + 2 + 3}⊥. Produzimos as matrizes

X(e) =


1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , X((1, 2)) =


1 0 0
0 −1 −1
0 0 1

 ,

X((1, 3)) =


1 0 0
0 1 0
0 −1 −1

 , X((2, 3)) =


1 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

X((1, 2, 3)) =


1 0 0
0 −1 −1
0 1 0

 , X((1, 3, 2)) =


1 0 0
0 0 1
0 −1 −1

 .

São matrizes da forma

X(g) =


A(g) 0 0

0
B(g)

0

 .
Sabemos que A(g) é irredutível e veremos na Seção 2.2.7 que B(g) também é irredutível.
Portanto, decompomos a representação definida de S3 em submódulos irredutíveis. O
teorema seguinte mostra que isso pode ser feito para qualquer grupo finito.

Definição 2.15. Uma representação é completamente redutível se ela pode ser escrita
como uma soma direta de irredutíveis.

Teorema 2.3. [Teorema de Maschke] Seja G um grupo finito e seja V um G-módulo não
nulo. Então

V = W (1) ⊕W (2) ⊕ . . .⊕W (k)

onde cada W (i) é um G-submódulo irredutível de V . Em outras palavras, toda representa-
ção de um grupo finito de dimensão positiva é completamente redutível.

Demonstração. Provaremos por indução em d = dimV . Se d = 1, então temos que V é
irredutível, k = 1 e W (1) = V . Agora suponha que o resultado seja válido para d ≤ n e
que dim V = n+ 1. Se V é irredutível, já temos o resultado. Caso contrário, V tem um
G-submódulo não trivial, W . Vamos construir um submódulo complementar a W .

Escolha qualquer base B = {v1,v2, . . . ,vd} para V . Considere o produto interno
único que satisfaz

〈vi,vj〉 = δi,j
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para elementos de B. Esse produto interno pode não ser G-invariante, mas podemos
encontrar outro que seja. Para qualquer v,w ∈ W , tome

〈v,w〉′ =
∑
g∈G
〈gv, gw〉.

Esse produto interno satisfaz a definição de um produto interno e é G-invariante, ou seja,
〈hv, hw〉′ = 〈v,w〉′ para todo h ∈ G e v,w ∈ V . De fato, pela maneira que é definido
temos que 〈hv, hw〉′ =

∑
g∈G
〈ghv, ghw〉 e, como g varia sobre G, colocando f = gh temos

〈hv, hw〉′ =
∑
f∈G
〈fv, fw〉. Novamente, pela definição desse produto interno, concluímos

que 〈hv, hw〉′ = 〈v,w〉′.

Tome

W⊥ = {v ∈ V : 〈v,w〉′ = 0}.

Pela Proposição 2.7, temos que W⊥ é um G-módulo de V com V = W ⊕W⊥.

Como dimW < n + 1 e dimW⊥ < n + 1 temos, por hipótese indutiva, que W e
W⊥ são completamente redutíveis. Logo,

W = U1 ⊕ U2 ⊕ . . .⊕ Us e
W⊥ = Z1 ⊕ Z2 ⊕ . . .⊕ Zr

onde cada Ui e cada Zj são irredutíveis. Portanto, V = U1⊕U2⊕. . .⊕Us⊕Z1⊕Z2⊕. . .⊕Zr
é completamente redutível.

Segue a versão matricial do teorema de Maschke.

Corolário 2.4. Seja G um grupo finito e seja X uma matriz de uma representação de G
de dimensão d > 0. Então há uma matriz fixa T tal que toda matriz X(g), g ∈ G, tem a
forma

[X(g)]B = TX(g)T−1 =


X(1)(g) 0 . . . 0

0 X(2)(g) . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . X(k)(g)


onde cada X(i) é uma matriz de uma representação irredutível de G.

2.2.3 LEMA DE SCHUR

Para podermos obter uma lista completa de G-módulos irredutíveis , precisamos
saber quando módulos aparentemente diferentes são na verdade os mesmos. Para estabele-
cer equivalências de módulos precisamos de homomorfismos. Nessa seção, definimos essas
aplicações e provaremos o Lema de Shur, que é fundamental na teoria das representações
de grupos.
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Definição 2.16. Sejam V e W dois G-módulos. Então um G-homomorfismo é uma
transformação linear θ : V −→ W que satisfaz

θ(g · v) = g · θ(v)

para todo g ∈ G e v ∈ V . De modo equivalente, dizemos que θ preserva a ação de G.

Sejam B e C bases para V e W , respectivamente. Sejam X(g) e Y (g) as correspon-
dentes representações matriciais. Tome T a matriz de θ nas duas bases B e C. Então, a
propriedade de G-homomorfismo se torna

TX(g)v = Y (g)Tv

para todo vetor coluna v e g ∈ G. Mas como isso vale para todo v, devemos ter

TX(g) = Y (g)T para todo g ∈ G. (2.2)

Portanto ter um G-homomorfismo θ é equivalente à existência de uma matriz T
que satisfaça a Equação (2.2).

Sejam G = Sn, V = C{v} com a ação trivial de Sn e W = C{1,2, . . . ,n} com a
ação definida de Sn. Defina uma transformação θ : V −→ W por

θ(v) = 1 + 2 + . . .+ n

e estenda linearmente, isto é,

θ(cv) = c(1 + 2 + . . .+ n)

para todo c ∈ C. Temos que θ é um G-homomorfismo. De fato, para todo π ∈ Sn,

θ(πv) = θ(v) =
n∑
i=1

i = π
n∑
i=1

i = πθ(v).

De forma similar, seja G um grupo arbitrário agindo trivialmente em V = C{v} e seja
W = C[G] a álgebra de grupo. Agora temos a transformação θ : V −→ W dada por

θ(v) =
∑
g∈G

g

estendendo linearmente temos um G-homomorfismo pois temos que

θ(hv) = θ(v) =
∑
g∈G

g = h
∑
g∈G

g = hθ(g).

Seja G = Sn agindo em V = C{v} por meio da representação sinal

πu = sgn(π)u
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para todo π ∈ Sn e u ∈ V . Mantendo a ação usual na álgebra de grupo, temos que

η(v) =
∑
π∈Sn

sgn(π)π

estende-se a um G-homomorfismo de V a W . De fato, para todo σ ∈ Sn, temos que

η(σv) = η(sgn(σ)v) = sgn(σ)η(v)

σ(η(v)) = σ

∑
π∈Sn

sgn(π)π
 =

∑
π∈Sn

sgn(π)σπ =
∑
τ∈Sn

sgn(σ−1τ)τ = (sgn(σ))
∑
τ∈Sn

sgn(τ)τ

= sgn(σ)η(v).

Agora, estabelecemos a noção de equivalência entre G-módulos.

Definição 2.17. Sejam V eW dois G-módulos. Um G-isomorfismo é um G-homomorfismo
θ : V −→ W bijetivo. Dizemos que V eW são G-isomorfos ou G- equivalentes e escrevemos
V ∼= W . Caso contrário, dizemos que V e W são G-inequivalentes.

Em termos matriciais, as representações matriciais X e Y de um grupo G são
equivalentes se e somente se existe uma matriz fixa T tal que

Y (g) = TX(g)T−1

para todo g ∈ G.

Lema 2.1. Seja X uma representação matricial de G correspondente ao módulo V . Se X
for equivalente a uma representação irredutível então X é irredutível.

Demonstração. Seja Y uma representação matricial irredutível de G correspondente a
um módulo W tal que X ∼= Y . Então existe um isomorfismo T : V → W com Y (g) =
TX(g)T−1 para todo g ∈ G. Como Y é irredutível, então {0} e W são os seus únicos
submódulos.

Seja S 6 V um submódulo de V . Assim, pela G-equivalência, TX(g)s ∈ T (S)
para todo g ∈ G e s ∈ S. Temos que Y (g)T (s) ∈ T (S) para todo g ∈ G e s ∈ S. Como
T (s) ∈ T (S) ≤ W , segue que T (S) é G-invariante. Sendo Y uma representação irredutível,
segue que T (S) = 0 ou T (S) = W . Se T (S) = 0 então S = 0, pois T é injetor. Se
T (S) = W então S = V , pois T é sobrejetor. Portanto, X é irredutível.

Exemplo 2.22. Veremos agora que as representações de classes laterais de S3 no Exemplo
2.15 coincidem com a representação definida. Lembrando que tomamos o subgrupo
H = {e, (2, 3)} ⊂ S3, dando origem ao módulo de representação de classes laterais CH
com H = {H, (1, 2)H, (1, 3)H}.
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Dado qualquer conjunto A, seja SA o grupo simétrico em A. Agora, o subgrupo H
pode ser expresso como um produto direto.

H = {(1)(2)(3), (1)(2, 3)} = {(1)} × {(2)(3), (2, 3)} = S{1} × S{2,3}. (2.3)

Um dispositivo conveniente para exibir esses subgrupos de produtos de S3 é o tablóide.
Seja λ = (λ1, λ2, . . . , λl) uma partição. Um tablóide de Young com forma λ é uma tabela
com l linhas tais que a linha i contém λi inteiros positivos e a ordem das entradas da
linha não importa. Para mostrar que cada linha pode ser embaralhada arbitrariamente,
colocamos traços horizontais entre as linhas para denotar que é um tablóide. Por exemplo,
se λ = (4, 2, 1), então alguns dos possíveis tablóides de Young são

3 1 4 6
5 7
2

=
3 6 1 4
7 5
2

6=
7 5 3 4
2 1
1

.

A Equação (2.3) diz que H consiste de todas permutações em S3 que permutam os
elementos dos conjuntos {1} e de {2, 3} respectivamente neles mesmos, resultando nas
permutações (2)(3) e (2, 3). Isso é modelado pelo tablóide

2 3
1

pois a ordem 2 e 3 não importa mas 1 deve permanecer fixo. Abaixo, listamos o conjunto
completo de tablóides de Young com forma λ = (2, 1) cujas entradas são exatamente 1, 2, 3

S =
(

2 3
1 ,

1 3
2 ,

1 2
3

)
.

Mais ainda, existe uma ação de qualquer π ∈ S3 em S dada por

π
i j
k

= π(i) π(j)
π(k) .

Portanto faz sentido considerar a aplicação θ que envia

H θ−→ 2 3
1 ,

(1, 2)H θ−→ (1, 2) 2 3
1 = 1 3

2 ,

(1, 3)H θ−→ (1, 3) 2 3
1 = 1 2

3 .

Segue que θ se torna, por extensão linear, um isomorfismo de espaços vetoriais de
CH a CS. Na verdade, θ é também um G-homomorfismo. Para verificar isso, observamos
que a ação de cada π ∈ S3 é preservada em cada vetor da base em H. Por exemplo, se
π = (1, 2) e H ∈ H então
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θ((1, 2)H) = θ((1,2)H) = 1 3
2 = (1, 2) 2 3

1 = (1, 2)θ(H).

Portanto

CH ∼= CS. (2.4)

Outro fato sobre os tablóides no conjunto S é que são completamente determinados pelos
elementos localizados na segunda linha. Obtemos uma aplicação natural, η, entre as bases
{1,2,3} para a representação definida e S por

1 η−→ 2 3
1 ,

2 η−→ 1 3
2 ,

3 η−→ 1 2
3 .

Agora estendendo η linearmente obtemos um G-isomorfismo de C{1,2,3} à CS. Isso, em
combinação com a Equação (2.4), mostra que CH e C{1,2,3} são de fato equivalentes.

É importante destacar que o uso dos tablóides de Young não se restringe ao Exemplo
2.3. Veremos adiante que os tablóides de Young serão usados para construirmos todas as
representações irredutíveis do Sn.

Proposição 2.8. Seja θ : V −→ W um G-homomorfismo. Então

1. O núcleo ker θ = {v ∈ V : θ(v) = 0} é um G-submódulo de V , e

2. A imagem im θ = {w ∈ W : w = θ(v) para algum v ∈ V } é um G-submódulo de
W .

Demonstração. Já sabemos que o núcleo ker θ é um subespaço de V . Vamos mostrar que
é fechado sob a ação de G. Como θ é um G-homomorfismo então, para qualquer g ∈ G,
θ(gv) = gθ(v). Se v ∈ ker θ temos que gθ(v) = g0 = 0 de onde concluímos que gv ∈ ker θ.
Se w ∈ Im θ, w = θ(v) para algum v ∈ V , e então temos que gw = gθ(v) = θ(gv) ∈
Im θ.

Teorema 2.5. [Lema de Schur] Sejam V eW dois G-módulos irredutíveis. Se θ : V −→ W

é um G- homomorfismo então

1. θ é um G-isomorfismo ou

2. θ é a aplicação nula.
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Demonstração. Como V é irredutível e, pela Proposição 2.8, ker θ é um submódulo de
V , devemos ter que ker θ = {0} ou ker θ = {V }. Analogamente, a irredutibilidade de
W implica que ou Im θ = {0} ou Im θ = W. Se ker θ = V ou Im θ = {0} então θ
deve ser a aplicação nula. Por outro lado, se ker θ = {0} ou Im θ = W então temos um
isomorfismo.

Corolário 2.6. Sejam X e Y duas matrizes de representações irredutíveis de G. Se T é
qualquer matriz tal que TX(g) = Y (g)T para todo g ∈ G então

1. T é invertível ou

2. T é a matriz nula.

Corolário 2.7. Sejam V eW dois G-módulos com V irredutível. Então dim Hom(V,W ) =
0 se, e somente se W não contém submódulos isomorfos a V .

Demonstração. Seja W um G-módulo não nulo. Se W contém algum submódulo isomorfo
a V então, pelo Lema 2.1, temos que esse módulo é irredutível. Segue pelo Lema de
Schur que dim Hom(V,W ) 6= 0. Agora, se W não contém submódulos isomorfos a V . Pelo
Teorema de Mascke, W = W (1) ⊕W (2) ⊕ . . .⊕W (k), onde cada W (i) é um G-submódulo
irredutível de W . Se W não contém submódulos isomorfos a V , temos que W (i) � V para
todo i e, pelo Teorema de Schur, temos que dimHom(V,W (i)) = 0. Estendendo para W
concluímos que dimHom(V,W ) = 0.

Corolário 2.8. Seja X uma matriz de uma representação irredutível de G sobre os
números complexos. Então as únicas matrizes T que comutam com X(g) para todo g ∈ G
são aquelas da forma T = cI, isto é, são múltiplas da matriz identidade.

Demonstração. Suponha que T é uma matriz tal que

TX(g) = X(g)T,

para todo g ∈ G. Segue que

(T − cI)X = X(T − cI),

onde I é a matriz identidade e c ∈ C. Como C é algebricamente fechado, podemos tomar c
sendo um autovalor de T . Portanto, tomando X = Y , temos que T − cI satisfaz a hipótese
do Corolário 2.6 e não é invertível pela escolha de c. Segue que T − cI = 0.

Corolário 2.9. Se X e Y forem representações irredutíveis equivalentes correspondentes
aos G-módulos V e W , respectivamente, então dim Hom(X, Y ) = 1.
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Demonstração. De fato, sejam S, T ∈ Hom(X, Y ), com S, T 6= 0. Pelo Lema de Schur,
temos que S e T são inversíveis. Temos que S−1T ∈ Hom(X,X) = cI, pelo Corolário 2.8,
isto implica que S−1T = cI, ou seja, T = cS.

Proposição 2.9. Toda representação irredutível de um grupo abeliano é uni-dimensional.

Demonstração. Seja G um grupo abeliano e X : G −→ GLd(C) uma representação
matricial irredutível de G correspondente a V . Fixe h ∈ G e denote T = X(h). Segue que
para todo g ∈ G

TX(g) = X(h)X(g) = X(hg) = X(g)T.

Pelo Corolário 2.8, T ∈ HomG(X,X) = chI, para algum ch ∈ C. Seja v ∈ V, v 6= 0 e k ∈ C,
então, X(h)(kv) = chI(kv) = (chk)v. Segue que Cv é G-invariante, pois h é arbitrário.
Pela irredutibilidade, V = Cv e dim V = 1.

2.2.4 PRODUTO TENSORIAL

Definição 2.18. Sejam as matrizes X = (xi, j) e Y . Então seu produto tensorial é a
matriz em blocos

X ⊗ Y = (xi,jY ) =


x1,1Y x1,2Y . . .

x2,1Y x2,2Y . . .
... ... . . .

 .
Definição 2.19. Dados os espaços vetoriais V eW então seu produto tensorial é o conjunto

V ⊗W =
∑

i,j

ci,jvi ⊗ vj : ci,j ∈ C,vi ∈ V,wj ∈ W


sujeito às relações

(c1v1 + c2v2)⊗w = c1(v1 ⊗w) + c2(v2 ⊗w) e
v⊗ (d1w1 + d2w2) = d1(v⊗w1) + d2(v⊗w2).

Temos que V⊗W é um espaço vetorial. Se B = {v1,v2, . . . ,vd} e C = {w1,w2, . . . ,wf}
são bases para V e W , respectivamente, então o conjunto

{vi ⊗wj : 1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ f}

é uma base para V ⊗W . Isso dá uma conexão com a definição de produto tensorial de
matrizes. Seja Matd o conjunto de todas matrizes d× d com entradas em C. A álgebra
das matrizes Matd tem como base o conjunto
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B = {Ei,j : 1 ≤ i, j ≤ d} ,

onde Ei,j é a matriz de zeros com exatamente um 1 na posição (i, j). Então se X = (xi,j) ∈
Matd e Y = (yk,l) ∈ Matf então, pelo fato de que ⊗ é linear, temos que

X ⊗ Y =
 d∑
i,j=1

xi,jEi,j

⊗
 f∑
k,l=1

yk,lEk,l


=

d∑
i,j=1

f∑
k,l=1

xi,jyk,l (Ei,j ⊗ Ek,l) . (2.5)

Mas se Ei,j ⊗ Ek,l representa a (k, l)-ésima posição do (i, j)-ésimo bloco de uma
matriz, então a Equação 2.5 diz que a correspondente entrada para X ⊗ Y deveria ser
xi,jyk,l, concordando com a definição matricial.

Lema 2.2. Suponha A,X ∈ Matd e B, Y ∈ Matf . Então

1. (A⊕B)(X ⊕ Y ) = AX ⊕BY ,

2. (A⊗B)(X ⊗ Y ) = (AX ⊗BY ).

2.2.5 ÁLGEBRA DE COMUTADORES E ÁLGEBRA DE ENDOMORFISMOS

Definição 2.20. Dada uma representação matricial X : G −→ GLd(C), a correspondente
álgebra de comutadores é

ComX = {T ∈ Matd : TX(g) = X(g)T para todo g ∈ G}

Dado um G-módulo V , a correspondente álgebra de endomorfismos é.

EndV = {θ : V −→ V : θ é um G− homomorfismo}

A álgebra de comutadores e a álgebra de endomorfismos satisfazem os axiomas para
uma álgebra. Se V é um G-módulo e X é sua a correspondente representação matricial,
tome uma base B para produzir X e a aplicação que envia cada θ ∈ End V para a matriz
T de θ na base B, então End V e Com X são álgebras isomorfas.

Agora iremos calcular Com X para varias representações X.

Suponha que X é uma representação matricial tal que

X =
 X(1) 0

0 X(2)

 = X(1) ⊕X(2)
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onde X(1), X(2) são representações irredutíveis e inequivalentes de graus d1, d2, respectiva-
mente. Suponha que

T =
 T1,1 T1,2

T2,1 T2,2


é uma matriz particionada da mesma maneira que X. Se TX = XT então segue que T1,1X

(1) T1,2X
(2)

T2,1X
(1) T2,2X

(2)

 =
 X(1)T1,1 X(1)T1,2

X(2)T2,1 X(2)T2,2


e igualando os blocos correspondentes obtemos

T1,1X
(1) = X(1)T1,1,

T1,2X
(2) = X(1)T1,2,

T2,1X
(1) = X(2)T2,1,

T2,2X
(2) = X(2)T2,2.

Usando os Corolários 2.6 e 2.8 juntamente com o fato de que X(1) e X(2) são inequivalentes,
temos que

T1,1 = c1Id1 , T1,2 = T2,1 = 0, T2,2 = c2Id2 ,

onde c1, c2 ∈ C e Id1 , Id2 são matrizes identidades de graus d1, d2. Portanto

T =
 c1Id1 0

0 c2Id2

 .
Isto é, quando X = X(1) ⊕X(2) com X(1) � X(2) e irredutíveis temos

Com X = {c1Id1 ⊕ c2Id2 : c1, c2 ∈ C}

onde d1 = degX(1), d2 = degX(2).

Em geral, se X = ⊕ki=1X
(i), onde os X(i) são dois a dois inequivalentes, então, por

um argumento similar. Temos que

Com X = {⊕ki=1ciIdi : ci ∈ C}, (2.6)

onde di = degX(i). Note que grau de X é
k∑
i=1

di e que a dimensão da Com X como

um espaço vetorial é k, pois, apenas os k escalares ci variam, enquanto que as matrizes
identidades são fixas.

Em seguida, lidamos com o caso de somas de representações equivalentes. Uma
notação conveniente é

mX =
m︷ ︸︸ ︷

X ⊕X ⊕ . . .⊕X,
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onde o inteiro não negativo m é chamado de multiplicidade de X.

Suponha que

X =
 X(1) 0

0 X(1)

 = 2X(1)

onde X(1) é uma representação matricial irredutível de grau d. Tome T particionada como
anteriormente. Fazendo a multiplicação em TX = XT e igualando blocos correspondentes
obtemos quatro equações, todas da forma

Ti,jX
(1) = X(1)Ti,j,

para todo i, j = 1, 2. Pelos Corolários 2.6 e 2.8, temos que para todo i e j,

Ti,j = ci,jId,

onde ci,j ∈ C. Portanto, nesse caso a álgebra de comutadores é

Com X =

 c1,1Id c1,2Id

c2,1Id c2,2Id

 : ci,j ∈ C para todo i, j
 (2.7)

Agora utilizando a Definição 2.18, podemos escrever os elementos de (2.7) como

T =
 c1,1 c1,2

c2,1 c2,2

⊗ Id,
e então Com X = {M2 ⊗ Id : M2 ∈ Mat2}.

De modo geral, se tomarmos X = mX(1), então

Com X = {Mm ⊗ Id : Mm ∈ Matm}, (2.8)

onde d é o grau de X(1). Calculando os graus e dimensões, obtemos

degX = degmX(1) = m degX(1) = md

e

dim(Com X) = dim{Mm : Mm ∈ Matm} = m2.

Finalmente, vamos considerar o caso mais geral:

X = m1X
(1) ⊕m2X

(2) ⊕ . . .⊕mkX
(k) (2.9)

onde os X(i) são irredutíveis e dois a dois inequivalentes com degX(i) = di. O grau de X
é dado por

degX =
k∑
i=1

deg(miX
(i)) = m1d1 +m2d2 + . . .+mkdk.
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Combinando (2.6) e ( 2.8) obtemos

Com X = {⊕ki=1(Mmi ⊗ Idi) : Mmi ∈ Mat mi para todo i} (2.10)

de dimensão

dim(Com X) = dim{⊕ki=1Mmi : Mmi ∈ Mat mi} = m1
2 +m2

2 + . . .+mk
2. (2.11)

Vamos considerar o centro de Com X. O centro de uma álgebra A é

ZA = {a ∈ A : ab = ba para todo b ∈ A}.

Vamos agora calcular o centro de uma álgebra matricial.

Proposição 2.10. O centro de Matd é ZMatd = {cId : c ∈ C}.

Demonstração. Suponha que C ∈ ZMatd . Em particular,

CEi,i = Ei,iC (2.12)

para todo i. Mas CEi,i (respectivamente, Ei,iC) tem entradas todas zeros exceto para a
i-ésima coluna (respectivamente, linha), que é a mesma coluna que C (respectivamente,
linha). Portanto a Equação (2.12) implica que todos elementos fora da diagonal de C devem
ser 0. Similarmente, se i 6= j, então C(Ei,j + Ej,i) = (Ei,j + Ej,i)C, onde a multiplicação
da esquerda (respectivamente, direita) troca colunas (respectivamente, linhas) i e j de C.
Segue que todos os elementos da diagonal devem ser iguais e então C = cId para algum
c ∈ C. Finalmente todas essas matrizes comutam com qualquer outra matriz.

Considere C ∈ ZCom X
, onde X e Com X são dados por (2.9) e (2.10), respecti-

vamente. Então

CT = TC para todo T ∈ ComX, (2.13)

onde T = ⊕ki=1(Mmi ⊗ Idi) e C = ⊕ki=1(Cmi ⊗ Idi). Calculando o lado esquerdo usando o
Lema 2.2, obtemos

CT =
(
⊕ki=1Cmi ⊗ Idi

) (
⊕ki=1Mmi ⊗ Idi

)
= ⊕ki=1 (Cmi ⊗ Idi) (Mmi ⊗ Idi)
= ⊕ki=1(CmiMmi ⊗ Idi).

Similarmente,

TC = ⊕ki=1(MmiCmi ⊗ Idi).
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Portanto a equação (2.13) vale se, e somente se,

CmiMmi = MmiCmi para todo Mmi ∈ Mat mi .

Mas isso significa que Cmi está no centro de Matmi . Pela Proposição 2.10 isto é equivalente
a Cmi = ciImi , para algum ci ∈ C. Portanto,

C = ⊕ki=1ciImi ⊗ Idi
= ⊕ki=1ciImidi

=


c1Im1d1 0 . . . 0

0 c2Im2d2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . ckImkdk

 ,

e todos os membros de ZCom X
tem essa forma e dimZCom X

= k.

Como um exemplo, seja

X =


X(1) 0 0

0 X(1) 0
0 0 X(2)

 = 2X(1) ⊕X(2),

onde deg X(1) = 3 e deg X(2) = 4. Então as matrizes T ∈ Com X são da forma

T =



a 0 0 b 0 0 0 0 0 0
0 a 0 0 b 0 0 0 0 0
0 0 a 0 0 b 0 0 0 0
c 0 0 d 0 0 0 0 0 0
0 c 0 0 d 0 0 0 0 0
0 0 c 0 0 d 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 x 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 x 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 x 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 x


onde a, b, c, d, x ∈ C e dim(Com X) = m2

1 +m2
2 = 22 + 12 = 5.
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Os elementos C ∈ ZCom X
são

C =



a 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 a 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 a 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 a 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 a 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 a 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 x 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 x 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 x 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 x


onde a, x ∈ C. A dimensão é o número de diferentes componentes irredutíveis de X, nesse
caso 2, ou seja, dimZCom X

= 2.

Em suma, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.10. Seja X uma representação matricial de G tal que

X = m1X
(1) ⊕m2X

(2) ⊕ . . .⊕mkX
(k),

onde os X(i) são inequivalentes, irredutíveis e degX(i) = di. Então

1. degX = m1d1 +m2d2 + . . .+mkdk,

2. Com X = {⊕ki=1(Mmi ⊗ Idi) : Mmi ∈ Matmi para todo i},

3. dim(Com X) = m2
1 +m2

2 + . . .+m2
k,

4. ZComX = {⊕ki=1ciImidi : ci ∈ C para todo i} e

5. dimZComX = k.

Seja uma representação Y que não é decomposta em irredutíveis, pela versão
matricial do Teorema de Maschke, Corolário 2.4, Y é equivalente a uma representação
X de forma dada pela Equação 2.9. Se Y = RXR−1 para alguma matriz fixa R, então
a aplicação T −→ RTR−1 é um isomorfismo de álgebra e seus centros também são
isomorfos. Então o Teorema 2.10 continua válido com todas as igualdades substituídas
por isomorfismos .

Existe uma versão para módulos desse resultado. Vamos usar a notação de
multiplicidade para G-módulos da mesma maneira que nós usamos para matrizes.

Teorema 2.11. Seja V um G-módulo tal que

V ∼= m1V
(1) ⊕m2V

(2) ⊕ . . .⊕mkV
(k),

onde os V (i) são dois a dois irredutíveis, inequivalentes e dim V (i) = di. Então
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1. dim V = m1d1 +m2d2 + . . .+mkdk,

2. End V ∼= ⊕ki=1Matmi ,

3. dim(End V ) = m2
1 +m2

2 + . . .+m2
k,

4. ZEndV é isomorfo à álgebra de matrizes diagonais de grau k, e

5. dimZEnd V = k.

Proposição 2.11. Sejam V eW doisG-módulos com V irredutível. Então dim Hom(V,W )
é a multiplicidade de V em W .

Demonstração. Seja W um G-módulo não nulo. Podemos escrever W = W (1) ⊕W (2) ⊕
. . . ⊕ W (k), onde cada W (i) é um G-módulo irredutível. Temos que Hom(V,W ) ∼=
k⊕
i=1

Hom(V,W (i)). Pelo Lema de Schur 2.5, temos que dim Hom(V,W (i)) = 0 se V � W (i).

Agora, se V ∼= W (i), pelo Corolário 2.9, segue que dim Hom(V,W (i)) = 1. Logo

dim Hom(V,W ) =
k∑
i=1

Hom(V,W (i)) =
mi∑
i=1

Hom(V,W (i)) = mi.

2.2.6 CARACTERES DE GRUPO

Nessa seção vamos definir o conceito de carácter de uma representação e veremos
algumas propriedades da função carácter. Alguns resultados mostram como essa função é
útil para determinar representações irredutíveis e obter decomposições de representações
arbitrárias.

Definição 2.21. Seja X(g), g ∈ G, uma representação matricial. O carácter de X é

χ : G −→ C

g 7−→ χ(g) = tr X(g),

onde tr denota o traço de uma matriz. Se V é um G-módulo, então seu carácter é o
carácter da representação matricial X correspondente a V .

O carácter de uma representação irredutível é chamado carácter irredutível. Note-
mos que o traço de uma matriz não depende da escolha da base uma vez que tr (AB) =
tr (BA). Sejam X e Y representações matriciais ambas correspondentes a V . Então
Y = TXT−1 para algum T ∈ Matd fixo. Portanto, para todo g ∈ G, tr Y (g) =
tr TX(g)T−1 = tr X(g). Então X e Y tem o mesmo carácter.

Suponha que G é arbitrário e X é uma representação de grau 1. Então o carácter
χ(g) é a única entrada de X(g) para cada g ∈ G. O carácter da representação coincide
com a representação, ou seja, χ = X. Tais caracteres são chamados de caracteres lineares.
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Exemplo 2.23. Considerando a representação definida de Sn com seu carácter χdef. Se
tomarmos n = 3 então podemos computar os valores do carácter tomando os traços das
matrizes no Exemplo 2.8

χdef((1)(2)(3)) = 3, χdef((1, 2)(3)) = 1, χdef((1, 3)(2)) = 1,
χdef((1)(2, 3)) = 1, χdef((1, 2, 3)) = 0, χdef((1, 3, 2)) = 0.

Em geral, se π ∈ Sn, então χdef(π) é o número de 1 na diagonal de X(π), isto é, o número
de pontos fixos de π.

Agora, seja G = {g1, g2, . . . , gn} e considere a representação regular com o módulo
V = C[G] e carácter χreg. Temos que X(e) = In e então χreg(e) = |G|. Para calcular
os valores dos caracteres para g 6= e, vamos usar matrizes decorrentes da base padrão
B = {g1,g2, . . . ,gn}. Note que X(g) é a matriz de permutação para a ação de g em B
e, portanto, χreg(g) é o número de pontos fixos por essa ação. Mas, se ggi = gi para
qualquer i, então devemos ter g = e, o que não ocorre. Logo não há pontos fixos se g 6= e.
Resumindo,

χreg(g) =

|G| se g = e,

0 caso contrário.

Agora provaremos algumas propriedades elementares dos caracteres.

Proposição 2.12. Seja X uma representação matricial de um grupo G de grau d com
carácter χ.

1. χ(e) = d.

2. Se K é uma classe de conjugação de G, então

g, h ∈ K ⇒ χ(g) = χ(h).

3. Se Y é uma representação de G com carácter ψ então

X ∼= Y ⇒ χ(g) = ψ(g)

para todo g ∈ G.

Demonstração. 1. Como X(e) = Id, então χ(e) = trId = d.

2. Por hipótese g = khk−1, então χ(g) = trX(g) = trX(k)X(h)X(k)−1 = trX(h) =
χ(h). Temos então que χ é constante nas classes de conjugação de G.
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3. Essa afirmação diz que representações equivalentes têm o mesmo carácter. Sejam X

e Y representações equivalentes, existe T fixa tal que Y = TXT−1, portanto para
todo g ∈ G, χX(g) = trX(g) = tr(TXT−1) = trY (g) = χY (g).

Veremos que vale a recíproca do item 3: se duas representações têm o mesmo
carácter então elas devem ser equivalentes. Esse resultado será provado mais adiante no
Corolário 2.13.

Definição 2.22. Uma função de classe de um grupo G é uma aplicação f : G −→ C tal
que f(g) = f(h) sempre que g e h estão na mesma classe de conjugação. O conjunto de
todas funções de classe em G é denotado por R(G).

Como o carácter de uma representação é uma função que é constante nas classes
de conjugação então ele é uma função de classe. Temos que R(G), munido da adição e
da multiplicação por escalar é um espaço vetorial sobre C. Além disto, R(G) tem uma
base natural consistindo das funções que têm o valor 1 em uma dada classe de conjugação
e 0 fora dela. Portanto a dimR(G) é o número de classes de conjugação de G. Se K é
uma classe de conjugação e χ é um carácter então podemos definir χK como o valor de
um dado carácter em um dada classe, ou seja, χK = χ(g) para qualquer g ∈ K.

Definição 2.23. Seja G um grupo. A tabela de caracteres de G é uma tabela com linhas
indexadas pelos caracteres irredutíveis não equivalentes de G e colunas indexadas pelas
classes de conjugação. A entrada da tabela na linha χ e coluna K é χK :

. . . K . . .
... ...
χ . . . χK
...

Por convenção, a primeira linha corresponde ao carácter trivial e a primeira coluna
corresponde a classe da identidade, K = {e}.

Provaremos na Seção 2.2.8 que o número de representações irredutíveis e inequi-
valentes de G é igual ao número de classes de conjugação. Disto segue que a tabela de
caracteres é sempre quadrada.

Recordando que uma classe de conjugações em Sn consiste de todas permutações
de mesmo tipo cíclico. Em particular, para S3, temos três classes de conjugação, K1 = {e},
K2 = {(1, 2), (1, 3), (2, 3)} e K3 = {(1, 2, 3), (1, 3, 2)}. Portanto assumindo o resultado da
Proposição 2.14, existem três representações irredutíveis de S3. Já encontramos duas delas,
a representação trivial e a representação sinal.
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K1 K2 K3

χ(1) 1 1 1
χ(2) 1 −1 1
χ(3)

Nós conseguiremos encontrar o terceiro carácter utilizando o produto interno de
caracteres que definiremos na próxima seção.

Se G é um grupo abeliano com n elementos então cada elemento de G é o re-
presentante de uma classe de conjugação distinta. Como temos n classes de conjugação
devemos ter n representações irredutíveis e inequivalentes de G. Pela Proposição 2.9 essas
representações irredutíveis têm grau 1.

2.2.7 PRODUTO INTERNO DE CARACTERES

O produto interno de caracteres é uma ferramenta muito importante. Trata-se de
um método simples que nos permite determinar quando uma representação é irredutível.
Além disso, é utilizado para mostrar que o número de irredutíveis é igual ao número
de classes de conjugação. Por fim, pode ser empregado para provar que a igualdade de
caracteres implica equivalência de representações.

Vamos denotar por L(G) o conjunto de todas as funções de G em C que é um
espaço vetorial sobre C que pode ser munido com um produto interno definido por,

〈α, β〉 = 1
|G|

∑
g∈G

α(g)β(g).

onde a barra significa conjugação complexa. De fato, temos que 〈 , 〉 é um produto interno.

1. Sejam α, β ∈ L(G):

〈β, α〉 = 1
|G|

∑
g∈G

β(g)α(g) = 1
|G|

∑
g∈G

β(g)α(g) = 〈α, β〉.

2. Sejam α, β, γ ∈ L(G):

〈α + γ, β〉 = 1
|G|

∑
g∈G

(α + γ)(g)β(g) = 1
|G|

∑
g∈G

α(g)β(g) + γ(g)β(g)

= 1
|G|

∑
g∈G

α(g)β(g) +
∑
g∈G

γ(g)β(g)


= 〈α, β〉+ 〈γ, β〉.

3. Para α, β ∈ L(G) e k ∈ C:

〈kα, β〉 1
|G|

∑
g∈G

kα(g)β(g) = k
1
|G|

∑
g∈G

α(g)β(g) = k〈α, β〉.
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4. Seja α ∈ L(G) não nula:

〈α, α〉 = 1
|G|

∑
g∈G

α(g)α(g) > 0.

Em particular definimos o produto interno de caracteres. Sejam χ e ψ dois caracteres
de um grupo G ao números complexos C. O produto interno de χ e ψ é

〈χ, ψ〉 = 1
|G|

∑
g∈G

χ(g)ψ(g).

Veremos na seguinte proposição uma definição alternativa que nos será mais útil.

Proposição 2.13. Sejam χ e ψ caracteres. Então

〈χ, ψ〉 = 1
|G|

∑
g∈G

χ(g)ψ(g−1).

Demonstração. Suponha que V é um G-módulo com carácter ψ. Na prova do Teorema de
Maschke, vimos que existe um produto interno de V em V que é invariante sob a ação
de G. Escolhendo uma base ortonormal para V , obtemos uma representação matricial
Y para ψ, onde cada Y (g) é unitária, isto é, Y (g−1) = Y (g)−1 = Y (g)t, onde t denota
transposta. Então ψ(g) = trY (g) = trY (g−1)t = trY (g−1) = ψ(g−1). O resultado é obtido
substituindo esse resultado no produto interno.

Sempre que χ e ψ são constantes nas classes de conjugação de G, podemos escrever

〈χ, ψ〉 = 1
|G|

∑
K

|K|χKψK ,

onde a soma é sobre todas classes de conjugação de G.

Vamos reformular o Lema de Schur no contexto dos caracteres. Veremos agora que
os caracteres irredutíveis são ortonormais com respeito ao produto interno.

Teorema 2.12. Sejam χ e ψ caracteres irredutíveis de um grupo G. Então

〈χ, ψ〉 = δχ,ψ

Demonstração. Suponha que χ, ψ são caracteres das representações matriciais A,B de
graus d, f , respectivamente. Seja X = (xi,j) uma matriz d×f com entradas xi,j e considere
a matriz

Y = 1
|G|

∑
g∈G

A(g)XB(g−1). (2.14)
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Afirmamos que A(h)Y = Y B(h) para todo h ∈ G. De fato,

A(h)Y B(h−1) = 1
|G|

∑
g∈G

A(h)A(g)XB(g−1)B(h−1)

= 1
|G|

∑
g∈G

A(hg)XB(g−1h−1)

= 1
|G|

∑
l∈G
l=hg

A(l)XB(l−1)

= Y,

Portanto, pelos Corolários 2.6 e 2.8,

Y =

0 se A � B,

cId se A ∼= B.
(2.15)

Considere o primeiro caso onde χ 6= ψ, para que A e B sejam inequivalentes. Isto implica
que yi,j = 0 para todo elemento de Y . Assim, tomamos a entrada (i, j) da Equação (2.14)
para obter

1
|G|

∑
k,l

∑
g∈G

ai,k(g)xk,lbl,j(g−1) = 0

para todo i, j. Se este polinômio é zero, os coeficientes de cada xk,l devem ser também
zero. Então

1
|G|

∑
g∈G

ai,k(g)bl,j(g−1) = 0

para todo i, j, k, l. Note que essa última equação pode ser reescrita como

〈ai,k, bl,j〉′ = 0 para todo i, j, k, l (2.16)

uma vez que nossa definição de produto interno se aplica a todas funções de G a C.

Agora,

χ = trA = a1,1 + a2,2 + . . .+ ad,d , ψ = trB = b1,1 + b2,2 + . . .+ bf,f

de onde segue que

〈χ, ψ〉 = 〈χ, ψ〉′ =
∑
i,j

〈ai,i, bj,j〉′ = 0.

Agora suponha que χ = ψ. Como estamos apenas interessados nos valores dos
caracteres, também podemos tomar A = B. Pela Equação (2.15), existe um escalar c ∈ C
tal que yi,j = cδi,j. Então, como no parágrafo anterior, temos 〈ai,k, al,j〉′ = 0 quando i 6= j.
Para o caso i = j, considere

1
|G|

∑
g∈G

A(g)XA(g−1) = cId
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e tomando o traço em ambos os lados temos

cd = tr cId = 1
|G|

∑
g∈G

tr A(g)XA(g−1)

= 1
|G|

∑
g∈G

tr X = tr X.

Portanto yi,i = c = 1
d
tr X o qual pode ser reescrito como

1
|G|

∑
k,l

∑
g∈G

ai,k(g)xk,lal,i(g−1) = 1
d

(x1,1 + x2,2 + . . .+ xd,d).

Igualando os coeficientes de monômios semelhantes nessa equação temos

〈ai,k, al,i〉′ =
1
|G|

∑
k,l

∑
g∈G

ai,k(g)al,i(g−1) = 1
d
δk,l. (2.17)

Segue que

〈χ, χ〉 =
d∑

i,j=1
〈ai,i, aj,j〉′ =

d∑
i=1
〈ai,i, ai,i〉′ =

d∑
i=1

1
d

= 1.

As Equações (2.16) e (2.17) fornecem as relações de ortogonalidade para as entradas
de uma matriz de uma representação.

O corolário a seguir nos permitirá relacionar representações e caracteres, permitindo
comparar representações com respeito ao seus caracteres correspondentes.

Corolário 2.13. Seja X uma representação matricial de G com carácter χ. Suponha

X ∼= m1X
(1) ⊕m2X

(2) ⊕ . . .⊕mkX
(k)

onde os X(i) são irredutíveis e inequivalentes com caracteres χ(i).

1. χ = m1χ
(1) +m2χ

(2) + . . .+mkχ
(k).

2. 〈χ, χ(j)〉 = mj para todo j.

3. 〈χ, χ〉 = m2
1 +m2

2 + . . .+m2
k.

4. X é irredutível se e somente se 〈χ, χ〉 = 1.

5. Seja Y outra representação matricial de G com caracter ψ. Então

X ∼= Y se e somente se χ(g) = ψ(g) para todo g ∈ G.

Demonstração. 1. Como o traço de uma soma direta é a soma dos traços, vemos que

χ = tr X = tr
k⊕
i=1

miX
(i) =

k∑
i=1

miχ
(i).
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2. Pelo Teorema 2.12,

〈χ, χ(j)〉 = 〈
∑
i

miχ
(i), χ(j)〉 =

∑
i

mi〈χ(i), χ(j)〉 = mj.

3. Pelo Teorema 2.12,

〈χ, χ〉 = 〈
∑
i

miχ
(i),
∑
j

mjχ
(j)〉 =

∑
i,j

mimj〈χ(i), χ(j)〉 =
∑
i

m2
i .

4. A afirmação que X é irredutível implica que 〈χ, χ〉 = 1 é parte das relações de
ortogonalidade já provadas. Para o contrário, suponha que

〈χ, χ〉 =
∑
i

m2
i = 1.

Então deve haver exatamente um índice j tal que mj = 1 e todos os restantes mi

devem ser nulos. Assim, X = X(j) que é irredutível.

5. A “ida” foi provada na parte 3 da Proposição 2.12. Para provar a “volta”, seja
Y ∼= ⊕ki=1niX

(i). Sem perda de generalidade, vamos supor que as decomposições de
X e Y contenham os mesmos irredutíveis: qualquer irredutível encontrado em um
mas não o outro pode ser inserido com multiplicidade 0. Como χ = ψ segue que
〈χ, χ(i)〉 = 〈ψ, χ(i)〉 para todo i. Então, pelo item 2 desse corolário, mi = ni para
todo i. Portanto, as duas somas diretas são equivalentes, isto é, X ∼= Y .

Exemplo 2.24. Seja G = Sn, note que ambos π, π−1 ∈ Sn têm o mesmo tipo cíclico e
eles portanto estão na mesma classe de conjugação. Se χ é um carácter de Sn, como os
caracteres são constantes nas classes de conjugação, então χ(π) = χ(π−1). Segue que a
fórmula do produto interno para Sn pode ser reescrita como

〈χ, ψ〉 = 1
n!

∑
π∈Sn

χ(π)ψ(π). (2.18)

Em particular, Seja G = S3 e considere χ = χdef. Como S3 tem três classes de conjugação,
sabemos que S3 tem três caracteres irredutíveis χ(1), χ(2), χ(3), onde os dois primeiros
caracteres χ(1), χ(2) são o carácter trivial e o carácter sinal, respectivamente. Pelo Teorema
de Maschke, nós sabemos que

χ = m1χ
(1) +m2χ

(2) +m3χ
(3).

Para calcular m1 e m2 nós vamos utilizar a Equação (2.18) e a parte 2 do Corolário 2.13,
lembrando que nós já encontramos os valores do carácter para χ = χdef no Exemplo 2.23.
Assim, temos que

m1 = 〈χ, χ(1)〉 = 1
3!
∑
π∈S3

χ(π)χ(1)(π) = 1
6(3 · 1 + 1 · 1 + 1 · 1 + 1 · 1 + 0 · 1 + 0 · 1) = 1,

m2 = 〈χ, χ(2)〉 = 1
3!
∑
π∈S3

χ(π)χ(1)(π) = 1
6(3 · 1− 1 · 1− 1 · 1− 1 · 1 + 0 · 1 + 0 · 1) = 0.
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Portanto

χ = χ(1) +m3χ
(3).

Nós já sabíamos que o carácter definido continha uma cópia do carácter trivial. Isso
foi observado quando decompomos as matrizes correspondentes a representação definida
de S3 como X = A ⊕ B, onde A era a matriz da representação trivial. As matrizes B
correspondem a uma ou mais cópias do caráter χ(3).

B(e) =
 1 0

0 1

 , B((1, 2)) =
 −1 −1

0 1

 ,

B((1, 3)) =
 1 0
−1 −1

 , B((2, 3)) =
 0 1

1 0

 ,

B((1, 2, 3)) =
 −1 −1

1 0

 , B((1, 3, 2)) =
 0 1
−1 −1

 .
Se consideramos ψ o carácter correspondente, então temos

ψ(e) = 2,
ψ((1, 2)) = ψ((1, 3)) = ψ((2, 3)) = 0,

ψ((1, 2, 3)) = ψ((1, 3, 2)) = −1

Se ψ é irredutível, então m3 = 1 e nós encontramos χ(3). Caso não, então ψ sendo de grau
dois, deve conter duas cópias de χ(3). Mas a Parte 4 do Corolário 2.13 torna mais fácil
determinar a irredutibilidade; apenas calculando:

〈ψ, ψ〉 = 1
6(22 + 02 + 02 + 02 + (−1)2 + (−1)2) = 1.

Portanto a tabela completa de caracteres irredutíveis para S3 é

K1 K2 K3

χ(1) 1 1 1
χ(2) 1 −1 1
χ(3) 2 0 −1

Em geral, o módulo definido para Sn, V = C{1,2, . . . ,n}, sempre temW = C{1 + 2 + . . .+ n}
como submódulo. Se χ(1) e χ⊥ são os caracteres correspondentes a W e W⊥, respectiva-
mente, então V = W ⊕W⊥. E podemos escrever isso como

χdef = χ(1) + χ⊥.

Nós sabemos que χdef conta os pontos fixos e que χ(1) é o carácter trivial. Portanto

χ⊥(π) = (número de pontos fixos de π)− 1

é também um carácter de Sn irredutível.
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2.2.8 DECOMPOSIÇÃO DA ÁLGEBRA DE GRUPO

Nosso objetivo agora é decompor a álgebra de grupo em representações irredutíveis.
Este processo nos permite obter o número de representações irredutíveis e inequivalentes
de qualquer grupo.

Seja G um grupo com a álgebra de grupo C[G] e carácter χ = χreg. Pelo Teorema
de Maschke, podemos escrever

C[G] =
⊕
i

miV
(i), (2.19)

onde os V (i) variam sobre todas representações irredutíveis e inequivalentes e apenas um
número finito dos mi são não nulos.

Proposição 2.14. Seja G um grupo finito e suponha C[G] = ⊕imiV
(i), onde os V (i)

formam uma lista completa de G-módulos irredutíveis e inequivalentes. Então

1. mi = dimV (i),

2.
∑
i

(dim V (i))2 = |G| e

3. o número de V (i)’s é igual ao número de classes de conjugação de G.

Demonstração. 1. Se V (i) tem carácter χ(i) então, pela Parte 2 do Corolário 2.13,

mi = 〈χ, χ(i)〉 = 1
|G|

∑
g∈G

χ(g)χ(i)(g−1).

O carácter da representação regular é zero para g 6= e e χ(e) = |G|. Portanto,

mi = 1
|G|

χ(e)χ(i)(e) = dim V (i) (2.20)

pelo Item 1 da Proposição 2.12. Portanto todo G-módulo irredutível ocorre em C[G]
com multiplicidade igual a sua dimensão. Em particular, todos eles aparecem pelo
menos uma vez e então a lista de G-módulos irredutíveis e inequivalentes deve ser
finita, uma vez que a álgebra de grupo tem dimensão finita.

2. Segue pelo cálculo das dimensões em ambos os lados da Equação (2.19).

3. Pelo item 5 do Teorema 2.11, temos que o número de V (i)’s é igual a dimZEnd C[G].

Vamos agora descrever inicialmente os elementos de End C[G]. Dado qualquer
v ∈ C[G], defina a aplicação φv : C[G]→ C[G] pela multiplicação à direita por v,
isto é, φv(w) = wv, para todo w ∈ C[G]. Segue que φv ∈ End C[G]. Na verdade,
esses são os únicos elementos de End C[G]. Pois, afirmamos que C[G] ∼= End C[G]
como espaços vetoriais. Para ver isso, considere a aplicação φ : C[G]→ End C[G]
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dada por v φ→ φv. Temos que φ é linear. Vamos mostrar que φ é injetiva. Se φv é a
aplicação nula então 0 = φv(e) = ev = v. Para mostrar que φ é sobrejetiva, seja
θ ∈ End C[G]. Segue que θ(e) = v, para algum v. Segue que θ = φv. Pois, dado
qualquer g ∈ G, θ(g) = θ(ge) = gθ(e) = gv = gv = φv(g). O resultado segue pelo
fato de duas transformação lineares que coincidem numa base coincidem também
fora dela.

Agora, em termos de álgebras, a aplicação φ é um anti-isomorfismo, uma vez que ela
reverte a ordem da multiplicação: φvφw = φwv, para todo v,w ∈ C[G]. Portanto,
φ induz um anti-isomorfismo dos centros de C[G] e End C[G],então temos que o
número de V (i) é igual a dimZC[G].

Para descobrir como é o centro da álgebra de grupo, considere qualquer z = c1g1 +
. . . + cngn ∈ ZC[G], onde os gi ∈ G. Agora, para todo h ∈ G, temos zh = hz que
equivale a z = hzh−1, que ainda pode ser escrito como

c1g1 + . . .+ cngn = c1hg1h−1 + . . .+ cnhgnh−1.

Mas como h assume todos os valores possíveis em G, hg1h
−1 assume valores sobre a

classe de conjugação de g1. Desde que z permanece invariante, todos os membros
dessa classe devem ter o mesmo coeficiente escalar c1. Portanto se G tem k classes
K1, . . . , KK , tome

zi =
∑
g∈Ki

g

para i = 1, . . . , k,. Assim, mostramos que qualquer z ∈ ZC[G] pode ser escrito como

z =
k∑
i=1

dizi.

Considerações semelhantes mostram que vale a recíproca: qualquer combinação
linear de zi’s está no centro de C[G]. Finalmente, note que o conjunto {z1, . . . , zk}
forma uma base para ZC[G]. Já mostramos que esse conjunto gera. Além disto,
eles são linearmente independentes pois são somas sobre subconjuntos dois a dois
disjuntos da base {g : g ∈ G} de C[G]. Portanto o número de classes de conjugação
de G é igual a dimZC[G] que por sua vez é igual ao número de V (i).

Por exemplo, no caso de G = S3, pelo item 3 da Proposição 2.14, temos 3
representações irredutíveis uma vez que S3 tem 3 classes de conjugação. Além disto, estas
representações tem graus 1,1 e 2 que satisfazem 12 +12 +22 = 6, pelo Item 2 da Proposição
2.14.

Proposição 2.15. Os caracteres irredutíveis de um grupo G formam uma base ortonormal
para o espaço das funções de classe R(G).



49

Demonstração. Pelo Teorema 2.12, sabemos que os caracteres irredutíveis são ortonormais
com respeito a forma bilinear 〈·, ·〉 em R(G). Logo eles são linearmente independentes.
Agora, a dimensão dimR(G) é o número de classes de conjugação de G que, pela Parte 3
da Proposição 2.14, é igual ao número de caracteres irredutíveis. Portanto eles são uma
base.

2.2.9 REPRESENTAÇÕES RESTRITAS E REPRESENTAÇÕES INDUZIDAS

Dado um grupo G com um subgrupo H, vamos apresentar uma maneira de obter
representações de G a partir das representações de H e representações de H a partir das
representações de G.

Definição 2.24. Considere H ≤ G e a representação matricial X de G. A restrição de X
a H, denotada por X ↓GH , é dada por

X ↓GH (h) = X(h)

para todo h ∈ H. Se X tem carácter χ então denote o carácter de X ↓GH por χ ↓GH .

Note que X ↓GH é uma representação de H e que, mesmo que X seja uma repre-
sentação irredutível de G, X ↓GH não é necessariamente irredutível em H. Por exemplo,
suponha que X é uma representação matricial irredutível de G de degX ≥ 2 e que H é
um subgrupo de G abeliano. A restrição de X a H é uma representação redutível, pois,
pela Proposição 2.9 toda representação irredutível de um grupo abeliano tem grau 1.

Definição 2.25. Considere H ≤ G e fixe t1, . . . , tl os representantes da classe lateral de
H em G, isto é, G = t1H ∪ . . . ∪ tlH, onde a união é disjunta. Se Y é uma representação
de H, então a correspondente representação induzida Y ↑GH atribui para cada g ∈ G a
matriz em blocos

Y ↑GH (g) = (Y (t−1
i gtj)) =


Y (t−1

1 gt1) Y (t−1
1 gt2) . . . Y (t−1

1 gtj)
Y (t−1

2 gt1) Y (t−1
2 gt2) . . . Y (t−1

2 gtj)
... ... . . . ...

Y (t−1
l gt1) Y (t−1

l gt2) . . . Y (t−1
l gtj)

 ,

onde Y (g) é a matriz nula se g /∈ H.

Vamos omitir H na notação se não houver confusão e escreveremos apenas X ↑G.
Essa notação se aplica também para o carácter correspondente.

Seja G = S3 e consideres como no Exemplo 2.15, H = {e, (2, 3)} com G =
H ∪ (1, 2)H ∪ (1, 3)H, onde a união é disjunta. Seja Y = 1 a representação trivial de H
e considere X = 1 ↑G. Calculando a representação matricial para a transposição (1, 2),
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temos

Y (e−1(1, 2)e) = Y ((1, 2)) = 0, pois (1, 2) /∈ H
Y (e−1(1, 2)(1, 2)) = Y (e) = 1, pois e ∈ H
Y (e−1(1, 2)(1, 3)) = Y ((1, 3, 2)) = 0, pois (1, 3, 2) /∈ H
Y ((1, 2)(1, 2)e) = Y (e) = 1,
Y ((1, 2)(1, 2)(1, 2)) = Y ((1, 2)) = 0,
Y ((1, 2)(1, 2)(1, 3) = Y ((1, 3)) = 0, pois (1, 3) /∈ H
Y ((1, 3)(1, 2)e) = Y ((1, 2, 3)) = 0, pois (1, 2, 3) /∈ H
Y ((1, 3)(1, 2)(1, 2)) = Y ((1, 3)) = 0,
Y ((1, 3)(1, 2)(1, 3)) = Y ((2, 3)) = 1, pois (2, 3) ∈ H

que fornece a matriz

X((1, 2)) =


0 1 0
1 0 0
0 0 1

 .

Assim como a restrição, a indução não preserva irredutibilidade.

Proposição 2.16. Seja H ≤ G um subgrupo de G. Sejam {t1, ..., tl} o conjunto de
representantes das classes laterais de H em G e o conjunto das suas respectivas classes
laterais H = {t1H, ..., tlH}. Então as matrizes de 1 ↑GH são idênticas com as matrizes de
G agindo na base H para o módulo de classes laterais CH.

Demonstração. Sejam X = (xi,j) e Y = (yi,j) as matrizes para 1 ↑G e CH, respectivamente.
Ambas matrizes contém apenas zeros e uns. Para qualquer g ∈ G, nós temos que xi,j(g) = 1
se, e somente se t−1

i gtj ∈ H, ou seja, gtjH = tiH que equivale a yi,j(g) = 1 na representação
nas classes laterais. Portanto, CH é um módulo para 1 ↑GH .

Falta apenas mostrar que as representações induzidas são de fato representações.

Teorema 2.14. Seja H ≤ G um subgrupo de G. Suponha que {t1, ..., tl} sejam os
representantes das classes laterais de H em G. Seja Y a representação matricial de H.
Então X = Y ↑GH é uma representação de G.

Demonstração. Vamos provar que X(g) é sempre uma matriz de permutação em blocos,
isto é, toda linha e coluna contém exatamente um bloco não nulo Y (t−1

i gtj). Sem perda
de generalidade, considere a primeira coluna, os outros casos serão similares. Queremos
mostrar que existe um único elemento de H em {t−1

1 gt1, t
−1
2 gt1, . . . , t

−1
l gt1}. Entretanto
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gt1 ∈ tiH para exatamente um dos ti em nosso conjunto de representantes das classes
laterais de H em G e então t−1

i gt1 ∈ H é o elemento que procuramos.

Para mostrar que X(g) é uma representação matricial, devemos primeiro verificar
que X(e) é a matriz identidade. Isto segue diretamente da definição de indução. Além
disto, precisamos mostrar que X(g)X(h) = X(gh), para todo g, h ∈ G. Considerando
apenas o bloco (i, j) em ambos os lados, é suficiente provar que

∑
k

Y (t−1
i gtk)Y (t−1

k htj) = Y (t−1
i ghtj).

Para simplificar a notação, seja ak = t−1
i gtk, bk = t−1

k htj , e c = t−1
i ghtj . Note que akbk = c

para todo k. Reescrevendo, queremos provar que
∑
k

Y (ak)Y (bk) = Y (c).

Agora vamos considerar dois casos. Se Y (c) = 0 então c /∈ H. Segue que ak /∈ H ou
bk /∈ H para todo k. Portanto Y (ak) ou Y (bk) é zero para cada k e, em ambos os casos,

∑
k

Y (ak)Y (bk) = 0.

Se Y (c) 6= 0 então c ∈ H. Seja m o único índice tal que am ∈ H. Logo bm = a−1
m c ∈ H e

∑
k

Y (ak)Y (bk) = Y (am)Y (bm) = Y (ambm) = Y (c).

Veremos na proposição seguinte que a representação induzida independe da escolha
dos representantes das classes laterais de H em G.

Proposição 2.17. Considere H ≤ G e uma representação matricial Y de H. Sejam
{t1, ..., tl} e {s1, ..., sl} dois conjuntos de representantes das classes laterais de H em G

dando origem a representações matricial X e Z, respectivamente, para Y ↑G. Então X e
Z são equivalentes.

Demonstração. Sejam χ, ψ, e φ caracteres de X, Y e Z, respectivamente. Então pela Parte
5 do Corolário 2.13 é suficiente mostrar que χ = φ. Nós temos que

χ(g) =
∑
i

tr Y (t−1
i gti) =

∑
i

ψ(t−1
i gti), (2.21)

onde ψ(g) = 0 se g /∈ H. Similarmente,

φ(g) =
∑
i

tr Y (s−1
i gsi) =

∑
i

ψ(s−1
i gsi).

Desde que ti e si são ambos representantes de classes laterais de H em G, nós podemos
permutar os índices se necessário para escrever tiH = siH para todo i. Assim ti = sihi,
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onde hi ∈ H para todo i, e então t−1
i gti = h−1

i s−1
i gsihi. Portanto t−1

i gti ∈ H se, e somente
se s−1

i gsi ∈ H, e quando ambos pertencem a H, eles estão na mesma classe de conjugação.
Segue que ψ(t−1

i gti) = ψ(s−1
i gsi), desde que ψ é constante na classe de conjugação de H e

zero fora dela. Então nós temos

χ(g) =
∑
i

ψ(t−1
i gti) =

∑
i

ψ(s−1
i gsi) = φ(g).

Agora, vamos encontrar uma fórmula para o carácter de uma representação induzida.
Sejam H,ψ, e os ti como na Proposição 2.17. Então ψ(t−1

i gti) = ψ(h−1t−1
i gtih) para

qualquer h ∈ H. Logo, a Equação (2.21) pode ser reescrita como

ψ ↑G (g) = 1
|H|

∑
i

∑
h∈H

ψ(h−1t−1
i gtih).

Mas, como h varia sobre H e os ti variam sobre os representantes das classes laterais de
H em G, os produtos tih variam sobre todos os elementos de G exatamente uma vez.
Portanto, chegamos na identidade

ψ ↑G (g) = 1
|H|

∑
x∈G

ψ(x−1gx). (2.22)

Essa fórmula nos permitirá provar a Reciprocidade de Frobenius a qual relaciona o produto
interno dos caracteres das representações restritas e induzidas.

Teorema 2.15. [Reciprocidade de Frobenius] Seja H ≤ G um subgrupo de G e suponha
que ψ e χ são caracteres de H e G, respectivamente. Então

〈ψ ↑G, χ〉 = 〈ψ, χ ↓H〉

onde o produto interno à esquerda é calculado em G e o à direita em H.

Demonstração. A partir da definição e da Equação (2.22), temos que

〈ψ ↑G, χ〉 = 1
|G|

∑
g∈G

ψ ↑G (g)χ(g−1) = 1
|G||H|

∑
x∈G

∑
g∈G

ψ(x−1gx)χ(g−1).

Tomando y = x−1gx, temos que
1

|G||H|
∑
x∈G

∑
g∈G

ψ(x−1gx)χ(g−1) = 1
|G||H|

∑
x∈G

∑
y∈G

ψ(y)χ(xy−1x−1).

Como χ é constante nas classes de conjugação de G, temos que χ(xy−1x−1) = χ(y−1),
para todo x ∈ G. Usando o fato de que x é constante na soma chegamos que

1
|G||H|

∑
x∈G

∑
y∈G

ψ(y)χ(y−1) = 1
|H|

∑
y∈G

ψ(y)χ(y−1)

e, como sabemos que ψ é zero fora de H, concluímos que
1
|H|

∑
y∈G

ψ(y)χ(y−1) = 1
|H|

∑
y∈H

ψ(y)χ(y−1) = 〈ψ, χ ↓H〉.



3 MÓDULO DE PERMUTAÇÃO

Nesse capítulo, iremos construir representações do grupo simétrico naturalmente
associadas as partições de n, que serão chamadas representação de permutação. Apesar
dessas representações não serem irredutíveis, sua compreensão nos ajudará a construir
para cada partição de n uma sub-representação irredutível.

Por definição, vamos supor que a álgebra do grupo em que a representação regular
opera é sobre espaço vetorial complexo e, portanto, será denotada por C[Sn] com a Sn-ação
definida pela multiplicação à esquerda. Deste modo, cada representação irredutível de Sn
está associada a um subespaço Sn-invariante de C[Sn].

3.1 PARTIÇÕES E TABLEAUX DE YOUNG

Vamos introduzir a noção de tableau de Young a partir das partições de n. Mos-
traremos como esses tableaux determinam classes de equivalências que são usadas para
construir uma representação de Sn. Contudo, primeiro apresentaremos algumas notações
e definições associadas às partições.

Seja A um conjunto, então uma ordem parcial em A é uma relação ≤ tal que para
todo a, b, c ∈ A

1. a ≤ a,

2. a ≤ b e b ≤ a implica a = b, e

3. a ≤ b e b ≤ c implica que a ≤ c.

Se, em adição, para todo par de elementos a, b ∈ A nós temos ou a ≤ b ou b ≤ a, então ≤
é uma ordem total e (A,≤) é um conjunto totalmente ordenado.

Sabemos que uma partição de um número inteiro positivo n é uma sequência de

números inteiros positivos λ = (λ1, λ2, . . . , λl) satisfazendo λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λl e
l∑

i=1
λi = n.

Por exemplo, o número 4 tem cinco partições (4), (3, 1), (2, 2), (2, 1, 1), (1, 1, 1, 1).

Há duas ordenações importantes em partições de n que depois serão estendidas
aos tableaux de Young.

Definição 3.1. (Ordem lexicográfica) Sejam λ = (λ1, λ2, . . . , λl) e µ = (µ1, µ2, . . . , µm)
partições de n. Então λ ≤ µ na ordem lexicográfica se, λ = µ, ou existir algum índice i tal
que

λj = µj para j < i e λi < µi.
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Como pode ser visto pela definição, a ordem lexicográfica é uma ordem total. A
ordem de dominância que vamos definir abaixo é uma subordem da ordem lexicográfica
fundamental para as representações de Sn e será a mais usada daqui em diante.

Definição 3.2. (Ordem de dominância) Suponha que λ = (λ1, λ2, . . . , λl) e µ = (µ1, µ2, . . . , µm)
são partições de n. Então λ domina µ, e escrevemos λD µ, se

λ1 + λ2 + · · ·+ λi ≥ µ1 + µ2 + · · ·+ µi

para todo i ≥ 1, onde se i > l (respectivamente i > m) então tomamos λi (respectivamente,
µi) sendo zero. Dizemos que λ domina estritamente µ se λ D µ e λ 6= µ, denotamos por
λ B µ.

Por exemplo, dado n = 6, temos que

• (3, 3)D(2, 2, 1, 1) desde que 3 ≥ 2, 3+3 ≥ 2+2, 3+3 ≥ 2+2+1, 3+3 ≥ 2+2+1+1;

• (4, 1, 1) > (3, 3) mas (3, 3) e (4, 1, 1) são incomparáveis na ordem de dominância,
pois, 3 ≤ 4 mas 3 + 3 ≥ 4 + 1.

O conjunto de todas as partições de n é um conjunto parcialmente ordenado pela
definição acima. A ordem > contém a ordem parcial B. Veremos na proposição a seguir
que λ D µ implica que λ ≥ µ mas a implicação inversa é falsa em geral.

Proposição 3.1. Sejam λ = (λ1, λ2, . . . , λl) e µ = (µ1, µ2, . . . , µm) partições de n com
λ D µ. Então λ ≥ µ.

Demonstração. Suponha que λ 6= µ. Então existe algum índice i correspondente ao menor

número tal que λi 6= µi. Assim,
i−1∑
j=1
λj =

i−1∑
j=1
µj e

i∑
j=1
λj >

i∑
j=1
µj pois λ B µ. Então λi > µi

e, portanto, λ > µ.

Para explicitar melhor essas duas ordens, vamos ilustrar o que ocorre para n = 6.
Na ordem lexicográfica, temos a seguinte distribuição

(6) > (5, 1) > (4, 2) > (4, 12) > (32) > (3, 2, 1) > (3, 13) > (23) > (22, 12) > (2, 14) > (16).

Por sua vez, a ordem da dominância não é uma ordem total, mas podemos descrevê-
la através do diagrama de Hasse.

Definição 3.3. Se (A,≤) é um conjunto parcialmente ordenado e b, c ∈ A, então dizemos
que b é coberto por c (ou c cobre b), escrevemos b ≺ c (ou c � b), se b < c e não existe
d ∈ A com b < d < c. O diagrama de Hasse de A consiste de vértices representando os
elementos de A com uma flecha do vértice b até o vértice c se b é coberto por c.
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Segue abaixo o diagrama de Hasse com a ordem da dominância das partições de 6.

(6)

↑

(5, 1)

↑

(4, 2)

↗ ↖

(32) (4, 12)

↖ ↗

(3, 2, 1)

↗ ↖

(3, 13) (23)

↖ ↗

(22, 12)

↑

(2, 14)

↑

(16)

Uma maneira alternativa para representar partições se dá através de diagramas.

Definição 3.4. Suponha que λ = (λ1, λ2, . . . , λl) ` n. O diagrama de Ferrers ou forma de
λ é uma matriz de n pontos tendo l linhas justificadas à esquerda com a linha i contendo
λi pontos para 1 ≤ i ≤ l. Ou seja, é o conjunto

[Dλ] := {(i, j) ∈ N× N; 1 ≤ i ≤ l, j = 1, . . . , λi}.

Por exemplo, se λ = (3, 2, 1, 1) temos o seguinte diagrama de Ferrers e podemos
usar células no lugar de pontos.

[Dλ] =

• • •
• •
•
•

ou [Dλ] =
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Como sabemos que o número de representações irredutíveis do Sn é igual ao
número de partições do n concluímos que há uma bijeção entre diagramas de Ferrers e
representações irredutíveis de Sn.

Definição 3.5. Suponha λ ` n. Um tableau de Young de forma λ é uma matriz t obtida
preenchendo as células do diagrama de Ferrers de λ com os números 1, 2, .., n bijetivamente.

Ou seja, temos a bijeção

t : [Dλ]←→ {1, ..., n}

onde,

t =

t(1, 1) ... t(1, λ1)
t(2, 1) ... t(2, λ2)

... ...

t(l, 1) ... t(l, λl)

e ti,j representa a entrada de t na posição (i, j). Para qualquer forma λ ` n há exatamente
n! tableaux de Young .

Um tableau de Young de forma λ é também chamado λ−tableau e denotado por
tλ, ou podemos escrever sht = λ.

Se λ = (2, 1) = , então os possíveis λ−tableaux são

t = 1 2
3 , 2 1

3 , 1 3
2 , 3 1

2 , 2 3
1 , 3 2

1 .

Lema 3.1. (Lema da dominância para partições) Sejam tλ e sµ tableaux de forma λ e
µ, respectivamente. Se, para cada índice i, os elementos da linha i de sµ estão todos em
diferentes colunas de tλ, então λD µ.

Demonstração. Uma vez que os elementos da linha 1 em sµ estão todos em diferentes
colunas de tλ, podemos ordenar as entradas de cada coluna de tλ de modo que todos os
elementos da linha 1 em sµ ocorram na primeira linha de tλ(1). Os elementos da linha 2 em
sµ estão todos também em diferentes colunas de tλ e, portanto em tλ(1), reordenando as
entradas em cada coluna de tλ(1) de modo que todos os elementos das linhas 1 e 2 em sµ

ocorram na primeira e segunda linhas de tλ(2). Por indução, ordenando cada coluna de tλ,
todos os elementos das linhas 1, 2, . . . , i de Sµ ocorrem nas primeiras i linhas de tλ(i). Logo,

λ1 + λ2 + · · ·+ λi = número de elementos nas primeiras i linhas de tλ(i)
≥ número de elementos de sµ nas primeiras i linhas de tλ(i)
= µ1 + µ2 + · · ·+ µi.
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Exemplo 3.1. Sejam tλ =
8 5 4 2 7
1 3
6

e sµ =
1 2 3 4
5 6
7 8

.

Note que os elementos de cada linha em sµ estão todos em diferentes colunas em tλ e,
usando o procedimento da demonstração do Lema 3.1, temos que os elementos da primeira

linha de sµ estão todos na primeira linha e em diferentes colunas em tλ(1) =
1 3 4 2 7
8 5
6

e

os elementos da primeira, segunda e terceira linhas de sµ estão todos na primeira, segunda

e terceira linhas e em diferentes colunas em tλ(2) =
1 3 4 2 7
6 5
8

. Portanto, concluímos que

λ D µ.

3.2 TABLÓIDES

Existe uma ação natural de Sn no conjunto dos λ-tableaux. Seja λ ` n. Considere
π um elemento de Sn e t = (ti,j) um λ-tableau. Definimos πt como sendo o tableau que tem
na linha i a imagem por π dos números na linha i de t, ou seja, πt = (π(ti,j)) = ((πt)i,j).

Por exemplo, (1, 6, 7, 8, 4, 5)(2, 3) ·
5 3 2 6
4 8 1
7

=
1 2 3 7
5 4 6
8

.

Como a ação de Sn nos tableaux é transitiva, podemos obter todas os outros tableaux de
forma λ = (4, 3, 1) por permutação.

Definição 3.6. Suponha que o tableau t tenha linhas R1, R2, ..., Rl e colunas C1, C2, ..., Ck.
Então definimos dois subgrupos de Sn

Rt = SR1 × SR2 × ...× SRl
Ct = SC1 × SC2 × ...× SCk .

onde Rt é a linha estabilizadora de t e Ct é a coluna estabilizadora de t, isto é,

Rt = {σ ∈ Sn |σ fixa os elementos de cada linha de t, como conjunto}
= {σ ∈ Sn | para todo i, ambos i e σ(i) pertencem a mesma linha}

Ct = {σ ∈ Sn |σ fixa os elementos de cada coluna de t, como conjunto}
= {σ ∈ Sn | para todo i, ambos i e σ(i) pertencem a mesma coluna}.

Se t =
1 3 7
4 5
2 6

, então Rt = S{1,3,7} × S{4,5} × S{2,6} e Ct = S{1,2,4} × S{3,5,6} × S{7},

onde |Rt| = 3! 2! 2! e |Ct| = 3! 3! 1!.

Definição 3.7. Um tablóide de forma λ, ou λ-tablóide, é uma classe de equivalência de
tableaux de Young, onde dois λ−tableaux t1 e t2 são equivalentes por linhas, t1 ∼ t2, se as
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linhas correspondentes dos dois tableaux contêm os mesmos elementos, não necessariamente
na mesma ordem. Essa classe de equivalência é denotada por

{t} = {t1|t1 ∼ t}

onde sh t = λ. Vamos omitir as linhas verticais de um tableau para representar um
tablóide.

Se t = 1 2
3 4 então {t} =

{
1 2
3 4 ,

1 2
4 3 ,

2 1
3 4 ,

2 1
4 3

}
= 1 2

3 4 .

A classe de equivalência por linhas pode ser expressa como {t} = Rtt. Por exemplo,

tomando t = 1 2 3
4 5 e σt = 3 1 2

5 4 , onde σ = (1, 3, 2)(4, 5) ∈ Rt, ambos tableaux
possuem {1, 2, 3} na primeira linha e {4, 5} na segunda linha, então t ∼ σt.

Assim, t1 ∼ t2 se, e somente se, t2 = σt1 para algum σ ∈ Rt1 que por sua vez
ocorre se, e somente se, Rt1 = Rt2 . Como Rt é o estabilizador de {t} em Sn temos que
|{t}| = |Rt| = λ1!λ2! · · ·λl! =: λ!.

Proposição 3.2. Se λ = (λ1, λ2, . . . , λl) ` n então o número de tableaux em qualquer
classe de equivalência é λ1!λ2! · · ·λl! def= λ!. Portanto o número de λ-tablóides é n!

λ! .

Demonstração. Como há exatamente n! tableaux de Young e o número de tableaux de
Young em qualquer classe de equivalência é λ!, o resultado segue.

Lema 3.2. Sejam t um tableau e π uma permutação. Então

1. Rπt = πRtπ
−1;

2. Cπt = πCtπ
−1.

Demonstração. 1. Denote as linhas de t por R1, . . . , Rl e seja σ ∈ Rπt. Então temos
σ(πRi) = (πRi) onde i = 1, · · · , l. Logo π−1σπ(Ri) = (Ri), i = 1, · · · , l. Obtemos
que π−1σπ ∈ Rt e, portanto, σ ∈ πRtπ

−1.

2. Denotando as colunas de t por C1, ..., Ck, obtemos de maneira similar ao item 1 que
σ ∈ πCtπ−1, onde σ ∈ Cπt.

Dado um subconjunto H ⊆ Sn, definimos os seguintes elementos de C[Sn]:

H− =
∑
σ∈H

sgn(σ)σ e H+ =
∑
σ∈H

σ.

Em particular, definiremos agora dois elementos de C[Sn] de grande importância
em nosso estudo da decomposição de C[Sn].
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Definição 3.8. Seja λ ` n. Para um λ-tableau t definimos

kt = C−t =
∑
σ∈Ct

sgn(σ)σ,

rt = Rt
+ =

∑
σ∈Rt

σ.

Lema 3.3. Sejam t um tableau e π uma permutação. Então

1. kπt = πktπ
−1;

2. rπt = πrtπ
−1.

Demonstração. 1. Por definição, temos kπt =
∑
σ∈Cπt

sgn(σ)σ. Agora, pela parte 2 do

Lema 3.2, temos que

kπt =
∑

σ∈πCtπ−1

sgn(σ)σ =
∑
τ∈Ct

sgn(π)sgn(τ)sgn(π−1)πτπ−1

=
∑
τ∈Ct

πsgn(τ)τπ−1 = π

∑
τ∈Ct

sgn(τ)τ
 π−1 = πktπ

−1.

2. Por definição, temos que rπt =
∑
σ∈Rπt

σ. Agora, pela parte 1 do Lema 3.2, temos que

rπt =
∑

σ∈πRtπ−1

σ =
∑
τ∈Rt

πτπ−1 = π

∑
τ∈Rt

τ

 π−1 = πrtπ
−1.

O objetivo agora é construir uma família de módulos de Sn associada a cada
partição. O método é resumido da seguinte forma. Primeiro, considere uma coleção
de tablóides para cada partição. Depois, defina uma ação de Sn nessa coleção. Então
finalmente, formamos o módulo conhecido como o módulo de permutação Mλ. Esses
módulos serão, em geral, redutíveis, no entanto, dentro de cada módulo, existem módulos
irredutíveis.

A ação de Sn nos tableaux induz uma ação nos tablóides deixando π{t} = {πt}

π
i j
k

= π(i) π(j)
π(k) .

Essa ação está bem definida. De fato, se supusermos que {t} = {s} então existe σ ∈ Rt

tal que σt = s. Como πs = πσπ−1πt, pela parte 1 do Lema 3.2, temos que πσπ−1 ∈ Rπt,
concluímos que {πt} = {πs}.

Estendendo em C a ação de Sn no conjunto de tablóides, obtemos o seguinte
Sn-módulo.
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Definição 3.9. Suponha que λ ` n. Seja

Mλ = C{{t1}, . . . , {tk}},

onde {t1}, . . . , {tk} é uma lista completa de λ-tablóides. Então Mλ é chamado o módulo
de permutação correspondente a λ e ϕλ : Sn → GL(Mλ) é a representação de permutação.

Exemplo 3.2. Se λ = (n), vemos que M (n) = C{ 1 2 . . . n } e uma vez que este tablóide
é fixado por Sn, M (n) é o módulo correspondente a representação trivial uni-dimensional.

Exemplo 3.3. Se λ = (1n) então t =
1
...
n

e cada classe de equivalência consiste de um

único tableau. Esse tableau pode ser identificado como uma permutação em uma linha.
Como a ação de Sn é preservada, esse módulo corresponde a representação regular, isto é,

M (1n) ∼= C[Sn].

Exemplo 3.4. Se λ = (n− 1, 1) então há n distintos (n− 1, 1)-tablóides, com tableaux
representantes

t1 = 2 3 . . . n
1 , t2 = 1 3 . . . n

2 , . . . , tn = 1 2 . . . n− 1
n

.

Cada λ-tablóide é unicamente determinado pelos elementos na segunda linha que é
um número de 1 a n. Assim, pode ser escrito como

M (n−1,1) ∼= C{1, 2, . . . , n}.

E esse módulo é correspondente a representação definida.

Exemplo 3.5. Sejam as partições de n = 3, λ = (3), λ = (2, 1) e λ = (13). Vamos calcular
os caracteres dos módulos Mλ. Denotaremos o carácter de Mλ por φλ

(13) (2, 1) (3)
φ3 1 1 1
φ(2,1) 3 1 0
φ(13) 6 0 0

Definição 3.10. Um G-módulo M é cíclico se existe um v ∈M tal que M = CG · v onde
G · v = {g · v | g ∈ G}. Neste caso, dizemos que M é gerado por v.

Note pela Definição 3.10 que o módulo Mλ é cíclico, já que qualquer tablóide pode
ser levado a qualquer outro tablóide de mesma forma por alguma permutação de Sn, pois
Sn age nos tablóides transitivamente. Então podemos denotar o módulo de permutação
da seguinte forma

Mλ = CSn{tλ}.
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Proposição 3.3. Se λ ` n então Mλ é cíclico, gerado por qualquer λ- tablóide dado.
Mais ainda, dimMλ = n!

λ! , que é o número de λ-tablóides.

Vamos agora associar a cada λ ` n um subgrupo do Sn. Recordando que se X é
um conjunto qualquer então SX é o conjunto das permutações de X.

Definição 3.11. Seja λ = (λ1, λ2, . . . , λl) ` n. Então o correspondente subgrupo de
Young de Sn é

Sλ = S{1,2,...,λ1} × S{λ1+1,λ1+2,...,λ1+λ2} × · · · × S{n−λl+1,n−λl+2,...,n}.

onde S{n−λl+1,n−λl+2,...,n} = S{λ1+···+λl−1+1,...,λ1+···+λl−1+λl}.

Por essa definição, temos que S(3,2,1,1) = S{1,2,3} × S{4,5} × S{6} × S{7} ∼= S3 × S2 ×
S1 × S1.

Se tomarmos o subgrupo de Young Sλ correspondente a partição λ e induzir a
representação trivial em Sλ a Sn, teremos a representação 1 ↑SnSλ e, consequentemente,
obtemos seu correspondente módulo de permutação Mλ. De fato, se π1, π2, ..., πk são os
representantes das classes laterais para Sλ então, pela Proposição 2.16, o espaço vetorial

V λ = C{π1Sλ, π2Sλ, ..., πkSλ}

é um módulo para nossa representação induzida.

Seja Sλ = S{1,2,...,λ1} × S{λ1+1,λ1+2,...,λ1+λ2} × · · · × S{n−λl+1,n−λl+2,...,n}, podemos
pensar em Sλ sendo modelado pelo tablóide

{tλ} =
1 2 . . . λ1
λ1 + 1 λ1 + 2 . . . λ1 + λ2...
n− λl + 1 . . . n

. (3.1)

As classes πSλ correspondem de alguma maneira com os tablóides {πtλ}.

Teorema 3.1. Considere λ ` n com subgrupo de Young Sλ e tablóide {tλ} como em (3.1).
Então V λ = CSnSλ e Mλ = CSn{tλ} são isomorfos como Sn-módulos.

Demonstração. Seja π1, π2, ..., πk representantes das classes laterais para Sλ. Defina a
aplicação

θ : V λ −→Mλ

por θ(πiSλ) = {πitλ} para i = 1, . . . , k e estenda linearmente. Temos que θ é um Sn-
isomorfismo de módulos. Pela Proposição 2.16, Mλ ∼= 1 ↑SnSλ= C(Sn/Sλ) = V λ.

Observe que se o λ- tableau t é um tableau onde as entradas 1, . . . , n aumentam
em ordem crescente ao longo das linhas então Sλ = Rt.
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3.3 LEMA DO SINAL

Dados quaisquer dois λ- tablóides {t}, {s} na base de Mλ, podemos definir o
produto interno em Mλ em que

〈{t}, {s}〉 = δ{t},{s} =

1, se {t} = {s}

0, caso contrário .
(3.2)

O produto interno é Sn-invariante, ou seja, 〈πu, πv〉 = 〈u, v〉 para todo π ∈ Sn e
u, v ∈Mλ. Estendendo por linearidade obtemos um produto interno em Mλ, isto é, dados
u =

∑
t

αt{t} e v =
∑
s

βs{s} ∈ Mλ, onde as somas estão sobre os distintos tablóides,

temos

〈u, v〉 =
∑
t,s

αtβs〈{t}, {s}〉 =
∑
j

αjβj.

Se U ⊆Mλ, o espaço ortogonal a U é dado por

U⊥ = {v ∈Mλ | 〈u, v〉 = 0 para todo u ∈ U}.

Antes de enunciar o próximo resultado, recordamos que H− =
∑
π∈H

sgn(π)π para

qualquer subconjunto H ⊆ Sn e temos definido o produto interno em Mλ por (3.2). Se
H = {π} então denotamos H− por π−.

Lema 3.4. [Lema do sinal] Seja H 6 Sn um subgrupo.

1. Se π ∈ H então πH− = H−π = (sgnπ)H−; além disso, π−H− = H−.

2. Para quaisquer u, v ∈Mλ temos 〈H−u, v〉 = 〈u,H−v〉.

3. Se a transposição (b, c) ∈ H então podemos fatorar H− = k(e− (b, c)), k ∈ C[Sn].

4. Se t é um tableau com b, c na mesma linha de t e (b, c) ∈ H então H−{t} = 0.

Demonstração. 1. Temos que

πH− = π
∑
σ∈H

sgn(σ)σ =
∑
σ∈H

sgn(σ)πσ

Fazendo τ = πσ,

πH− =
∑
τ∈H

sgn(π−1τ)τ =
∑
τ∈H

sgn(π−1)sgn(τ)τ

= sgn(π−1)
(∑
τ∈H

sgn(τ)τ
)

= sgn(π)H−.

Finalmente, temos que π−H− = (sgnπ)π(
∑
σ∈H

(sgnσ)σ) = (sgnπ)(sgnπ)H− = H−.
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2. Usando o fato que o produto interno em Mλ é Sn-invariante temos que 〈H−u, v〉 =∑
π∈H
〈(sgnπ)πu, v〉 =

∑
π∈H
〈u, (sgnπ−1)π−1v〉. Tomando τ = π−1 temos que 〈H−u, v〉 =∑

τ∈H
〈u, (sgnτ)τv〉 = 〈u,H−v〉.

3. Considere o subgrupo K = {e, (b, c)} de H. Selecione os representantes das classes
laterais à esquerda π1, . . . , πs para K em H e escreva H como união disjunta de
suas classes laterais à esquerda, ou seja, H =

s⋃
i=1

πiK = π1K ∪ π2 ∪ · · · ∪ πsK, onde

πiK = {πi, πi(b, c)} e π−i = (sgnπi)πi. Temos que

H− =
s∑
i=1

((sgnπi)πi + sgn(πi(b, c))(πi(b, c)))

=
s∑
i=1

((sgnπi)πi + sgn(πi)sgn(b, c)(πi(b, c)))

=
s∑
i=1

((sgnπi)πi − sgn(πi)(πi(b, c)))

=
s∑
i=1

((sgnπi)πi(e− (b, c))

= (
s∑
i=1
π−i )(e− (b, c)).

4. Por hipótese (b, c){t} = {t}. Logo, H−{t} = k(e− (b, c)){t} = k({t}− {t}) = 0.

Nosso objetivo para os próximos capítulos é construir um conceito de representação
irredutível de Sn correspondente a cada tableau de Young. Iremos abordar duas construções
dos módulos irredutíveis deMλ, a primeira abordagem será via construção por politablóides
(Capítulo 4) enquanto que a segunda será via simetrizadores de Young (Capítulo 5).



4 MÓDULOS DE SPECHT

Sabemos que o módulo Mλ não é irredutível em geral. No entanto, como em
qualquer representação, os módulos de permutações podem ser decompostos em módulos
irredutíveis de Sn.

Veremos adiante que podemos definir uma ordem no conjunto de partições de n de
tal maneira que o primeiro módulo Mλ1 é irredutível e o denotamos por Sλ1 , o segundo
módulo Mλ2 se decompõe em cópias de Sλ1 e um novo módulo irredutível Sλ2 e, em geral,
cada módulo Mλk irá se decompor em várias cópias de Sλi para i < k e um novo módulo
irredutível Sλk . No final, obtemos uma sequência de Sn módulos irredutíveis Sλ1 , Sλ2 , Sλ3 ,
. . ., chamados módulos de Specht. Antes de podermos defini-los, precisamos da noção de
um politablóide.

Definição 4.1. Se t é um tableau então o politablóide associado é dado por

et = kt{t}.

Note que se t tem colunas C1, C2, ..., Ck então kt se fatora como kt = kC1kC2 ...kCk
onde kCi =

∑
π∈SCi

sgn(π)π, i = 1, . . . , k. De fato, sabemos que Ct = SC1 ×SC2 ×· · ·×SCk e,

argumentando com indução em k, é suficiente mostrar que para qualquer dois subgrupos
H,K ≤ Sn distintos

∑
π∈HK

sgn(π)π =
∑
σ∈H

sgn(σ)σ
∑
τ∈K

sgn(τ)τ.

Isso é verdade uma vez que todo π ∈ HK tem fatoração única, π = στ = τσ para
algum σ ∈ H e τ ∈ K. Lembrando que sgn(στ) = sgn(σ)sgn(τ), a observação acima
segue.

Observe que o politablóide et depende da escolha do λ-tableau t e não apenas do
tablóide {t}. Vamos ilustrar isto tomando λ = (3, 2).

Seja t1 = 4 1 2
3 5 . Então temos que kt1 = kC1kC2kC3 = (e− (3, 4))(e− (1, 5)) e

et1 = kt1{t1} = 4 1 2
3 5 − 3 1 2

4 5 − 4 5 2
3 1 + 3 5 2

4 1 .

Agora seja t2 = 1 2 4
3 5 . Então temos que kt2 = (e− (1, 3))(e− (2, 5)) e

et2 = kt2{t2} = 1 2 4
3 5 − 3 2 4

1 5 − 1 5 4
3 2 + 3 5 4

1 2 .

Temos que e{t1} 6= e{t2} apesar de {t1} = {t2}.
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Lema 4.1. Seja t um tableau e π uma permutação. Então

eπt = πet.

Demonstração. Basta observar que eπt = kπt{πt} = πktπ
−1{πt} = πkt{t} = πet.

Definição 4.2. Para qualquer partição λ, o correspondente módulo de Specht Sλ é
o submódulo de Mλ gerado pelos politablóides et, onde t é de forma λ. Temos que
ϕλ : Sn −→ GL(Sλ) é a representação de Specht associada a λ.

Proposição 4.1. Os Sλ são módulos cíclicos gerados por qualquer λ-politablóide, isto é,

Sλ = CSnet.

Demonstração. Segue como consequência do Lema 4.1 uma vez que πet = eπt.

Exemplo 4.1. Suponha λ = (n). Então {t} = 1 2 . . . n , kt = e e temos que e1 2 ··· n =
1 2 . . . n é o único politablóide. Logo, S(n) corresponde a representação trivial.

Exemplo 4.2. Seja λ = (1n) e fixe t =
1
2...
n

. Temos que Ct = Sn e, portanto, kt =

∑
σ∈Sn

(sgnσ)σ. Pelo Lema 4.1, temos que para qualquer permutação π,

eπt = πet =
∑
σ∈Sn

(sgnσ)πσ{t}.

Substituindo πσ por τ temos σ = π−1τ e

eπt =
∑
τ∈Sn

(sgnπ−1τ)τ{t} = (sgnπ−1)
∑
τ∈Sn

(sgnτ)τ{t} = (sgnπ)et

pois sgnπ−1 = sgnπ. Temos que todo politablóide é um múltiplo escalar de et, isto é,

S(1n) = C{et} = C[
∑
σ∈Sn

(sgnσ)σ{t}].

Observando a ação de π ∈ Sn nos elementos da base de S(1n), para qualquer elemento do
grupo temos que πet = eπt = sgnπet. Portanto S(1n) corresponde a representação sinal.

Exemplo 4.3. Se λ = (n − 1, 1) então cada tablóide é unicamente determinado pelos
elementos da segunda linha que é um número de 1 a n. Por abuso de notação, vamos
escrever os (n− 1, 1)-tablóides como

{t} = i · · · j
k

= 1 · · · k̂ · · · n
k

def= k.

Temos que kt = (e− (i, k)) e et = k− i.
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Seja {tk} = 1 . . . k̂ . . . n
k

= k. Então o politablóide de tk é dado por

etk =

k− 1, se k 6= 1;

1− 2, se k = 1.

Um elemento a ∈ S(n−1,1) é da forma a = α1et1 + α2et2 + . . . αnetn . Assim,

a = α1(1− 2) + α2(2− 1) + α3(3− 1) + . . .+ αn(n− 1)
= (α1 − α2 − α3 − . . .− αn)1 + (α2 − α1)2 + α33 + . . .+ αnn.

Tomando c1 = α1−α2− . . .−αn, c2 = α2−α1, c3 = α3, . . . , cn = αn, vemos que satisfazem
c1 + c2 + · · ·+ cn = 0. Logo

S(n−1,1) = {c11 + c22 + · · ·+ cnn | c1 + c2 + · · ·+ cn = 0}.

Segue que dimS(n−1,1) = n− 1 e podemos tomar B = {2− 1,3− 1, ...,n− 1} como base.

Calculando a ação de π ∈ Sn em B, vemos que o carácter correspondente é o
número de pontos fixos de π menos um. Portanto S(n−1,1) é o módulo encontrado no final
do Exemplo 2.24.

A soma direta da representação do Exemplo 2.24 e da representação trivial é igual
a representação definida S(n−1,1)⊕S(n) = M (n−1,1). Veremos a justificativa dessa afirmação
mais adiante.

Retomando o caso de S3, que tem três representações irredutíveis, podemos notar
que essas representações são as descritas nos exemplos acima: a representação trivial, sinal
e padrão. Nesse caso, as representações irredutíveis são exatamente os módulos de Specht.
Veremos que isso é verdade em geral.

4.1 O TEOREMA DO SUBMÓDULO

Na seção anterior, construímos um módulo Specht para cada classe de conjugação
de Sn. Agora vamos mostrar que os Sλ’s constituem de fato um conjunto completo de
Sn-módulos irredutíveis, isto é, os módulos de Specht são, a menos de isomorfismos, todos
os Sn-módulos irredutíveis. Antes de provarmos esse importante resultado desta seção,
precisamos de algumas ferramentas.

Lema 4.2. Sejam t = tλ um λ-tableau e s = sµ um µ-tableau onde λ, µ ` n. Se kt{s} 6= 0,
então λ D µ. E se λ = µ então kt{s} = ±et.

Demonstração. Suponha que b e c são dois elementos distintos que aparecem na mesma
linha de sµ. Segue que não podem estar na mesma coluna de tλ pois, se estivessem, a
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transposição (b, c) pertenceria a Ct e, pelo item 3 do Lema 3.4, kt = C−t = k(e − (b, c))
para algum k ∈ C[Sn]. Pelo item 4 do Lema 3.4, teríamos que C−t {s} = Kt{s} = 0, o que
contradiz a hipótese. Então, pelo Lema 3.1 (Lema da dominância), temos que λD µ.

Se λ = µ então devemos ter {s} = π{t} para algum π ∈ Ct, pelo mesmo argumento
do Lema da dominância. Pela parte 1 do Lema 3.4 (Lema do sinal), temos que kt{s} =
ktπ{t} = (sgnπ)kt{t} = ±et.

Lema 4.3. Se u ∈Mµ e sh t = µ então ktu é um múltiplo de et.

Demonstração. Como u ∈ Mµ, segue que u é uma combinação linear de µ-tablóides
u =

∑
i

ci{si}, onde si são µ-tableaux e ci ∈ C. Pelo Lema 4.2, como sh t = µ então

kt{si} = ±et e ktu =
∑

cikt{si} =
(∑

i

± ci
)

et.

Teorema 4.1. [Teorema do Submódulo] Sejam U um submódulo deMµ e t um µ−tableau
qualquer. Então U ⊇ Sµ = CSnet ou U ⊆ Sµ⊥ = {v ∈Mµ|〈v, x〉 = 0 para todo x ∈ Sµ}.

Demonstração. Pelo Lema 4.3 existem u ∈ U e um µ-tableau t tal que, fet = ktu para
algum f ∈ C. Suponha que f 6= 0. Então fet = ktu ∈ U , desde que U é submódulo.
Portanto et ∈ U e, como Sµ é cíclico, Sµ ⊆ U .

Por outro lado, suponha que temos ktu = 0, para todo u ∈ U e para todo µ-tableau
t. Afirmamos que U ⊆ Sµ⊥. De fato, aplicando a parte 2 do Lema 3.4 (Lema do sinal),
obtemos 〈u, et〉 = 〈u, kt{t}〉 = 〈ktu, {t}〉 = 〈0, {t}〉 = 0. Como et gera Sµ e 〈u, et〉 = 0,
∀u, t, temos U ⊆ Sµ⊥.

Corolário 4.2. Seja µ uma partição de n. Então Sµ é irredutível.

Demonstração. Seja U um submódulo não nulo de Sµ. Em particular, U é um submódulo
de Mµ. Então, pelo Teorema 4.1, Sµ ⊆ U ou U ⊆ Sµ⊥. Essa última continência implica
que U ⊆ Sµ ∩ (Sµ)⊥. Portanto U = Sµ ou U ⊆ Sµ ∩ (Sµ)⊥.

Como C é um corpo com característica zero então Sµ ∩ (Sµ)⊥ = 0 pois se 〈v, v〉 =∑
s α

2
s〈{t}, {t}〉 = ∑

s α
2
s = 0 implica que v = 0. Logo U = Sµ ou U = 0.

Note que esse resultado vale para qualquer corpo de característica zero.

Proposição 4.2. Suponha que θ ∈ Hom(Sλ,Mµ) é não nulo. Então λ D µ, e se λ = µ

então θ é multiplicação por um escalar.

Demonstração. Como θ 6= 0, há algum vetor da base et ∈ Sλ tal que θ(et) 6= 0. Como
Mλ = Sλ

⊕
Sλ⊥, podemos estender θ para um elemento do Hom(Mλ,Mµ) tomando
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θ(Sλ⊥) = 0. Disto temos que

0 6= θ(et) = θ(kt{t}) = ktθ({t}) = kt(
∑
i

ci{si}),

onde si são µ-tableaux e ci ∈ C. Logo, existe um µ-tablóide {sk} tal que kt{sk} 6= 0 e,
pelo Lema 4.2, temos que λ D µ.

No caso em que λ = µ, pelo Lema 4.3, θ(et) = ktθ({t}) = ktu = cet onde c é uma
constante e u = θ({t}) ∈ Mµ. Então, para qualquer permutação π, temos eπt ∈ Sλ e
θ(eπt) = θ(πet) = πθ(et) = π(cet) = ceπt. Portanto θ é multiplicação por c.

Teorema 4.3. Os Sλ’s para λ ` n formam uma lista completa de Sn-módulos irredutíveis.

Demonstração. Já sabemos pelo Corolário 4.2 que os Sλ são irredutíveis. Assim, como já
temos o número certo de módulos para formar um conjunto completo, é suficiente mostrar
que eles são dois a dois não equivalentes. Se Sλ ∼= Sµ, como Sµ ⊆ Mµ, nós temos que
existe um homomorfismo θ ∈ Hom(Sλ,Mµ) não nulo. Pela Proposição 4.2, temos que
λ D µ. Similarmente, existe um homomorfismo θ ∈ Hom(Sµ,Mλ) não nulo. Uma vez que
Sλ ⊆Mλ, temos que µ D λ, isto é, λ = µ.

Portanto, temos a seguinte relação

{Classes de conjugação de Sn} ←→ {Módulos de Specht Sλ}.

Teorema 4.4. O módulo de permutação decompõe-se como

Mµ =
⊕
λDµ

mλµS
λ

com a multiplicidade da diagonal mµµ = 1.

Demonstração. Se Sλ aparece emMµ com coeficiente não nulo, deve existir θ ∈ Hom(Sλ,Mµ)
não nulo de modo que, pela Proposição 4.2, segue que λ D µ.

Se λ = µ, pela segunda parte da Proposição 4.2 nós temos que dim Hom(Sµ,Mµ) =
1. Pela Proposição 2.11, dim Hom(Sµ,Mµ) é a multiplicidade de Sµ em Mµ e assim

mµµ = dim Hom(Sµ,Mµ) = 1.

Os coeficientes mλµ têm uma interpretação combinatória que será discutida na
Seção 7.3.

Exemplo 4.4. Vamos obter a tabela de caracteres irredutíveis do S4 a partir da decom-
posição fornecida pelo Teorema 4.4. Para n = 4, temos os módulos associados às partições
(4), (3, 1), (2, 2), (2, 12) e (14). Já sabemos que M (4) é a representação trivial (Exemplo
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3.2), M (3,1) é a representação definida (Exemplo 3.4) e que M (14) é a representação regular
(Exemplo 3.3). Vamos analisar separadamente os casos (2, 2) e (2, 1, 1).

Considere agora o módulo cíclico M (2,2) = C[S4]{t(2,2)} com dimM (2,2) = 6. Uma

base para M (2,2) é obtida por {t(2,2)} = {a} = 1 2
3 4 , {b} = (1, 3){a}, {c} = (1, 4){a},

{d} = (2, 3){a}, {e} = (2, 4, 3){a} e {f} = (2, 4)(1, 3){a}, isto é,

{a} = 1 2
3 4 , {b} = 2 3

1 4 , {c} = 2 4
1 3 , {d} = 1 3

2 4 , {e} = 1 4
2 3 , {f} = 3 4

1 2 .

Podemos observar que, como se trata de um (2, 2)-tablóide, apenas os dois ciclos e
os dois-dois ciclos agindo nos elementos da base irão fixar alguns deles. No caso desses dois
tipos cíclicos, o traço da matriz da representação é igual a 2. Por exemplo, se π = (1, 2)
então π{a} = {a}, π{b} = {d}, π{c} = {e}, π{d} = {b}, π{e} = {c}, π{f} = {f} e

X(π) =



1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1


.

Agora, considere M (2,1,1) = CS4{t(2,1,1)} onde dimM (2,1,1) = 12.

Como os elementos da base são (2, 1, 1)-tablóides, apenas os dois ciclos agindo
nesses elementos irão fixar alguns deles. Por exemplo, se σ = (1, 2) então σ fixa apenas os

tablóides {τ} =
1 2
3
4

e {γ} =
1 2
4
3

.

Deste modo, obtemos os caracteres dos Mλ’s na ordem lexicográfica reversa.

24 1 6 8 6 3
S4 (14) (2,1,1) (3,1) (4) (2,2)
M (4) 1 1 1 1 1
M (3,1) 4 2 1 0 0
M (2,2) 6 2 0 0 2
M (2,1,1) 12 2 0 0 0
M (14) 24 0 0 0 0

.

Como M (4) é irredutível, então M (4) = S(4).

Pelo Teorema 4.4, como (4) D (3, 1), temos que M (3,1) ∼= S(3,1)⊕mjS
(4) onde

mj = 〈χM(3,1) , χS(4)〉 = 1
4!(1.4 + 6.1.2 + 1.8) = 1. Então há uma cópia de S(4) em M (3,1) e
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subtraindo o carácter de M (3,1) pelo carácter de S(4), encontramos o carácter de S(3,1).

S4 (14) (2,1,1) (3,1) (4) (2,2)
S(4) 1 1 1 1 1
S(3,1) 3 1 0 -1 -1
M (2,2) 6 2 0 0 2
M (2,1,1) 12 2 0 0 0
M (14) 24 0 0 0 0

Procedendo de modo análogo, como (4) D (3, 1) D (2, 2), temos que M (2,2) ∼=
S(2,2)⊕miS

(4)⊕mjS
(3,1) onde

mi = 〈χM(2,2) , χS(4)〉 = 1
4!(6 + 12 + 6) = 1

mj = 〈χM(2,2) , χS(3,1)〉 = 1
4!(3.6 + 2.6 + 2.3) = 1

e, portanto, M (2,2) ∼= S(2,2)⊕S(4)⊕S(3,1). Subtraindo o carácter de S(4) e de S(3,1)

obtemos o carácter de S(2,2), isto é,

χS(2,2) = χM(2,2) − χS(4) − χS(3,1) .

Deste modo, temos que

S4 (14) (2,1,1) (3,1) (4) (2,2)
S(4) 1 1 1 1 1
S(3,1) 3 1 0 -1 -1
S(2,2) 2 0 -1 0 2
M (2,1,1) 12 2 0 0 0
M (14) 24 0 0 0 0

Agora, como (4) D (3, 1) D (2, 2) D (2, 1, 1), temos que

M (2,2,1) ∼= S(2,2,1)⊕miS
(4)⊕mjS

(3,1)⊕mkS
(2,2) onde

mi = 〈χM(2,2,1) , χS(4)〉 = 1

mj = 〈χM(2,2,1) , χS(3,1)〉 = 1
4!(36 + 12) = 2

mk = 〈χM(2,2,1) , χS(2,2)〉 = 1

e, portanto, M (2,1,1) ∼= S(2,2,1)⊕S(4)⊕ 2S(3,1)⊕S(2,2). Segue que χS(2,2,1) = χM(2,1,1) −
χS(4) − 2χS(3,1) − χS(2,2) fornecendo a seguinte tabela.

S4 (14) (2,1,1) (3,1) (4) (2,2)
S(4) 1 1 1 1 1
S(3,1) 3 1 0 -1 -1
S(2,2) 2 0 -1 0 2
S(2,1,1) 3 -1 0 1 -1
M (14) 24 0 0 0 0
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Por fim, como (4) D (3, 1) D (2, 2) D (2, 1, 1) D (14),

M (14) ∼= S(14)⊕miS
(4)⊕mjS

(3,1)⊕mkS
(2,2)⊕mlS

(2,1,1) onde
mi = 〈χM(14) , χS(4)〉 = 1
mj = 〈χM(14) , χS(3,1)〉 = 3
mk = 〈χM(14) , χS(2,2)〉 = 2
ml = 〈χM(14) , χS(2,1,1)〉 = 3

e assim M (14) ∼= S(14)⊕S(4)⊕ 3S(3,1)⊕ 2S(2,2)⊕ 3S(2,1,1). Disto seque que χS(14) =
χM(14)−χS(4)−3χS(3,1)−2χS(2,2)−3χS(2,1,1) e assim obtemos a tabela completa de caracteres
de S4.

S4 (14) (2,1,1) (3,1) (4) (2,2)
S(4) 1 1 1 1 1
S(3,1) 3 1 0 -1 -1
S(2,2) 2 0 -1 0 2
S(2,1,1) 3 -1 0 1 -1
S(14) 1 -1 1 -1 1

Embora tenhamos provado que os módulos de Specht são irredutíveis, ainda
sabemos pouco sobre suas propriedades. Nos capítulos seguintes, vamos explorar algumas
peculiaridades que caracterizam estes módulos.



5 SIMETRIZADORES DE YOUNG

Nesse capítulo, nosso objetivo é construir uma outra versão dos módulos irredutíveis
de Sn. Vamos considerar uma sub-representação irredutível de Mλ que corresponderá
unicamente a λ, construída a partir dos simetrizadores de Young.

5.1 SIMETRIZADORES DE YOUNG

Definição 5.1. Sejam C[Sn] a álgebra de grupo de Sn e λ ` n. Dado um λ-tableau de
Young t qualquer, o simetrizador de Young é definido por

yt = rtkt =
∑
p∈Rt

p
∑
q∈Ct

sgn(q)q =
∑
p∈Rt
q∈Ct

sgn(q)pq. (5.1)

Como kt e rt são ambos elementos de C[Sn] então seu produto yt é também um
elemento de C[Sn]. Temos que Rt ∩ Ct = {e}, pois se π ∈ Sn é tal que fixa os elementos
nas suas linhas e colunas, então deve deixar cada elemento inalterado, isto é, para todo
a = 1, . . . , n temos Ri ∩ Cj = {a} para quaisquer i, j. Tomando π ∈ Rt ∩ Ct temos
π(a) ∈ Ri ∩ Cj = {a}, isto é, π(a) = a e, portanto, π = e.

Observe em yt que, como p e q variam ao longo de todos os elementos de Rt e Ct,
respectivamente, e Rt ∩ Ct = {e}, os produtos pq assim obtidos são todos distintos. De
fato, sejam p, p′ ∈ Rt e q, q′ ∈ Ct, suponha que p · q = p′ · q′, isto é, (p′)−1 · p = q · (q′)−1.
Temos que (p′)−1 · p, q · (q′)−1 ∈ Rt ∩ Ct = {e} e então p = p′ e q = q′.

Portanto yt =
∑
p∈Rt
q∈Ct

sgn(q)pq é a soma ∑±g, sobre todos os g ∈ Sn que podem ser

escritos como p · q com coeficiente ±1 correspondente ao sinal de q. Em particular, yt 6= 0
e o coeficiente de e em yt é 1. Veremos mais adiante que yt é um elemento idempotente a
menos de um fator.

Lema 5.1. Para π ∈ Sn temos yπt = πytπ
−1.

Demonstração. Veja que

yπt =
∑
p∈Rπt

p
∑
q∈Cπt

sgn(q)q =
∑
p∈Rπt
q∈Cπt

sgn(q)pq

=
∑
p1∈Rt
q1∈Ct

sgn(q1)(πp1π
−1)(πq1π

−1) = π

 ∑
p1∈Rt
q1∈Ct

sgn(q1)p1q1

π−1

= πytπ
−1.

Definição 5.2. Para cada λ ` n denotamos Vλ = CSnyt o Sn-módulo associado a λ.
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Proposição 5.1. Sejam λ ` n e t1, t2 λ-tableaux. Temos que C[Sn]yt1 ∼= C[Sn]yt2 como
Sn-módulos.

Demonstração. Como Sn age transitivamente nos tableaux, existe σ ∈ Sn tal que t2 = σt1,
pelo Lema 5.1 temos yt2 = σyt1σ

−1, logo C[Sn]yt2 = C[Sn]σyt1σ−1 = (C[Sn]yt1)σ−1.

Considere θ : C[Sn]yt1 7−→ (C[Sn]yt1)σ−1 como sendo a aplicação linear x 7→
xσ−1, desde que x ∈ C[Sn]yt1 temos x = ayt1 para algum a ∈ C[Sn] e então xσ−1 =
(aσ−1)σyt1σ−1 = aσ−1yt2 ∈ C[Sn]yt2 . A aplicação θ está bem definida.

Temos que θ é um homomorfismo de Sn-módulos, isto é, dado π ∈ Sn temos que
θ(πx) = πθ(x) e como o Ker(θ) = {0} e Im(θ) = C[Sn]yt2, logo θ é um isomorfismo de
Sn-módulos, portanto C[Sn]yt1 ∼= C[Sn]yt1σ−1 = C[Sn]yt2 .

Exemplo 5.1. Considere λ = (n).

Então kt = e, yt = rt =
∑
π∈Sn

π e σyt = yt para todo σ ∈ Sn de modo que

V(n) = CSn(
∑
π∈Sn

π) = Cyt

é o módulo correspondente à representação trivial.

Exemplo 5.2. Considere λ = (1n).

Então rt = e, yt = kt =
∑
π∈Sn

sgn(π)π e σyt = sgn(σ)yt para todo σ ∈ Sn tal que

V(1n) = CSn(
∑
π∈Sn

sgn(π)π)

é o módulo correspondente à representação sinal.

Exemplo 5.3. Tomando λ = (2, 1) ` 3 e t = 1 2
3 .

Então temos que Rt = {e, (1, 2)} e Ct = {e, (1, 3)} e

rt = e+ (1, 2)
kt = e− (1, 3)
yt = (e+ (1, 2))(e− (1, 3))
yt = e+ (1, 2)− (1, 3)− (1, 3, 2).
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A multiplicação à direita por yt com cada elemento de S3 nos dá,

eyt = yt

(1, 3, 2)yt = (1, 3, 2) + (2, 3)− (1, 2)− (1, 2, 3)
(1, 2, 3)yt = (1, 2, 3) + (1, 3)− (2, 3)− e = −yt − (1, 3, 2)yt

(1, 2)yt = (1, 2) + e− (1, 3, 2)− (1, 3) = yt

(2, 3)yt = (2, 3) + (1, 3, 2)− (1, 2, 3)− (1, 2) = (1, 3, 2)yt
(1, 3)yt = (1, 3) + (1, 2, 3)− e− (2, 3) = −yt − (1, 3, 2)yt.

Como todos os produtos podem ser expressados como combinação linear de yt e (1, 3, 2)yt,
então o subespaço gerado pela multiplicação à esquerda de yt com C[S3] é de dimensão 2,
ou seja,

V(2,1) = C〈yt, (1, 3, 2)yt〉.

Lema 5.2. Suponha que não existem i, j que estão simultaneamente na mesma linha de t
e na mesma coluna de gt = t′, g ∈ Sn. Então existem p ∈ Rt e q ∈ Ct tais que g = p · q.

Demonstração. Seja l o número de linhas de t. Temos, por hipótese, que os elementos
da primeira linha de t estão em diferentes colunas em gt = t′. Logo, existem q′1 ∈ Ct′ =
Cgt = gCtg

−1 e p1 ∈ Rt tais que p1t e q′1t′ tem a mesma primeira linha. Considerando os
elementos da segunda linha de t em q′1t

′ eles aparecem abaixo da primeira linha e não
estão na mesma coluna de q′1t′. Logo, existem q′2 ∈ Cq′1t′ = Ct′ e p2 ∈ Rt tais que p2p1t

e q′2q′1t′ tem as mesmas duas primeiras linhas. Repetindo o argumento para o resto do
tableau t, obteremos q′ = q′l · · · q′2q′1 ∈ Ct′ e p = pl · · · p2p1 ∈ Rt tais que pt = q′t′ = q′gt

e assim p = q′g. Como q′ ∈ Ct′ = gCtg
−1, existe q ∈ Ct tal que q′ = gq−1g−1. Portanto,

temos que q = g−1(q′)−1g e g = pq.

Lema 5.3. 1. Para p ∈ Rt, temos que p · rt = rt · p = rt.

2. Para q ∈ Ct, temos que (sgn (q)q) · kt = kt · (sgn (q)q) = kt.

3. Para todo p ∈ Rt e q ∈ Ct, p · yt(sgn (q)q) = yt e, a menos de uma multiplicação por
escalar, yt é o único elemento em C[Sn] que satisfaz essa igualdade.

Demonstração. Se p ∈ Rt então p · rt = p
∑
σ∈Rt

σ =
∑
σ∈Rt

pσ = rt. Se q ∈ Ct então

(sgn (q)q) · kt = (sgn (q)q)
∑
σ∈Ct

sgn (σ)σ = sgn (q)
∑
σ∈Ct

sgn (q)sgn (qσ)qσ = kt.

Similarmente, obtemos rt · p = rt e kt · (sgn (q)q) = kt.

Observe agora que, pelos itens 1 e 2, p ·yt(sgn (q)q) = p ·rt ·kt(sgn (q)q) = rt ·kt = yt,
para todo p ∈ Rt e q ∈ Ct. Tome x ∈ C[Sn]. Podemos escrever x =

∑
g∈Sn

ngg, onde
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ng ∈ C. Se x satisfaz a condição do item 3 então
∑
g∈Sn

ngg =
∑
g∈Sn

ngp · g · (sgn (q)q) =

sgn (q)
∑
g∈Sn

ngp · g · q = sgn (q)
∑
g∈Sn

npgqg, para todo p ∈ Rt e q ∈ Ct. Então temos

npgq = sgn (q−1)ng = sgn (q)ng. Em particular, tomando g = e, npq = sgn (q)ne.

Se g ∈ RtCt = {pq | p ∈ Rt, q ∈ Ct} então

x =
∑
g∈Sn

ngg =
∑

g∈RtCt
ngg =

∑
p∈Rt

∑
q∈Ct

npqpq =
∑
p∈Rt

∑
q∈Ct

sgn (q)nepq = neyt.

Portanto, é suficiente verificar que ng = 0 se g /∈ RtCt.

Suponha que g /∈ RtCt. Então, pelo Lema 5.2, existem dois inteiros distintos que
estão na mesma linha em t e na mesma coluna em gt = t′. Segue que π é a transposição
desses dois inteiros π = (i, j) = p e assim π ∈ Rt e π ∈ Ct′ . Então existe q ∈ Ct

tal que π = gqg−1. Sabemos que dois elementos em Sn são conjugados se eles tem o
mesmo tipo cíclico. Como q = g−1πg e π é uma transposição temos que q é também uma
transposição. Temos então pgq = pgg−1pg = g e ng = npgq = sgn (q)ng = −ng e, como C
tem característica zero, temos que ng = 0.

Lema 5.4. Sejam t e s, respectivamente, um λ-tableau e µ-tableau quaisquer. Lembrando
que rt =

∑
p∈Rt

p e ks =
∑
q∈Cs

sgn(q)q.

1. Se λ > µ então, para todo x ∈ C[Sn], rt · x · ks = 0. Mais ainda, ks · x · rt = 0. Em
particular, se λ > µ então yt · ys = 0.

2. Para todo x ∈ C[Sn], yt · x · yt = é um múltiplo escalar de yt. Em particular,
yt · yt = ntyt, para algum nt ∈ C.

3. Se λ 6= µ então yt · C[Sn] · ys = 0. Em particular, yt · ys = 0.

Demonstração. 1. Tome x ∈ Sn. Note que se tomarmos s′ = xs, teremos que s′ é
também um tableau de forma λ. Então é suficiente mostrar que rt · ks′ = 0, pois
0 = rt · kxs = rtxksx

−1 = 0 e isso implica que rtxks = 0.

Como λ > µ, então, pelo Lema 3.1 (Lema da dominância para partições), temos
que µ 4 λ. Assim, pelo Lema 5.2, existem dois inteiros na mesma coluna de t e na
mesma linha de s′. Se π é a transposição desses dois inteiros, então rt · π = rt e
πks′ = sgn (π−1)ks′ = −ks′ e rtks′ = rt · π · π · ks′ = −rtks′ . Portanto, rtks′ = 0 pelo
fato de C ter característica zero. Em particular, yt · ys = (rtkt) · (rsks) = rt(kt · rs)ks.
Como ktrs ∈ C[Sn], temos que yt · ys = 0.

2. Afirmamos que, para todo x ∈ C[Sn], existe nt ∈ C tal que yt · x · yt = ntyt. De fato,
para todo x ∈ C[Sn], p1 ∈ Rt, q1 ∈ Ct temos, pela parte 3 do Lema 5.3, que p1yt = yt
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tomando q = e ∈ Ct e que ytq1 = sgn(q1)yt tomando p = e ∈ Rt. Então

p1 (ytxyt) q1 = (p1yt)x (ytq1) = sgn (q1)ytxyt

isso implica que p1(ytxyt)sgn (q1)q1 = ytxyt. Pela parte 3 do Lema 5.3, existe nt ∈ C
tal que ytxyt = ntyt. Em particular, para x = e, ytyt = ntyt para algum nt ∈ C.

3. Se λ > µ temos, pela parte 1, que rt · x · ks = 0, para todo x ∈ C[Sn]. Então
ytxys = (rtkt)x(rsks) = rt(ktxrs)ks = 0 pois ktxrs ∈ C[Sn].

Se λ < µ temos, pela parte 1, que kt · x · rs = 0, para todo x ∈ C[Sn]. Então
ytxys = (rtkt)x(rsks) = rt(ktxrs)ks = 0.

Exemplo 5.4. Sejam λ, µ partições de n, t λ-tableau e s µ-tableau. Suponha que existam
i, j que estão simultaneamente na mesma linha de s e na mesma coluna de t. Tomando
τ = (i, j) temos que τ ∈ Rs e τ ∈ Ct e, portanto, ktrs = ktττrs = −ktrs, logo ktrs = 0.
Assim, ytys = 0. Mas podemos ter ysyt 6= 0.

Se tomarmos λ = µ = (2, 1) ` 3 e t1 = 1 2
3 , t2 = 2 3

1 , pelo Exemplo 5.3 temos

yt1 = e+ (1, 2)− (1, 3)− (1, 3, 2).

De forma análoga, encontramos

yt2 = e+ (2, 3)− (1, 2)− (1, 3, 2).

Note que 1 e 2 estão na mesma linha de t1 e na mesma coluna de t2 e, por essa observação
que fizemos acima, temos que yt2yt1 = 0. Porém

yt1yt2 = (e+ (1, 2)− (1, 3)− (1, 3, 2))(e+ (2, 3)− (1, 2)− (1, 3, 2))
= 3((2, 3)− (1, 3) + (1, 2, 3)− (1, 3, 2)) 6= 0.

5.2 OS MÓDULOS IRREDUTÍVEIS Vλ

Embora yt não seja idempotente ele é múltiplo escalar de um elemento idempotente
de C[Sn]. Veremos no próximo teorema que yt gera um ideal minimal à esquerda de C[Sn],
ou seja um Sn-módulo irredutível, e daremos a descrição das representações irredutíveis
de Sn. Contudo, antes de enuncia-ló, iremos fazer menção a um lema que será importante
para a demonstração desse teorema.

Lema 5.5. Seja I 6= 0 um ideal à esquerda de um anel R. Se I é um termo da decomposição
de R em uma soma direta então I2 6= 0.

Demonstração. Uma vez que I é um termo da decomposição de R em uma soma direta,
existe um ideal à esquerda J de R tal que I⊕J = R. Em particular, existem i ∈ I e j ∈ J
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tais que 1 = i+ j. Multiplicando ambos os lados por i à esquerda, obtemos i = i2 + ij.
Então I2 6= 0 pois, caso contrário, i = ij ∈ IJ ⊂ I ∩ J = 0 e 1 = j ∈ J . Assim, teríamos
J = R e, consequentemente, I = 0.

Teorema 5.1. 1. Cada Vλ = CSnyt é uma representação irredutível de Sn, onde t é
uma λ-tableau qualquer.

2. Se λ 6= µ então Vλ e Vµ não são isomorfos.

Demonstração. 1. Seja Vλ = C[Sn]yt, para um dado yt. Assuma que Vλ = W1⊕W2, onde
W1 eW2 são submódulos de Vλ. Então, pelo Lema 5.4, temos que ytWi ⊆ ytVλ ⊂ Cyt.
Então ytWi é zero ou unidimensional.

Afirmamos que ytVλ 6= 0, isto é, que o número nλ do Lema 5.4 não é nulo. Para ver
isto, consideramos a projeção de C[Sn] em Vλ = C[Sn]yt que é dada pela multiplicação
à direita por um elemento ϕ ∈ C[Sn]. Esse elemento ϕ deve pertencer a Vλ pois
1 · ϕ = ϕ e, pela definição de uma projeção ϕ = ϕ2 ∈ Vλ · Vλ. Suponha que ytVλ = 0.
Então VλVλ = C[Sn]ytVλ = 0 e ϕ = ϕ2 ∈ VλVλ = 0. Segue pelo Lema 5.5 que Vλ = 0.
Entretanto, sabemos que, como o elemento não nulo yt ∈ Vλ, temos que o módulo à
esquerda Vλ 6= 0.

Agora, vamos mostrar que um dos ytWi deve ser igual a Cyt, uma vez que ytVλ =
ytW1 ⊕ ytW2 e ytVλ 6= 0 . Como ytWi ⊆ Wi, um dos Wi contém yt. Sem perda
de generalidade, suponha que W1 contém yt. De maneira similar à prova anterior,
mostramos que ytW1 6= 0 e, portanto, devemos ter ytW1 = Cyt. Então

Vλ = C[Sn]yt = C[Sn](Cyt) = C[Sn](ytW1) ⊂ W1 (5.2)

e W2W2 ⊂ C[Sn]ytW2 = 0, o que implica que W2 = 0 e Vλ = W1. A inclusão à
direita em (5.2) segue do fato que W1 é um submódulo de Vλ, isto é, é invariante
sob a ação ação de C[Sn].

2. Podemos assumir sem perda de generalidade, que λ > µ. Então ytVλ = Cyt 6= 0
e ytVµ = ytC[Sn]ys = 0, onde s é um µ-tableau. Como Vλ e Vµ tem C[Sn]-ações
distintas, então eles não podem ser Sn-módulos isomorfos.

Em suma, temos que cada partição dá origem a um Sn-módulo irredutível Vλ. Mais
ainda, vimos que partições distintas dão origem a módulos inequivalentes entre si, logo os
módulos Vλ são a menos de isomorfismo, todos os módulos irredutíveis de Sn.

Proposição 5.2. Se I é um ideal minimal à esquerda do anel R então ou I2 = 0 ou I é
gerado por algum idempotente não nulo.
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Demonstração. Suponha que I2 6= 0. Então existe a ∈ I tal que Ia 6= 0 e, desde que Ia
é um ideal à esquerda contido em I, Ia = I (I é minimal). Em particular, existe c ∈ I
tal que a = ca. Seja J = {x ∈ I ; xa = 0}. Então J é um ideal à esquerda contido em I

e, uma vez que c /∈ J temos que J = 0. Por outro lado, c2 − c ∈ J , assim sendo c2 = c.
Agora Rc é um ideal à esquerda contido em I e, uma vez que c 6= 0 (pois se fosse a = 0 e
Ia = 0), obtemos Rc 6= 0. Então I = Rc.

Sabemos pelo Teorema 5.1 que Vλ é irredutível, e desde que o elemento não nulo
yt ∈ Vλ, temos que o módulo à esquerda Vλ 6= 0. Segue pelo Lema 5.5 que Vλ2 6= 0.
Logo devemos ter que Vλ é gerado por algum idempotente não nulo. Observe que se
tomarmos x = n−1

t yt de modo que x2 = x 6= 0 então x é um idempotente e teremos que
Vλ = C[Sn]yt = C[Sn]x.

Sabemos pelo Lema 5.4 que ytyt = ntyt. Vamos agora encontrar o valor de nt.

Lema 5.6. Para qualquer λ ` n e qualquer λ- tableau t, tem-se que nt = n!
dimVλ

.

Demonstração. Seja F o operador C−linear de C[Sn] definido por

F : C[Sn] −→ C[Sn]
x 7−→ xyt

Vamos considerar a matriz de F com respeito à C−base natural de C[Sn], consistindo dos
elementos σ1 = (e), σ2, . . . , σn! de Sn. Se yt = ∑

niσi, ni ∈ C, temos que

F (σ1) = σ1 · yt = n1σ1 + . . .

F (σ2) = σ2 · yt = ...+ n1σ2 + . . .

... = ...
F (σj) = σj · yt = ....+ . . .+ n1σj + . . .

... = ...

Queremos saber o traço da matriz F e, para isto, atentamos para os elementos na diagonal
principal. Veja que σj · σi = σj se, e somente se, σi = e. Então a j-ésima posição de σj · yt
tem coeficiente n1. O traço da matriz de F nessa base é n1n!, como n1 = 1, então o traço
da matriz de F nessa base é

tr (F ) = n!. (5.3)

Agora computando o traço da matriz de F em uma base diferente, temos que obter
o mesmo resultado já que o traço independe da escolha da base. Essa base consiste em
uma base para ker(F ) unida com a pré-imagem de uma base para im(F ) = Vλ.

F |Vλ : Vλ −→ Vλ

yt 7−→ ytyt = ntyt
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Se z ∈ Vλ = C[Sn]yt então z = wyt, w ∈ C[Sn]. Logo, F (z) = zyt = wyt
2 = wntyt = ntz.

Seja {v1, ..., vn!} uma base de C[Sn] tal que {v1, ..., vk} é uma base de Vλ = C[Sn]yt, onde
a dimC[Sn]yt ≥ 1 pois yt é um elemento não nulo de Vλ, isto é,

F (v1) = v1yt = ntv1

F (v2) = v2yt = ntv2

... = ... = ...
F (vk) = vkyt = ntvk

F (vk+1) = vk+1yt = + . . .+ 0
... = ... = ...

F (vn!) = vn!yt = + . . .+ 0.

Veja que zyt ∈ C[Sn]yt = Vλ para z = vk+1, ..., vn! logo F (vk+1), ..., F (vn!) pode ser escrito
como combinação linear dos elementos da base de Vλ. ntIVλ ∗

0 0


Deste modo, temos que

tr (F ) = nt dim Vλ. (5.4)

Igualando as Equações (5.3) e (5.4), temos que nt dim Vλ = n!.

5.3 COMPARAÇÃO DOS MÓDULOS DE SPECHT E DOS MÓDULOS GERADOS
PELOS SIMETRIZADORES DE YOUNG

Veremos agora como os simetrizadores de Young se relacionam com a construção
dos módulos de Specht.

Seja H 6 G. Definimos C[G/H] como o espaço vetorial cuja base é formada pelas
classes laterais gH, g ∈ G. Existe uma representação natural π de G em C[G/H] definida
por π(g1)g2H = g1g2H.

Lema 5.7. Se a =
∑
h∈H

h ∈ C[G] então C[G]a ∼= C[G/H] como representações.

Demonstração. Primeiro, note que ha = a para todo h ∈ H. Portanto, a aplicação

G/H −→ C[G]a
gH 7−→ ga

está bem definida. Estendendo essa aplicação por linearidade, obtemos φ : C[G/H] →
C[G]a. Temos que φ é claramente sobrejetiva. Agora vamos mostrar a injetividade. Sejam
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gi ∈ G os representantes para as classes laterais de H em G, de modo que qualquer x ∈
C[G/H] pode ser reescrito como x =

∑
i

cigiH, ci ∈ C. Então φ(x) =
∑
i

∑
h∈H

cigih. Uma

vez que os elementos gih nessa soma são mutuamente distintos, segue que ker(φ) = 0.

Teorema 5.2. Seja λ ` n. Então todo Sn-módulo irredutível Sλ é isomorfo ao Sn-módulo
irredutível Vλ.

Demonstração. Seja Mλ = C{{t}|{t} é um λ− tablóide}. Pelo Teorema 3.1, sabemos que
Mλ ∼= C[Sn/Rt]. Pelo Lema 5.7, temos que C[Sn/Rt] ∼= C[Sn]rt e, portanto, temos que

Mλ ∼= C{
∑
σ∈Rt

σt | t é um λ− tableau}. (5.5)

O módulo de Specht é definido por Sλ = C{kt{t} | {t} é um λ−tablóide}. Pelo isomorfismo
(5.5), temos que

Sλ ∼= C{kt
∑
σ∈Rt

σt | t é um λ− tableau}.

Usando o fato de que Sn age transitivamente nos tableaux, temos que

Sλ ∼= C{kπt1
∑

σ∈Rπt1

σπt1 | π ∈ Sn} onde t1 é um λ-tableau qualquer.

Na álgebra de grupo, isso corresponde a

Sλ ∼= C{kπt1
∑

σ∈Rπt1

σπ | π ∈ Sn} ⊂ CSn

= C{kπt1rπt1π|π ∈ Sn}
= C{πkt1π−1πrt1π

−1π|π ∈ Sn}

= C{πkt1rt1|π ∈ Sn}
= C[Sn]kt1rt1
= C[Sn]yt1
= Vλ.

Se n = 3, seja λ = (2, 1), pelo Exemplo 4.3 temos que

S(2,1) = C
{

1 3
2 − 2 3

1 ,
1 2
3 − 3 2

1 ,
2 3
1 − 3 1

2

}

= C
{

1 3
2 − 2 3

1 ,
1 2
3 − 3 2

1

}
.

No Exemplo 5.3, encontramos V(2,1) = C〈yt, (1, 3, 2)yt〉. Pelo Teorema 5.2, temos
que S(2,1) ∼= V(2,1). Então para essa partição temos duas formas de escrever um S3-módulo
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irredutível. Note que o processo que utilizamos no Exemplo 5.3 para encontrar V(2,1) requer
mais trabalho do que o processo para encontrar S(2,1) e, além disso, podemos visualizar
melhor os elementos da base de S(2,1).

No caso geral, é importante também destacar que cada uma destas abordagens
tem suas vantagens próprias dependendo do contexto. O método dos simetrizadores de
Young surge de modo mais natural como um caso particular do fato de que módulos
irredutíveis são dados por ideais gerados por elementos idempotentes e obtidos pela
projeção correspondente. Entretanto, neste processo, é necessário assumir que o corpo
tenha característica zero. Por outro lado, a abordagem dada pelos módulos de Specht
permite a construção de Sn-módulos irredutíveis sobre qualquer corpo (veja James [JA]).
Além disto, este método fornece uma descrição mais clara dos módulos como veremos no
capítulo seguinte ao descrever uma base destes módulos.



6 BASE PARA O MÓDULO DE SPECHT

Em geral, os politablóides que geram Sλ não são linearmente independentes.
Por exemplo, como vimos no Exemplo 4.2, qualquer par de politablóides em S(1n) são
linearmente dependentes. Nossa tarefa nessa seção é encontrar de maneira explícita uma
base adequada para Sλ. Para isso, introduziremos o conceito de tableau padrão para
determinarmos um subconjunto que formará uma base para o módulo de Specht Sλ.

6.1 TABLEAUX PADRÃO

Definição 6.1. Um tableau t é padrão se as linhas e colunas de t estão em uma sequência
crescente. O número de todos λ-tableaux padrão é denotado por fλ. Um tablóide {t}
é um tablóide padrão se existe um tableau padrão na classe de equivalência {t}. Um
politablóide et é um politablóide padrão se t é um tableau padrão.

Exemplo 6.1. Tomando n = 9 e λ = (4, 3, 1, 1), temos que t =
1 4 6 9
2 5 8
3
7

é padrão, mas

t =
1 4 6 9
2 3 8
5
7

não é.

Exemplo 6.2. Os únicos tableaux padrões para λ = (2, 1) são 1 2
3 e 1 3

2 .

6.2 LEMA DA DOMINÂNCIA PARA TABLÓIDE LINHA E TABLÓIDE COLUNA

Definição 6.2. Uma composição de n é uma sequência ordenada de inteiros não negativos
λ = (λ1, λ2, ..., λl) tais que

∑
i λi = n. Os inteiros λi são chamados de partes da composição.

Note que não há uma condição de decrescimento nas partes de uma composição.
Portanto (1, 3, 2) e (3, 2, 1) são ambos composições de 6, mas apenas a segunda é uma
partição. As definições de um diagrama de Ferrers e tableaux são estendidas para
composição de uma maneira óbvia. Contudo não há λ-tableau padrão se λ não é uma
partição.

A ordem de dominância nas composição é definida exatamente como na Definição
3.2, neste caso λ1, ..., λi e µ1, ..., µi são apenas as primeiras i partes das suas respectivas
composições.

Agora suponha que {t} é um tablóide com sh t = λ ` n. Para cada índice i,
1 ≤ i ≤ n, seja {ti} o tablóide formado por todos elementos menores ou iguais a i em {t}
e λi a composição que é a forma de {ti}.
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Exemplo 6.3. Considere {t} = 2 4
1 3 . Então

{t1} = ∅
1 , {t2} = 2

1 , {t3} = 2
1 3 , {t3} = 2 4

1 3 ,

λ1 = (0, 1), λ2 = (1, 1), λ3 = (1, 2), λ4 = (2, 2).

A ordem de dominância nos tablóides é determinada pela ordem de dominância
nas composições correspondentes.

Definição 6.3. Sejam {s} e {t} dois tablóides com sequências de composição λi e µi

respectivamente. Então {s} domina {t}, escrevemos {s} D {t} se λi D µi para todo i.

O diagrama de Hasse para essa ordenação dos (2, 2)-tablóides é como segue:

1 2
3 4
↑

1 3
2 4

↗ ↖

2 3
1 4

1 4
2 3

↖ ↗

2 4
1 3
↑

3 4
1 2

Onde 2 3
1 4 e 1 4

2 3 são incomparáveis.

Assim como para partições, há o Lema da dominância para tablóides.

Lema 6.1. (Lema da Dominância para tablóides linha)
Se k < l e k está em uma linha inferior em relação a linha que contém l em {t}, então

{t} C (k, l){t}.

Demonstração. Suponha que {t} e (k, l){t} tenham sequências de composição λi e µi,
respectivamente. Temos que k < l está na linha superior à linha que contém l em (k, l){t}
então para i < k ou i ≥ l teremos que λi = µi.
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Agora considere o caso onde k ≤ i ≤ l. Se r e q são as linhas de {t} nas quais k
e l aparecem, respectivamente, então λi = µi com a q-ésima parte diminuída por 1 e a
r-ésima parte acrescentada por 1. Desde que q < r por suposição, λi C µi.

Exemplo 6.4. Sejam {t} = 2 7 6 5
1 4 3 8 e {s} = (4, 7){t} = 2 4 6 5

1 7 3 8 com as seguintes
sequências de composição

λ1 = (0, 1) µ1 = (0, 1)
λ2 = (1, 1) µ2 = (1, 1)
λ3 = (1, 2) µ3 = (1, 2)
λ4 = (1, 3) µ4 = (2, 2)
λ5 = (2, 3) µ5 = (3, 2)
λ6 = (3, 3) µ6 = (4, 2)
λ7 = (4, 3) µ7 = (4, 3)
λ8 = (4, 4) µ8 = (4, 4)

O Lema da dominância põe uma restrição em que tableaux podem aparecer em
um politablóide padrão.

Corolário 6.1. Se t é padrão e {s} aparece em et, então {t} D {s}.

Demonstração. Seja s = πt, onde π ∈ Ct, de modo que {s} aparece em et = kt{t}. Nós
induzimos no número de inversões de coluna em s, isto é, o número de pares k < l na
mesma coluna de s tal que k está na linha inferior do que l. Dado qualquer par,

{s} C (k, l){s}

pelo Lema 6.1. Desde que (k, l){s} aparece em et e tem menos inversões do que {s}, então,
por indução (k, l){s} E {t}, pois se desfizermos todas as inversões do tableau s o tablóide
resultante deve ser o tablóide padrão {t}. Assim sendo {s} E {t}.

Dado t, considere suas classes de equivalência da coluna, ou tablóide coluna,

[t] def= Ctt = {πt |π ∈ Ct}

Isto é, o conjunto de todos tableaux obtidos reorganizando os elementos dentro
das colunas. Nós omitimos as linhas do tableau para denotar o tablóide coluna, como em

1 2 4
3 =

{
1 2 4
3 ,

3 2 4
1

}

As classes de equivalência da coluna são parcialmente ordenadas de maneira semelhante à
ordem parcial sobre as classes de equivalência de linha, usaremos o mesmo símbolo como
para linhas e usaremos colchetes para as classes de equivalência para fazer a distinção.
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Suponha que [t] é um tablóide coluna com sh t = λ ` n. Para cada índice i,
1 ≤ i ≤ n, seja [ti] o tablóide coluna formado por todos elementos menores ou iguais a i

em [t] e λi a composição que é a forma de [ti]. Seja [t] = 2 4
1 3 , então

[t1] = 1 , [t2] = 2
1 , [t3] = 2

1 3 , [t4] = 2 4
1 3 ,

λ1 = (1, 0), λ2 = (2, 0), λ3 = (2, 1), λ4 = (2, 2).

Definição 6.4. Sejam [s] e [t] dois tablóides colunas com sequências de composição λi e
µi respectivamente. Então [s] domina [t], escrevemos [s] D [t] se λi D µi para todo i.

Lema 6.2. (Lema da Dominância para tablóides colunas) Se k < l e k está em uma
coluna à direita de l em [t], então [t] C (k, l)[t] na ordem de dominância da coluna.

Considere os seguintes tablóides coluna:

[t] =
1 2 3
5 4
6

, [t1] =
1 2 3
4 5
6

, [t2] =
1 2 3
4 6
5

, [t3] =
1 4 3
2 5
6

, [t4] =
1 4 3
2 6
5

,

[t5] =
1 5 3
2 6
4

.

Sabemos que [πt] B [t] para π 6= e, onde π são tomados de forma que os elementos
de {2, 4, 5, 6} estão aumentando nas colunas de πt. Observe que,

[t1] = (4, 5)[t] B [t];

[t2] = (5, 6)(4, 5)[t] = (4, 6, 5)[t] B (4, 5)[t] = [t1];

[t3] = (2, 4)(4, 5)[t] = (2, 4, 5)[t] B (4, 5)[t] = [t1];

[t4] = (2, 4)(4, 6, 5)[t] = (2, 4, 6, 5)[t] B (4, 5, 6)[t] = [t2] e [t4] = (5, 6)(2, 4, 5)[t] =
(2, 4, 6, 5)[t] B (2, 4, 5)[t] = [t3];

[t5] = (4, 5)(2, 4, 6, 5)[t] = (2, 5)(4, 6)[t] B (2, 4, 6, 5)[t] = [t4].

Temos a seguinte tabela das composições dos tablóides colunas.

[t] λ1 = (1, 0, 0) λ2 = (1, 1, 0) λ3 = (1, 1, 1) λ4 = (1, 2, 1) λ5 = (2, 2, 1) λ6 = (3, 2, 1)
[t1] λ1 = (1, 0, 0) λ2 = (1, 1, 0) λ3 = (1, 1, 1) λ4 = (2, 1, 1) λ5 = (2, 2, 1) λ6 = (3, 2, 1)
[t2] λ1 = (1, 0, 0) λ2 = (1, 1, 0) λ3 = (1, 1, 1) λ4 = (2, 1, 1) λ5 = (3, 1, 1) λ6 = (3, 2, 1)
[t3] λ1 = (1, 0, 0) λ2 = (2, 0, 0) λ3 = (2, 0, 1) λ4 = (2, 1, 1) λ5 = (2, 2, 1) λ6 = (3, 2, 1)
[t4] λ1 = (1, 0, 0) λ2 = (2, 0, 0) λ3 = (2, 0, 1) λ4 = (2, 1, 1) λ5 = (3, 1, 1) λ6 = (3, 2, 1)
[t5] λ1 = (1, 0, 0) λ2 = (2, 0, 0) λ3 = (2, 0, 1) λ4 = (3, 0, 1) λ5 = (3, 1, 1) λ6 = (3, 2, 1)
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Observe que [t2] e [t3] são incomparáveis. Esses (3, 2, 1)-tablóides coluna podem ser
diagramados

[t5] =
1 5 3
2 6
4
↑

[t4] =
1 4 3
2 6
5

↗ ↖

[t2] =
1 2 3
4 6
5

[t3] =
1 4 3
2 5
6

↖ ↗

[t1] =
1 2 3
4 5
6
↑

[t] =
1 2 3
5 4
6

6.3 POLITABLOIDES PADRÕES

Reservaremos as duas próximas subseções para provar o seguinte teorema.

Teorema 6.2. O conjunto {et : t é um λ-tableau padrão} é uma base para Sλ. A dimensão
de Sλ é o número de λ-tableaux padrão.

Primeiro, para provar que os politablóides et são linearmente independentes impo-
mos uma ordenação parcial aos tablóides de forma λ. Em seguida, para provarmos que o
conjunto gera Sλ, introduzimos um procedimento chamado de algoritmo de endireitamento,
usado para escrever um politablóide arbitrário como combinação de politablóides padrão.

6.3.1 INDEPENDÊNCIA LINEAR

Nessa subseção nós provaremos que o conjunto dos politablóides padrões de uma
dada forma λ é de fato linearmente independente.

Definição 6.5. Seja (A,≤) um conjunto parcialmente ordenado. Então um elemento
b ∈ A é o máximo se b ≥ c para todo c ∈ A. Um elemento b é um elemento maximal se
não existe c ∈ A com c > b. Elemento mínimo e minimal são definidos analogamente.
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Portanto um elemento máximo é maximal, mas o inverso não é necessariamente
verdade. É importante manter essa distinção em mente no próximo resultado. Observe
pela definição que um elemento máximo é único. O Corolário 6.1 diz que {t} é o tablóide
máximo em et.

Se v =
∑
i

ci{ti} ∈Mµ, então dizemos que {ti} aparece em v se ci 6= 0.

Lema 6.3. Sejam v1, v2, ..., vm elementos de Mµ. Suponha que para cada vi, podemos
escolher um tablóide {ti} aparecendo em vi, tal que

1. {ti} é máximo em vi, ou seja, {ti} D {tj} para todo {tj} aparecendo em vi.

2. Os {ti} são todos distintos

Então v1, v2, ..., vm são independentes.

Demonstração. Ordene os tableaux de forma que {t1} é maximal entre os {ti}, isto é,
não existe {ti} B {t1}, apesar que alguns possam ser incomparáveis com ele. Portanto
as condições 1 e 2 garantem que {t1} aparece apenas em v1. De fato, {t1} ocorrer em vi,
i > 1, então {t1} C {ti} contradizendo a escolha a maximalidade de {t1}. Segue que em
qualquer combinação linear

c1v1 + c2v2 + ...+ cmvm = 0

devemos ter c1 = 0, porque não há outra maneira para cancelar {t1}. Por indução em
m, o resto dos coeficientes devem ser também zero. Removendo v1 da coleção, podemos
repetir o raciocínio com os vetores restantes até chegarmos a um único, que é trivialmente
independente.

Devemos notar duas coisas sobre esse lema. Primeiro, não é suficiente apenas ter o
{ti} maximal em vi, pois, se tomarmos {t1} maximal em v1 = {t1}+ {t2} e {t2} maximal
em v2 = c ({t1}+ {t2}), com c ∈ C e {t1}, {t2} incomparáveis, temos que v1 e v2 são
linearmente dependentes. Também, não usamos propriedades especiais de D na prova,
então o resultado permanece verdadeiro para qualquer ordem parcial em tablóides.

Agora temos todos os ingredientes para provar a independência da base padrão.

Proposição 6.1. O conjunto {et : t é um λ- tableau padrão} é linearmente independente.

Demonstração. Pelo Corolário 6.1, {ti} é máximo em eti e, por hipótese, os {ti} são todos
distintos, uma vez que os tableaux padrão são todos distintos. Portanto o Lema 6.3 se
aplica.
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6.3.2 GERADORES

Nessa seção iremos mostrar que os λ-politablóides padrões geram Sλ, isto é, se t
é um λ-tableau arbitrário, então et é uma combinação linear de λ-politablóides padrões.
Para isso usamos um procedimento conhecido como algoritmo de endireitamento. A ideia
básica é: escolhendo um tableau arbitrário t, devemos mostrar que et é uma combinação
linear dos politablóides padrões.

Podemos assumir que os elementos das colunas de t estão em ordem crescente, caso
não, há σ ∈ Ct tal que s = σt tem os elementos das colunas em ordem crescente. Então
pelos Lemas 4.1 e 3.4 temos es = eσt = σet = (sgn σ)et. Portanto, et é uma combinação
linear de politablóides padrão sempre que es for uma combinação linear de politablóides
padrão.

Devemos então analisar os elementos das linhas de t para que possamos escrever o
politablóide et como combinação linear de λ-politablóides padrões. Primeiro nós precisamos
definir

Definição 6.6. Uma linha descente de t, é um par de elementos adjacentes em uma linha
de t que não estão em ordem crescente na linha.

Agora suponha que nós podemos encontrar permutações π tal que

1. Em cada tableau πt, uma certa linha descente de t, foi eliminada, e

2. O elemento g = e+
∑
π

(sgn π)π da álgebra de grupo satisfaz get= 0. Então

et = −
∑
π

eπt

Assim expressamos et em termos de politablóides que estão mais perto de serem
padrões, e a indução aplica-se para obter et como uma combinação de politablóides.

Os elementos da álgebra de grupo que realiza essa tarefa são os elementos de Garnir.

Definição 6.7. Sejam A e B dois conjuntos disjuntos de inteiros positivos e escolha
permutações π tais que

SA∪B =
⋃
π∈Π

π(SA × SB) (6.1)

onde a união em (6.1) é disjunta e Π é o conjunto de todas permutações que são re-
presentantes das classes laterais para SA × SB em SA∪B. Então um elemento de Garnir
correspondente é

gA,B =
∑
π∈Π

(sgn π)π = Π− (6.2)
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Embora gA,B dependa dos representantes das classes laterais e não apenas de A e
B, como não são únicos podemos padronizar a escolha dos π’s. Talvez a maneira mais
simples para obter um representante da classe lateral é como o seguinte.

O grupo SA∪B age em todos os pares ordenados (A′, B′) tais que |A′| = |A|,
|B′| = |B| e A′ ∪B′ = A ∪B na maneira óbvia.

Se para cada possível (A′, B′) tomarmos π ∈ SA∪B tal que

π(A,B) = (A′, B′)

então a coleção de tais permutações formam o conjunto dos representantes das classes
laterais.

Exemplo 6.5. Suponha que A = {5, 6} e B = {2, 4}. Então o conjuntos dos pares
correspondentes e as possíveis permutações são: (A′, B′) ∈

{({5, 6}, {2, 4}), ({4, 6}, {2, 5}), ({2, 6}, {4, 5}), ({4, 5}, {2, 6}), ({2, 5}, {4, 6}), ({2, 4}, {5, 6})}

gA,B = e− (4, 5)− (2, 5)− (4, 6)− (2, 6) + (2, 5)(4, 6)

Devemos enfatizar que para qualquer par (A′, B′) dado, há muitas diferentes
escolhas para a permutação π enviar (A,B) para aquele par.

O elemento de Garnir associado com um tableau t é usado para eliminar uma
descente ti,j > ti,j+1.

Definição 6.8. Seja t um tableau e sejam A e B subconjuntos da j-ésima e (j + 1)-
ésima colunas de t, respectivamente. O elemento de Garnir associado a t (e A,B) é
gA,B =

∑
π∈Π

(sgn π)π onde o π é escolhido de forma que os elementos de A ∪ B estejam

crescendo verticalmente de cima para baixo nas colunas de πt.

Na prática, sempre tomamos A (respectivamente B) para ser todos os elementos
abaixo de ti,j (respectivamente, acima de ti,j+1) como na Figura 1:

t =

j

i

A

B

ti,j

Figura 1 – diagrama AB
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Observe que se π1, ..., πl são representantes das classes laterais para SA × SB em
SA∪B, podemos tomá-los de modo que π1t, π2t..., πlt são todos os tablóides cuja as entradas
são iguais as entradas t exceto nas posições ocupadas por A ∪B, onde entradas crescem
verticalmente de cima para baixo nas posições ocupadas por A ∪B.

Exemplo 6.6. Se usarmos o tableau

t =
1 2 3
5 4
6

Com a descente 5 > 4, então os conjuntos A e B são os mesmos do Exemplo 6.5. Cada
(A′, B′) tem um correspondente t′ que determina uma permutação em gA,B:

t′ =
1 2 3
5 4
6

,
1 2 3
4 5
6

,
1 4 3
2 5
6

,
1 2 3
4 6
5

,
1 4 3
2 6
5

,
1 5 3
2 6
4

gA,B = e− (4, 5) + (2, 4, 5) + (4, 6, 5)− (2, 4, 6, 5) + (2, 5)(4, 6).

Proposição 6.2. Sejam t, A e B, e seja como na definição de um elemento de Garnir. Se
|A ∪B| é maior que o número de elementos na coluna j de t então gA,Bet = 0.

Demonstração. Primeiro, afirmamos que

S−A∪Bet = 0 (6.3)

onde S−A∪B =
∑

σ∈SA∪B
(sgn σ)σ.

Considere qualquer σ ∈ Ct. Como |A ∪B| é maior que o número de elementos na
coluna j de t, deve haver a, b ∈ A ∪B tal que a e b estão na mesma linha de σt. Temos que
(a, b) ∈ SA∪B, pela parte 4 do Lema do sinal (Lema 3.4) temos que S−A∪B{σt} = 0. Desde
que isso é verdade para todos os σ aparecendo em kt, S−A∪Bkt{t} = 0, logo a afirmação
segue.

Como SA∪B =
⋃
π

π(SA × SB) então σ = π · τ , onde τ ∈ SA × SB e π ∈ Π. Logo,

S−A∪B =
∑
π

∑
τ

( sgn(πτ))πτ

=
∑
π

(sgn(π))π
∑
τ

( sgn(τ))τ

= gA,B
∑
τ

( sgnτ)τ

= gA,B(SA × SB)−,

onde gA,B =
∑
π∈Π

(sgn (π))π e (SA × SB)− =
∑

τ∈SA×SB
( sgn (τ))τ . Substituindo isto dentro

da equação (6.3)
gA,B(SA × SB)−et = 0 (6.4)
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e precisamos apenas nos preocupar sobre a contribuição de (SA × SB)−. Mas temos
SA × SB ⊆ Ct.

Se σ ∈ SA × SB então pela parte 1 do Lema do sinal

σ−et = σ−C−t {t} = C−t {t} = et.

Portanto (SA × SB)−et =
∑

σ∈SA×SB
(sgnσ)σet =

∑
σ∈SA×SB

et = |SA × SB|et e dividindo a

equação (6.4) por esta cardinalidade produzimos a proposição.

Esse resultado nos permitirá escolher uma linha descente em t para poder escrever
et como combinação linear de politablóides que podem ser padrão, ou estão mais próximas
ser padrão quando comparados com t.

Do Exemplo 6.6 temos que gA,Bet = 0 e isso implica que et = et2−et3−et4 +et5−et6
onde t2, ..., t6 são o segundo à sexto tableau no Exemplo 6.6. Note que nenhum desses
tableaux tem a descente encontrada na segunda linha de t e que em todos esses tableaux
as entradas das colunas são crescentes. Quando eliminamos a descente na linha 2 de t
pode acontecer de introduzirmos uma descente em algum outro lugar, por exemplo na
linha 1 de t3. Esse exemplo é um caso especial de um resultado mais geral que leva a
um algoritmo para escrever um politablóide arbitrário como uma combinação linear de
politablóides padrão. Portanto precisamos de alguma medida de padronização que faz
t2, ..., t6 mais perto de ser padrão do que t e isso é fornecido pela ordem de dominância
para tableaux colunas. O próximo teorema nos dará uma maneira de obter os graus das
representações irredutíveis de Sn.

Teorema 6.3. O conjunto

Zλ = {et : t é um λ-tableau padrão } (6.5)

gera Sλ.

Demonstração. Primeiramente, note que, se et ∈ CZλ então eu ∈ CZλ, onde u ∈
[t]. De fato, temos que u = σt para algum σ ∈ Ct logo eu = eσt = σet = (sgn(σ))et).

Ordenando as classes de equivalência, o conjunto parcialmente ordenado de tablóides
colunas tem um elemento máximo [t0], onde t0 é obtido numerando as células de cada
coluna consecutivamente de cima para baixo com os números de 1 a n , preenchendo as
colunas da esquerda para direita. Começando com o tableau t0, temos que et0 ∈ CZλ pois
t0 é um tableau padrão e terminamos para esta classe de equivalência.

Agora escolha qualquer tableau t. Suponha, por indução, que se [s] B [t] então
es ∈ CZλ. Provaremos que et ∈ CZλ. O caso base é satisfeito pelo tablóide máximo t0.

Se t é padrão, obviamente et está em CZλ. Suponha que t não é padrão, sem perda
de generalidade podemos supor que as entradas de t estão em ordem crescente nas colunas,
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pois, pela nossa primeira observação temos que quaisquer dois politablóides provenientes
de tableaux na mesma classe de equivalência de colunas são múltiplos escalares um do
outro. Assim, já descartamos as colunas descentes.

Desde que t não é padrão, há alguma linha que não está aumentando, ou seja deve
existir uma linha descente. Então, para um par de colunas adjacentes, digamos a j-ésima
e (j + 1)-ésima cujas entradas são a1 < a2 < ... < ap e b1 < b2 < ... < bq respectivamente,
tais que ai > bi para algum i. Assim,

a1 b1

∧ ∧
a2 b2

∧ ∧
... ...
∧ ∧
ai > bi

∧ ∧
... ...

∧
∧ bq

ap

Tomando A = {ai, ..., ap} e B = {b1, ..., bi} temos que o elemento de Garnir
associado é gA,B =

∑
π∈Π

(sgnπ)π. Pela Proposição 6.2, temos que gA,Bet = 0, o que implica
que

et = −
∑
π 6=e

(sgnπ)eπt. (6.6)

Como b1 < ... < bi < ai < ... < ap pelo Lema 6.2 temos que [πt] B [t] para π 6= e. Pela
hipótese de indução eπt ∈ CZλ, portanto et ∈ CZλ.

Exemplo 6.7. Voltando ao Exemplo 6.6, utilizamos o algoritmo de endireitamento em t

e sabemos que et = et2 − et3 − et4 + et5 − et6 .
Por simplicidade, escreveremos

e
1 2 3
5 4
6

= e
1 2 3
4 5
6

− e
1 4 3
2 5
6

− e
1 2 3
4 6
5

+ e
1 4 3
2 5
6

− e
1 5 3
2 6
4

.

Observe que os tableaux t2 e t4 são os únicos padrão. Pelo Teorema 6.3 sabemos que
et pode ser escrito como combinação linear de politablóides padrão. Para obtermos essa
combinação vamos repetir o processo utilizando novamente o algoritmo de endireitamento
para escrever os politablóides et3 , et5 e et6 como combinação de politablóides padrão.
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Seja t3 =
1 4 3
2 5
6

, tome A = {4, 5} e B = {3}. Temos o seguinte tableau abaixo

A′ B′ π πt3

{4, 5} {3} e
1 4 3
2 5
6

{3, 5} {4} (3, 4)
1 3 4
2 5
6

{3, 4} {5} (3, 5, 4)
1 3 5
2 4
6

a partir disso podemos escrever, et3 = e
1 4 3
2 5
6

= e
1 3 4
2 5
6

− e
1 3 5
2 4
6

Seja t5 =
1 4 3
2 6
5

, tome A = {4, 6} e B = {3} então temos o tableau

A′ B′ π πt5

{4, 6} {3} e
1 4 3
2 6
5

{3, 6} {4} (3, 4)
1 3 4
2 6
5

{3, 4} {6} (3, 6, 4)
1 3 6
2 4
5
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e obtemos et5 = e
1 4 3
2 6
5

= e
1 3 4
2 6
5

− e
1 3 6
2 4
5

Agora, seja t6 =
1 5 3
2 6
4

, tome A = {5, 6} e B = {3}, obtemos o tableau

A′ B′ π πt6

{5, 6} {3} e
1 5 3
2 6
4

{3, 6} {5} (3, 5)
1 3 5
2 6
4

{3, 5} {6} (3, 6, 5)
1 3 6
2 5
4

então temos que et6 = e
1 5 3
2 6
4

= e
1 3 5
2 6
4

− e
1 3 6
2 5
4

Finalmente encontramos os politablóides padrão na qual et é composto. Assim,

e
1 2 3
5 4
6

= e
1 2 3
4 5
6

−e
1 3 4
2 5
6

+e
1 3 5
2 4
6

−e
1 2 3
4 6
5

+e
1 3 4
2 6
5

−e
1 3 6
2 4
5

−

e
1 3 5
2 6
4

+ e
1 3 6
2 5
4

.

Olhando para algumas consequências do Teorema 6.3 , temos o teorema a seguir:

Teorema 6.4. Para qualquer partição λ:

1. {et : t é um λ− tableau padrão} é uma base para Sλ

2. dim Sλ = fλ, e

3.
∑
λ`n

(fλ)2 = n! .



95

Demonstração. As primeiras duas partes são imediatas da Proposição 6.1 e do Teorema
6.2. Para a terceira parte, segue da Proposição 2.14 que,∑

λ`n
(dimSλ)2 = |Sn|,

substituindo a parte 2 desse teorema nessa equação, obtemos o resultado desejado.

Veremos mais adiante que esse item tem uma prova combinatória usando a corres-
pondência de Robinson-Schensted.

6.4 REPRESENTAÇÃO NATURAL DE YOUNG

Agora que temos uma base para os módulos de Specht, nessa seção iremos ilustrar
como obter, para cada λ ` n, uma representação matricial de Sn nessa base padrão. Essas
representações formam o que é conhecido como representação natural de Young.

Como toda permutação em Sn é um produto de transposições, Sn é gerado pelas
transposições (k, k + 1) para k = 1, ..., n− 1, assim é preciso encontrar apenas as matrizes
correspondentes a esses elementos do grupo.

Se t é um tableau padrão, nós obtemos a t-ésima coluna da matriz para π ∈ Sn
expressando πet = eπt como uma soma de politablóides padrões.
Quando π = (k, k + 1), há três casos a se considerar:

1. Se k e k + 1 estão na mesma coluna de t, então (k, k + 1) ∈ Ct e pelo Lema 3.4

(k, k + 1)et = ( sgn π)et = −et.

2. Se k e k + 1 estão na mesma linha de t, então (k, k + 1)t tem uma descente naquela
linha. Aplicando o apropriado elemento de Garnir, pela equação (6.6) nós obtemos

(k, k + 1)et = −
∑
π 6=e

( sgn π)eπ(k,k+1)t.

Veja que [π(k, k+1)t] D [(k, k+1)t] pois π ∈ Π é escolhido de forma que os elementos
de A ∪B estão aumentando nas colunas de π(k, k + 1)t.

Note que (k, k + 1)[(k, k + 1)t] = [t] B [(k, k + 1)t] e que todos os outros tablóides
colunas são da forma π[(k, k + 1)t], onde π ∈ Π, pelo Teorema 2.3 sabemos que Sn
é gerado por transposições adjacentes e por isso podemos escrever π = σ(k, k + 1),
onde σ é um produto de transposições adjacentes. Assim, temos que π[(k, k + 1)t] =
σ(k, k + 1)[(k, k + 1)t] = σ[t] = [t′] B [t].

Portanto, (k, k + 1)et = et ± outros politablóides et′ tal que [t′] B [t].

3. Se k e k + 1 não estão na mesma linha ou na mesma coluna de t, note que se
trocarmos os dois elementos não introduzimos uma linha ou uma coluna descente,
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então o tableau t′ = (k, k+ 1)t é padrão. Os elementos que estão na linha de k+ 1 à
esquerda e os elementos que estão acima de k + 1 são todos menores que k + 1, e
nenhum deles é k, então esses elementos são todos menores que k. Da mesma forma,
todos os elementos que estão na linha de k à direita e os elementos que estão abaixo
de k são maiores que k, e nenhum deles é k + 1, então todos são maiores que k + 1.
Temos que

(k, k + 1)et = et′ .

Embora não tenhamos uma expressão explícita para o restante dos termos, iremos
computa-los repetindo a aplicação de 1 a 3. Este é o algoritmo de endireitamento
mencionado no início da Seção 6.3.2.

Exemplo 6.8. Vamos computar as matrizes para a representação de S3 correspondente a

λ = (2, 1). Os dois tableaux padrões de forma λ são : t1 = 1 3
2 e t2 = 1 2

3 .

Nós escolhemos os índices de forma que [t1] B [t2]. Isso faz com que os cálculos no
caso 2 sejam mais fáceis. Assim,

et1 = (e− (1, 2)){t1} = 1 3
2 − 2 3

1
e

et2 = (e− (1, 3)){t2} = 1 2
3 − 3 2

1 .

Para a transposição (1,2) nós temos

(1, 2)et1 = 2 3
1 − 1 3

2 = −et1

conforme previsto pelo caso 1.

Como (1, 2)t2 = 2 1
3 tem uma descente na linha 1, podemos encontrar um elemento de

Garnir. Tomando A = {2, 3} e B = {1}, temos que (A′, B′) : (23, 1), (13, 2), (12, 3) e assim
temos os sequintes tableaux

2 1
3 = (1, 2)t2, 1 2

3 = t2 e 1 3
2 = t1

com elemento de Garnir
gA,B = e− (1, 2) + (1, 3, 2).

Sabemos que gA,Be(1,2)t2 = 0, portanto,

e(1,2)t2 − et2 + et1 = 0,

ou
(1, 2)et2 = et2 − et1 .
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Esse resultado é um exemplo do caso 2, e pode ser obtido mais facilmente simplesmente
observando que

(1, 2)et2 = 1 2
3 − 3 1

2
e expressando isso como uma combinação linear dos eti .
Reunindo todas essas informações nós obtemos a matriz

X((1, 2)) =
 −1 −1

0 1

 .
A transposição (2, 3) é mais fácil de lidar pois o caso 3 sempre se aplica.

(2, 3)t1 = t2

e
(2, 3)t2 = t1.

portanto (2, 3)et1 = et2 e (2, 3)et2 = et1 , e nós obtemos a matriz

X((2, 3)) =
 0 1

1 0


Desde que as transposições adjacentes geram Sn, todas outras matrizes devem

concordar também. Logo,

X((1, 3)) = X((2, 3)(1, 2)(2, 3)) = X((2, 3))X((1, 2))X((2, 3)) =
 1 0
−1 −1

 .
X((1, 2, 3)) = X((1, 2)(2, 3)) = X((1, 2))X((2, 3)) =

 −1 −1
1 0

 .
X((1, 3, 2)) = X((2, 3)(1, 2)) = X((2, 3))X((1, 2)) =

 0 1
−1 −1

 .



7 MULTIPLICIDADE DOS MÓDULOS Sλ EM Mµ

Nesse capítulo, veremos que será muito útil ter informações sobre homomorfismos
de Sλ a Mµ onde λ e µ são partições de n. Em particular, gostaríamos de uma base
para Hom(Sλ,Mµ). Para isso, precisamos pensar na maneira como descrevemos Mµ; a
descrição dos módulos de permutação que vimos não é suficiente e, por isso, agora veremos
uma descrição alternativa , em termos do tableau que permite repetições de entradas.
Como resultado, veremos outra maneira de encontrar a multiplicidade dos módulos de
Specht Sλ em Mµ.

7.1 TABLEAU SEMIPADRÃO

Definição 7.1. Um tableau de Young generalizado de forma λ, é uma matriz T obtida
pela substituição dos pontos de [Dλ] com inteiros positivos, onde repetições são permitidas.
O tipo ou conteúdo de T é a composição µ = (µ1, µ2, ..., µm) onde µi é igual o número de
vezes que i ocorre em T . O conjunto de todos tableaux de Young generalizado de forma λ
e conteúdo µ é denotado por Tλµ, ou seja,

Tλµ = {T : T tem forma λ e conteúdo µ}

Usaremos letras maiúsculas para denotar tableaux generalizados.

Uma dessas matrizes é
T = 4 1 4

1 3
de forma (3, 2) e conteúdo (2, 0, 1, 2).

Nós mostraremos que C[Tλµ] é uma nova cópia de Mµ. Existe uma ação bem
definida de Sn nos tableaux generalizados de modo que Mµ ∼= C[Tλµ] como módulos. Fixe
um λ-tableau t de conteúdo (1n) e tome T ∈ Tλµ. Seja T (i) a entrada de T que ocorre na

mesma posição como i na tableau fixa t. Se λ = (3, 2) e µ = (2, 2, 1), tomando t = 1 2 3
4 5 ,

e T = 2 1 1
3 2 , temos

T = T (1) T (2) T (3)
T (4) T (5) , (7.1)

então T (1) = T (5) = 2, T (2) = T (3) = 1, e T (4) = 3.

Quando as entradas das linhas de t estão em uma sequência crescente temos a
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descrição canônica de T , isto é,

T (1) T (2) . . . T (λ1)
T (λ1 + 1) T (λ1 + 2) . . . T (λ1 + λ2)

... ... ...
T (λ1 + . . .+ λl−1 + 1) T (λ1 + . . .+ λl−1 + 2) . . . T (n)

(7.2)
Vamos definir a ação de Sn em Tλµ por

(πT )(i) def= T (π−1i)

onde T ∈ Tλµ, π ∈ Sn e 1 ≤ i ≤ n.

Para visualizarmos a ação de Sn nos tableaux generalizados vamos calcular a ação
da permutação π = (1, 2, 4) em T , considerando a descrição canônica de T como em (7.1),
temos que

(1, 2, 4)T = T ((1, 4, 2) 1) T ((1, 4, 2) 2) T ((1, 4, 2) 3)
T ((1, 4, 2) 4) T ((1, 4, 2) 5) = T (4) T (1) T (3)

T (2) T (5)

ou seja,

(1, 2, 4) 2 1 1
3 2 = 3 2 1

1 2 .

Exemplo 7.1. Sejam t = 1 3 4 5
2 e T = 2 2 1 1

1 , temos

T = T (1) T (3) T (4) T (5)
T (2) , então

T (1) = T (3) = 2 e T (2) = T (4) = T (5) = 1.

Para visualizarmos a ação de Sn nos tableaux generalizados vamos calcular a ação
das permutações (1, 2) e (1, 3, 2) em T .

(1, 2)T = T ((1, 2)1) T ((1, 2)3) T ((1, 2)4) T ((1, 2)5)
T ((1, 2)2)

= T (2) T (3) T (4) T (5)
T (1)

= 1 2 1 1
2 .

(1, 3, 2)T = T (3) T ((2) T (4) T ((5)
T (1) = 2 1 1 1

2 .

Agora, dado qualquer tablóide {s} de forma µ, vamos produzir um tableau T ∈ Tλµ
deixando T (i) igual ao número da linha na qual i aparece em {s}, onde T (i) aparece como

da descrição canônica de T . Suponha µ = (2, 2, 1) e {s} =
2 3
1 5
4

.
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Como os números 2 e 3 estão na primeira linha de {s}, então definimos T (2) =
T (3) = 1. De modo análogo, tomamos T (1) = T (5) = 2 e T (4) = 3. Assim, T é o seguinte
tableau de forma λ e conteúdo µ

T = 2 1 1
3 2 .

A forma de {s} torna-se o conteúdo de T , como desejado, pois há µi entradas em T com
valor i assim como há µi entradas na primeira linha de {s}.

Dado qualquer tableau generalizado T de forma λ e conteúdo µ podemos obter um
µ-tablóide da seguinte maneira: Se T (k) = i colocamos k na linha i de {s}. Apesar de
π ∈ Sn agir nos elementos de {s}, substituindo i por πi, a permutação π age nos lugares
em T , movendo T (i) para posição de T (πi). Observe que se T corresponde a {s}, πT
corresponde a π{s}.

Sejam λ, µ, t, T e π = (1, 2, 4) como anteriormente, o µ- tabloide correspondente a

T é {s} =
2 3
1 5
4

e o µ- tablóide correspondente a πT é {πs} =
3 4
2 5
1

.

Com essa ação, temos o que precisamos para apresentar a nova descrição de Mµ.
Para ver porque esta ação que definimos é a definição correta para tornar θ um isomorfismo
de módulo, considere θ({s}) = T e π ∈ Sn. Portanto queremos θ(π{s}) = πT. Mas isso
nos obriga a estabelecer

(πT )(i) = número da linha de i em π{s}

= número da linha de π−1i em {s}
= T (π−1i).

Provamos que a aplicação {s} θ−→ T é uma bijeção entre bases de Mµ e C[Tλµ],
então são espaços vetoriais isomorfos, ou seja:

Proposição 7.1. Para quaisquer partições λ e µ, os módulos Mµ e C[Tλµ] são isomorfos.

Pela Proposição 2.11, a multiplicidade de Sλ em Mµ é dada por dim Hom(Sλ,Mµ),
iremos primeiro construir certos homomorfismos de Mλ para Mµ usando nossa descrição
do último em termos do tableau generalizado e então restringir a Sλ. As classes de
equivalência de linha e coluna de um tableau generalizado T , são denotadas por {T} e [T ],
respectivamente, e são definidas de maneira óbvia. Por exemplo, temos que T1, T2 ∈ Tλµ são
equivalentes por linhas se T2 = πT1 para algum π ∈ Rt. Tomando T e t como anteriormente

temos que T = 2 1 1
3 2 é equivalente a T1 = 1 2 1

2 3 pois (1, 2)(4, 5) 2 1 1
3 2 = 1 2 1

2 3 ,
onde (1, 2)(4, 5) ∈ Rt.

Seja {t} ∈Mλ o tablóide associado com um tableau t de forma λ e conteúdo (1n).
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Definição 7.2. Seja t um λ-tableau fixo. Usando a ciclicidade de Mλ podemos escrever
Mλ = CSn{t}. Para cada T ∈ Tλµ, o homomorfismo correspondente a T é a aplicação
θT ∈ Hom(Mλ,Mµ) dada por

g{t} θT−→ g
∑

S∈{T}
S,

onde g ∈ Sn. Estendendo esse homomorfismo por linearidade em C, note que θT é na
realidade um homomorfismo dentro de C[Tλµ], mas que não deve causar problemas em
relação a Proposição 7.1, pois Hom(Mλ,Mµ) ∼= Hom(Mλ,C[Tλµ]).

A aplicação θT está bem definida. Seja {t1} = g1{t}, temos que {t1} = {t} se,
e somente se t1 = πt para algum π ∈ Rt. Assim, temos que g1{t} = π{t} e portanto
θT ({t1}) = θT (π{t}) = π

∑
S∈{T}

S =
∑

S∈{T}
S = θT{t}.

Exemplo 7.2. Se T = 2 1 1
3 2 , observe que esse tableau tem forma λ = (3, 2) e conteúdo

µ = (2, 2, 1), então

θT{t} = 2 1 1
3 2 + 1 2 1

3 2 + 1 1 2
3 2 + 2 1 1

2 3 + 1 2 1
2 3 + 1 1 2

2 3
e

θT ((1, 2, 4){t}) = 3 2 1
1 2 + 3 1 1

2 2 + 3 1 2
1 2 + 2 2 1

1 3 + 2 1 1
2 3 + 2 1 2

1 3
= (1, 2, 4)θT{t}.

Agora nós obtemos elementos de Hom(Sλ,Mµ) deixando

θT é a restrição de θT aSλ.

Se t um tableau de forma λ e conteúdo (1n), então

θT (et) = θT (kt{t}) = kt(θT{t}) = kt(
∑

S∈{T}
S).

Essa última expressão poderia vir a ser zero, forçando assim θT ser a aplicação zero pela
ciclicidade de Sλ. Isso ocorre na situação descrita na próxima proposição.

Proposição 7.2. Sejam λ, µ ` n. Se t é o λ-tableau fixo e T ∈ Tλµ, então ktT = 0 se e
somente se T tem dois elementos iguais na mesma coluna.

Demonstração. Se ktT = 0, então T +
∑
π∈Ct
π 6=e

(sgn π)πT = 0. Então, devemos ter T = πT

para algum π ∈ Ct com sgnπ = −1. Devemos ter que os elementos correspondentes para
qualquer ciclo não trivial de π são iguais e estão na mesma colunas. Como o π não é a
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identidade temos que pelo menos um ciclo não trivial e pelo menos dois elementos são
iguais.

Agora suponha que T (i) = T (j) estão na mesma coluna de T . Então (e−(i, j))T = 0.
Mas e− (i, j) é um fator de kt pela parte 3 do Lema do sinal (Lema 3.4) então ktT = 0.

Para eliminar os elementos triviais de Hom(Sλ,Mµ) faremos o seguinte. Utilizando
a Proposição 7.2 podemos possivelmente eliminar os θT triviais, concentrando-nos no
análogo de tableaux padrão para tableaux com repetições.

Definição 7.3. Um tableau generalizado é semipadrão se suas entradas nas linhas são
crescentes ou não decrescentes, e se suas entradas nas colunas são crescentes. Vamos
denotar T 0

λµ como o conjunto de todos λ-tableauxs semipadrão de conteúdo µ.

Note que um tableau semipadrão T de forma λ e conteúdo (1n) é padrão, pois cada
inteiro de 1 a n aparece exatamente uma única vez no tableau.

O tableau
T = 1 1 2

2 3
é semipadrão, enquanto

T1 = 2 1 1
3 2

não é.

Agora, sejam λ = (4, 2, 2, 1) e µ = (3, 3, 2, 1) o tableau de forma λ e conteúdo µ.

Observe que T2 =
1 1 1 2
2 2
3 3
4

é o único semi-padrão.

Os homomorfismos correspondente aos tableaux semipadrão são aqueles que procu-
ramos. Especificamente, iremos mostrar que eles formam uma base para Hom(Sλ,Mµ).
Pretendemos provar que homomorfismos θT com T em Tλµ formam uma base para
Hom(Sλ,Mµ), são chamados de homomorfismos semipadrão.

7.2 A BASE SEMI-PADRÃO PARA Hom(Sλ,Mµ)

Essa seção é dedicada a provar o seguinte teorema

Teorema 7.1. O conjunto {θT : T ∈ T 0
λµ} é uma base para Hom(Sλ,Mµ)

Em muitas maneiras a prova será similar a dada no Capítulo 6 para mostrar que
os politablóides padrões formam uma base para Sλ. Como sempre, precisamos de uma
ordem parcial apropriada. A ordem de dominância e a ordem de dominância coluna para
o tableau generalizado são definidas exatamente da mesma forma como para tableaux sem
repetições (ver Definição 6.3).
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Exemplo 7.3. Se [S] = 2 1 1
3 2 e [T ] = 1 1 2

2 3 então [S] corresponde a sequência de
composições

λ1 = (0, 1, 1), λ2 = (1, 2, 1), λ3 = (2, 2, 1),

enquanto [T ] tem
µ1 = (1, 1, 0), µ2 = (2, 1, 1), µ3 = (2, 2, 1)

desde que λi E µi para todo i, [S] E [T ].

Exemplo 7.4. Na Figura 2, ilustramos o diagrama de Hasse para tablóides coluna de
forma λ = (3, 2) e conteúdo µ = (2, 2, 1)

1
1

2
2

3

1
1

2 2
3

1 1
2 2

3

1 1 2
2 3

1 1 2
23

1 12
2 3 1

12
2

3

112
2 3

1 12
23 1

12 2
3

12 1
23

Figura 2 – diagrama de Hasse para os tablóides coluna de forma (3, 2) e conteúdo (2, 2, 1).

O Lema da dominância para tablóides (Lema 6.1) e o Corolário 6.1 tem análogos
nessa configuração. Suas provas, sendo similares, serão omitidas.

Lema 7.1. (Lema da dominância para tableaux generalizados) Seja k em uma coluna à
esquerda de l em T com k < l. Então

[T ] B [S],

onde S é o tableau obtido por trocar k e l em T .

Corolário 7.2. Se T é semipadrão e S ∈ {T} é diferente de T então

[T ] B [S].
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Portanto, se T é semipadrão, então [T ] é a maior classe de equivalência que aparece
em θT{t} =

∑
S∈{T}

S.

Antes de provar a independência de θT , devemos citar alguns fatos gerais sobre
espaços vetoriais.

Seja V um espaço vetorial e escolha uma base fixa B = {b1, b2, ..., bn}. Se v ∈ V ,
então dizemos que bi aparece em v se v =

∑
i

cibi com ci 6= 0. Suponha que V é dotado

de uma relação de equivalência e de uma ordem parcial D, iremos denotar as classes de
equivalência por [v]. Podemos generalizar o Lema 6.3 como segue.

Lema 7.2. Sejam V e B como antes e considere um conjunto de vetores v1, v2, ..., vm ∈ V.
Suponha que para todo i existe bi ∈ B aparecendo em vi tal que

1. [bi] D [b] para todo b 6= bi aparecendo em vi, e

2. Os [bi] são todos distintos.

Então, os vi são linearmente independentes.

Também precisamos de um simples lema sobre independência de transformações
lineares.

Lema 7.3. Sejam V e W espaços vetoriais e sejam θ1, θ2, ..., θm aplicações lineares de V
para W . Se existe um v ∈ V tal que θ1(v), θ2(v), ..., θm(v) são independentes em W , então
os θi são independentes como transformação lineares.

Demonstração. Suponha que não sejam independentes. Então há constantes ci não todas
nulas, tais que

∑
i

ciθi é uma aplicação nula. Mas então
∑
i

ciθi(v) = 0 para todo v ∈ V ,

uma contradição a hipótese do lema.

Proposição 7.3. O conjunto
{θT : T ∈ T 0

λµ}

é linearmente independente.

Demonstração. Sejam T1, T2, ..., Tm os elementos de T 0
λµ. Pelo Lema 7.3, é suficiente

mostrar que θT1et, θT2et, ..., θTmet são independentes, onde t é o nosso tableau fixo. Para
todo i, temos

θTiet = θTikt{t} = ktθTi{t}.

Agora Ti é semipadrão, então [Ti] B [S] para qualquer tableau S em θTi{t} (Corolário
7.2). O mesmo é verdade para tableaux de ktθTi{t}, desde que as permutações em kt não
mudam as classes de equivalência de coluna. Também, os [Ti] são todos distintos, desde que
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nenhuma classe de equivalência tem mais de um tableau semipadrão. Consequentemente
o ktθTi{t} = θTiet satisfaz as hipóteses do Lema 7.2, tornando-os independentes.

Para provar que os θT geram Hom(Sλ,Mµ), precisamos do lema abaixo

Lema 7.4. Considere θ ∈ Hom(Sλ,Mµ). Escreva

θet =
∑
T

cTT,

onde t é o tableau fixo de forma λ.

1. Se π ∈ Ct e T1 = πT2 então cT1 = (sgnπ)cT2 .

2. Todo T1 com uma repetição em alguma coluna tem cT1 = 0.

3. Se θ não é a aplicação nula, então existe um tableau semipadrão T2 tendo cT2 6= 0.

Demonstração. 1. Desde que π ∈ Ct eT1 = πT2 temos

π(θet) = θ(π(kt{t})) = θ((sgnπ)kt{t}) = (sgnπ)(θet)

assim sendo, θet =
∑
T

cTT implica

π
∑
T

cTT = π(θet) = (sgnπ)(θet) = (sgnπ)
∑
T

cTT

comparando coeficientes de πT2 na esquerda e T1 na direita temos cT2 = (sgnπ)cT1 .

2. Por hipótese, existe (i, j) ∈ Ct com (i, j)T1 = T1 mas então cT1 = −cT1 pelo que
acabamos de provar, forçando seu coeficiente ser zero.

3. Desde que θ 6= 0, podemos escolher T2 com cT2 6= 0 tal que [T2] é maximal. Afirmamos
que T2 pode ser tomada semipadrão. Pelas partes 1 e 2, podemos escolher T2 de
modo que suas colunas aumentem estritamente.

Suponha por contradição que existe uma descente na linha i. Portanto, T2 tem um
par de colunas como o seguinte
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b1

∧
b2

∧
...
∧

ai > bi

∧
...
∧
ap

Escolha A = {ai, ..., ap} e B = {b1, ..., bi}, e seja gA,B =
∑
π

( sgn π)π o elemento de

Garnir associado. Temos que

gA,B(
∑
T

cTT ) = gA,B(θet) = θ(gA,Bet) = θ(0) = 0.

Agora T2 aparece em gA,BT2 com coeficiente 1, desde que as permutações em gA,B

movem distintos elementos de T2. Então para cancelar T2 na equação anterior, deve
haver um T 6= T2 com πT = T2 para algum π em gA,B. Portanto, T é apenas T2 com
algumas das aj’s e bk’s trocadas. Mas então [T ] B [T2] pelo Lema da dominância
para tableaux generalizados (Lema 7.1). Isso contradiz nossa escolha de T2.

Estamos agora na posição de provar que os θT geram o Hom(Sλ,Mµ).

Proposição 7.4. O conjunto
{θT : T ∈ T 0

λµ}

gera Hom(Sλ,Mµ).

Demonstração. Escolha qualquer θ ∈ Hom(Sλ,Mµ) e escreva

θet =
∑
T

cTT (7.3)

considere
Lθ = {S ∈ T 0

λµ : [S] E [T ] para algumT aparecendo em θet}.

Na terminologia de conjuntos parcialmente ordenados, Lθ corresponde ao ideal de ordem
inferior gerado pelo T em θet. Provaremos esta proposição por indução em |Lθ|.

Se |Lθ| = 0, então θ é a aplicação nula pela parte 3 do Lema 7.4. Tal θ é certamente
gerado pelo Lθ.
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Se |Lθ| > 0, então na equação (7.3) podemos encontrar um tableau semipadrão
T1 com cT1 6= 0. Além disso, segue da prova da parte 3 do Lema 7.4 que nós podemos
escolher [T1] maximal entre aqueles tableaux que aparecem na soma. Agora considere

θ1 = θ − cT1θT1 .

Afirmamos que Lθ1 é um subconjunto de Lθ com T1 removido. Primeiro de tudo, todo
S aparecendo em θT1(et) satisfaz [S] E [T1] , então Lθ1 ⊆ Lθ. Além disso, pela parte 1
do Lema 7.4, todo S com [S] = [T1] aparece com o mesmo coeficiente em θet e cT1θT1et.
Logo T1 /∈ Lθ1 , desde que [T1] é maximal. Por indução, θ1 está no gerado de θT e então θ
também.

Isso completa a prova da proposição e do Teorema 7.1. Assim temos que Hom(Sλ,Mµ) ∼=
C{θT : T ∈ T 0

λµ}.

7.3 NÚMEROS DE KOSTKA E A REGRA DE YOUNG

Nessa seção apresentaremos os números de Kostka que nos darão outra maneira de
encontrar a multiplicidade dos módulos de Specht.

Os números de Kostka contam tableaux semipadrão.

Definição 7.4. Os números de Kostka são a cardinalidade dos T 0
λµ, isto é:

Kλµ = |T 0
λµ|.

Como um corolário imediato do Teorema da base semipadrão (Teorema 7.1), nós
temos a regra de Young.

Teorema 7.3. (Regra de Young) A multiplicidade de Sλ em Mµ é igual ao número de
tableaux semipadrões de forma λ e conteúdo µ, isto é

Mµ ∼=
⊕
λDµ

KλµS
λ.

Note que pelo Teorema 4.4, podemos restringir essa soma direta para λ D µ.

Exemplo 7.5. No Exemplo 4.4 vimos uma forma de encontramos a decomposição do
módulo de permutação M (2,1,1), agora veremos outra forma de encontrar tal decomposição.
Suponha que µ = (2, 1, 1). Então as possíveis partições λ D µ e os λ-tableaux de conteúdo
µ associados são:
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λ D µ (2, 1, 1) (2, 2) (3, 1) (4)

[Dλ]

T 0
λµ T :

1 1
2
3

1 1
2 3

1 1 2
3 1 1 2 3

1 1 3
2

Portanto pela regra de Young, temos que a multiplicidade de Sλ em M (2,1,1) é igual ao
número de tableaux semipadrão de forma λ e conteúdo µ, isto é,

M (2,1,1) ∼= S(2,1,1) ⊕ S(2,2) ⊕ 2S(3,1) ⊕ S(4).

Exemplo 7.6. Para qualquer µ, Kµµ = 1. Isso é por que o único µ-tablóide de conteúdo
µ é o único com todos 1’s na linha 1, todos os 2’s na linha 2, etc. Vimos esse resultado no
Teorema 4.4.

Exemplo 7.7. Para qualquer µ, K(n)µ = 1. Obviamente há apenas uma maneira para
arranjar uma coleção de números em ordem crescente. Também, do ponto de vista teórico
de uma representação, temos que Mµ deve conter exatamente uma cópia de S(n).

Exemplo 7.8. Para qualquer λ, Kλ(1n) = fλ, ou seja, o número de tableaux padrão de
forma λ. De fato, qualquer tableau semipadrão de conteúdo (1n) é na realidade padrão,
cada entrada é um valor de 1 a n, então não há repetições. Isso diz que

M (1n) =
⊕
λ

fλSλ.

Mas M (1n) é a representação regular, do Exemplo 3.3 e, fλ = dimSλ (Teorema 6.2).
Portanto, isso é meramente o caso especial da Proposição 2.14 parte 1, onde G = Sn.

Exemplo 7.9. Quando λ C µ nós temos que Kλµ = 0. Do fato de λ C µ, temos

λ1 + ...+ λi < µ1 + ...+ µi.

Observe que não cabem todas as entradas 1′s na primeira i linha de um tableau de
forma λ, então temos entradas repetidas em alguma coluna, portanto não há um tableau
generalizado semipadrão com forma λ e conteúdo µ nesse caso.



8 RESTRIÇÃO E INDUÇÃO DOS MÓDULOS DE SPECHT

Suponha que temos uma representação irredutível Sλ de Sn e queremos encontrar
sua representação induzida em Sn+1. Intuitivamente, veremos pelo Teorema de Ramificação
que a representação induzida é simplesmente a soma direta de todas as representações
correspondentes aos diagramas de Young obtidos por adicionar uma nova célula ao diagrama
de Young original.

A representação induzida da representação correspondente ao módulo S(2,1) de S3

para S4 é

S(2,1)↑S4 = Ind S4
S3

( )
= ⊕ ⊕

Analogamente, a representação restrição pode ser encontrada removendo uma célula do
diagrama de Young.

S(2,1) ↓S2= Res S3
S2 = ⊕

Essas duas operações correspondem a remover ou adicionar um nó ao diagrama de
Ferrers para λ.

Definição 8.1. Se [Dλ] é um diagrama, então um canto interno de [Dλ] é um nó (i, j) ∈
[Dλ] que se for removido, o resto do diagrama ainda é o diagrama de Ferrers de uma
partição. Qualquer partição obtida por tal remoção será denotada por λ−. Um canto
externo de [Dλ] é um nó (i, j) /∈ [Dλ] que se for adicionado ao diagrama, produz um
diagrama de Ferrers de uma partição. Qualquer partição obtida por tal adição será
denotada por λ+.

Note que os cantos internos de [Dλ] são exatamente aqueles nós no fim de uma
linha e coluna de [Dλ]. Já um canto externo deve ser adicionado de forma que esteja no
fim de uma linha e fim de uma coluna.

Exemplo 8.1. Seja λ = (5, 4, 4, 2), [Dλ] =

• • • • •
• • • •
• • • •
• •

. Iremos representar os cantos

internos com nós ampliados (•) e os cantos externo com nós abertos (◦) no seguinte
diagrama:
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[Dλ] =

• • • • • ◦
• • • • ◦
• • • •
• • ◦
◦

Depois da remoção podemos ter as partições λ− : (4, 4, 4, 2), (5, 4, 3, 2), (5, 4, 4, 1), então

[Dλ− ] :

• • • •
• • • •
• • • •
• •

,

• • • • •
• • • •
• • •
• •

,

• • • • •
• • • •
• • • •
•

.

Enquanto que depois da adição, podemos ter as partições λ+ : (6, 4, 4, 2), (5, 5, 4, 2), (5, 4, 4, 3)
e (5, 4, 4, 2, 1), então

[Dλ+ ] :

• • • • • •
• • • •
• • • •
• •

,

• • • • •
• • • • •
• • • •
• •

,

• • • • •
• • • •
• • • •
• • •

,

• • • • •
• • • •
• • • •
• •
•

.

Essas são exatamente as partições que ocorrem na restrição e indução. Em particular,

S(5,4,4,2) ↓S14
∼= S(4,4,4,2) ⊕ S(5,4,3,2) ⊕ S(5,4,4,1)

e
S(5,4,4,2) ↑S16

∼= S(6,4,4,2) ⊕ S(5,5,4,2) ⊕ S(5,4,4,3) ⊕ S(5,4,4,2,1)

Antes de provar a regra de Ramificação, precisamos de um resultado sobre dimen-
sões.

Lema 8.1. Seja fλ o número de todos tableaux padrão de forma λ. Temos que

fλ =
∑
λ−

fλ
−
.

Demonstração. Todo tableau padrão de forma λ ` n tem n em um dos cantos internos.
Uma vez que n é a maior entrada no tableau, deve estar no final da linha e da coluna
para que o tableau seja padrão. Assim n deve ocorrer em um canto interno. Isso significa
que podemos descrever qualquer tableau padrão escolhendo o canto interno contendo n,
removendo esse canto e preenchendo o resto com um tableau padrão de forma λ− ` n− 1.
Assim o número de λ-tableaux padrões é a soma da quantidade de todas λ− tableaux
padrões.
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Lema 8.2. Seja V um módulo com submódulo W . Considere o espaço vetorial quociente
V/W = {v +W : v ∈ V }. Então V/W é um G-módulo. Mais ainda,

V ∼= W ⊕ (V/W ).

Demonstração. Se W é um submódulo de V então a G-ação em V define uma ação em
V/W se colocarmos g(v+W ) := g(v)+W . Seja v′ na mesma classe que v então v−v′ ∈ W
e assim g(v − v′) ∈ W , isto é, g(v) +W = g(v′) +W .

Podemos identificar V/W com W⊥ desde que W ⊕ W⊥ = V . Todo elemento
v ∈ V pode ser escrito como u + w onde u ∈ W⊥ e w ∈ W . Restringindo a projeção
π : V −→ V/W a W⊥ induzimos um isomorfismo de W⊥ a V/W , W⊥ ∼= V/W .

Teorema 8.1. (Regra de Ramificação) Se λ ` n, então:

1. Sλ ↓Sn−1
∼=
⊕
λ−

Sλ
− , e

2. Sλ ↑Sn+1∼=
⊕
λ+

Sλ
+

Demonstração. Sejam os cantos internos de λ aparecendo nas linhas r1 < r2 < ... < rk.
Para cada i seja λi denotada a partição λ− obtida por remover a célula canto na linha
ri. Mais ainda, se n esta no fim da linha ri do tableau t (respectivamente, na linha ri do
tablóide {t}), então ti (respectivamente,{ti}) será o tableau obtido por remover o n.

Agora dado qualquer grupo G com módulo V e submódulo W , pela Lema 8.2
temos que

V ∼= W ⊕ (V/W ),

onde (V/W ) é o espaço quociente. Portanto é suficiente encontrar uma cadeia de subespaços

{0} = V (0) ⊂ V (1) ⊂ V (2) ⊂ ... ⊂ V (k) = Sλ ↓Sn−1

tal que V (i)/V (i−1) ∼= Sλ
i como Sn−1 módulos para 1 ≤ i ≤ k. Podemos ver isso

Sλ ↓Sn−1= V (k) ∼= V (k−1) ⊕ (V (k)/V (k−1)) ∼= V (k−1) ⊕ Sλk

e similarmente V (k−1) ∼= V (k−2) ⊕ Sλk−1 , fazendo isso passo a passo.

Seja V (i) o espaço vetorial gerado pelos politablóides padrão et, onde n aparece em
t no fim de uma das linhas de r1 a ri. Mostraremos que os V (i) são os módulos desejados
da seguinte forma.

Defina a aplicação θi : Mλ −→Mλi , estendendo linearmente
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{t} θi−→

{ti}, se n está na linha ri de {t},

0, caso contrário.

θi é um Sn−1 homomorfismo, desde que n é fixado por Sn−1. Além disso, para um tableau
padrão t temos

et
θi−→

eti , se n está na linha ri de t,

0, sen está na linha rj de t onde j < i.
(8.1)

Isso é porque qualquer tablóide aparecendo em et, t padrão, tem n na mesma linha que t
ou na linha maior do que em t.

Se considerarmos que se n está na linha ri então de todos os tablóides que aparecem
em et, apenas aqueles que levam n nessa linha não são levados para zero por θi. As
permutações em Ct deixando n fixado são exatamente aquelas em Cti .

Se n aparece acima da linha ri, então uma vez que é a última entrada em sua
coluna, essa coluna não pode ter entradas na linha ri, portanto como usamos Ct para
permutar os elementos de cada coluna, todos os tablóides que aparecem em et = C−t serão
enviados para zero por θi.

Desde que os politablóides padrões formam uma base para o correspondente módulo
de Specht, as duas partes de (8.1) mostram que

θiV
(i) = Sλ

i

. (8.2)

Cada politablóide padrão eti ∈ Sλ
ivem de algum politablóide et ∈ Mλ. Todos esses et

tem n na linha ri, então todos estão em V (i). Os λi-politablóides geram Sλ
i . Se t tem n

acima da linha ri, θ(et) = 0 e então

V (i−1) ⊆ Ker θi (8.3)

da equação (8.3) podemos construir a cadeia

{0} = V (0) ⊆ V (1) ∩Ker θ1 ⊆ V (1) ⊆ V (2) ∩Ker θ2 ⊆ V (2) ⊆ ... ⊆ V (k) = Sλ. (8.4)

mas da equação (8.2)

dim V (i)

V (i) ∩ Ker θi
= dim θiV

(i) = fλ
i
.

Pelo Lema 8.1, as dimensões desses quocientes somadas

dimSλ =
k∑
i=1
fλ

i =
k∑
i=1

dim(Sλi)
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Devemos ter V (i−1) = V (i) ∩ Ker (θi), para i, ..., k desde que não há mais espaço para
mais módulos pelo argumento de contagem do que é dimSλ. Além disso

V (i)

V (i−1)
∼=

V (i)

V (i) ∩ Ker θi
∼= Sλ

i
.

Para a segunda parte nós usaremos a Reciprocidade de Frobenius (Teorema 2.15).
As partes 1 e 2 podem ser mostradas equivalentes pelo mesmo método.

Seja χλ o carácter de Sλ. Se Sλ ↑Sn−1∼= ⊕µ`n+1mµS
µ, então tomando os caracteres

χλ ↑Sn−1∼=
∑

µ`n+1
mµχ

µ. Pela parte 2 do Corolário 2.13, as multiplicidades são dadas por

mµ = 〈χλ ↑Sn−1 , χµ〉.

Utilizando a Reciprocidade de Frobenius (Teorema 2.15) temos

〈χλ ↑Sn−1 , χµ〉 = 〈χλ, χµ ↓Sn〉,

Pela parte 1 desse teorema temos que

〈χλ, χµ ↓Sn〉 = 〈χλ,
∑
µ−

χµ
−〉.

Agora utilizando a parte 4 do Corolário 2.13 obtemos que

〈χλ,
∑
µ−

χµ
−〉 =

1 se λ = µ−,

0 caso contrário.

Pela definição de µ− e λ+ podemos reescrever

〈χλ,
∑
µ−

χµ
−〉 =

1 se µ = λ+,

0 caso contrário
.

Como λ vem de µ removendo um canto interno então µ vem de λ adicionando um canto
externo

Sλ ↑Sn+1∼= ⊕λ+Sλ
+
.



9 RESULTADOS COMBINATÓRIOS

O Teorema 6.4 mostra que qualquer resultado sobre os módulos irredutíveis para Sn
é passível de uma interpretação combinatória em termos de contagem de tableaux padrão.
Por isso, seria interessante ter provas combinatórias, isto é, bijetivas, destes resultados.

9.1 O ALGORITMO DE ROBINSON-SCHENSTED

Nessa seção, vamos desenvolver apenas as propriedades mais importantes do
algoritmo de Robinson-Schensted que nos permite apresentar a prova combinatória da
parte 3 do Teorema 6.4.

Muitos resultados sobre representação do grupo simétrico podem ser abordados de
forma puramente combinatória. O link crucial entre esses dois pontos de vista é o fato
que o número de tableaux de Young padrão de uma dada forma é o grau da representação
irredutível correspondente. Falaremos do algoritmo de Robinson-Shensted que fornece
uma prova bijetiva da identidade ∑

λ`n
(fλ)2 = n!.

Se desconsiderarmos sua origem, essa identidade pode ser considerada como uma
declaração puramente combinatória. Isso diz que o número de elementos em Sn é igual ao
número pares de tableaux padrão da mesma forma λ, com λ variando sobre todas partições
de n. Portanto, deve ser possível dar uma prova dessa fórmula puramente combinatória,
isto é, bijetiva. A correspondência de Robinson-Shensted faz exatamente isso.

A bijeção é denotada por
π

R−S←→ (P,Q),

onde π ∈ Sn e P,Q são λ-tableaux padrão, λ ` n. Primeiramente, descrevemos a aplicação
que, dada uma permutação, produz um par de tableaux. Suponha que π é escrito na
notação 2-linhas como

π = 1 2 . . . n

x1 x2 . . . xn
.

Construímos uma sequência de pares de tableaux

(P0, Q0) = (∅, ∅), (P1, Q1), (P2, Q2), . . . , (Pn, Qn) = (P,Q), (9.1)

onde x1, x2, . . . , xn são inseridos nos P ’s e 1, 2, . . . , n são localizados nos Q’s de modo a
forma de Pk seja igual a forma de Qk para todo k.

Definição 9.1. Dizemos que P é um tableau parcial se P é um tableau com entradas
distintas cujas linhas e colunas aumentam. Um tableau parcial será padrão se estes
elementos são precisamente {1, 2, . . . , n}.
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As operações de inserção e localização irão agora ser descritas.

Definição 9.2. Seja P um tableau parcial e seja um elemento x que não está em P . Para
inserir x em P , procedemos com o seguinte algoritmo:

RS1- Seja R := a primeira linha de P , onde := significa substituição.

RS2- ENQUANTO x é menor que algum elemento da linha R, FAÇA

RSa- Seja y o menor elemento maior que x e substitua y por x em
R. A inserção de x em R é denotada por R← x

RSb- Seja x := y e R := a próxima linha para baixo de P .

RS3- Agora x é maior que todo elemento de R, então coloque x no fim da
linha R e pare.

Em resumo, esse procedimento permite que o elemento que entra em uma linha R
substitua o menor elemento maior do que ele e insere esse elemento que foi substituído na
próxima linha, até que esteja como no passo RS3, onde o elemento é maior que todos os
elementos da linha R em que ele estará inserido e o coloca no final desta linha. Isso inclui
o caso em que essa linha está vazia, onde se torna uma nova linha.

Exemplo 9.1. Para ilustrar, suponha que x = 3 e P =
1 4 7
2 5
6 8

. Pelo algoritmo acima,

temos que

1 4 7
2 5
6 8

←
1ª linha

3
1 3 7
2 5
6 8

←
2ª linha

4
1 3 7
2 4
6 8

←
3ª linha

5
1 3 7
2 4
5 8

←
4ª linha

6
1 3 7
2 4
5 8
6

Onde o 3 substitui 4, onde o 4 por sua vez substitui 5, posteriormente o 5 substitui 6 e
finalmente o 6 forma uma nova linha. Os elementos inseridos estão em negrito. Note que
sempre que colocamos para fora um elemento y o elemento estritamente abaixo dele já
é maior do que y e que a inserção muda a forma de um tableau adicionando uma única
célula para a forma.

Se o resultado da inserção de x em P produz o tableau P ′, escrevemos

rx(P ) = P ′.

Note que as regras de inserção foram cuidadosamente escritas para que P ′ ainda tenha
linhas e colunas crescentes.

A localização de um elemento em um tableau é ainda mais fácil que inserção.

Definição 9.3. Suponha que Q é um tableau parcial de forma µ e que (i, j) é uma canto
externo de µ. Se k é maior que todo elemento de Q, então para colocar k em Q na célula
(i, j), meramente coloque Qi,j := k.



116

A restrição em k garante que o novo tableau é ainda um tableau parcial.

Exemplo 9.2. Se tomarmos Q =
1 3 4
2 5
7

, colocando k = 8 na célula (i, j) = (3, 2)

teremos
1 3 4
2 5
7 8

.

Finalmente podemos descrever como construir a sequência (9.1) da permutação

π = 1 2 . . . n

x1 x2 . . . xn

Começamos com um par (P0, Q0) de tableaux vazios. Assumindo que (Pk−1, Qk−1) foi
construído, defina (Pk, Qk) por

Pk = rxk(Pk−1),
Qk = colocar k em Qk−1 na célula (i, j) onde a inserção termina.

O processo acaba em (Pn, Qn).

Note que a definição de Qk garante que sh Pk = sh Qk para todo k. Chamamos
P = Pn o P -tableau, ou tableau inserção de π e escrevemos P = P (π). Similarmente,
Q = Qn é chamado Q- tableau, ou tableau localização, e denotamos por Q = Q(π).
(P,Q) = (Pn, Qn).

Exemplo 9.3. Agora consideramos um exemplo do algoritmo completo. Números em
negrito são usados para os elementos da linha inferior de π e consequentemente também
para os elementos de Pk. Seja

π = 1 2 3 4 5 6 7
4 2 3 6 5 1 7

= 1 2 3 4 5 6 7
x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

(9.2)

Então os tableaux construídos pelo algoritmo são

Pk : P0 = ∅, 4 , 2
4 ,

2 3
4 ,

2 3 6
4 ,

2 3 5
4 6 ,

1 3 5
2 6
4

,
1 3 5 7
2 6
4

= P

Qk : Q0 = ∅, 1 , 1
2 ,

1 3
2 ,

1 3 4
2 ,

1 3 4
2 5 ,

1 3 4
2 5
6

1 3 4 7
2 5
6

= Q

Então

1 2 3 4 5 6 7
4 2 3 6 5 1 7

−→

 1 3 5 7
2 6
4

,
1 3 4 7
2 5
6

 .
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O teorema principal sobre esta correspondência é o seguinte

Teorema 9.1. (Algoritmo de Robinson-Schensted) A aplicação

π
R−S←→ (P,Q)

é uma bijeção entre elementos de Sn e pares de tableaux padrão do mesmo tipo λ ` n.

Demonstração. Para mostrar que temos uma bijeção, é suficiente criar uma inversa,
denotamos esta correspondência por "(P,Q) S−R←→ π". Nós simplesmente revertemos o
precedente algoritmo passo a passo.

Começamos definindo (Pn, Qn) = (P,Q). Assumindo que (Pk, Qk) foi construído,
vamos encontrar xk que é o k-ésimo elemento de π e depois (Pk−1, Qk−1). Para evitar o
subescrito duplo no que se segue, usamos Pi,j para representar a (i, j) entradas de Pk.

Encontre a célula (i, j) contendo k em Qk. Desde que este é o maior elemento
em Qk, Pi,j deve ter sido o último elemento a ser deslocado na construção de Pk. Nós
podemos agora usar o seguinte procedimento para deletar Pi,j de P . Por conveniência,
assumimos a existência de uma linha zero vazia acima da primeira linha de Pk.

SR1- Seja x := Pi,j e apague Pi,j.

seja R:= a (i− 1)-ésima linha de Pk.

SR2- Enquanto R não é a linha zero de Pk, faça

SRa- Seja y o maior elemento de R menor que x e substitua y por x em R.

SRb- seja x := y e R := a próxima linha acima

SR3- Agora x foi removido da primeira linha, então seja xk := x

É fácil ver que Pk−1 é Pk após o processo de exclusão que acabamos de descrever e
Qk−1 é Qk com o k apagado. Continuando nesse caminho, acabamos recuperando todos
os elementos de π em ordem reversa.

Temos estabelecido, pois, que o algoritmo de Robinson-Schented é uma bijeção
entre o grupo simétrico Sn e {(P,Q) |P,Q são tableaux padrões de mesma forma λ ` n}.
Em particular, temos

∑
λ`n

(fλ)2 = n!

Iremos finalizar essa seção com um exemplo que ilustra a ordem inversa da corres-
pondência.

Exemplo 9.4. Já sabemos pelo Teorema 9.1 que a aplicação π R−S←→ (P,Q) é uma bijeção.
Usaremos P e Q do Exemplo 9.3, para visualizar o algoritmo inverso ao algoritmo utilizado
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nesse exemplo. Se temos que

P =
1 3 5 7
2 6
4

e Q =
1 3 4 7
2 5
6

iremos encontrar a permutação π associada a este par. Para isso iremos utilizar o algoritmo
descrito na demonstração do Teorema 9.1.

• Para k = 7, iremos encontrar x7 que é o 7° elemento de π e com isso encontrare-

mos (P6, Q6). Sabemos que 7 está na célula (1,4) de Q7 =
1 3 4 7
2 5
6

, como 7 é o maior

elemento em Q7, nós temos que P1,4 é o último elemento a ser deslocado na construção de

P7 =
1 3 5 7
2 6
4

. Vamos então deletar P1,4 de P7. Seja x := P1,4 = 7, apagando 7 de P7

nós temos
1 3 5
2 6
4

e como 7 foi removido da primeira linha, logo x7 := 7.

• Para k = 6, agora nós encontraremos x6 que é o 6° elemento de π e através disso

encontraremos agora (P5, Q5). Como 6 é o maior elemento em Q6 =
1 3 4
2 5
6

e se encontra

na célula (3,1) o último elemento a ser deslocado na construção de P6 =
1 3 5
2 6
4

é o P3,1.

Vamos deletar P3,1 de P6. Seja x := P3,1 = 4, apagando 4 de P6, temos 1 3 5
2 6 . Como

estamos na linha dois de P6 iremos continuar o procedimento, seja 2 o maior elemento

da segunda linha menor que 4, substituindo 2 por 4 temos 1 3 5
4 6 . Agora estamos na

primeira linha de P6, seja x := 2, 1 é o maior elemento da primeira linha menor que 2,

substituindo 1 por 2, temos 2 3 5
4 6 . Então temos que o 1 foi removido da primeira linha,

logo x6 := 1.

Fazendo o mesmo procedimento para k = 5, 4, 3, 2, 1, nós encontramos que x5 := 5,
x4 := 6, x3 := 3, x2 := 2 e x1 := 4. Logo encontramos π = (4, 2, 3, 6, 5, 1, 7) construída
pelo algoritmo, como queríamos.
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