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RESUMO

Nesse trabalho, apresentamos a teoria de representacao béasica do grupo simétrico e seus
aspectos combinatorios. O objetivo principal desse trabalho é construir um conjunto
completo de representagoes irredutiveis e nao equivalentes do grupo simétrico, em termos
da sua particao e conceitos combinatorios relacionados com o tableau de Young. Veremos
que esse objeto combinatério nos fornecera duas maneiras de descrever as representacoes
irredutiveis do grupo simétrico, uma via politabléides e uma alternativa via idempotentes
da algebra de grupo, e que, na verdade, essas duas abordagens sao isomorfas. Iremos
abordar alguns resultados interessantes, como a regra de Young, a regra da ramificagao e

o algoritmo combinatério da correspondéncia de Robinson-Schensted.

Palavras-chave: Grupo simétrico. Representacoes. Tableau de Young.



ABSTRACT

In this work, we present the basic representation theory of the symmetric group and
its combinatorial aspects. The main objective of this work is to construct a complete
set of irreducible and inequivalent representations of the symmetric group, in terms
of its partition and combinatorial concepts related to Young’s tableau. We will see
that this combinatorial object will provide us two ways of describing the irreducible
representations of the symmetric group, a politabloid pathway, and an alternative via
idempotent group algebra, and that, in fact, these two approaches are isomorphic. We
will cover some interesting results, such as the Young’s rule, the branching rule, and the

Robinson-Schensted’s combinatorial matching algorithm.

Key-words: Symmetric group. Representations. Young Tableau.
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1 INTRODUCAO

Através da teoria de representacao de grupos podemos entender um grupo G a
partir de sua agdo em espacgos vetoriais, ou seja, podemos caracterizar as formas como um
grupo pode agir num espaco vetorial e os efeitos dessas agoes. A teoria de representacao

de grupos simétricos é um caso especial da teoria geral de representacao dos grupos finitos.

Dado um grupo finito G, temos que o niimero de representagoes irredutiveis de GG
é igual ao seu nimero de classes de conjugacao, no entanto, nao existe uma férmula geral
para mapear as classes de conjugacao de um grupo para suas representagoes irredutiveis.
No caso do grupo simétrico S,,, o nimero de tais representacoes irredutiveis é igual ao

nimero de particoes de n.

Pelo Teorema de Cayley, temos que todo grupo finito GG é isomorfo a um subgrupo
de S|g| 0 que mostra a importancia de se conhecer as representacoes irredutiveis do grupo
simétrico. Tendo visto os conceitos basicos pertinentes a teoria geral da representagao de
grupos, passamos a especificar nossa discussao para os grupos simétricos cujas propriedades

permitem uma exploragdo mais detalhada.

Podemos associar cada particao de n a um tableau de Young. Esses objetos
combinatérios sao nomeados em homenagem ao Alfred Young, que foi um dos primeiros a
construir as representagoes irredutiveis de .S,,. Eles fornecem uma maneira para se obter
representacoes do grupo simétrico o qual chamamos de Representacao de Permutacao.
Construimos um conjunto completo de médulos irredutiveis e inequivalentes do grupo
simétrico, os quais também sao determinados unicamente em termos das particoes de n.

A partir disso, decompomos a representacao de permutacao em suas partes irredutiveis.

Iremos utilizar dois métodos para se obter tais representagoes irredutiveis: através
dos médulos de Specth e através de elementos idempotentes da algebra do grupo. Fazemos
a comparacao das duas abordagens adotadas nesse trabalho provando que essas duas
formas de representacao sao isomorfas. Para uma descricao mais detalhada desses modulos,
continuamos nossa discussao utilizando os médulos de Specht. Nossa fonte principal nesse

trabalho sera o livro do B. Sagan [SA].

Essa dissertagao esta organizada da seguinte forma. No Capitulo 2, comecamos
relembrando alguns conceitos gerais do grupo simétrico e, depois, fazemos uma discussao
sobre a teoria da representagao, com énfase no grupo simétrico. Os conceitos apresentados

nesse capitulo serdo referidos com muita frequéncia no decorrer da dissertacao.

No Capitulo 3, apresentamos os diagramas Young, tableaux de Young e tablbides
para construir uma representacdo de S,, conhecida como médulo de permutacao M?, essas

representacoes sao geralmente redutiveis.

No Capitulo 4, baseando na abordagem utilizada no livro do Sagan, com o objetivo



de construir os médulos de Specht, que sao representagoes irredutiveis de .S,,, introduzimos
politabléides. Além disso, provamos que os modulos de Specht formam uma lista completa

de representagoes irredutiveis de S,,.

No Capitulo 5, utilizando os idempotentes da algebra de grupo, apresentamos
uma maneira distinta de definir uma representacao irredutivel do grupo simétrico, essa

abordagem ¢é adotada pelo livro W. Fulton e J. Harris [FH].

No Capitulo 6, nés determinamos a dimensdo de S*. Provamos que os politabléides

padroes de forma A formam uma base para o mdédulo de Specht.

No Capitulo 7, apresentamos resultados relativos a decomposicao dos médulos de
permutacao nos modulos Specht. Nés encontramos as multiplicidades dos médulos de

Specht em M?, apresentamos os ntimeros de Kostka e discutimos a regra de Young.

No Capitulo 8, dada a representacdo associada ao médulo de Specht S*, deter-
minamos pela regra de ramificacdo de Young sua representacao restrita em S, ;1 e sua

representacao induzida em S, ;1.

No Capitulo 9, apresentamos uma interpretagao combinatéria de uma identidade
envolvendo a dimensao das representacoes irredutiveis de S,,, utilizando a correspondéncia

Robinson-Schensted.



2 PRELIMINARES

O objetivo desta dissertacao é o estudo das representagdes do grupo simétrico.
Por isto, neste primeiro capitulo, apresentamos o grupo simétrico e suas propriedades e
posteriormente introduzimos os conceitos basicos relacionados a teoria de representacao
e a teoria dos moédulos que sao os principais campos onde todo o nosso trabalho se

desenvolvera.

2.1 GRUPO SIMETRICO
Nessa secao, apresentaremos as principais defini¢gdes e propriedades do grupo
simétrico.

Definigao 2.1. Seja X = {1,2,...,n}. O conjunto Sx das aplicagoes biunivocas de X
em X, ou das permutacoes de X, é um grupo com respeito a composicao de aplicagoes.

Este grupo é chamado grupo simétrico de grau n e é denotado por S,,.

Os elementos de S, sdo chamados permutacoes de n elementos. O grupo .S,, tem
ordem n! e a multiplicacdo de permutacoes é operada da direita para esquerda: 77 é a

bijecao obtida por primeiro aplicar 7 seguida por 7.

H4 diferentes notacoes para representar uma permutagao m € S,,.

1. A notagado duas-linhas: formada pela matriz

2. A notagdo ciclica: dado i € {1,2,...,n}, os elementos da sequéncia i, 7(z), 7(i), . . .
podem nao ser todos distintos. Tomando a primeira poténcia p tal que 7P (i) = 1,

temos o ciclo

(i, 7(i), 7%(i), ..., 7P (7).

Equivalentemente, o ciclo (i, j, k,...,l) significa que 7 envia ¢ para j, j para k, e

assim por diante e [ de volta a i. Agora, escolhemos um elemento que nao esta no
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ciclo contendo ¢ e repetimos esse processo até que todos os membros de {1,2,...,n}
tenham sido considerados. Em geral, para cada m € S,,, os niimeros sdo rearranjados

e agrupados em k ciclos

(1,2, -« iy ) iy 15 -+ img) =~ (g 1 - <)
Exemplo 2.2. Seja m € S5 do Exemplo 2.1. A notagao ciclica de 7 é (1,3,5)(2,4).

Exemplo 2.3. Permutar ciclicamente os elementos dentro de um ciclo ou reordenar

os ciclos em si nao altera a permutacao. Por exemplo,

(1,2,3)(4)(5) = (2,3, 1)(4)(5) = (4)(2,3, 1)(5) = (4)(5)(3,1,2).
Exemplo 2.4. Podemos representar o grupo simétrico de grau trés por

S; ={1,(1,2),(2,3),(1,3),(1,2,3),(1,3,2)}.

3. Um k-ciclo, ou ciclo de comprimento k, é um ciclo contendo k elementos. O tipo

ciclico, ou simplesmente o tipo de m, é uma expressao da forma
(rme2m2. o n™n),
onde my, é o nimero de ciclos de comprimento k£ em .
Exemplo 2.5. No Exemplo 2.3, a permutacao tem tipo ciclico
(12,293, 4% 5%
indicando que ela consiste de um 3-ciclo e dois 1-ciclos.

Um 1-ciclo de 7 é chamado ponto fixo. Os nimeros 4 e 5 sao pontos fixos no
Exemplo 2.3. Os pontos fixos sdo geralmente omitidos da notagao ciclo se nao houver

confusdo. Um 2-ciclo m = (7, j) é chamado de transposicao.

Dizemos que os ciclos m = (i1,...,4) e T = (J1,...,Jr) sdo disjuntos se iy # j
para todo s = 1,...,l et = 1,...,r. Neste caso, temos que 77 = 7m. Note que isso
nao ocorre quando os ciclos nio sao disjuntos. Sejam 7 = (1,2) e 7 = (1, 3) temos que
= (1,2)(1,3) = (1,3,2) e 7w = (1,3)(1,2) = (1,2,3), entdo 7T # 7.

Proposicao 2.1. Qualquer permutacao a € 5, é um ciclo ou um produto de ciclos

disjuntos.

Demonstragio. Ver Proposicao 2.2 de [RJ]. O

Definicao 2.2. Uma fatoracao completa de uma permutacao m é uma fatoracao de m em

ciclos disjuntos que contém exatamente um 1-ciclo para ¢ fixo por 7.
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Exemplo 2.6. A fatoragao completa da permutagao 7 = (1,3,5) em S5 é (1,3,5)(2)(4).

Proposicao 2.2. Toda permutacao m € S, \ {(1)} se decompde completamente de forma

unica como produto de ciclos disjuntos, a menos da ordem dos fatores.
Demonstragao. Ver Proposigao 2.3 de [RJ]. O

Uma permutacao m € S, é par se ela pode ser fatorada em um nimero par de
transposigoes. Caso contrario, m é impar. Se uma transposicao for da forma s; = (i,7 + 1)

para 1 < i <n — 1, dizemos que é uma transposicao adjacente.

Proposigao 2.3. Os seguintes conjuntos geram S,,.

1. Todas as transposicoes de S,;

2. Todas as transposigoes adjacentes.

Demonstragio. Ver Proposicao 2.10 [RJ]. O

Definicao 2.3. Seja 7 € S, com fatoracao completa m = ay - - - 4. O sinal de 7 é definido

por sgn(r) = (—1)" .
Teorema 2.1. Para quaisquer permutagoes 7,7 € S, temos que sgn(n7) = sgn(m)sgn (7).
Demonstragio. Ver Teorema 2.12 de [RJ]. O

Corolario 2.2. Seja w € S,,.

1. Se sgn(w) = 1 entao 7 é par.
2. Se sgn(m) = —1 entdo 7 é impar.

3. Uma permutacao é impar se, e somente se, for produto de uma quantidade impar de

transposicao.
Demonstragio. Ver Teorema 2.13 de [RJ]. O

Considere agora um grupo qualquer G. Dizemos que dois elementos g, h € G sao
conjugados se g = khk™!, para algum k € G. O conjunto de todos elementos conjugados
a um dado g é chamado de a classe de conjugagao de g e é denotado por K,. Como
a conjugacao é uma relagdo de equivaléncia temos que distintas classes de conjugacao

particionam G.
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Proposicao 2.4. Sejam 0,7 € 5,. Suponha que ¢ tem decomposicao ciclica

<a17a27 "'7ak1)(bl7b27 T ka) e

Entdo 707! tem decomposicao ciclica

(1(a1),7(ag), ..., 7(ar, ) (1(b1), 7(b2), ooy T(bry)) - - -,

isto é, ToT~! é obtido de o substituindo-se cada entrada i no ciclo de decomposicao de o

pela entrada 7(7).

Demonstragio. Ver Proposicao 4.10 de [DF]. O

Definigao 2.4. Se n € Z*, uma particio de n é uma sequéncia nao decrescente de inteiros

positivos cuja soma é n.

Note pelos resultados anteriores que o tipo ciclico de uma permutagdo decomposta
como produto de ciclos disjuntos é inico. O tipo ciclico de um m-cicloem S,, ¢ 1,1,...,1,m,
onde o m é precedido de (n — m) uns. Cada tipo ciclico para uma permutacao de S, é
uma particdo de n. Temos que k estd repetido my vezes na versao para particao do tipo

ciclico de m. O Exemplo 2.5 corresponde a parti¢ao (3,1,1).

Proposicao 2.5. Dois elementos de 5, sao conjugados em .5,, se, e somente se, tém o
mesmo tipo ciclico. O numero de classes de conjugacao de 5, é igual ao nimero de

particoes de n.
Demonstragio. Ver Proposicao 4.11 de [DF]. O

Por exemplo, as permutagoes 7 = (1,2,3)(4,5)(6,7) e 7 = (1,5)(3,7)(2,4,6) sao

conjugadas pois tem o mesmo tipo ciclico (2,2, 3).

Seja g € G onde G ¢ grupo qualquer. Definimos o centralizador Z,; por

Z,={h€G : hgh™" =g}

Z4 corresponde ao subgrupo de todos elementos que comutam com g.

Proposicao 2.6. Existe uma bijecao entre K, e as classes laterais de Z; em G. Portanto

_ 6l

Kyl = -
Tz

Demonstragio. Ver Proposicao 4.6 de [DF]. ]
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2.2 REPRESENTACOES E MODULOS

Nesta secao, apresentamos os principais ingredientes usados na teoria da represen-
tacao de grupos. Tal teoria serd necessaria nos seguintes capitulos nos quais abordaremos

a teoria de representacao do grupo simétrico.

A teoria de representacao de grupos pode ser descrita tanto na linguagem de
acoes no grupo linear quanto pela linguagem de moédulos. Neste trabalho, vamos seguir a

abordagem de moédulos, seguindo a referéncia [SA].

2.2.1 DEFINICOES BASICAS E CONCEITOS

Inicialmente definiremos as noc¢oes equivalentes de representacoes de grupo, repre-

sentacoes matriciais e modulos de grupo.

Seja V' um espaco vetorial. A menos que seja afirmado o contrario, todos os espagos
vetoriais serao sobre os niimeros complexos e de dimensao finita. Seja GL(V') o grupo
geral linear formado pelas transformagoes lineares inversiveis de V em V. Se dimV = d,

entdo GL(V) é isomorfa ao grupo GL4(C) de matrizes d x d inversiveis com entradas em

C.

Definig¢ao 2.5. Uma representa¢io de um grupo G é um homomorfismo ¢ : G — GL(V)

para algum espaco vetorial V' de dimensao finita.

Vamos denotar um elemento ¢(g) por ¢4, onde g € G. Segue, por defini¢do, que
©gh = Qgtpn Para todo g,h € G, . =1 e p,1 = 90;1. A dimensao de V é chamada grau
de ¢.

Exemplo 2.7. Uma representacao de grau 1 de um grupo G é um homomorfismo ¢ :
G — C*, onde C* é o grupo multiplicativo de todos niimeros complexos nao nulos. No
caso que o grupo G tem ordem finita, os valores de ¢, sao raizes da unidade. Suponha
que g € G tenha ordem k. Temos que (pg)* = pgr = . = 1. Se ¢, = 1 para todo g € G,

entao essa representacao é chamada representacdao trivial.

Definicao 2.6. Uma representacio matricial de um grupo G é um homomorfismo de

grupo X : G — GL4(C). Equivalentemente, para cada g € G, atribui-se uma matriz
X(g) d x d tal que

1. X(e) = I, onde I é a matriz identidade, e

2. X(gh) = X(g9)X(h) para todo g,h € G.

O parametro d é chamado grau, ou dimensao, da representacao e é denotado por deg X.

As condigoes 1 e 2 implicam que X (¢g7') = X (g)~*.
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A aplicacao X (7) = (sgn(7)) é uma representacao de grau 1 de S, chamada de

representagdo sinal.

Exemplo 2.8. Seja m € S,,. Definimos X (7) = (2 j)nxn por

1, se m(j) =1,
I‘ZJ =
0. caso contrario.

Obtemos uma representacao de S,, de grau n chamada de representacio definida.
A matriz X () é chamada matriz de permutagio, uma vez que ela contem apenas zeros e

uns: um unico 1 em cada linha e coluna.

Em particular, as matrizes da representagao definida de S3 sao

100 010 001
Xe)= o110/, X(,2)=]100], X((13)= |01 0
00 1 00 1 100

100 00 010

X((23)= 00 1|, X((1,23)= |10 0|, X((1,3,2)= | 0 0 1
010 010 100

Na sequéncia, vamos introduzir o conceito de GG-mddulo e mostraremos que existe

uma conexao entre G-médulos e representagoes de G.

Definicao 2.7. Sejam V' um espaco vetorial e G um grupo. Entao V é um G—maddulo de

G se existe um homomorfismo de grupos
v : G — GL(V).

Equivalentemente, V' é um G—modulo se existe uma multiplicacao, g - v, de elementos de
V pelos elementos de GG, ou seja, se existe uma aplicacao - : G x V — V| possuindo as

seguintes propriedades

l.g-veV,
2. g-(cv+dw)=c(g-v)+d(g-w),
3. (gh) - v=yg-(h-v)e

4. e-v=v

para todos g,h € G, v,w € V e escalares ¢,d € C.
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Dizemos que a multiplicacao ¢ - v define uma acao de G em V e que G age sobre
V. Quando nao houver confusao sobre o grupo envolvido utilizaremos “médulo” ao invés
de “G-moédulo” e trataremos de maneira similar outras palavras envolvendo G- como um

prefixo.

Estas duas nogoes de representacao sao equivalentes. De fato, seja V o espago
vetorial C? de todos vetores colunas de comprimento d. Dada uma representacio matricial

X de grau d, entao V é um G-mddulo com respeito ao produto

g-vE X(g)v.

Reciprocamente, se V' é um G-mdédulo, entdo tome qualquer base B para V', portanto X (g)
serd a matriz da transformacao linear g € GG na base B calculada da maneira usual.

Dizemos que V carrega uma representacao de G' ou que uma representacao de GG
da a V uma estrutura de G-moédulo. Isso estabelece uma correspondéncia biunivoca entre

as representacoes de G e seus G-modulos.

Note que se S é qualquer conjunto com uma multiplicagao por elementos de GG
satisfazendo as condigoes 1, 3 e 4, entao dizemos que G age em S. E sempre possivel tomar
um conjunto no qual G age e transforma-lo em um G-médulo. Mais especificamente, seja
S = {s1,892,...,8,}. Denote CS = C{sy, $2,...,5,} 0 espago gerado por S sobre C que
consiste de todas combinacoes lineares formais ¢y81 + c982 + ... + ¢,8,, onde ¢; € C para

todo i. A adicdo e multiplicacao por escalar em CS sado definidas respectivamente por

(0151+CQS2+. . .+CnSn>+(d1S1+d2S2+. . ~+dnsn) = (01+d1)sl+(02—|—d2)52+. . .—i—(cn—l—dn)sn

c(c181 + 282 + ...+ cpSn) = (ccp)sy + (cea)sa + ... + (ccy)sn-
Quando estendemos a acao de G em S para a acao em CS por linearidade
g-(c181+casa+ ...+ cpsn) =c1(g-s1) +ca(g-82) + ...+ (g sn)
tornamos CS em um G-médulo de dimensao |S].

Definicao 2.8. Se um grupo G age no conjunto S, entdo o médulo associado CS é
chamado representagdo de permutagao associado a S. Os elementos de S formam uma

base para CS chamada base padrao.

Exemplo 2.9. Considere o grupo simétrico S,, com a ac¢ao usual em S = {1,2,...,n}.

Seja

CS={c114+c2+...4+¢c,n : ¢ € C para todo i}.
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Entao a acao
(el +e2+...+en) =cn(l) + con(2) + ... + ¢,7(n)

para todo 7w € S, define uma estrutura de S,-moédulo em CS.

Por exemplo, em S3, vamos utilizar a base padrao {1, 2, 3} para encontrar a matriz
para 7 = (1,2). Como (1,2)1 =2,(1,2)2 =1 e (1,2)3 = 3 temos que

=
—
=
[\
N—
SN—
I
S = O
o O =
—_ o O

Utilizando o mesmo processo para os outros elementos de S5, obtemos exatamente
as mesmas matrizes que as da representacao definida do Exemplo 2.8. Isto significa que

obtemos um modulo para a representagao definida de S,,.

Exemplo 2.10. O G-mdédulo trivial é o espago vetorial uni-dimensional V' com g-v =v

para todoveVegeG.

Exemplo 2.11. Este exemplo corresponde a uma das mais importantes representagoes
para qualquer grupo: a representacao reqular. Seja G um grupo arbitrario. Entdao G age em
si mesmo pela multiplicacao a esquerda, com o produto usual do grupo. As propriedades

1, 3 e 4 seguem respectivamente do fechamento, associatividade e identidade do grupo.

Logo se G ={g1,92,.-.,9n}, entdao temos o correspondente G-mddulo
CIG| ={c181 + 282 + ... + ¢u8n : ¢; € C para todo i}

o qual é chamado de a dlgebra de grupo de GG. Veremos adiante que ela nos fornecera
informagoes muito importantes sobre as representagoes de grupo. O uso do colchete indica

que isso é uma algebra e ndao apenas um espago vetorial.
Como um espaco vetorial, os elementos sao combinagoes lineares formais Z g,

onde a; € C. A multiplicagao ¢ dada tomando-se g;g; = g; em C[G] se g;9; = g» € G ¢

estendemos linearmente. Expressamos a multiplicagdo da seguinte forma

(Z oa&») (Z ﬁjgj) =D _oifigg;

A representacao regular V = C[G| com G agindo na algebra do grupo pela multiplicagao

a esquerda pode ser expressa como

g(c181 + a2 + ... + cn8n) = c1(881) + c2(882) + ... + ¢n(g8n), para todo g € G.
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Exemplo 2.12. Se S, = {7, m, ..., Ty} entao
C[Sn] ={am + coma + ... + cumn : ¢; € C}
com a acao
m(e1my + coma + ...+ ) = c1(7my) + o) + .+ Cu(TT)

é um S, — moédulo chamado médulo regular. Além disto, C[S,] é chamada a algebra de

grupo de S,,.

Exemplo 2.13. Se GG age em V entdao C[G] também age em V. Mais especificamente, se

181 + 282 + ... + ¢u8n € C[G] e v € V entdo podemos definir a agao

(c181 + CoB2 + ... + Cn8n)V = c1(81V) + 2(82V) + . .. + Cu(8nV).

Podemos estender o conceito de representagao para algebras: a representacao de
uma &dlgebra A é um homomorfismo de A em GL(V'). Deste modo, toda representacao de

um grupo G dé origem a uma representacao da sua dlgebra de grupo C[G].

Exemplo 2.14. Se ¢ : S, — GL(V) é uma representacao de S,, entdo ¢ induz uma
representagao unica @ : C[S,] — GL(V) tal que §|g, = ¢.

Exemplo 2.15. Seja G um grupo com H < G. Uma generalizacao da representacao

regular é a representacio de classes laterais (& esquerda) de G em relagao a H.

Sejam ¢y, go, - - ., gr 0s representantes das classes laterais de H em G isto é, H =
{nH,g2H,...,g-H} é um conjunto completo de classes laterais disjuntas de H em G.

Segue que G age em H por
g(g:H) = (99:)H, para todog € G.
O correspondente modulo
CH ={c1g1H+ cagoH + ... + cxgxH : ¢; € C para todo i}
herda a acao
g(cigtH + oo H + ..+ g H) = c1(91 H) + c2(99.H) + ... + ci(99:.H).

Note que se H = G, entéo isso reduz a representagao trivial (H = {e}). Quando H = {e},

temos que H = G entdo obtemos a representacao regular.

Considere G = S3 e H = {e,(2,3)}. Podemos tomar H = {H, (1,2)H,(1,3)H} e

CH ={c1tH+ c2(1,2)H+ ¢3(1,3)H : ¢; € C para todo i}.
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Podemos computar as matrizes dos elementos representantes das classes de conjugacao de

S3 na base padrao. Temos que X (e) = I. Como (1,2)H = (1,2)H,(1,2)(1,2) H=H e
(1,2)(1,3)H = (1,3,2)H = (1, 3)H temos

X((1,2)) =

S = O
o O =
_ o O

Agora, como (1,2,3)H = (1,2)H,(1,2,3)(1,2)H = (1,3)H ¢ (1,2,3)(1,3)H =
(2,3)H = H temos

X((1,2,3)) =

O = O
= O O
o O =

E, assim por diante, redescobrimos novamente a representacao definida. Isto ocorre

em geral pois veremos adiante que estes modulos sao isomorfos.

Definicao 2.9. Seja V um G-médulo. Um submodulo de V' é um subespago W que é
fechado sob a acao de G, isto é, se w € W entao gw € W, para todo g € G.

Dizemos também que W é um subespaco G-invariante. Equivalentemente, W é um

subconjunto de V' que é um G-médulo. Escrevemos W <V se W é um submoédulo de V.

Exemplo 2.16. Qualquer G-médulo V' admite o submédulo W =V bem como o submé-
dulo W = {0}, onde 0 é o vetor nulo. Esses sdo chamados de médulos triviais. Todos os

outros submoddulos sdo chamados ndo triviais.

Exemplo 2.17. Considere G = S,,, n > 2, e V = C{1,2,...,n} o médulo correspondente

a representacao definida. Agora tome
W=C{1+2+ ---+n}={c(1+2+---+n) : ce C},

isto é, W é o subespago uni-dimensional gerado pelo vetor 1 + 2 + ... + n. Para verificar
que W é fechado sob a acgao de 5, é suficiente mostrar que 7w € W para todo w em
alguma base para W e para todo m € S,. Portanto, precisamos apenas verificar que
(1424 ...+ n) € W, para cada 7 € S,,. Mas,

T1+24+...+n)=71)+7(2)+...+70)=1+2+...+nec W,

pois aplicando 7 em {1,2,...,n} obtemos novamente o mesmo conjunto de niimeros em
uma ordem eventualmente diferente. Portanto W é um submédulo de V' que é nao trivial

uma vez que dimW =1edimV =n > 2.

Uma vez que W é um moédulo de G situado dentro de V', podemos restringir a

acao de G a W. Como cada m € S, envia o vetor da base 1 4+ 2 + ... + n para si mesmo,
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teremos que X (7) = (1) é a matriz correspondente e, portanto, encontramos uma cépia da
representagao trivial em C{1,2,...,n}. Em geral, para um espago vetorial W de dimensao

qualquer, se G fixa todo elemento de W, dizemos que G age trivialmente em W.

Exemplo 2.18. Suponha G = {g1, g2, ..., gn} com a algebra de grupo V' = C[G]. Usando

a mesma ideia do exemplo anterior, seja
W =Clg1 +g2+ ..+ &l

o subespago uni-dimensional gerado pelo vetor que é a soma de todos elementos de G. A

verificagao é analoga. Se g € GG entao

9(g1+g2+...+gn) = ¢gg1+9ggs + ... +ggn
= g1+g+..+tgncW,

visto que a multiplicagdo por g permuta os elementos de G deixando a soma inalterada.

Como no exemplo anterior, G age trivialmente em W.

Exemplo 2.19. Seja G = §,,. A representacao sinal pode ser recuperada usando o
submaédulo
W =C[>_ sgn(m)7]
7T€Sn

pois ow = (sgn(o))w para todo w € W e o € S,. De fato, temos que

o (Z sgn(w)w) = > sgn(m)or (fazendo om =7)

WESn 7T€Sn

= > sgn(o”'7)T

TES’n

= Z sgn(o Vsgn(7)T

TES’n

= (sgn(0)) (Z SgH(T)T) :

TESn

2.2.2 REDUTIBILIDADE

Iremos agora introduzir o conceito de representagoes irredutiveis. Veremos que
a redutibilidade total dos médulos sobre grupos finitos sera apresentada através de um

resultado fundamental conhecido como Teorema de Maschke.

Definicao 2.10. Um G-moédulo nao nulo V' é dito redutivel se contém um submaédulo
nao trivial W. Caso contrario, V' é dito irredutivel, isto é, seus tnicos submodulos sao
V e {0}. Equivalentemente, V' é redutivel se ele tem uma base B na qual todo g € G é
atribuido uma matriz de bloco da forma

[ Alg) | Blg)
X(g)—( 0 C(g))-



21

onde as matrizes A(g) sdo quadradas e todas de mesmo tamanho e 0 é uma matriz nao

vazia de zeros.

Note que qualquer representacao de grau 1 é irredutivel. Pelos exemplos anteriores
podemos observar que a representacao definida e a representacao regular sao redutiveis se

n > 2 e |G| > 2, respectivamente, pois admitem submddulos nao triviais.

Exemplo 2.20. Considere a representagao definida de S3. Podemos estender a base
{142+ 3} de W para uma base para V = C{1,2,3} tomando B = {1+ 2+ 3,2,3}.
Temos que X (e) = I. Para calcular X (7), vemos a agao de m na base B. Para m = (1,2),
temos que (1,2)(1+2+43)=1+2+3,(1,2)2=1=(1+2+3)—2-3¢(1,2)3=3

de onde obtemos

1 1 0
X(L2)=|0 -1 0
0 -1 1

Procedendo de forma similar, para os outros elementos restantes = € Ss, temos

(@)
—
—_

X((1,3) = |01 -1, X(23) =

(e

(e

|

—

o O
— O O
o = O

—_
—_
—_
[a=)

X((1,2,3)) = 00 -1 |, X((1,3,2) =

o

-1 1

Observe que todas essas matrizes tem a forma

1% *
X(m)=1 0% =

0] % =
ilustrando o fato de que S5 age trivialmente em W.

Definicao 2.11. Seja V' um espago vetorial com subespacgos U e W. Entao V é a soma
direta de U e W,V =U @ W, se todo v € V pode ser escrito unicamente como uma soma

representada por
V=u-+w comueUewecW.

Se V é um G-modulo e U, W sao G-submodulos, entao dizemos que U e W sao complementos

um do outro.
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Seja X uma matriz. Dizemos que X é a soma direta de matrizes A e B, denotada

por X = A® B, se X tem a forma diagonal de blocos

(1)

Seja V um G-médulo com V = U @ W, onde U, W < V. Desde que isso é uma
soma direta de espacos vetoriais, podemos escolher uma base para V' de modo que a matriz

de qualquer g € G na base B ¢é

(A9 ] O
X(g)—( 0 B(g)),

onde A(g) e B(g) sao matrizes da acdo de G restrita a U e a W, respectivamente.

Definicao 2.12. Um produto interno em um espago vetorial complexo V' é uma aplicacao
(-,) : V x V — C que satisfaz

1. (u,v) = (v,u),
2. (au,v) = alu,v),
3. (u+v,w) = (u,w) + (v, w),

4. (u,u) > 0 com igualdade apenas pra u = 0,

para todos u,v,w € Ve a € C.

Definicao 2.13. Dados um produto interno no espago vetorial V' e um subespago W, o

complemento ortogonal de W é W+ ={v eV : (v,w) = 0 para todo w € W}.

E sempre verdade que V = W @ W. Veremos que quando W < V e o produto

interno for G-invariante, obtemos resultados adicionais.

Definicao 2.14. Um produto interno em um espaco vetorial V' é invariante sob a acao de

G se (gv, gw) = (v,w) para todo g € G e v,w € V.

Proposigao 2.7. Sejam V um G-mddulo, W um submédulo, e (-, -) um produto interno

invariante sobre a acdo de G. Entdo W+ é também um G-submédulo.

Demonstra¢ido. Vamos mostrar que para todo g € G e v € W+ temos gu € W+. Tome
qualquer w € W; usando o fato do produto interno ser invariante temos que (gu, w) =
(g7'gu, g~ 'w). Pela propriedade da agdo de grupo, temos que {(gu,w) = (u,g 'w) e,
comou € Wteg?

W+ é fechado sobre a acdo de G. O

w € W pois W é um submoédulo, temos que (gu, w) = 0. Portanto,



23

Exemplo 2.21. Considere a representacao definida de S3. Ja vimos que
V==C{1,2,3} =C{1+2+ 3} C{2,3}

como espagos vetoriais. O espago vetorial C{1 + 2 + 3} é um S3-mdédulo mas o espago
vetorial C{2,3} nado é. Note que (1,2)2 =1 ¢ C{2,3}. Entao precisamos encontrar um
complementar para C{1 + 2 + 3}, isto é, um submédulo U tal que

V=C{1,23}=C{1+2+3}al.

Para encontrar um complemento, introduzimos um produto interno em C{1,2,3}. Dados

quaisquer dois vetores i, j na base {1, 2,3}, seja seu produto interno
(i,§) = dijs (2.1)

1 sei=y
onde d; ; ¢ o delta de Kronecker, ou seja, d; ; = .
0  caso contrario

Agora, estendemos por linearidade para obter um produto interno em todo espaco
vetorial. Equivalentemente, poderiamos ter comecado definindo o produto de quaisquer
dois vetores v =al + b2 + ¢3, w = 21 + y2 + 23 como

(v,w) = aT + by + ¢z,

com a barra denotando o conjugado. Essa definicao satisfaz todos os axiomas para um
produto interno. Note que o produto interno é invariante sob a acdo de GG. Se m € S

entao
(i, mj) = Or(i)m(s) = 0ij = (L,J),
onde a igualdade do meio se mantém porque 7 é uma bijecao. Temos que

C{1+2+3} ={v=al+0b2+c3: (v,1+2+3)=0}
={v=al+0b2+c3:a+b+c=0}

Para calcular as matrizes da soma direta, escolhemos a base {1 + 2 + 3} para C{1 + 2 + 3}
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e {2—1,3 -1} para C{1 + 2+ 3}+. Produzimos as matrizes

1 00 1 0 0
Xe)=|01 0|, X(1,2)=]0 -1 -1 |,

0 0 1 0 0 1

1 0 1 00
X(13)=[0 1 ; X((23)=[00 1],

0 -1 -1 1 0

1 0 0 1 0 0
X((1,2.3)=]0 -1 -1 |, X(13.2)=10 o 1

01 0 0 -1 -1

Sao matrizes da forma

Ag) |0 0
TS )

Sabemos que A(g) é irredutivel e veremos na Segao 2.2.7 que B(g) também é irredutivel.
Portanto, decompomos a representacao definida de S3 em submoddulos irredutiveis. O

teorema seguinte mostra que isso pode ser feito para qualquer grupo finito.

Definicao 2.15. Uma representacao é completamente redutivel se ela pode ser escrita

como uma soma direta de irredutiveis.

Teorema 2.3. [Teorema de Maschke] Seja G um grupo finito e seja V' um G-médulo nao

nulo. Entao
V=wPaew®age. . .eowh

onde cada W é um G-submédulo irredutivel de V. Em outras palavras, toda representa-

¢do de um grupo finito de dimensao positiva é completamente redutivel.

Demonstracao. Provaremos por indugao em d = dimV. Se d = 1, entao temos que V é
irredutivel, k = 1 e W) = V. Agora suponha que o resultado seja vélido para d < n e
que dimV =n+4 1. Se V ¢ irredutivel, ja temos o resultado. Caso contrario, V' tem um

G-submodulo nao trivial, W. Vamos construir um submoédulo complementar a W.

Escolha qualquer base B = {vy1,va,...,vq} para V. Considere o produto interno

unico que satisfaz

(vi,vj) = di;
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para elementos de B. Esse produto interno pode nao ser G-invariante, mas podemos
encontrar outro que seja. Para qualquer v,w € W, tome
<Vv W>/ = Z <gv, gW).
geG
Esse produto interno satisfaz a definicdo de um produto interno e é G-invariante, ou seja,
(hv, hw)" = (v,w)’ para todo h € G e v,w € V. De fato, pela maneira que é definido

temos que (hv, hw)' = Z(ghv,ghw) e, como ¢ varia sobre G, colocando f = gh temos
geG

(hv,hw)" = > (fv, fw). Novamente, pela defini¢io desse produto interno, concluimos
que (hv, hw)];ei (v,w)’.
Tome
WH={veV:{v,w) =0}
Pela Proposicao 2.7, temos que W+ ¢ um G-médulo de V com V =W @ W+,

Como dimW < n +1 e dimW+* < n+ 1 temos, por hipétese indutiva, que W e

W+ sdo completamente redutiveis. Logo,

W:Ul@UQ@@US €
Wtr=2,02,®...6 2,

onde cada U; e cada Z; sao irredutiveis. Portanto, V = U, ®Us®.. . QUDLZ, B Z2D...DZ,

é completamente redutivel. O

Segue a versao matricial do teorema de Maschke.

Corolario 2.4. Seja G um grupo finito e seja X uma matriz de uma representacao de GG

de dimensao d > 0. Entao hd uma matriz fixa 7' tal que toda matriz X(g), g € G, tem a

forma
XW(g) 0 . 0
. 0 X@(g) ... 0
[(X(9)]s=TX(g)T " = . . |
0 0 o X®(g)

onde cada X® é uma matriz de uma representacio irredutivel de G.

2.2.3 LEMA DE SCHUR

Para podermos obter uma lista completa de G-mddulos irredutiveis , precisamos
saber quando moédulos aparentemente diferentes sao na verdade os mesmos. Para estabele-
cer equivaléncias de médulos precisamos de homomorfismos. Nessa secao, definimos essas
aplicagoes e provaremos o Lema de Shur, que ¢ fundamental na teoria das representacoes

de grupos.
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Definicao 2.16. Sejam V e W dois G-moédulos. Entao um G-homomorfismo é uma

transformacao linear 6 : V' — W que satisfaz

0(g-v)=g-0(v)

para todo g € G e v € V. De modo equivalente, dizemos que # preserva a agao de G.

Sejam B e C bases para V e W, respectivamente. Sejam X (g) e Y(g) as correspon-
dentes representagoes matriciais. Tome 7" a matriz de 6 nas duas bases B e C. Entao, a

propriedade de G-homomorfismo se torna

para todo vetor coluna v e g € G. Mas como isso vale para todo v, devemos ter

TX(g9) =Y(9g)T paratodogeG. (2.2)

Portanto ter um G-homomorfismo 6 é equivalente a existéncia de uma matriz T’

que satisfaga a Equagao (2.2).
Sejam G = S, V = C{v} com a agdo trivial de S,, e W = C{1,2,...,n} com a
acao definida de §,. Defina uma transformacao 6 : V.— W por
f(v)=1+2+...+n
e estenda linearmente, isto é,

O(cv) =c(l+2+...4+n)

para todo ¢ € C. Temos que 6 é um G-homomorfismo. De fato, para todo m € .5,,,

O(rv) =0(v) = ii = ﬂéi =7l(v).

i=1

De forma similar, seja G um grupo arbitrario agindo trivialmente em V = C{v} e seja

W = C|G] a algebra de grupo. Agora temos a transformagao 6 : V. — W dada por

ov)=> g

geG

estendendo linearmente temos um G-homomorfismo pois temos que

O(hv)=0(v)=> g=h>_ g=ho(g).

geG geG

Seja G = S, agindo em V = C{v} por meio da representacao sinal

mu = sgn(m)u
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para todo ™ € S,, e u € V. Mantendo a agao usual na algebra de grupo, temos que

n(v) = >_ sgn(m)m

7T€Sn

estende-se a um G-homomorfismo de V' a W. De fato, para todo o € S,,, temos que
n(ov) = n(sgn(o)v) = sgn(o)n(v)

on(v))=o (Z sgn(w)ﬁ) = Z sgn(m)om = Z sgn(o 7)1 = (sgn(o)) Z sgn(7)T

TESH TESH TESK TESH

= sgn(o)n(v).

Agora, estabelecemos a nogao de equivaléncia entre G-mddulos.

Definigao 2.17. Sejam V e W dois G-médulos. Um G-isomorfismo ¢ um G-homomorfismo
0 : V. — W bijetivo. Dizemos que V e W sdo G-isomorfos ou G- equivalentes e escrevemos

V = W. Caso contrario, dizemos que V' e W sdo G-inequivalentes.

Em termos matriciais, as representa¢oes matriciais X e Y de um grupo G sao

equivalentes se e somente se existe uma matriz fixa T tal que
Y(g)=TX(g)T™"
para todo g € G.

Lema 2.1. Seja X uma representacao matricial de GG correspondente ao médulo V. Se X

for equivalente a uma representacao irredutivel entao X é irredutivel.

Demonstracao. Seja Y uma representacao matricial irredutivel de G correspondente a
um modulo W tal que X = Y. Entao existe um isomorfismo 7' : V' — W com Y (g) =
TX(g)T~! para todo g € G. Como Y ¢ irredutivel, entdao {0} e W sdo os seus tnicos

submodulos.

Seja S < V um submédulo de V. Assim, pela G-equivaléncia, TX (g)s € T(5)
para todo g € G e s € §. Temos que Y (g)7T'(s) € T(S) para todo g € G e s € S. Como
T(s) € T(S) < W, segue que T'(S) é G-invariante. Sendo Y uma representagao irredutivel,
segue que T'(S) = 0 ou T'(S) = W. Se T(S) = 0 entdo S = 0, pois T é injetor. Se
T(S) =W entao S =V, pois T é sobrejetor. Portanto, X ¢é irredutivel. O

Exemplo 2.22. Veremos agora que as representagoes de classes laterais de S3 no Exemplo
2.15 coincidem com a representacao definida. Lembrando que tomamos o subgrupo
H = {e,(2,3)} C Ss, dando origem ao médulo de representagao de classes laterais CH
com H ={H,(1,2)H,(1,3)H}.
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Dado qualquer conjunto A, seja S4 o grupo simétrico em A. Agora, o subgrupo H

pode ser expresso como um produto direto.

H={1)(2)3),(1)(2,3)} ={(1)} x{(2)(3),(2,3)} = Spay X Spa.33- (2.3)

Um dispositivo conveniente para exibir esses subgrupos de produtos de S3 é o tabloide.
Seja A = (A1, A, ..., \) uma particdo. Um tabldide de Young com forma A é uma tabela
com [ linhas tais que a linha ¢ contém \; inteiros positivos e a ordem das entradas da
linha nao importa. Para mostrar que cada linha pode ser embaralhada arbitrariamente,
colocamos tragos horizontais entre as linhas para denotar que é um tabléide. Por exemplo,

se A = (4,2,1), entao alguns dos possiveis tabléides de Young sao

46

Tl o

3614 7534
=7 £ 21

3 1
ST 21

0o
0o
=

A Equacado (2.3) diz que H consiste de todas permutagbes em S3 que permutam os
elementos dos conjuntos {1} e de {2,3} respectivamente neles mesmos, resultando nas

permutagoes (2)(3) e (2,3). Isso é modelado pelo tabléide

pois a ordem 2 e 3 ndo importa mas 1 deve permanecer fixo. Abaixo, listamos o conjunto

completo de tabldides de Young com forma A = (2,1) cujas entradas sdo exatamente 1,2, 3

(23 13 12
]

Mais ainda, existe uma acao de qualquer 7w € S3 em S dada por

g w(@) 7(j)
k (k)

Portanto faz sentido considerar a aplicacao 6 que envia

H L 25
L2H %5 1250 =4
wyE L a3rt=12

Segue que @ se torna, por extensao linear, um isomorfismo de espagos vetoriais de
CH a CS. Na verdade, 6 é também um G-homomorfismo. Para verificar isso, observamos
que a acao de cada m € S3 é preservada em cada vetor da base em H. Por exemplo, se
m=(1,2) e H € H entao
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Portanto
CH=CS. (2.4)

Outro fato sobre os tabldides no conjunto S é que sao completamente determinados pelos
elementos localizados na segunda linha. Obtemos uma aplicagdo natural, 7, entre as bases

{1, 2,3} para a representacgao definida e S por

I
1

n 13
2 Hl—,
n 12
3 —>737

Agora estendendo 7 linearmente obtemos um G-isomorfismo de C{1,2,3} a CS. Isso, em

combinagao com a Equagao (2.4), mostra que CH e C{1, 2,3} sao de fato equivalentes.

E importante destacar que o uso dos tabléides de Young néo se restringe ao Exemplo
2.3. Veremos adiante que os tabldides de Young serao usados para construirmos todas as

representacoes irredutiveis do .S,,.

Proposicao 2.8. Seja 6 : V — W um G-homomorfismo. Entao

1. O nicleo kerd = {v € V : §(v) = 0} é um G-submoédulo de V', e

2. A imagem im 0 = {w € W : w = 0(v) para algum v € V'} é um G-submddulo de
w.

Demonstracao. Ja sabemos que o nicleo ker § é um subespaco de V. Vamos mostrar que
¢é fechado sob a agao de G. Como # é um G-homomorfismo entao, para qualquer g € G,
O(gv) = gb(v). Se v € ker § temos que gf(v) = g0 = 0 de onde concluimos que gv € ker 6.
Sew € Im 0, w = 6(v) para algum v € V, e entdo temos que gw = gf(v) = 0(gv) €
Im 6. O

Teorema 2.5. [Lema de Schur] Sejam V' e W dois G-médulos irredutiveis. Se 6 : V. — W

é um G- homomorfismo entao

1. 0 é um G-isomorfismo ou

2. 0 é a aplicagao nula.
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Demonstracao. Como V' é irredutivel e, pela Proposicao 2.8, ker§ é um submédulo de
V', devemos ter que kerf = {0} ou kerf# = {V}. Analogamente, a irredutibilidade de
W implica que ou Im § = {0} ou Im # = W. Se kerf = V ou Im 6 = {0} entdo 6
deve ser a aplicagao nula. Por outro lado, se ker = {0} ou Im § = W entao temos um

isomorfismo. O

Corolario 2.6. Sejam X e Y duas matrizes de representacoes irredutiveis de G. Se T' é

qualquer matriz tal que TX (g) = Y (g)T para todo g € G entao

1. T é invertivel ou
2. T é a matriz nula.

Corolario 2.7. Sejam V' e W dois G-médulos com V irredutivel. Entao dim Hom(V, W) =

0 se, e somente se W nao contém submodulos isomorfos a V.

Demonstragio. Seja W um G-médulo nao nulo. Se W contém algum submoddulo isomorfo
a V entdo, pelo Lema 2.1, temos que esse médulo é irredutivel. Segue pelo Lema de
Schur que dim Hom(V, W) # 0. Agora, se W nao contém submoddulos isomorfos a V. Pelo
Teorema de Mascke, W = WO o W@ @ ... @ W® onde cada W® ¢ um G-submddulo
irredutivel de W. Se W nao contém submédulos isomorfos a V', temos que W® 2 V para
todo i e, pelo Teorema de Schur, temos que dim Hom(V, W®) = 0. Estendendo para W
concluimos que dim Hom(V, W) = 0. O

Corolario 2.8. Seja X uma matriz de uma representagao irredutivel de G sobre os
nimeros complexos. Entao as tinicas matrizes T que comutam com X (g) para todo g € G

sao aquelas da forma T = cl, isto é, sao multiplas da matriz identidade.

Demonstracao. Suponha que T' é uma matriz tal que

para todo g € G. Segue que
(T — )X = X(T — cl),

onde I é a matriz identidade e ¢ € C. Como C é algebricamente fechado, podemos tomar ¢
sendo um autovalor de T'. Portanto, tomando X =Y, temos que T — ¢/ satisfaz a hipotese

do Corolario 2.6 e nao é invertivel pela escolha de c. Segue que T'— ¢l = 0. O

Corolario 2.9. Se X e Y forem representacoes irredutiveis equivalentes correspondentes

aos G-médulos V' e W, respectivamente, entao dim Hom(X,Y) = 1.
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Demonstragio. De fato, sejam S,T € Hom(X,Y), com S,T # 0. Pelo Lema de Schur,
temos que S e T sao inversiveis. Temos que S™'T € Hom(X, X) = cI, pelo Corolério 2.8,

isto implica que S~'T = cI, ou seja, T = cS. O
Proposicao 2.9. Toda representagao irredutivel de um grupo abeliano é uni-dimensional.
Demonstragio. Seja G um grupo abeliano e X : G — GL4(C) uma representagao

matricial irredutivel de G correspondente a V. Fixe h € G e denote T'= X (h). Segue que
para todo g € GG

TX(g) = X(h)X(g9) = X(hg) = X(9)T.

Pelo Corolério 2.8, T' € Homg (X, X) = ¢,1, para algum ¢;, € C. Sejav € V.o #0e k € C,
entdo, X (h)(kv) = ¢, I(kv) = (cpk)v. Segue que Cv é G-invariante, pois h é arbitrério.
Pela irredutibilidade, V = Cv e dimV = 1. m

2.2.4 PRODUTO TENSORIAL
Defini¢ao 2.18. Sejam as matrizes X = (x;,7) e Y. Entao seu produto tensorial é a
matriz em blocos

.Tl’lY 33'1’2Y
X & Y = (ZL'Z'J‘Y) = xZ,ly xQ,QY

Definicao 2.19. Dados os espacos vetoriais V' e W entao seu produto tensorial é o conjunto
VW= {Zci,jvi KVj ¢y e C,Vi € V',Wj € W}
12
sujeito as relacoes

(1vi+ava) QW =01 (V1 @ W) + a(Va QW) e

V@ (diwy + dows) = di(V® W1) + do(V @ wa).

Temos que V®W é um espago vetorial. Se B = {vy,va,...,va}eC = {wy,wa,..., Wg}

sao bases para V' e W, respectivamente, entdo o conjunto
{fviow; 1 1<i<d1<j<f}

é uma base para V ® W. Isso d& uma conexao com a definicao de produto tensorial de
matrizes. Seja Mat, o conjunto de todas matrizes d X d com entradas em C. A algebra

das matrizes Mat,; tem como base o conjunto
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onde E; ; é a matriz de zeros com exatamente um 1 na posicao (4, j). Entao se X = (z;;) €

Mat; e Y = (yx;) € Mat; entdo, pelo fato de que ® ¢é linear, temos que

d /
X®Y = (Z xi,jEi,j) ® (Z ykz,lEk:,l)

ij=1 k=1

d f
=D D Ty (Eij @ Eyy). (2.5)

ij=1k,l=1

Mas se E;; @ Ej, representa a (k,)-ésima posicao do (i, j)-ésimo bloco de uma
matriz, entao a Equacao 2.5 diz que a correspondente entrada para X ® Y deveria ser

Zi ;Yk,1, concordando com a defini¢ao matricial.

Lema 2.2. Suponha A, X € Mat; e B,Y € Mat;. Entao

1. (AeB)(XaY)=AX & BY,

2. (A® B)(X®Y) = (AX ® BY).
2.25 ALGEBRA DE COMUTADORES E ALGEBRA DE ENDOMORFISMOS

Defini¢ao 2.20. Dada uma representacao matricial X : G — GL4(C), a correspondente

algebra de comutadores é

ComX = {T € Mat, : TX(g9) = X(¢)T para todo g € G}

Dado um G-médulo V', a correspondente algebra de endomorfismos é.

EndV ={0:V — V : 6 é um G — homomorfismo}

A algebra de comutadores e a algebra de endomorfismos satisfazem os axiomas para
uma algebra. Se V' é um G-mdédulo e X é sua a correspondente representacao matricial,
tome uma base B para produzir X e a aplicacao que envia cada 6 € End V' para a matriz

T de 6 na base B, entdao End V e Com X sao algebras isomorfas.
Agora iremos calcular Com X para varias representagoes X.
Suponha que X é uma representacao matricial tal que

(1)
X = X 0 — XU g x®
0 X®
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onde XM, X si0 representacdes irredutiveis e inequivalentes de graus dy, dy, respectiva-

T} T,
T — 1,1 Li12
Ton Top

¢ uma matriz particionada da mesma maneira que X. Se T'X = XT entao segue que

T1,1X(1) T1,2X(2) B X(I)TL1 X(l)TLQ
Ty XD Ty X®@ o X1, XOT,

mente. Suponha que

e igualando os blocos correspondentes obtemos

T X0 = x0T,
T X = X1,
T  XW = XOT,
Ty X = XOT,,.

Usando os Corolérios 2.6 e 2.8 juntamente com o fato de que X e X® sdo inequivalentes,

temos que
T1,1 = ClldU T1,2 = T2,1 =0, T2,2 = CQIdQ,

onde ¢,co € C e Iy, I, sao matrizes identidades de graus dy, dy. Portanto

T — 01[d1 0 ‘
0 CQIdz

Isto é, quando X = XM ¢ X@ com XM 22 X® ¢ irredutiveis temos
Com X = {c11y, ® caly, : c1,c0 € C}

onde d; = deg XM dy = deg X@.

Em geral, se X = @leX @ onde os X sdo dois a dois inequivalentes, entdo, por

um argumento similar. Temos que

Com X = {&F ,¢ily, : ¢; € C}, (2.6)
4 k
onde d; = deg X¥. Note que grau de X é Zdi e que a dimensao da Com X como

i=1
um espaco vetorial é k, pois, apenas os k escalares ¢; variam, enquanto que as matrizes

identidades sdo fixas.

Em seguida, lidamos com o caso de somas de representacoes equivalentes. Uma

notagao conveniente ¢é

m

mX=XoXD...0X,




34

onde o inteiro nao negativo m é chamado de multiplicidade de X.

(1)
x=* 0 ) Zoxo
0 XM

onde X é uma representacao matricial irredutivel de grau d. Tome T particionada como

Suponha que

anteriormente. Fazendo a multiplicacao em T'X = X'T e igualando blocos correspondentes

obtemos quatro equacoes, todas da forma
Tin(l) — X(l)Tij,
para todo 7,5 = 1,2. Pelos Corolarios 2.6 e 2.8, temos que para todo i e 7,

Tz’,' = Ci,j]d7

onde ¢; ; € C. Portanto, nesse caso a algebra de comutadores ¢é

I I
Com X = {( “Lrtd e ) . ¢;,; € C para todo i,j} (2.7)

02,1fd 02,2Id
Agora utilizando a Defini¢ao 2.18, podemos escrever os elementos de (2.7) como
T — C11 C12 2 Id,
C21 C22
e entdo Com X = {M, ® I; : M, € Mats}.
De modo geral, se tomarmos X = mX® entdo
Com X ={M,,® 1; : M,, € Mat,,}, (2.8)

onde d é o grau de X Calculando os graus e dimensoes, obtemos

deg X = degmX™ = mdeg XM = md

dim(Com X) = dim{M,, : M,, € Mat,,} = m>.
Finalmente, vamos considerar o caso mais geral:
X=mXYemX?aq. . omx® (2.9)

onde os X sao irredutiveis e dois a dois inequivalentes com deg X = d;. O grau de X

¢ dado por

k
deg X = Z deg(miX(i)) = mqdy + mady + ...+ mpd.

=1
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Combinando (2.6) e ( 2.8) obtemos
Com X = {@f (M,, ® 1) : M,, € Mat ,,, para todo i} (2.10)
de dimensao
dim(Com X) = dim{®* | M,, : M, € Mat ,,.} =m> +mo> +...+m2  (2.11)
Vamos considerar o centro de Com X. O centro de uma algebra A é
Zs={a€ A:ab=ba para todo b € A}.

Vamos agora calcular o centro de uma algebra matricial.

Proposicao 2.10. O centro de Maty é Zyp,y = {cla : c € C}.

Demonstracao. Suponha que C € ZMatd' Em particular,
CE;; = E;;,C (2.12)

para todo i. Mas C'E;; (respectivamente, E;;C') tem entradas todas zeros exceto para a
i-ésima coluna (respectivamente, linha), que é a mesma coluna que C' (respectivamente,
linha). Portanto a Equagao (2.12) implica que todos elementos fora da diagonal de C' devem
ser 0. Similarmente, se ¢ # j, entdo C(E;; + E;;) = (Ei; + E;;)C, onde a multiplicagao
da esquerda (respectivamente, direita) troca colunas (respectivamente, linhas) i e j de C.
Segue que todos os elementos da diagonal devem ser iguais e entao C' = cl; para algum

¢ € C. Finalmente todas essas matrizes comutam com qualquer outra matriz. O

Considere C' € Zcy, x> onde X e Com X sao dados por (2.9) e (2.10), respecti-

vamente. Entao
CT =TC para todo T € ComX, (2.13)

onde T' = &F | (M,,, ® I;,) e C = &F_(Cpn; @ I,). Calculando o lado esquerdo usando o

Lema 2.2, obtemos

CT = (&, C, ® 1s,) (B Mo, ® 1)
= @iy (O, @ La) (Min, @ 1g,)
= &, (Cn, My, ® 1),

Similarmente,
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Portanto a equagao (2.13) vale se, e somente se,
C, My, = M,,,C,,, para todo M,,, € Mat ,,,.

Mas isso significa que C,,, esta no centro de Mat,,,. Pela Proposigao 2.10 isto é equivalente

a Cy,, = ¢il,,, para algum ¢; € C. Portanto,

C= EB?:lciImz' ® [di

= @§=1Cilmidi
c1lmya 0 e 0
0 ol ... O
0 0 NP Ck]mkdk

e todos os membros de ZCom + tem essa forma e dim ZCom X = k.

Como um exemplo, seja

XM 0 0
X=| 0 x®O o |[=2xWgx®,
0o 0 X®

onde deg XM =3 ¢ deg X® = 4. Entao as matrizes T € Com X sao da forma

o O 2

o Ol O O

o O O OO O o o <o
S O O OO0 Qa oo o O
O O O /8| o olo o o
SO O 8 O/l o olo o o
O 8 O Ol o olo o o
8 O O Ol O oo o o

S O O Ol ©O ol O O

o O O olo ©O o
o O O Ol o oo @ O
o O O oo

onde a,b,c,d,z € C e dim(Com X) =m? +m3 =2%+12=5.
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Os elementos C' € ZCom + 540

O O OO O oo O 2
o O OO O oo & o
o O OO & OO0 o o
o O Ol O oo o o
O O 8O0 O oo o o
O 8 OO O oo o o
8 O OO O oo o o
8 ©O O Ol o oo o o

O O O OO O Ol O O
O O O OO O | o o O

)
)
)
)
)
)
)

onde a,x € C. A dimensao é o nimero de diferentes componentes irredutiveis de X, nesse

caso 2, ou seja, dim Zeyy, = 2.
Em suma, temos o seguinte teorema.
Teorema 2.10. Seja X uma representacao matricial de G tal que
X=mXYomX?Pap. .. &omX®,

onde os X sao inequivalentes, irredutiveis e deg X = d,. Entéo

1. degX = m1d1 + m2d2 + ...+ mkdk,

2. Com X = {@F (M,,, ® 1) : M,,, € Mat,,, para todo i},
3. dim(Com X) =m?+mi+...+m3,

4. Zcomx = {®% cil,d; : ¢; € C para todo i} e

5. dim ZComX = k’

Seja uma representacao Y que nao é decomposta em irredutiveis, pela versao
matricial do Teorema de Maschke, Corolario 2.4, Y ¢é equivalente a uma representacao
X de forma dada pela Equacdo 2.9. Se Y = RXR™! para alguma matriz fixa R, entdo
a aplicacdo T — RTR™! é um isomorfismo de &lgebra e seus centros também sao

isomorfos. Entao o Teorema 2.10 continua valido com todas as igualdades substituidas

por isomorfismos .

Existe uma versao para modulos desse resultado. Vamos usar a notacao de

multiplicidade para G-mddulos da mesma maneira que nds usamos para matrizes.
Teorema 2.11. Seja V um G-méddulo tal que
Ve VO eamV@ e, amV®,

onde os V@ sdo dois a dois irredutiveis, inequivalentes e dim V® = d,. Entéo
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1. dmV = mydy + mads + ... + mydy,

2. End V = @F Mat,,,,

3. dim(End V) = m} + m + ... +mj,

4. Zgnqv € isomorfo a algebra de matrizes diagonais de grau k, e
5. dim Zgpq v = k.

Proposicao 2.11. Sejam V e W dois G-médulos com V irredutivel. Entao dim Hom(V, W)
¢ a multiplicidade de V em W.

Demonstracio. Seja W um G-médulo ndo nulo. Podemos escrever W = W1 g W)
... @ WW onde cada W® é um G-médulo irredutivel. Temos que Hom(V, W)

R &

k
@ Hom(V, W®). Pelo Lema de Schur 2.5, temos que dim Hom(V, W®) =0 se V 2 W®.
i=1

Agora, se V = W pelo Corolrio 2.9, segue que dim Hom(V, W®) = 1. Logo

k m;
dim Hom(V, W) = 3" Hom(V, W) =" Hom(V, W) =m,. O
i=1 i=1

2.2.6 CARACTERES DE GRUPO

Nessa se¢ao vamos definir o conceito de caracter de uma representaciao e veremos
algumas propriedades da funcao caracter. Alguns resultados mostram como essa funcao é
util para determinar representagoes irredutiveis e obter decomposicoes de representacoes

arbitrarias.

Definig¢ao 2.21. Seja X (g), g € G, uma representagdo matricial. O cardcter de X é

x:G—C
g+ x(g) = tr X(g),

onde tr denota o trago de uma matriz. Se V' é um G-moddulo, entdao seu caracter é o

caracter da representagao matricial X correspondente a V.

O caracter de uma representacao irredutivel é chamado caracter irredutivel. Note-
mos que o trago de uma matriz ndo depende da escolha da base uma vez que tr (AB) =
tr (BA). Sejam X e Y representagoes matriciais ambas correspondentes a V. Entao
Y = TXT™ ! para algum T € Maty fixo. Portanto, para todo ¢ € G, tr Y(g) =
tr TX(g)T~* = tr X(g). Entdo X e Y tem o mesmo cardcter.

Suponha que G ¢é arbitrario e X é uma representagao de grau 1. Entao o caracter
X(g) é a tnica entrada de X (g) para cada g € G. O caracter da representagido coincide

com a representacao, ou seja, Y = X. Tais caracteres sao chamados de caracteres lineares.
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Exemplo 2.23. Considerando a representacao definida de S, com seu cardcter y4¢f. Se
tomarmos n = 3 entdao podemos computar os valores do cardcter tomando os tracos das

matrizes no Exemplo 2.8

((1,3)(2)

“(1)(2)(3)) =3, h((1,2)(3)) = 1 X
0, Xdef((1>3>2))

y X
E((1)(2,3)) = 1, x*((1,2,3))

Y Y

1
0.

Em geral, se 7 € S,,, entdo x4*() ¢ o niimero de 1 na diagonal de X (r), isto ¢, o ntimero

de pontos fixos de 7.

Agora, seja G = {g1,92,.-.,9n} € considere a representacao regular com o médulo
V = C[G] e caracter x"™8. Temos que X(e) = I, e entao x"¢(e) = |G|. Para calcular
os valores dos caracteres para g # e, vamos usar matrizes decorrentes da base padrao
B ={g1,82,---,8n}. Note que X(g) é a matriz de permutacao para a acao de g em B
e, portanto, x"8(g) é o nimero de pontos fixos por essa agdo. Mas, se gg; = g; para
qualquer 7, entdo devemos ter g = e, o que nao ocorre. Logo nao ha pontos fixos se g # e.

Resumindo,

G| seg=e,
X"%(g) =

0 caso contrario.

Agora provaremos algumas propriedades elementares dos caracteres.

Proposicao 2.12. Seja X uma representacao matricial de um grupo GG de grau d com

caracter .

1. x(e) =d.

2. Se K é uma classe de conjugacao de (&, entao

g,:h € K = x(g9) = x(h).

3. Se Y é uma representacao de G com caracter ) entao
X =Y = x(9) =¥(9)
para todo g € G.

Demonstragio. 1. Como X (e) = I, entao x(e) = trl; = d.

2. Por hipétese g = khk™!, entdo x(g9) = trX(g9) = tr X (k)X (W)X (k)™ = tr X (h) =

X(h). Temos entdo que x é constante nas classes de conjugagao de G.
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3. Essa afirmacao diz que representacoes equivalentes tém o mesmo caracter. Sejam X
e Y representacoes equivalentes, existe T fixa tal que Y = TXT~!, portanto para

todo g € G, x*(9) = trX(g9) = tr(TXT™) = trY(g) = x (9). O

Veremos que vale a reciproca do item 3: se duas representagoes tém o mesmo
caracter entao elas devem ser equivalentes. Esse resultado serd provado mais adiante no
Corolario 2.13.

Definicao 2.22. Uma fung¢do de classe de um grupo G é uma aplicacao f : G — C tal
que f(g) = f(h) sempre que g e h estdo na mesma classe de conjugagdo. O conjunto de

todas fungoes de classe em G é denotado por R(G).

Como o caracter de uma representagao ¢ uma funcao que é constante nas classes
de conjugagao entao ele é uma funcao de classe. Temos que R(G), munido da adicao e
da multiplicagdo por escalar é um espago vetorial sobre C. Além disto, R(G) tem uma
base natural consistindo das fungdes que tém o valor 1 em uma dada classe de conjugacao
e 0 fora dela. Portanto a dim R(G) é o ntiimero de classes de conjugagao de G. Se K é
uma classe de conjugagdo e x é um caracter entao podemos definir yx como o valor de

um dado cardcter em um dada classe, ou seja, yx = x(¢) para qualquer g € K.

Definigao 2.23. Seja G um grupo. A tabela de caracteres de G é uma tabela com linhas
indexadas pelos caracteres irredutiveis nao equivalentes de G e colunas indexadas pelas

classes de conjugacao. A entrada da tabela na linha x e coluna K é yg:

K

Por convencgao, a primeira linha corresponde ao caracter trivial e a primeira coluna

corresponde a classe da identidade, K = {e}.

Provaremos na Secao 2.2.8 que o nimero de representacoes irredutiveis e inequi-
valentes de G ¢ igual ao niimero de classes de conjugacao. Disto segue que a tabela de

caracteres é sempre quadrada.

Recordando que uma classe de conjugacgoes em S,, consiste de todas permutacoes
de mesmo tipo ciclico. Em particular, para Ss, temos trés classes de conjugagao, K7 = {e},
Ky, ={(1,2),(1,3),(2,3)} e K3 ={(1,2,3),(1,3,2)}. Portanto assumindo o resultado da
Proposigao 2.14, existem trés representagoes irredutiveis de S3. Ja encontramos duas delas,

a representacao trivial e a representagao sinal.
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K, Ky Kj

Nos conseguiremos encontrar o terceiro caracter utilizando o produto interno de

caracteres que definiremos na proxima sec¢ao.

Se G é um grupo abeliano com n elementos entdo cada elemento de G é o re-
presentante de uma classe de conjugagao distinta. Como temos n classes de conjugagao
devemos ter n representacoes irredutiveis e inequivalentes de G. Pela Proposicao 2.9 essas

representacoes irredutiveis tém grau 1.

2.2.7 PRODUTO INTERNO DE CARACTERES

O produto interno de caracteres é uma ferramenta muito importante. Trata-se de
um método simples que nos permite determinar quando uma representacao ¢ irredutivel.
Além disso, é utilizado para mostrar que o nimero de irredutiveis é igual ao niimero
de classes de conjugacao. Por fim, pode ser empregado para provar que a igualdade de

caracteres implica equivaléncia de representagoes.

Vamos denotar por L(G) o conjunto de todas as fung¢oes de G em C que é um

espaco vetorial sobre C que pode ser munido com um produto interno definido por,

onde a barra significa conjugacao complexa. De fato, temos que (, ) é um produto interno.

1. Sejam a, B € L(G):

1 _
B, =1al gEZGB @960 (9)a(g) = (o, B).
2. Sejam «, 3,7 € L(G):
a+7,8) = = 3 (a+7)(9)B5) = = 3 alg)B(g) +1(9)B(g)
|G| geG ’G| geG
_ > alg)Blg) + > (9)8(g)
|G| geqG geG
= (o, B) + (7, B)
3. Para o, € L(G) e k € C:
1 _
(ka, B) ‘G’ g%k& kmg%a(g) (9) = k(a, B).
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4. Seja a € L(G) nao nula:

Em particular definimos o produto interno de caracteres. Sejam x e v dois caracteres

de um grupo GG ao nimeros complexos C. O produto interno de y e ¢ é

) = g S0

geG
Veremos na seguinte proposicao uma definicao alternativa que nos serd mais tutil.

Proposigao 2.13. Sejam x e 1 caracteres. Entao

A ATeT G‘ ggx
Demonstracdo. Suponha que V' é um G-médulo com caracter 1. Na prova do Teorema de
Maschke, vimos que existe um produto interno de V' em V que é invariante sob a acao
de G. Escolhendo uma base ortonormal para V', obtemos uma representacao matricial
Y para 1, onde cada Y (g) ¢ unitdria, isto ¢, Y(¢g7') = Y(g)™! = mt, onde ¢ denota
transposta. Entdo ¢(g) = trY (g) = tr¥Y (¢~ 1) = trY(¢7') = ¢(¢g71). O resultado é obtido

substituindo esse resultado no produto interno. O]

Sempre que x e ¥ sdo constantes nas classes de conjugacao de GG, podemos escrever

onde a soma é sobre todas classes de conjugacao de G.
Vamos reformular o Lema de Schur no contexto dos caracteres. Veremos agora que

os caracteres irredutiveis sao ortonormais com respeito ao produto interno.

Teorema 2.12. Sejam Yy e 1) caracteres irredutiveis de um grupo G. Entao

<X7 ¢> = 5X7’l/1

Demonstracdo. Suponha que Y, sdo caracteres das representacoes matriciais A, B de
graus d, f, respectivamente. Seja X = (z; ;) uma matriz d x f com entradas z; ; e considere

a matriz

=G G| 3 Alg -1, (2.14)

geG
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Afirmamos que A(h)Y = Y B(h) para todo h € G. De fato,

A(h)Y B(h Z AR A(g)XB(g HB(h™)

|G| geG
Z A(hg)XB(g~'hh)

’G‘ geG
ST ADXB(ITY

|G| iec
l=hg

Portanto, pelos Corolarios 2.6 e 2.8,
0 seAZB,
Y = * (2.15)

cl; se A= B.

Considere o primeiro caso onde y # v, para que A e B sejam inequivalentes. Isto implica
que y; ; = 0 para todo elemento de Y. Assim, tomamos a entrada (4, j) da Equacao (2.14)
para obter
S ain(g)zrbii(g™") =0
|G| kl geG

para todo 7, j. Se este polinomio ¢ zero, os coeficientes de cada xj; devem ser também

zero. Entao

|G’Zalk 9)bi;(g ) 0

geG

para todo 4, j, k,[. Note que essa ultima equacgao pode ser reescrita como
(a;k,bij) = 0 para todo i, j, k, (2.16)
uma vez que nossa definicao de produto interno se aplica a todas fungoes de G a C.
Agora,
X=trd=a;1+ap+...+a4a Y=trB=0bi1+b+...+bsy

de onde segue que
<X7’l/}> = <X7 wy - Z<a‘i,i7 b]J>/ = 0
i’j
Agora suponha que x = ¥. Como estamos apenas interessados nos valores dos
caracteres, também podemos tomar A = B. Pela Equagao (2.15), existe um escalar ¢ € C
tal que y; ; = ¢d; ;. Entdo, como no paragrafo anterior, temos (a; x, a; ;) = 0 quando i # j.
Para o caso i = j, considere

|G|ZA )—C]d

geG
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e tomando o traco em ambos os lados temos

cd =tr cly; = |G‘ZtrA -1

geG

ZtrX—trX

geG

\G\

1
Portanto y;; = c = gtr X o qual pode ser reescrito como

_ 1
SN (@) zrgai(g) = (@11 + T22 + ..+ Taa)
‘G’ kil geG d

Igualando os coeficientes de mondomios semelhantes nessa equagao temos

1

<ai,k7 lz G Z Z azk alz 1) = g(gk,l' (217)
| | kil geG
Segue que
d d d 1
/ /
<X,X> = Z <ai7i7aj,j> = Z(Qi,hai,i) = Z 8 =1 O
i,j=1 i=1 i=1

As Equagoes (2.16) e (2.17) fornecem as relagoes de ortogonalidade para as entradas

de uma matriz de uma representacao.

O corolério a seguir nos permitird relacionar representacoes e caracteres, permitindo

comparar representacoes com respeito ao seus caracteres correspondentes.
Corolario 2.13. Seja X uma representacdo matricial de G' com caracter xy. Suponha
X2mXYemX®@.. . omX®

onde os X sao irredutiveis e inequivalentes com caracteres y¥.

Loy = mix®™ +max® + ..+ mpx P,

2. (x, X)) = m; para todo j.

3. (), X)=m?+mi+...+mi.

4. X é irredutivel se e somente se (y, x) = 1.

5. Seja Y outra representacao matricial de G' com caracter ). Entao

X 2 Y se e somente se x(g) = ¥(g) para todo g € G.

Demonstragao. 1. Como o traco de uma soma direta é a soma dos tragos, vemos que

k k
xX=tr X =tr @miX(i) = Zmix(i)

i=1
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2. Pelo Teorema 2.12,
(x, xV) = (Z mix¥, x9) = Zmi<x(i)7x(j)> = m;.
3. Pelo Teorema 2.12,

060 = (S max®, 3o mix ) = 3 mimy (0, D) = 3
v J i,j 3

4. A afirmacdo que X é irredutivel implica que (x,x) = 1 é parte das relagdes de

ortogonalidade ja provadas. Para o contrario, suponha que
(x,x) = Zm? =1.
i

Entao deve haver exatamente um indice j tal que m; = 1 e todos os restantes m;

devem ser nulos. Assim, X = XU que é irredutivel.

5. A “ida” foi provada na parte 3 da Proposicao 2.12. Para provar a “volta”, seja
Y 2@k n;X®. Sem perda de generalidade, vamos supor que as decomposicoes de
X e Y contenham os mesmos irredutiveis: qualquer irredutivel encontrado em um
mas nao o outro pode ser inserido com multiplicidade 0. Como y = 1 segue que
06X = (1, x®) para todo i. Entdo, pelo item 2 desse coroldrio, m; = n; para

todo 7. Portanto, as duas somas diretas sao equivalentes, isto é, X =Y. O

Exemplo 2.24. Seja G = S,,, note que ambos 7,71 € S, tém o mesmo tipo ciclico e
eles portanto estdo na mesma classe de conjugacao. Se x é um caracter de .S,,, como os
caracteres sao constantes nas classes de conjugacao, entdao y(m) = x(7~!). Segue que a

formula do produto interno para S, pode ser reescrita como

1
o) = = 3 x(mu(r). (2.18)
n!
TESy
Em particular, Seja G = S5 e considere y = Xdef' Como S5 tem trés classes de conjugacao,
sabemos que Ss tem trés caracteres irredutiveis x(M, x®, x®) onde os dois primeiros
caracteres Y, () sdo o cardcter trivial e o caracter sinal, respectivamente. Pelo Teorema

de Maschke, nés sabemos que
x = max™ +mox® + mgx®.

Para calcular m; e my nés vamos utilizar a Equagao (2.18) e a parte 2 do Corolario 2.13,

def

lembrando que nés ja encontramos os valores do caracter para y = x~~ no Exemplo 2.23.

Assim, temos que

1 1
m1:<X,X(1)>:§ ZX(W)X“)(w):6(3-1+1-1+1~1+1.1+0~1+0-1):1,

TESs

1 1
m2:<X,X(2)>:§ZX(W)X(l)(ﬂ'):6(3-1—1-1—1-1—1-1+O-1+0-1):0.

t wES3
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Portanto
x = x4+ max®.

Nos ja sabiamos que o cardcter definido continha uma cépia do caracter trivial. Isso
foi observado quando decompomos as matrizes correspondentes a representacao definida
de S3 como X = A ® B, onde A era a matriz da representacao trivial. As matrizes B

correspondem a uma ou mais cépias do cardter y3).

B<e>—(; (1)) B<<1,2>>—(‘01 ‘11>,
B((1,3)>=(_11 _01), B<<2,3>>=(2 é)

B((1,2,3)) = ( _11 _01 ) : B((1,3,2)) = ( _01 _11 ) :

Se consideramos 1 o caracter correspondente, entao temos

Se 9 é irredutivel, entdo ms = 1 e nés encontramos Y. Caso nao, entdo 1) sendo de grau
dois, deve conter duas cépias de x®). Mas a Parte 4 do Corolario 2.13 torna mais facil

determinar a irredutibilidade; apenas calculando:
1
(1, ) = 6(22 +0°+0°+ 0+ (1) + (—1)*) = 1.

Portanto a tabela completa de caracteres irredutiveis para Ss é
K, Ky K;

YOl 1 11

Y@l 1 -1 1

P12 0 -1
Em geral, o médulo definido para S,,, V = C{1,2,...,n}, sempretem W =C{1+ 2+ ... + n}

como submddulo. Se y(V) e y* sdo os caracteres correspondentes a W e W, respectiva-

mente, entdo V = W @ W+. E podemos escrever isso como
Xdef — D 4yt
Nés sabemos que 3¢ conta os pontos fixos e que x") é o cardcter trivial. Portanto
x* () = (ntimero de pontos fixos de 7) — 1

é também um caracter de S,, irredutivel.
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2.2.8 DECOMPOSICAO DA ALGEBRA DE GRUPO

Nosso objetivo agora é decompor a algebra de grupo em representagoes irredutiveis.
Este processo nos permite obter o niimero de representagoes irredutiveis e inequivalentes

de qualquer grupo.

Seja G um grupo com a algebra de grupo C[G] e cardcter x = x"8. Pelo Teorema

de Maschke, podemos escrever

C[G] =P mV?, (2.19)
onde os V' variam sobre todas representacoes irredutiveis e inequivalentes e apenas um
numero finito dos m; sdo nao nulos.

Proposi¢do 2.14. Seja G um grupo finito e suponha C[G] = ®;m;V®, onde os V'

formam uma lista completa de G-moédulos irredutiveis e inequivalentes. Entao

1. m; =dimV®,

2. Y (dim VW) = |G| e

3. o ntmero de V’s é igual ao niimero de classes de conjugacio de G.

Demonstracao. 1. Se V® tem cardcter x entdo, pela Parte 2 do Corolario 2.13,
; 1 N
m; = (x,x") = = X(@)x (g™
geG

O carécter da representacao regular é zero para g # e e x(e) = |G|. Portanto,

1 . -
m; = @)((e)x(’)(e) = dim V® (2.20)

pelo Item 1 da Proposicao 2.12. Portanto todo G-mddulo irredutivel ocorre em C[G]
com multiplicidade igual a sua dimensao. Em particular, todos eles aparecem pelo
menos uma vez e entao a lista de G-modulos irredutiveis e inequivalentes deve ser

finita, uma vez que a algebra de grupo tem dimensao finita.
2. Segue pelo célculo das dimensoes em ambos os lados da Equagao (2.19).

3. Pelo item 5 do Teorema 2.11, temos que o niimero de V®’s é igual a dim Zg,q ClG]-

Vamos agora descrever inicialmente os elementos de End C[G]. Dado qualquer
v € C[G], defina a aplicagao ¢y : C[G| — C[G] pela multiplicacdo a direita por v,
isto é, ¢y (W) = wv, para todo w € C[G]. Segue que ¢, € End C[G]. Na verdade,
esses sa0 os Unicos elementos de End C[G]. Pois, afirmamos que C|G]| = End C[G]

como espagos vetoriais. Para ver isso, considere a aplicacao ¢ : C[G] — End C|[G]
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dada por v 2 ¢v. Temos que ¢ é linear. Vamos mostrar que ¢ ¢ injetiva. Se ¢, ¢é a
aplicagao nula entdo 0 = ¢, (e) = ev = v. Para mostrar que ¢ é sobrejetiva, seja
0 € End C[G]. Segue que f(e) = v, para algum v. Segue que 0 = ¢,. Pois, dado
qualquer g € G, 0(g) = 0(ge) = gb(e) = gv = gv = ¢y(g). O resultado segue pelo
fato de duas transformacao lineares que coincidem numa base coincidem também

fora dela.

Agora, em termos de algebras, a aplicacdo ¢ é um anti-isomorfismo, uma vez que ela
reverte a ordem da multiplicagdo: ¢ydw = dwy, para todo v, w € C[G]. Portanto,
¢ induz um anti-isomorfismo dos centros de C[G] e End C[G],entao temos que o

namero de V® ¢ igual a dim Ze(aq)-

Para descobrir como ¢ o centro da algebra de grupo, considere qualquer z = c¢1g; +
...+ cn8n € Zgig), onde os g; € G. Agora, para todo h € G, temos zh = hz que

equivale a z = hzh™!, que ainda pode ser escrito como
C181 + ...+ Cn8n — Clhglh_l + ...+ Cnhgnh_l.

Mas como h assume todos os valores possiveis em G, hg;h~! assume valores sobre a
classe de conjugacao de g;. Desde que z permanece invariante, todos os membros
dessa classe devem ter o mesmo coeficiente escalar ¢;. Portanto se G tem k classes
Ki,..., Kg, tome

Zi:zg

geK;

para ¢ = 1,...,k,. Assim, mostramos que qualquer z € Z¢|g) pode ser escrito como

k
7 = Z dz‘Zi.
i=1

Consideracoes semelhantes mostram que vale a reciproca: qualquer combinacio
linear de z;’s estd no centro de C[G]. Finalmente, note que o conjunto {z1,...,2zx}
forma uma base para Zgig). J4 mostramos que esse conjunto gera. Além disto,
eles sao linearmente independentes pois sao somas sobre subconjuntos dois a dois
disjuntos da base {g : g € G} de C[G]. Portanto o nimero de classes de conjugacao

de G ¢éigual a dim Z¢|g] que por sua vez ¢ igual ao niimero de 17425 O

Por exemplo, no caso de G = Ss3, pelo item 3 da Proposicao 2.14, temos 3
representacoes irredutiveis uma vez que S3 tem 3 classes de conjugacao. Além disto, estas
representacoes tem graus 1,1 e 2 que satisfazem 12412422 = 6, pelo Item 2 da Proposicao
2.14.

Proposigao 2.15. Os caracteres irredutiveis de um grupo G formam uma base ortonormal

para o espaco das fungoes de classe R(G).
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Demonstracao. Pelo Teorema 2.12, sabemos que os caracteres irredutiveis sao ortonormais
com respeito a forma bilinear (-,-) em R(G). Logo eles sao linearmente independentes.
Agora, a dimensao dim R(G) é o nimero de classes de conjugacao de G que, pela Parte 3
da Proposicao 2.14, é igual ao niimero de caracteres irredutiveis. Portanto eles sao uma
base. O

2.2.9 REPRESENTACOES RESTRITAS E REPRESENTACOES INDUZIDAS

Dado um grupo GG com um subgrupo H, vamos apresentar uma maneira de obter
representacoes de GG a partir das representacoes de H e representacoes de H a partir das

representagoes de G.

Definicao 2.24. Considere H < (G e a representacao matricial X de G. A restricio de X
a H, denotada por X 1%, é dada por

X 15 (h) = X(h)
para todo h € H. Se X tem caricter y entdo denote o cardcter de X |% por x 1%.

Note que X [% é uma representacdo de H e que, mesmo que X seja uma repre-
sentacdo irredutivel de G, X |% ndo é necessariamente irredutivel em H. Por exemplo,
suponha que X ¢ uma representacao matricial irredutivel de G de deg X > 2 e que H ¢
um subgrupo de G abeliano. A restricao de X a H é uma representacao redutivel, pois,

pela Proposicao 2.9 toda representacao irredutivel de um grupo abeliano tem grau 1.

Definicao 2.25. Considere H < G e fixe t1,...,t; os representantes da classe lateral de
Hem G, isto é, G =t;HU...Ut;H, onde a unido ¢ disjunta. Se Y é uma representagao
de H, entdo a correspondente representacio induzida Y 1% atribui para cada g € G a

matriz em blocos

Y(ti'gt)) Y(ti'gts) ... Y(ti'gt;)
- Y(ty'gt) Y(ty'gts) ... Y(t3'gt))

Y 1% (9) = (Y(t;'gt;)) = . _ , R
Yt gt) Yt gta) ... Y(t 'gty)

onde Y (g) é a matriz nula se g ¢ H.

Vamos omitir H na notacdo se ndo houver confusio e escreveremos apenas X 1.

Essa notacao se aplica também para o caracter correspondente.

Seja G = S3 e consideres como no Exemplo 2.15, H = {e,(2,3)} com G =
HU(1,2)H U (1,3)H, onde a uniao é disjunta. Seja Y = 1 a representacao trivial de H

e considere X = 1 1¢. Calculando a representacdo matricial para a transposicdo (1,2),
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temos
Y(e ' (1,2)e) = Y((1,2)) =0, pois (1,2) ¢ H
Y(e'(1,2)(1,2)) =Y(e) =1, poisec H
Y(e *(1,2)(1,3)) =Y ((1,3,2)) =0, pois (1,3,2) ¢ H
Y((1,2)(1,2)e) =Y(e) = 1,
Y((1,2)(1,2)(1,2)) = ¥((1,2)) =0,
Y((1,2)(1,2)(1,3) = Y((1,3)) = 0, pois (1,3) ¢ H
Y((1,3)(1,2)e) = Y((1,2,3)) =0, pois (1,2,3) ¢ H
Y((173)<17 2)(172)) = Y((173)) =0,
Y((1,3)(1,2)(1,3)) = Y((2,3)) =1, pois (2,3) € H
que fornece a matriz
010
X(12)=|1 0 0
00 1

Assim como a restri¢ao, a inducao nao preserva irredutibilidade.

Proposicao 2.16. Seja H < G um subgrupo de G. Sejam {t¢i,...,t;} o conjunto de
representantes das classes laterais de H em G e o conjunto das suas respectivas classes
laterais H = {t, H, ...,t;H}. Entdo as matrizes de 1 1% sdo idénticas com as matrizes de

G agindo na base H para o médulo de classes laterais CH.

Demonstragio. Sejam X = (x;;) e Y = (y; ;) as matrizes para 1 1¢ e CH, respectivamente.
Ambas matrizes contém apenas zeros e uns. Para qualquer g € G, nés temos que z; ;(g) = 1
se, e somente se ti_lgtj € H,ouseja, gt;H = t;H que equivale a y; ;(g) = 1 na representagao

nas classes laterais. Portanto, CH é um médulo para 1 1. O

Falta apenas mostrar que as representacoes induzidas sao de fato representagoes.

Teorema 2.14. Seja H < G um subgrupo de G. Suponha que {t¢i,...,t;} sejam os
representantes das classes laterais de H em G. Seja Y a representaciao matricial de H.

Entdo X =Y 1% é uma representacao de G.

Demonstra¢io. Vamos provar que X (g) é sempre uma matriz de permutagao em blocos,
isto é, toda linha e coluna contém exatamente um bloco ndo nulo Y (¢; 'gt;). Sem perda
de generalidade, considere a primeira coluna, os outros casos serao similares. Queremos

mostrar que existe um tnico elemento de H em {t;'gti,t5 gt1,...,t; 'gt1}. Entretanto
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gi, € t;H para exatamente um dos ?; em nosso conjunto de representantes das classes

laterais de H em G e entdo t; 'gt; € H é o elemento que procuramos.

Para mostrar que X (g) é uma representagdo matricial, devemos primeiro verificar
que X (e) é a matriz identidade. Isto segue diretamente da definigdo de indugdo. Além
disto, precisamos mostrar que X (g)X(h) = X(gh), para todo g,h € G. Considerando

apenas o bloco (i, 7) em ambos os lados, é suficiente provar que
DY (7 gte)Y (1, hty) = Y (t7 ght;).
k

Para simplificar a notacdo, seja a = t; *gty, by = t,;lhtj, ec= t;lghtj. Note que apb, = ¢

para todo k. Reescrevendo, queremos provar que
> Y (an)Y (by) = Y(c).
)

Agora vamos considerar dois casos. Se Y(c¢) = 0 entdo ¢ ¢ H. Segue que a; ¢ H ou

by ¢ H para todo k. Portanto Y (ax) ou Y (by) é zero para cada k e, em ambos os casos,
k
Se Y(c) # 0 entdo ¢ € H. Seja m o tnico indice tal que a,, € H. Logo b,, = a,'c€ H e

S Y (ar)Y (b)) = Y (@)Y (bn) = Y (ambm) = Y(c). O

Veremos na proposicao seguinte que a representacao induzida independe da escolha

dos representantes das classes laterais de H em G.

Proposicao 2.17. Considere H < G e uma representacao matricial Y de H. Sejam
{t1,....,t;} e {s1,..., 8} dois conjuntos de representantes das classes laterais de H em G
dando origem a representacoes matricial X e Z, respectivamente, para Y 1¢. Entdo X e

Z sao equivalentes.

Demonstracdo. Sejam y, 1, e ¢ caracteres de X, Y e Z, respectivamente. Entao pela Parte

5 do Corolario 2.13 é suficiente mostrar que x = ¢. Nos temos que

X(g) =D tr Y (£ gti) = D (t ' gta), (2.21)
onde ¥(g) = 0 se g ¢ H. Similarmente,

$lg) =D tr Y(s;'gsi) = 3 v(s; 'gsi).

Desde que t; e s; sao ambos representantes de classes laterais de H em G, nés podemos

permutar os indices se necessario para escrever t;H = s;H para todo i. Assim t; = s;h;,
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onde h; € H para todo 4, e entdo t; *gt; = h; 's; *gs;h;. Portanto t; 'gt; € H se, e somente
se s; 'gs; € H, e quando ambos pertencem a H, eles estdo na mesma classe de conjugacao.
Segue que 1 (t; 'gt;) = b (s; 'gsi), desde que 1) é constante na classe de conjugacdo de H e

zero fora dela. Entao nds temos
= Z¢(t[19ti) = Z¢(5;195i) = ¢(9). L

Agora, vamos encontrar uma férmula para o caracter de uma representagao induzida.
Sejam H,1), e os t; como na Proposicao 2.17. Entdo v(t; 'gt;) = w(h~'t; gt;h) para
qualquer h € H. Logo, a Equacao (2.21) pode ser reescrita como
19 (g > > (b7t gtih),
‘H | i heH
Mas, como h varia sobre H e os t; variam sobre os representantes das classes laterais de
H em G, os produtos t;h variam sobre todos os elementos de GG exatamente uma vez.

Portanto, chegamos na identidade

19 (g Y (e gr). (2.22)

zeG

IHI

Essa férmula nos permitira provar a Reciprocidade de Frobenius a qual relaciona o produto

interno dos caracteres das representagoes restritas e induzidas.

Teorema 2.15. [Reciprocidade de Frobenius| Seja H < G um subgrupo de G e suponha

que ¥ e x sao caracteres de H e (G, respectivamente. Entao

<¢ TGaX> - <77Z)7X J/H>

onde o produto interno a esquerda ¢é calculado em G e o a direita em H.

Demonstragio. A partir da defini¢do e da Equagao (2.22), temos que

0130 = 15 L1 (nle™) = g 2 3 v gw)ls ™)

geG zeG geG

Tomando y = 2~ gz, temos que

ZZQ/JSC gx)X |G||H|Zzw X(xy ).

z€G geG zeG yelG

IGHHI

Como Y é constante nas classes de conjugagao de G, temos que x(zy~'z7!) = x(y71),

para todo x € G. Usando o fato de que = ¢é constante na soma chegamos que

> 3 wlts™) = i X vl

ze€G yeG yeG

\GHH!

e, como sabemos que 1 é zero fora de H, concluimos que

yelG yeH



3 MODULO DE PERMUTACAO

Nesse capitulo, iremos construir representacoes do grupo simétrico naturalmente
associadas as particoes de n, que serao chamadas representacao de permutacao. Apesar
dessas representacoes nao serem irredutiveis, sua compreensao nos ajudara a construir

para cada particao de n uma sub-representacao irredutivel.

Por defini¢do, vamos supor que a algebra do grupo em que a representacao regular
opera é sobre espago vetorial complexo e, portanto, serd denotada por C[S,,] com a S,-acdo
definida pela multiplicacao a esquerda. Deste modo, cada representacao irredutivel de S,

estd associada a um subespago S,-invariante de C[S,,].

3.1 PARTICOES E TABLEAUX DE YOUNG

Vamos introduzir a nocao de tableau de Young a partir das particoes de n. Mos-
traremos como esses tableaux determinam classes de equivaléncias que sao usadas para
construir uma representacao de S,,. Contudo, primeiro apresentaremos algumas notagoes

e defini¢oes associadas as partigoes.

Seja A um conjunto, entao uma ordem parcial em A é uma relacao < tal que para
todo a,b,c € A

1. a <a,
2. a<beb<aimplicaa=0,e

3. a<beb<cimplica que a < c.

Se, em adicao, para todo par de elementos a,b € A nds temos ou a < b ou b < a, entao <

é uma ordem total e (A, <) é um conjunto totalmente ordenado.
Sabemos que uma particdo de um numero inteiro positivo n é uma sequéncia de

!
nimeros inteiros positivos A = (A1, Ag, ..., \;) satisfazendo \y > Ao > -+ > Ny e Z A = n.
i=1

Por exemplo, o nimero 4 tem cinco partigoes (4),(3,1),(2,2),(2,1,1),(1,1,1,1).

H&a duas ordenagoes importantes em particoes de n que depois serao estendidas

aos tableaux de Young.

Definigao 3.1. (Ordem lexicografica) Sejam A = (Aq, Ao, ..., N) € = (p1, foy -+, fhm)
particoes de n. Entao A < p na ordem lexicograifica se, A = i, ou existir algum indice ¢ tal

que

Aj=pjpara j <ie N < .
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Como pode ser visto pela defini¢ao, a ordem lexicografica é uma ordem total. A
ordem de domindncia que vamos definir abaixo é uma subordem da ordem lexicografica

fundamental para as representacgoes de .S, e serd a mais usada daqui em diante.

Definigao 3.2. (Ordem de dominéncia) Suponha que A = (A1, Ag, ..., N) e o = (f1, f2y -« - 5 fln)

sao particoes de n. Entao A domina pu, e escrevemos A > p, se
)\1+>\2+"'+)\i ZM1+M2++/L@

para todo ¢ > 1, onde se i > [ (respectivamente i > m) entdo tomamos \; (respectivamente,
;) sendo zero. Dizemos que A domina estritamente p se A > e A # p, denotamos por
A D> .

Por exemplo, dado n = 6, temos que

e (3,3)>(2,2,1,1) desde que 3 > 2, 343> 242, 343> 2+2+1, 343> 2+2+1+1;

e (4,1,1) > (3,3) mas (3,3) e (4,1,1) s@o incomparaveis na ordem de dominéncia,
pois, 3 <4 mas 3+3 >4+ 1.

O conjunto de todas as particdes de n é um conjunto parcialmente ordenado pela
defini¢do acima. A ordem > contém a ordem parcial I>. Veremos na proposi¢do a seguir

que A > p implica que A > p mas a implicagdo inversa é falsa em geral.

Proposigao 3.1. Sejam A = (A1, Ag, ..., N) e = (ug, o, - - -, i) particoes de n com
A D . Entao A > p.

Demonstracao. Suponha que A # p. Entao existe algum indice ¢ correspondente ao menor
i—1 i—1 i ]

namero tal que \; # p;. Assim, Z)\j = Z,uj e Z)\j > Z,uj pois A > pu. Entao A\; > p;

Jj=1 Jj=1 j=1 j=1
e, portanto, A\ > p. O

Para explicitar melhor essas duas ordens, vamos ilustrar o que ocorre para n = 6.

Na ordem lexicografica, temos a seguinte distribuicao

(6) > (5,1) > (4,2) > (4,1%) > (3%) > (3,2,1) > (3,1%) > (2%) > (2%, 1%) > (2,1%) > (1°).

Por sua vez, a ordem da dominancia nao é uma ordem total, mas podemos descrevé-

la através do diagrama de Hasse.

Definigao 3.3. Se (A4, <) é um conjunto parcialmente ordenado e b, c € A, entdo dizemos
que b é coberto por ¢ (ou ¢ cobre b), escrevemos b < ¢ (ou ¢ > b), se b < ¢ e nao existe
de Acomb<d<c O diagrama de Hasse de A consiste de vértices representando os

elementos de A com uma flecha do vértice b até o vértice ¢ se b é coberto por c.
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Segue abaixo o diagrama de Hasse com a ordem da dominéancia das parti¢cdes de 6.

N
(5.1)
T
(4,2)

b N
(3) (4,19
N b
(3,2,1)

b N
(3,1 2)
N b
(2%,12)

T
2,19
T

(1%
Uma maneira alternativa para representar particoes se da através de diagramas.

Defini¢ao 3.4. Suponha que A\ = (A1, Ag,..., \)) F n. O diagrama de Ferrers ou forma de
A é uma matriz de n pontos tendo [ linhas justificadas a esquerda com a linha 7 contendo

A; pontos para 1 < i <[. Ou seja, é o conjunto

DA :={(5,7) ENxN;1<i <[, j=1,..., N}

Por exemplo, se A = (3,2,1,1) temos o seguinte diagrama de Ferrers e podemos

usar células no lugar de pontos.

[Dy] = ou D)) =
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Como sabemos que o nimero de representacgoes irredutiveis do S, é igual ao
nimero de parti¢coes do n concluimos que ha uma bijecao entre diagramas de Ferrers e

representagoes irredutiveis de S,,.
Definig¢ao 3.5. Suponha A Fn. Um tableau de Young de forma A é uma matriz t obtida
preenchendo as células do diagrama de Ferrers de A com os ntimeros 1, 2, .., n bijetivamente.
Ou seja, temos a bijecao
t:[Dy] «—{1,...,n}

onde,

t1.1) . tLN)

e t; ; representa a entrada de ¢ na posicao (¢, j). Para qualquer forma X\ - n ha exatamente

n! tableaux de Young .

Um tableau de Young de forma A é também chamado A—tableau e denotado por

t*, ou podemos escrever sht = \.

Se A=(2,1) = , entdo os possiveis A—tableaux sao

112] [2]1] [1]3] [3]1] [2]3] [3]2]
3] 3] 2] 2] 1] ol1]

t=

Lema 3.1. (Lema da domindncia para particoes) Sejam t* e s* tableaux de forma \ e
1, respectivamente. Se, para cada indice i, os elementos da linha ¢ de s* estdo todos em

diferentes colunas de t*, entdao A > u.

Demonstragio. Uma vez que os elementos da linha 1 em s* estao todos em diferentes
colunas de t*, podemos ordenar as entradas de cada coluna de ¢t de modo que todos os
elementos da linha 1 em s* ocorram na primeira linha de tz\l). Os elementos da linha 2 em
s estdo todos também em diferentes colunas de t* e, portanto em t(), reordenando as
entradas em cada coluna de tf\1) de modo que todos os elementos das linhas 1 e 2 em s
ocorram na primeira e segunda linhas de tE\Q)‘ Por inducdo, ordenando cada coluna de t*,

todos os elementos das linhas 1,2,...,7 de S* ocorrem nas primeiras ¢ linhas de tf‘i). Logo,

A1+ Ag + -+ -+ )\; = numero de elementos nas primeiras ¢ linhas de tf‘i)
> namero de elementos de s* nas primeiras ¢ linhas de tf‘i)

= 1t p e ]
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8/5[4[2]7] 1/2]3]4]
Exemplo 3.1. Sejam t* = |13 est =156 .
6| 718

Note que os elementos de cada linha em s* estdo todos em diferentes colunas em t* e,

usando o procedimento da demonstracao do Lema 3.1, temos que os elementos da primeira
113]4]2]7]
linha de s* estao todos na primeira linha e em diferentes colunas em t(Al) =185 e
6
os elementos da primeira, segunda e terceira linhas de s* estdao todos na primeira, segunda
113]4]2]7]

5 . Portanto, concluimos que

e terceira linhas e em diferentes colunas em tf\2) =

6
18
A D .

3.2 TABLOIDES

Existe uma ac¢ao natural de S,, no conjunto dos A-tableaux. Seja A F n. Considere
7 um elemento de S,, e t = (¢; ;) um A-tableau. Definimos 7t como sendo o tableau que tem

na linha i a imagem por 7 dos nimeros na linha i de ¢, ou seja, 7t = (7(t;;)) = ((7t); ;).

5131216] [1]2]3]7]
Por exemplo, (1,6,7,8,4,5)(2,3) -|4|8]1] =|5]4[6
7] 8

Como a acdo de S, nos tableaux é transitiva, podemos obter todas os outros tableaux de

forma A\ = (4,3, 1) por permutacao.

Definicao 3.6. Suponha que o tableau t tenha linhas Ry, Rs, ..., R; e colunas C4, Cs, ..., C.

Entao definimos dois subgrupos de S,

Rt = SRl X SRQ X ... X SRZ

Ct = Scl X 502 X ..o X Sgk.
onde R; é a linha estabilizadora de t e C; é a coluna estabilizadora de t, isto é,

R, ={o0 €S, |0 fixa os elementos de cada linha de ¢, como conjunto}
= {0 € S, | para todo i, ambos i e o(i) pertencem a mesma linha}
Cy ={o € S, |0 fixa os elementos de cada coluna de ¢, como conjunto}

= {0 € S, | para todo i, ambos i e (i) pertencem a mesma coluna}.

113]7]
Set=14|5 R entao Rt = 5{173,7} X S{475} X 5{2,6} e Ct = 5{172’4} X 5{3,5,6} X S{7},
216

onde |R;| =3!2!2l e |Cy] = 3!3!'1L

Definicao 3.7. Um tabloide de forma A, ou A-tabldide, é uma classe de equivaléncia de

tableaux de Young, onde dois A—tableaux t; e t5 sao equivalentes por linhas, t; ~ t5, se as



o8

linhas correspondentes dos dois tableaux contém os mesmos elementos, nao necessariamente

na mesma ordem. Essa classe de equivaléncia é denotada por

{t} ={tslts ~ t}

onde sh t = X\. Vamos omitir as linhas verticais de um tableau para representar um
tabloide.

2l 1121[112] 2111 [2]1 139
Set‘34entao{t}_{34’43’34>43}—34'

A classe de equivaléncia por linhas pode ser expressa como {t} = R;t. Por exemplo,

le g 3‘ e ot = g le 2‘ ) onde o = (1,3’2)(4’5> - Rt7 ambos tableaux

possuem {1,2,3} na primeira linha e {4,5} na segunda linha, entao t ~ ot.

tomando ¢t =

Assim, t; ~ t, se, e somente se, t, = oty para algum o € R;, que por sua vez
ocorre se, e somente se, R;, = R;,. Como R, é o estabilizador de {t} em S, temos que
Proposigao 3.2. Se A = (A, \g,...,\)) F n entdo o nimero de tableaux em qualquer

n!
classe de equivaléncia é A\ \y!-- - \! def Al. Portanto o ntimero de A-tabloides é —.

Al

Demonstrag¢io. Como ha exatamente n! tableaux de Young e o niimero de tableaux de

Young em qualquer classe de equivaléncia é A!, o resultado segue. O

Lema 3.2. Sejam t um tableau e 7 uma permutagao. Entao

1. Ry =R Y

2. Cﬂ't = 'ﬂ'OtTfil.

Demonstragao. 1. Denote as linhas de t por Rq,...,R; e seja 0 € R,;. Entao temos
o(rR;) = (tR;) onde i = 1,--- ,I. Logo n'on(R;) = (R;),i = 1,--- 1. Obtemos

1

que 7 lom € R, e, portanto, o € TRy L.

2. Denotando as colunas de t por C4, ..., Cj, obtemos de maneira similar ao item 1 que
o€ nCyr~!, onde 0 € Cpy. O

Dado um subconjunto H C S,,, definimos os seguintes elementos de C[S,,]:

H™ =) sgn(o)o e H'=)> o

ceH ceH

Em particular, definiremos agora dois elementos de C[S,,] de grande importancia

em nosso estudo da decomposicao de C[S,,].
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Definicao 3.8. Seja A - n. Para um A-tableau ¢ definimos

ke =C; =) sgn(o)o,

oeChy

Tt:Rt+: ZO'.

og€Ry

Lema 3.3. Sejam ¢ um tableau e 7 uma permutacao. Entao

1. ky = k™Y

2. T =T L

Demonstragao. 1. Por definicdo, temos k; = Z sgn(o)o. Agora, pela parte 2 do
oeCrt
Lema 3.2, temos que

ke = Y. sgn(o)o = Y sgn(m)sgn(r)sgn(r ")rra !

O'Eﬂ'ctﬂ_l T€Cy
= > msgun(n)ra =7 Y seu(r)r |7t =7k
TeCy TeCy

2. Por definicdo, temos que r; = Z 0. Agora, pela parte 1 do Lema 3.2, temos que
0ERt

Tat = Z o= Z =7 (Z 7') 7t =gqrm ! ]

ocemRyn—1 TER: TER:

O objetivo agora é construir uma familia de médulos de S, associada a cada
particdo. O método é resumido da seguinte forma. Primeiro, considere uma colecao
de tabloides para cada particao. Depois, defina uma acao de .S, nessa colecao. Entao
finalmente, formamos o médulo conhecido como o médulo de permutacao M?*. Esses
modulos serao, em geral, redutiveis, no entanto, dentro de cada modulo, existem modulos

irredutiveis.

A agado de S, nos tableaux induz uma agao nos tabléides deixando w{t} = {wt}

g w(@) 7(j)
k (k)

Essa agao estd bem definida. De fato, se supusermos que {t} = {s} entao existe o € R;

tal que ot = s. Como s = mor'nt, pela parte 1 do Lema 3.2, temos que mon~! € R,

concluimos que {nt} = {ws}.

Estendendo em C a agao de S, no conjunto de tabldides, obtemos o seguinte

S,,-mddulo.
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Definicao 3.9. Suponha que A F n. Seja

MA = C{{tl}a Tt {tk}}7

onde {t;},...,{t,} é uma lista completa de A-tabléides. Entdo M* é chamado o médulo

de permutacio correspondente a A e ¢ : S,, — GL(M?) é a representagao de permutacio.

Exemplo 3.2. Se A = (n), vemos que M(™ = C{ 1 2...n } e uma vez que este tablide

é fixado por S,,, M™ é o médulo correspondente a representacio trivial uni-dimensional.

Exemplo 3.3. Se A = (1") entdo t = e cada classe de equivaléncia consiste de um

unico tableau. Esse tableau pode ser identificado como uma permutacao em uma linha.

Como a acao de S, é preservada, esse médulo corresponde a representacao regular, isto é,
MU = C[S,].

Exemplo 3.4. Se A = (n — 1, 1) entdo ha n distintos (n — 1, 1)-tabldides, com tableaux

representantes
1213 ]...n] 103 n] R 2 | ... [n—1]
1, = 1 ) tg—l I n .

Cada A-tabldide é unicamente determinado pelos elementos na segunda linha que é

um ntmero de 1 a n. Assim, pode ser escrito como
n—1,1) ~
MO = C{1,2,... n}.
E esse médulo é correspondente a representacao definida.

Exemplo 3.5. Sejam as particoes de n =3, A = (3), A = (2,1) e A = (13). Vamos calcular

os caracteres dos médulos M?. Denotaremos o caricter de M* por ¢*

(1°) (2,1) (3)

¢ 1 1 1
N |3 1 0
o1 | 6 0 0

Definicao 3.10. Um G-médulo M ¢ ciclico se existe um v € M tal que M = CG - v onde
G-v={g-v|ge€ G} Neste caso, dizemos que M é gerado por v.

Note pela Definicao 3.10 que o médulo M* é ciclico, ja que qualquer tabléide pode
ser levado a qualquer outro tabléide de mesma forma por alguma permutacao de .S,,, pois
S, age nos tabléides transitivamente. Entao podemos denotar o médulo de permutacao

da seguinte forma
M* = CS,{t*}.
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Proposicao 3.3. Se A\ - n entdo M* é ciclico, gerado por qualquer M- tabléide dado.

n!
Mais ainda, dim M?* = R que é o nimero de A-tabloides.

Vamos agora associar a cada A = n um subgrupo do S,,. Recordando que se X é

um conjunto qualquer entdo Sx é o conjunto das permutagoes de X.

Defini¢ao 3.11. Seja A = (A, Ag,...,\)) b n. Entdo o correspondente subgrupo de
Young de S, é

Sy =502, :1 X SPut A2, A2e) X 70 X St e A 42,0}
onde S{n—>\1+17n—>\z+2,---7n} = S{Al+~~-+>\z—1+17---7)\1+~--+>\z—1+>\z}'

Por essa defini¢do, temos que S(321,1) = S{1,2,33 X Spasy X ey X Spry = Sz X Sy ¥
Sl X Sl-

Se tomarmos o subgrupo de Young S, correspondente a particao A\ e induzir a
representacao trivial em Sy a S, teremos a representacao 1 Tg’; e, consequentemente,
obtemos seu correspondente médulo de permutacdo M*. De fato, se 7y, T, ..., T SA0 0S

representantes das classes laterais para S, entao, pela Proposicao 2.16, o espago vetorial
VA = C{TUS)\, 7TQS)\7 ceey 7T]€S)\}
¢ um modulo para nossa representacao induzida.

Seja Sy = 5{1,2,...,,\1} X S{)\1+1,)\1+2,...,)\1+/\2} X oo X S{nf)\l+1,nf)\l+2,...,n}> podemos
pensar em S) sendo modelado pelo tabléide

1 2 A
M+1 M+2 .0 M+ A

{'y =~ : : ! 2 (3.1)
n—>M-+1 n

As classes Sy correspondem de alguma maneira com os tabléides {7t}

Teorema 3.1. Considere A - n com subgrupo de Young S, e tabldide {t*} como em (3.1).
Entdao V* = CS,, S\ e M* = CS,{t*} sdo isomorfos como S,-médulos.

Demonstracao. Seja 7y, ms, ..., T, representantes das classes laterais para S,. Defina a

aplicagao
6:VvV> — M
por O(m;Sy\) = {mt*} parai = 1,...,k e estenda linearmente. Temos que 6 é um S,-
isomorfismo de médulos. Pela Proposicio 2.16, M* = 1 Tg’;: C(S,/Sy\) = VA, O
Observe que se o A- tableau ¢t ¢ um tableau onde as entradas 1,...,n aumentam

em ordem crescente ao longo das linhas entao Sy = R;.
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3.3 LEMA DO SINAL

Dados quaisquer dois A\- tabléides {t},{s} na base de M?*, podemos definir o

produto interno em M? em que

{th {s}) =01 = se i) = 1{s) (3.2)

0, caso contrario .

O produto interno é S,-invariante, ou seja, (ru,7v) = (u,v) para todo w € S, e

u,v € M?. Estendendo por linearidade obtemos um produto interno em M?, isto é, dados

u = Zat{t} ev = ZBS{S} € M*, onde as somas estdao sobre os distintos tabléides,
t s

temos

v) = tzatﬁsﬂt}, {s}) = Z%ﬂj-

Se U C M*, o espaco ortogonal a U é dado por

+ = {ve M*|{u,v) =0 para todo u € U},

Antes de enunciar o préximo resultado, recordamos que H~ = Z sgn(m)m para
meH
qualquer subconjunto H C S,, e temos definido o produto interno em M* por (3.2). Se

H = {7} entdo denotamos H~ por 7.

Lema 3.4. [Lema do sinal] Seja H < S,, um subgrupo.

1. Sem € H entdao tH™ = H 7w = (sgnm)H ~; além disso, 1" H~ = H™.
2. Para quaisquer u,v € M* temos (H u,v) = (u, H ).
3. Se a transposi¢ao (b, c) € H entdo podemos fatorar H~ = k(e — (b, c)), k € C[S,].

4. Se t é um tableau com b, ¢ na mesma linha de t e (b,c) € H entdao H {t} = 0.

Demonstragao. 1. Temos que
TH™ =m Y sgn(o)o =) sgn(o)ro
oeH oceH
Fazendo 7 = 7o,

=Y sgn(r 1) =D sgn(r V)sgn(r)T

TeH TeH

= sgn(m (Z sgn(7 ) = sgu(m)H .

TeEH

Finalmente, temos que 7~ H~ = (sgnm)w( Y _ (sgno)o) = (sgur)(sgnm)H~ = H .
occH
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2. Usando o fato que o produto interno em M* é S,-invariante temos que (H " u,v) =

> {(sgnm)mu, v) = Y (u, (sgnm )7 'v). Tomando 7 = 7! temos que (H u,v) =

meH weH
> (u, (sgut)Tv) = (u, H v).
TeEH

3. Considere o subgrupo K = {e, (b,c)} de H. Selecione os representantes das classes

laterais a esquerda m,...,ms para K em H e escreva H como unido disjunta de
S

suas classes laterais a esquerda, ou seja, H = U K =mKUmyU---UmK, onde
i=1
K = {m;,m(b,c)} e m; = (sgnm;)m;. Temos que

S

H™ = ((sgnm;)m; + sgn(m;(b, ¢))(m;(b, c)))

=1

— S (sgum)m: + sgn(m)sen(b,e)(m(b. )

= il((sgnm)m — sgn(m;)(m;(b, c)))
— i((sgnm)m(e — (b,0))
= (e~ (6,0)),

4. Por hipétese (b, c){t} = {t}. Logo, H {t} = k(e — (b,¢)){t} = k({t} —{t}) =0. O

Nosso objetivo para os proximos capitulos é construir um conceito de representacao
irredutivel de S,, correspondente a cada tableau de Young. Iremos abordar duas construgoes
dos médulos irredutiveis de M?, a primeira abordagem serd via construcao por politabléides

(Capitulo 4) enquanto que a segunda serd via simetrizadores de Young (Capitulo 5).



4 MODULOS DE SPECHT

Sabemos que o médulo M* ndo é irredutivel em geral. No entanto, como em
qualquer representagao, os modulos de permutacoes podem ser decompostos em médulos

irredutiveis de S,,.

Veremos adiante que podemos definir uma ordem no conjunto de parti¢oes de n de
tal maneira que o primeiro médulo M é irredutivel e o denotamos por S, o segundo
moédulo M*? se decompde em cépias de S* e um novo médulo irredutivel S*2 e, em geral,
cada médulo M ird se decompor em vérias copias de S para i < k e um novo médulo
irredutivel S*. No final, obtemos uma sequéncia de S,, médulos irredutiveis S, Sz, SAs.
..., chamados médulos de Specht. Antes de podermos defini-los, precisamos da nocao de

um politabloide.

Definicao 4.1. Se t é um tableau entao o politabloide associado é dado por
€ — kt{t}

Note que se t tem colunas Cf, Cy, ..., C}, entao k; se fatora como ky = ke, ke,...kc,

onde ko, = Y sgn(m)m, i =1,..., k. De fato, sabemos que C; = S¢, X S¢, X -+ x S¢, e,
FGSCZ.
argumentando com indugao em k, ¢é suficiente mostrar que para qualquer dois subgrupos

H, K <5, distintos

> sgn(m)m =Y sgn(o)o > sgn(r)T.
TeHK oceH TEK
Isso é verdade uma vez que todo m € HK tem fatoracao unica, m = o7 = 70 para
algum 0 € H e 7 € K. Lembrando que sgn(o7) = sgn(o)sgn(7), a observacao acima

segue.

Observe que o politabloide e; depende da escolha do A-tableau ¢t e nao apenas do
tabléide {t}. Vamos ilustrar isto tomando A = (3, 2).

Seja t; = ;l 51,) 2 ‘ Entao temos que ki, = ke, keyko, = (e — (3,4))(e — (1,5)) e
. 412 312 45 2 35 2
co=kdl=35" 45 31 Ti1

Agora seja ty = é g 4‘. Entéao temos que ki, = (e — (1,3))(e — (2,5)) ¢
124 3214 154 354
c=hulbl=35" 75 ~32 Ti12 -

Temos que eg,} # eq,) apesar de {t;} = {t2}.
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Lema 4.1. Seja t um tableau e m uma permutacao. Entao
€, = Tey.

Demonstragio. Basta observar que e,y = ky{nt} = wthyr {rt} = nk{t} = me,. O

Definicdo 4.2. Para qualquer particio A, o correspondente médulo de Specht S* é
o submédulo de M* gerado pelos politabléides e;, onde t é de forma X. Temos que

©* 1 S, — GL(S?) é a representacio de Specht associada a \.

Proposicao 4.1. Os S* sao mddulos ciclicos gerados por qualquer A-politabléide, isto é,
S* = CS,e;.

Demonstragdo. Segue como consequéncia do Lema 4.1 uma vez que we; = €,y. O

Exemplo 4.1. Suponha A = (n). Entao {t} = 1 2...n, ks = e e temos que €1 5 ..., =

1 2...n é o tnico politabléide. Logo, S™ corresponde a representacio trivial.

Exemplo 4.2. Seja A = (1") e fixe t = Temos que C; = S, e, portanto, k; =

Z (sgno)o. Pelo Lema 4.1, temos que para qualquer permutagao m,
oE€Sh

e =me, = Y _ (sgno)mo{t}.

oESy

Substituindo wo por 7 temos o = 7717 e

e = »  (sgnm '7)7{t} = (sgnm ') Y _ (sgnr)7{t} = (sgum)e

TGSn TGSn

1

pois sgnm— = sgnmw. Temos que todo politabléide é um miltiplo escalar de e;, isto é,

S = C{e,} =C| > (sgno)o{t}].
O'GSTL
Observando a acdo de m € S,, nos elementos da base de SU™), para qualquer elemento do

grupo temos que me; = e,; = sgnwe;. Portanto S (ar) corresponde a representacao sinal.

Exemplo 4.3. Se A = (n — 1,1) entdo cada tabldéide é unicamente determinado pelos
elementos da segunda linha que é um nuimero de 1 a n. Por abuso de notagao, vamos

escrever os (n — 1, 1)-tabl6ides como

Temos que k; = (e — (i,k)) e e, =k —i.



66

Seja {t;} = ll€—k‘n = k. Entao o politabldide de t; é dado por

k —1,se k #1;
1—2sek=1.

Um elemento a € S™1V é da forma a = aje;, + azey, + ... ane,,. Assim,

a=a1(1-2)+a(2—1)+a3(3—1)+...+a,(n—1)

=(g—a—az—...—ap)l+ (2 —a1)2+ @33+ ... + a,n.

Tomando Cl =01 —Qg—...—Qp, Cg = Qg — 1, C3 = Q3,..., Ch, = Oy, VEINOS quUe satisfazem
c1+c+---+c¢, =0. Logo

S(”_l’l):{011+022+"'+0nn|01+02+"'+Cn:0}-

Segue que dim S~V =pn — 1 e podemos tomar B= {2 —1,3 —1,...n — 1} como base.

Calculando a acao de m € S,, em B, vemos que o caracter correspondente é o

n—1,1)

ntimero de pontos fixos de 7 menos um. Portanto S¢ ¢ o médulo encontrado no final

do Exemplo 2.24.

A soma direta da representacao do Exemplo 2.24 e da representacao trivial é igual
a representacao definida S~HY @ S = M1 Veremos a justificativa dessa afirmacio

mais adiante.

Retomando o caso de S3, que tem trés representacoes irredutiveis, podemos notar
que essas representacoes sao as descritas nos exemplos acima: a representacao trivial, sinal
e padrao. Nesse caso, as representacoes irredutiveis sdo exatamente os modulos de Specht.

Veremos que isso é verdade em geral.

41 O TEOREMA DO SUBMODULO

Na secao anterior, construimos um modulo Specht para cada classe de conjugagao
de S,. Agora vamos mostrar que os S*’s constituem de fato um conjunto completo de
S,-modulos irredutiveis, isto é, os moédulos de Specht sdo, a menos de isomorfismos, todos
os S,-mdédulos irredutiveis. Antes de provarmos esse importante resultado desta secao,

precisamos de algumas ferramentas.

Lema 4.2. Sejam t = t* um A-tableau e s = s* um p-tableau onde \, u = n. Se ki{s} # 0,
entdo A > p. E se A = p entdo ki {s} = te;.

Demonstragdo. Suponha que b e ¢ sao dois elementos distintos que aparecem na mesma

linha de s*. Segue que ndo podem estar na mesma coluna de t* pois, se estivessem, a
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transposigao (b, c) pertenceria a C; e, pelo item 3 do Lema 3.4, k, = C; = k(e — (b, ¢))
para algum k € C[S,,]. Pelo item 4 do Lema 3.4, terfamos que Cy {s} = Ki{s} =0, o que

contradiz a hipdtese. Entdo, pelo Lema 3.1 (Lema da dominéncia), temos que A > p.

Se A = p entdao devemos ter {s} = w{t} para algum 7 € C}, pelo mesmo argumento
do Lema da dominéancia. Pela parte 1 do Lema 3.4 (Lema do sinal), temos que k:{s} =
kyr{t} = (sgnm)k{t} = Le;. O

Lema 4.3. Se u € M*" e sh t = p entao kyu é¢ um miltiplo de e;.

Demonstracio. Como u € MH*, segue que u é uma combinagao linear de u-tabloides

u = Zci{si}, onde s; sao p-tableaux e ¢; € C. Pelo Lema 4.2, como sh t = u entao

kt{Si} = :I:et € k:tu = Zcik:t{s,»} = (Z + Ci> €;. ]

Teorema 4.1. [Teorema do Submédulo] Sejam U um submédulo de M* e t um p—tableau
qualquer. Entao U D S* = CS,e; ou U C S+ = {v € M*|{v,z) = 0 para todo = € S*}.

Demonstracao. Pelo Lema 4.3 existem u € U e um p-tableau t tal que, fe; = k,u para
algum f € C. Suponha que f # 0. Entao fe; = kyu € U, desde que U é submébdulo.

Portanto e; € U e, como S* é ciclico, S* C U.

Por outro lado, suponha que temos k;u = 0, para todo v € U e para todo u-tableau
t. Afirmamos que U C S#*+. De fato, aplicando a parte 2 do Lema 3.4 (Lema do sinal),
obtemos (u,e;) = (u, k{t}) = (kwu, {t}) = (0,{t}) = 0. Como e; gera S* e (u,e;) = 0,
Vu,t, temos U C S, O

Corolario 4.2. Seja p uma particao de n. Entao S* é irredutivel.

Demonstracao. Seja U um submddulo nao nulo de S*. Em particular, U é um submédulo
de M*. Entao, pelo Teorema 4.1, S* C U ou U C S**+. Essa tltima continéncia implica
que U C S* N (S*)*. Portanto U = S* ou U C S* N (SH)*.

Como C é um corpo com caracteristica zero entdao S* N (S*)*+ = 0 pois se (v,v) =
S a2({t} {t}) = ¥, a? = 0 implica que v = 0. Logo U = S* ou U = 0. O
Note que esse resultado vale para qualquer corpo de caracteristica zero.

Proposigdo 4.2. Suponha que 6 € Hom(S*, M*) é ndo nulo. Entdo A > p, ese A = p

entao 0 é multiplicacdo por um escalar.

Demonstragdo. Como 6 # 0, ha algum vetor da base e, € S* tal que 6(e;) # 0. Como

M* = S*@ SM, podemos estender 6 para um elemento do Hom(M?*, M*) tomando
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6(S*M) = 0. Disto temos que
0 # 0(er) = 0(ke{t}) = ki0({t}) = k(3 ci{si}),

onde s; sao p-tableaux e ¢; € C. Logo, existe um pu-tabloide {s;} tal que ki {si} # 0 e,
pelo Lema 4.2, temos que A > p.

No caso em que A = p, pelo Lema 4.3, 0(e;) = k:0({t}) = kyu = ce; onde ¢ é uma
constante e u = 0({t}) € M*. Entdo, para qualquer permutacido m, temos e, € S* e

O(er) = 0(me;) = m0(e;) = m(ce;) = cer. Portanto 6 é multiplicacao por c. O

Teorema 4.3. Os S*’s para A - n formam uma lista completa de S,-médulos irredutiveis.

Demonstracio. Ja sabemos pelo Corolario 4.2 que os S* sdo irredutiveis. Assim, como ja
temos o nimero certo de médulos para formar um conjunto completo, é suficiente mostrar
que eles sdao dois a dois ndo equivalentes. Se S* = S# como S* C M*, nés temos que
existe um homomorfismo # € Hom(S*, M*) nao nulo. Pela Proposi¢do 4.2, temos que
A > . Similarmente, existe um homomorfismo § € Hom(S*, M*) nao nulo. Uma vez que
SN C M, temos que p > N, isto é, A\ = L. O

Portanto, temos a seguinte relacao
{Classes de conjugagao de S, } +— {Médulos de Specht S*}.

Teorema 4.4. O médulo de permutacao decompoe-se como

M = @M)\#S)\

A p

com a multiplicidade da diagonal m,, = 1.

Demonstragio. Se S* aparece em M* com coeficiente nio nulo, deve existir § € Hom(S*, M*)

nao nulo de modo que, pela Proposicao 4.2, segue que A > p.
Se A = p, pela segunda parte da Proposigao 4.2 nés temos que dim Hom(S*, M*) =
1. Pela Proposi¢ao 2.11, dim Hom(S*, M*) é a multiplicidade de S* em M* e assim

my, = dim Hom(S*, M*") = 1. O

Os coeficientes my, tém uma interpretacao combinatéria que serd discutida na
Secao 7.3.

Exemplo 4.4. Vamos obter a tabela de caracteres irredutiveis do S; a partir da decom-
posi¢ao fornecida pelo Teorema 4.4. Para n = 4, temos os médulos associados as partigoes
(4),(3,1),(2,2),(2,1%) e (1*). J4 sabemos que M™ ¢ a representacdo trivial (Exemplo
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3.2), M3 ¢ a representacao definida (Exemplo 3.4) e que M M ¢ a representacao regular

(Exemplo 3.3). Vamos analisar separadamente os casos (2,2) e (2,1,1).

Considere agora o médulo ciclico M(*2) = C[S9,]{t>?} com dim M?? = 6. Uma

base para M 2?2 ¢ obtida por {t®?} = {a} = %, {b} = (1,3){a}, {c} = (1,4){a},

{d} = (2,3){a}, {e} = (2,4,3){a} e {f} = (2,4)(1,3){a}, isto ¢,

12 2 3 2 4 13
lf=3 W =Tpld=13ld=5pld=535=17
Podemos observar que, como se trata de um (2, 2)-tabléide, apenas os dois ciclos e
os dois-dois ciclos agindo nos elementos da base irao fixar alguns deles. No caso desses dois

tipos ciclicos, o trago da matriz da representacao é igual a 2. Por exemplo, se 7 = (1, 2)

entao m{a} = {a}, w{b} = {d}, 7{c} = {e}, m{d} = {b},m{e} = {c}, n{f} = {f} e

o O = O O O
o = O O O O
_ o O O O O

o O O o O
o O O o —= O
o O O = O O

Agora, considere M 1Y = CS,{t*1} onde dim M3 = 12,

Como os elementos da base sao (2,1, 1)-tabléides, apenas os dois ciclos agindo

nesses elementos irdo fixar alguns deles. Por exemplo, se 0 = (1,2) entao o fixa apenas os

12 12
tabléides {7} = 3 e{y} =4 .
1 3

Deste modo, obtemos os caracteres dos M*’s na ordem lexicografica reversa.

24 1 6 8 6 3
Sio (Y @2L1) (31) (4) (22)
M® 1 1 1 1 1
MG |4 2 1 0 0
MZ2 | 6 2 0 0 2
MELD |12 2 0 0 0
MY |24 0 0O 0 0

Como M@ ¢ irredutivel, entao M@ = S,

Pelo Teorema 4.4, como (4) > (3,1), temos que MGV = G @ym ;S onde

1
mj = (X1, Xg@w) = 5(1.4 +6.1.2 + 1.8) = 1. Entdo ha uma cépia de S em MG e
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subtraindo o caracter de M3 pelo cardcter de S, encontramos o caracter de SG1).

Sy (14) (271’1) (371) (4) (272)
S 1 1 1 1 1
SG1) 3 1 0o -1 -1
ME2 | 6 2 0 2
MELD |12 2 0 0
MY | 24 0 0 0

Procedendo de modo andlogo, como (4) > (3,1) > (2,2), temos que M2? =
S @m;SW @m,;SGY onde

1
m; = (Xpe2, Xs@w) = 5(6 +1246) =1

1
mj = (Xare2, Xg6n) = 5(3.6 +26+23)=1

e, portanto, M2? = S22 @ W g @1 SQubtraindo o cardcter de S® e de SGV

obtemos o caracter de S isto é,

Xs22) = Xpm22) — Xsg@ — XgB,1)-

Deste modo, temos que

Sy (14) (2’1’1) (3’1) (4) (272)
S 1 1 1 1 1
SG1 3 1 0 -1 -1
S(2:2) 2 0 10 2
MELD |12 2 0
MY | 24 0 0

Agora, como (4) > (3,1) > (2,2) > (2,1, 1), temos que
M2 ~ g(22.1) @ mi5(4) @ ij(B,l) @ mkS(2’2) onde
mi = (Xpe2n, Xsw) =1
1
mj = (Xpe2n, Xs6n) = 1(36 +12) =2

mg = <XM(2’2’1)7XS(2’2)> = ]_

e, portanto, M1 = 52210 @ g @ 25GH @y S22 Segue que Ygeon = Xy —

Xs@ — 2Xg6.1) — Xge2 fornecendo a seguinte tabela.

Sy (14) (27171) (3’1) (4) (272>

S® 1 1 1 1 1
SGL |3 1 0o -1 -1
S22 | 2 0 100 2
SELL |3 -1 0 1 -1

MO | 24 0 0 0 0
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Por fim, como (4) > (3,1) > (2,2) > (2,1,1) > (1),

MO 2 g9 .~ m;SW &y m;SG) b mpS3? &k mSEY onde
m; = <XM<14>»X5(4>> =1
m; = (Xp04: Xgen) = 3
my = <XM(14)7XS(22)> =2
mp = <XM(14)7XS(2»1’1)> =3
e assim M1Y 5(14)695(4)@38(3’1)@25’(2’2)6935(2’1’1). Disto seque que xgu1) =

X (%) — Xs@ — 3X g1 — 2X g22) — 3X g1y € assim obtemos a tabela completa de caracteres
de 54.

Sy | (1Y) (211 (3,1) (4) (22)
S® 1 1 1 1 1
SEL |3 1 0o -1 -1
S22 | 2 0 100 2
SELL |3 -1 0 1 -1
Sah g -1 1 -1 1

Embora tenhamos provado que os moédulos de Specht sdo irredutiveis, ainda
sabemos pouco sobre suas propriedades. Nos capitulos seguintes, vamos explorar algumas

peculiaridades que caracterizam estes modulos.



5 SIMETRIZADORES DE YOUNG

Nesse capitulo, nosso objetivo é construir uma outra versao dos médulos irredutiveis
de S,. Vamos considerar uma sub-representacio irredutivel de M* que corresponderé

unicamente a A, construida a partir dos simetrizadores de Young.
5.1 SIMETRIZADORES DE YOUNG

Definig¢ao 5.1. Sejam C[S,,| a dlgebra de grupo de S, e A+ n. Dado um A-tableau de

Young t qualquer, o simetrizador de Young é definido por

Yy = riky = Z P Z sgn(q)q = Z sgn(q)pq. (5.1)

pER:  q€Ct PER;

qeCy
Como k; e ry sdo ambos elementos de C[S,,] entdo seu produto y; é também um
elemento de C[S,,]. Temos que R; N C; = {e}, pois se 7 € S, é tal que fixa os elementos
nas suas linhas e colunas, entao deve deixar cada elemento inalterado, isto é, para todo
a=1,...,n temos R; N C; = {a} para quaisquer i,j. Tomando 7 € R; N C; temos

n(a) € R, N C; = {a}, isto é, m(a) = a e, portanto, 7 = e.

Observe em y; que, como p e ¢ variam ao longo de todos os elementos de R; e Cy,
respectivamente, e R, N C; = {e}, os produtos pq assim obtidos sao todos distintos. De
fato, sejam p,p’ € Ry e q,¢' € Cy, suponha que p-q=1p - ¢, isto &, (p')"" -p=q-(¢)7".
Temos que (p/) ™t -p,q- ()P e RyNCy={e}eentdiop=p eq=q.

Portanto y; = Z sgn(q)pq é a soma Y +g¢, sobre todos os g € S, que podem ser

pER:
qeCt
escritos como p - ¢ com coeficiente +1 correspondente ao sinal de q. Em particular, y; # 0

e o coeficiente de e em y; é 1. Veremos mais adiante que y; ¢ um elemento idempotente a

menos de um fator.

Lema 5.1. Para 7 € S,, temos s = my,m .

Demonstracao. Veja que

yre = »_, 0 Y sgu(g)g= D sgn(q)pq

peRﬂ't QEth pERTrt
qecﬂ't

= Y sen(q)(mpr ) (rqr ) =7 | Y sgu(q)pig | 7

p1ER: p1ER:
q1€Cy q1€Ct
=y, O

Definicao 5.2. Para cada A F n denotamos V, = CS,y; o S,-moddulo associado a .
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Proposicao 5.1. Sejam A n e ty, to A-tableaux. Temos que C[S,]y;, = C[S,]y:, como

S,-modulos.

Demonstracao. Como S, age transitivamente nos tableaux, existe o € S, tal que ty = otq,

pelo Lema 5.1 temos y;, = oy;,0 ', logo C[S,|ys, = C[S,|oy,,07! = (C[Sy]y, )o .

Considere 6 : C[S,]yy, = (C[S,]ys,)o™! como sendo a aplicagao linear x +
zo~!, desde que z € C[S,]y;, temos z = ay;, para algum a € C[S,] e entdao xo~! =
(ac™Yoy,o7' = ac y, € C[S,]ys,. A aplicagao 6 estd bem definida.

Temos que 6 ¢ um homomorfismo de S,-mddulos, isto ¢, dado m € S,, temos que
O(mz) = m0(x) e como o Ker(f) = {0} e Im(0) = C[S,,]yts, logo § é um isomorfismo de
S,-médulos, portanto C[S,]ys, = C[S, ]y, 0! = C[S,]ys,- O
Exemplo 5.1. Considere A = (n).

Entao by =e, yy =1 = Z m e oy, = y; para todo o € S,, de modo que
ﬂ'ESn

Viny =CSn( ) m) =Cy

7T€Sn

¢ o modulo correspondente a representacao trivial.

Exemplo 5.2. Considere A = (1").

Entdo r, =€, yy =k, = > sgn(m)7 e oy, = sgu(o)y; para todo o € S, tal que
TES,

Vi = CSu( 3 sen(m)m)

ﬂ'ES’n

¢ o médulo correspondente a representacao sinal.

1]2]
I

Entao temos que R; = {e,(1,2)} e C; = {e,(1,3)} e

Exemplo 5.3. Tomando A = (2,1)F3 et =

re=-e+(1,2)

ki =e—(1,3)

yr = (e +(1,2))(e — (1,3))
y=e+(1,2) —(1,3) — (1,3,2).
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A multiplicagao a direita por y; com cada elemento de S5 nos da,

Yt = Yt
(1,3,2)y, = (1,3,2) + (2,3) — (1,2) — (1,2,3)
(1,2,3)y: = (1,2,3) + (1,3) — (2,3) —e = —y — (1,3,2)y;
(1,2)y; = (1,2) + e — (1,3,2) — (1,3) =y
(2,3)y: = (2,3) +(1,3,2) — (1,2,3) — (1,2) = (1, 3,2)y,
(1,3)y, = (1,3) +(1,2,3) —e — (2,3) = —y; — (1, 3,2)y,

Como todos os produtos podem ser expressados como combinagao linear de y; e (1,3, 2)y,,
entao o subespago gerado pela multiplicagdo a esquerda de y; com C[S3] é de dimensao 2,

ou seja,
‘/(271) = (C<yt7 (17 37 2)yt>

Lema 5.2. Suponha que nao existem i, j que estao simultaneamente na mesma linha de ¢

e na mesma coluna de gt =t', g € S,,. Entao existem p € R, e ¢ € C; tais que g =p - q.

Demonstracao. Seja [ o nimero de linhas de . Temos, por hipotese, que os elementos
da primeira linha de ¢ estao em diferentes colunas em gt = t'. Logo, existem ¢} € Cy =
Cy = gCig~" e p1 € Ry tais que pit e ¢jt’ tem a mesma primeira linha. Considerando os
elementos da segunda linha de ¢ em ¢}t eles aparecem abaixo da primeira linha e nao
estao na mesma coluna de q;t'. Logo, existem g5 € Cyrpp = Cy € pa € Ry tais que papit
e ¢5qit’ tem as mesmas duas primeiras linhas. Repetindo o argumento para o resto do
tableau ¢, obteremos ¢ = ¢q]---¢4q) € Cy e p = p;---pap1 € Ry tais que pt = ¢'t' = ¢'gt

1 1

e assim p = ¢g. Como ¢ € Cp = gCg~!, existe ¢ € C; tal que ¢ = g¢~t¢g~'. Portanto,

temos que ¢ = g1 (¢)"tg e g = pq. =
Lema 5.3. 1. Para p € Ry, temos que p-r; =1 -p =17y,
2. Para g € Cy, temos que (sgn (q)q) - ks = ki - (sgn (q)q) = k.

3. Para todop € Ry e ¢ € Cy, p-y:(sgn (¢)q) = yi e, a menos de uma multiplicagao por

escalar, y; é o tinico elemento em CI[S,,] que satisfaz essa igualdade.

Demonstracio. Se p € R, entdao p-r; =p Z o= Z po =1y Se q € Cy entao

og€ER: og€ER:

(sen (q)q) - ke = (sgn (¢)q) ZC sgn (0)o = sgn (q) ZC sgn (q)sgn (qo)go = k.

Similarmente, obtemos 7, - p = ry e k; - (sgn (q)q) = ky.

Observe agora que, pelos itens 1 e 2, p-y,(sgn (q)q) = p-ri-ki(sgn (q)q) = ri-ky = i,

para todo p € R, e ¢ € C;. Tome z € CI[S,]. Podemos escrever x = Z ngg, onde
gESn
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ny € C. Se z satisfaz a condi¢do do item 3 entdo > ngg = > ngp-g- (sgn(q)q) =
gESn gESn

sgn (q) Z ngd - g-q = sgn(q) Z Npged, Para todo p € R, e ¢ € C;. Entao temos
gESn gESn
Npgq = 580 (¢~ )n, = sgn (¢)ny. Em particular, tomando g = e, n,, = sgn (q)n..

Se g € RCy={pq|p € Ry, q € C;} entdo

T = Z Ngg = Z Ngg = Z Z NpePq = Z Z sgh (¢)nepq = neys.

geESH geRCy pER: qeCt PER: qeCt
Portanto, é suficiente verificar que n, = 0 se g ¢ R:C}.

Suponha que g ¢ R,C;. Entao, pelo Lema 5.2, existem dois inteiros distintos que
estdo na mesma linha em ¢ e na mesma coluna em gt = t’. Segue que 7 é a transposi¢ao
desses dois inteiros 7 = (i,j) = p e assim m € R, e m € Cp. Entao existe ¢ € C;
tal que m = ggg~!. Sabemos que dois elementos em S, sao conjugados se eles tem o
mesmo tipo ciclico. Como ¢ = ¢~ 'mg e ™ é uma transposicdo temos que ¢ ¢ também uma
transposigao. Temos entdo pgq = pgg'pg = g € ny = Ny = sgn (¢)ny, = —ny €, como C

tem caracteristica zero, temos que n, = 0. ]

Lema 5.4. Sejam t e s, respectivamente, um A-tableau e u-tableau quaisquer. Lembrando
quer;= » peks= > sgn(q)q.

pGRt qGCs

1. Se A > pu entdo, para todo x € C[S,,], r; - © - ks = 0. Mais ainda, ks - x-r; = 0. Em
particular, se A > p entao y; - ys = 0.

2. Para todo = € C[S,], y; - - ¥y = é um miltiplo escalar de y,. Em particular,

Yi + Yr = NyYyy, para algum n; € C.

3. Se A # p entao y, - C[S,] - ys = 0. Em particular, y; - ys = 0.

Demonstra¢io. 1. Tome z € S,. Note que se tomarmos s’ = xs, teremos que s’ é
também um tableau de forma A. Entao é suficiente mostrar que r; - kg = 0, pois

0 =1y kys = mxkx™! = 0 e isso implica que ks = 0.

Como A > pu, entdo, pelo Lema 3.1 (Lema da domindncia para parti¢oes), temos
que p BF A. Assim, pelo Lema 5.2, existem dois inteiros na mesma coluna de ¢ e na
mesma linha de s’. Se 7 é a transposicdo desses dois inteiros, entdo ry -7 = ry e
kg = sgn (m kg = —ky e riky =14 -7 -7 ky = —riky. Portanto, riky = 0 pelo
fato de C ter caracteristica zero. Em particular, y; - ys = (riky) - (rsks) = (ke - rs)ks.

Como kyrs € C[S,], temos que y; - ys = 0.

2. Afirmamos que, para todo = € C[S,], existe n, € C tal que y; - « - y; = n,y,. De fato,
para todo x € C[S,],p1 € Ry, ¢1 € C; temos, pela parte 3 do Lema 5.3, que p1y; = y;
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tomando ¢ = e € Cy e que yq1 = sgn(q1)y: tomando p = e € R;. Entao

p1(yexye) o = (D1ye) @ (yeqr) = sgn (q1)yrxye

isso implica que pq(y,xy)sgn (¢1)q1 = yixy;. Pela parte 3 do Lema 5.3, existe n, € C

tal que y,xy; = nyy,. Em particular, para z = e, vy, = nyy, para algum n, € C.

3. Se A > u temos, pela parte 1, que r; - x - ks = 0, para todo z € C[S,]. Entéao
yxys = (riky)x(rsks) = ri(kwars)ks = 0 pois karg € C[S,].

Se A < p temos, pela parte 1, que k; - x - r; = 0, para todo z € C[S,]. Entao
yxys = (riky)x(rsks) = re(kyxrs)ks = 0. H

Exemplo 5.4. Sejam A, i partigoes de n, t A-tableau e s u-tableau. Suponha que existam
1,7 que estao simultaneamente na mesma linha de s e na mesma coluna de t. Tomando
T = (i,7) temos que T € Ry e 7 € C} e, portanto, k;rs = ky7rrs = —kiry, logo kg = 0.

Assim, 1y, = 0. Mas podemos ter y,y; # 0.

;) 2 ‘, ty = % 3 ‘, pelo Exemplo 5.3 temos

Se tomarmos A = pu = (2,1)F3et; =
yy, = e+ (1,2) — (1,3) — (1,3, 2).

De forma analoga, encontramos
y, =€+ (2,3) — (1,2) — (1, 3,2).

Note que 1 e 2 estao na mesma linha de ¢; e na mesma coluna de ¢y e, por essa observagao

que fizemos acima, temos que y,y;, = 0. Porém

Y11 Yto = (6 + (L 2) - (173> - (1’ 372))(6 + (273) - (1’ 2) - (17372>)
=3((2,3) — (1,3) + (1,2,3) — (1,3,2)) #£ 0.

5.2 0S MODULOS IRREDUTIVEIS Vj,

Embora y; nao seja idempotente ele é miltiplo escalar de um elemento idempotente
de C[S,,]. Veremos no préximo teorema que y; gera um ideal minimal a esquerda de C[S,],
ou seja um S,-mddulo irredutivel, e daremos a descricao das representagoes irredutiveis
de S,. Contudo, antes de enuncia-16, iremos fazer mencao a um lema que sera importante

para a demonstracao desse teorema.

Lema 5.5. Seja [ # 0 um ideal a esquerda de um anel R. Se I é um termo da decomposi¢ao

de R em uma soma direta entdo I? # 0.

Demonstragcio. Uma vez que I é um termo da decomposicao de R em uma soma direta,

existe um ideal a esquerda J de R tal que [ & J = R. Em particular, existem: € [ e j € J
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tais que 1 =i + j. Multiplicando ambos os lados por i & esquerda, obtemos i = % + 4.
Entdo I? # 0 pois, caso contrario, i =ij € IJ CINJ=0e1l=j € J. Assim, terifamos

J = R e, consequentemente, I = 0. O

Teorema 5.1. 1. Cada V), = CS,y; é uma representacao irredutivel de .S,,, onde t é

uma A-tableau qualquer.

2. Se X # p entao V), e V), nao sdo isomorfos.

Demonstracao. 1. Seja V) = C[S, ]y, para um dado y;. Assuma que V), = W;&Ws, onde
W1 e W5 sao submoédulos de V. Entao, pelo Lema 5.4, temos que y,W; C 1,V C Cy;.

Entao y,W; é zero ou unidimensional.

Afirmamos que 3, V) # 0, isto é, que o nimero ny do Lema 5.4 ndo é nulo. Para ver
isto, consideramos a projegao de C[S,] em V) = C[S,,]y: que é dada pela multiplicagao
a direita por um elemento ¢ € C[S,]. Esse elemento ¢ deve pertencer a V) pois
1-¢ = ¢ e, pela definicdo de uma projecio ¢ = ©? € V) - V. Suponha que 1, Vy = 0.
Entdao VAV = C[S,]y:VA = 0 e ¢ = ¢* € V)V, = 0. Segue pelo Lema 5.5 que V, = 0.
Entretanto, sabemos que, como o elemento nao nulo y; € V), temos que o médulo a

esquerda V) # 0.

Agora, vamos mostrar que um dos y;W; deve ser igual a Cy;, uma vez que y, V) =
yWi @ yWs e y,V # 0. Como y,W; C W;, um dos W; contém y,. Sem perda
de generalidade, suponha que W; contém y,;. De maneira similar a prova anterior,

mostramos que y,W; # 0 e, portanto, devemos ter y,W; = Cy,. Entao
Vi = C[Su]y: = C[S,](Cyr) = C[S,)(y:W1) C Wi (5.2)

e WoW,y C C[S,|ysWs = 0, o que implica que Wy = 0 e V), = W;. A inclusao a
direita em (5.2) segue do fato que W; é um submédulo de V), isto é, é invariante

sob a acdo agao de C[S,,].

2. Podemos assumir sem perda de generalidade, que A > p. Entao y,Vy, = Cy, # 0
e yV, = yC[S,]ys = 0, onde s é um p-tableau. Como V) e V, tem C[S,]-agoes

distintas, entao eles ndo podem ser S,-mddulos isomorfos. O

Em suma, temos que cada particdo da origem a um S,-moédulo irredutivel V. Mais
ainda, vimos que parti¢oes distintas dao origem a modulos inequivalentes entre si, logo os

modulos V), sdo a menos de isomorfismo, todos os médulos irredutiveis de .S,,.

Proposicao 5.2. Se  é um ideal minimal & esquerda do anel R entdo ou I? =0 ou I é

gerado por algum idempotente nao nulo.
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Demonstragio. Suponha que I? # 0. Entao existe a € I tal que Ta # 0 e, desde que Ia
¢ um ideal a esquerda contido em I, Ja = I (I é minimal). Em particular, existe ¢ € [
tal que a = ca. Seja J = {x € I; za = 0}. Entdo J é um ideal a esquerda contido em [
e, uma vez que ¢ ¢ J temos que J = 0. Por outro lado, ¢* — ¢ € J, assim sendo ¢ = c.
Agora Rc é um ideal a esquerda contido em [ e, uma vez que ¢ # 0 (pois se fosse a =0 e
Ia = 0), obtemos Rc # 0. Entao I = Re. O

Sabemos pelo Teorema 5.1 que V), é irredutivel, e desde que o elemento nao nulo
y; € Vi, temos que o médulo & esquerda Vi # 0. Segue pelo Lema 5.5 que V32 # 0.
Logo devemos ter que V) é gerado por algum idempotente ndo nulo. Observe que se

2

tomarmos x = n; 'y; de modo que 22 = x # 0 entdo = é um idempotente e teremos que

Vy = C[S,]y: = C[S,].

Sabemos pelo Lema 5.4 que yy; = ny;. Vamos agora encontrar o valor de n.

n!

Lema 5.6. Para qualquer A - n e qualquer A- tableau ¢, tem-se que ny = ———.
le’lV)\

Demonstragio. Seja F o operador C—linear de C[S,,] definido por
F : C[S)] — C[S,)]
A
Vamos considerar a matriz de F' com respeito & C—base natural de C[S,,], consistindo dos
elementos 01 = (e),09,...,0, de S,. Se y, = Y n;0;,n; € C, temos que
F(Jl)zol-yt:nlal—i—...
F(Jg)zag-yt:...—i—nlag—i—...

Floj)=0j -yt = ...+ ... +mo; +...

Queremos saber o trago da matriz F' e, para isto, atentamos para os elementos na diagonal
principal. Veja que o0; - 0; = 0, se, e somente se, 0; = e. Entao a j-ésima posicao de o; - y;
tem coeficiente n;. O trago da matriz de F' nessa base é nin!, como n; = 1, entao o traco

da matriz de F' nessa base é

tr (F) = nl. (5.3)

Agora computando o trago da matriz de F' em uma base diferente, temos que obter
o mesmo resultado ja que o trago independe da escolha da base. Essa base consiste em
uma base para ker(F') unida com a pré-imagem de uma base para im(F) = V).
F ‘V)\ : V)\ — V,\
Yo = Yty = Nl
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Se z € V) = C[S,]y; entdo 2z = wy;, w € C[S,]. Logo, F(2) = 2y; = wy,® = wnyyy = ny2.
Seja {v1, ..., v} uma base de C[S,] tal que {vy,...,vx} é uma base de V) = C[S,]y:, onde

a dim C[S,,]y; > 1 pois y; é um elemento nao nulo de V), isto é,

F(Ul) =01y =M
F(Uz) = DYy = NMyU2
F(Uk) = VrYr = MUk

F(Uk+1) = Uk‘-l—lyt = + +0

Flog)=vay =+...40.

Veja que zy; € C[S,|ys = Vi para z = vy, ..., U logo F(vg1), ..., F'(vn) pode ser escrito

como combinacao linear dos elementos da base de V).
ntIVA *
0 0

tr (F') = ny dim V). (5.4)

Deste modo, temos que

[gualando as Equagoes (5.3) e (5.4), temos que n, dim V), = n!. O

5.3 COMPARACAO DOS MODULOS DE SPECHT E DOS MODULOS GERADOS
PELOS SIMETRIZADORES DE YOUNG

Veremos agora como os simetrizadores de Young se relacionam com a construgao
dos modulos de Specht.

Seja H < G. Definimos C[G/H| como o espago vetorial cuja base é formada pelas

classes laterais gH, g € G. Existe uma representagao natural = de G em C[G/H] definida
por m(g1)g92H = g1g2H.

Lema 5.7. Se a = ) h € C[G] entao C[Gla = C[G/H] como representagdes.
heH

Demonstracao. Primeiro, note que ha = a para todo h € H. Portanto, a aplicagao
G/H — C[Gla
gH — ga

estd bem definida. Estendendo essa aplica¢ao por linearidade, obtemos ¢ : C[G/H] —

C[G]a. Temos que ¢ é claramente sobrejetiva. Agora vamos mostrar a injetividade. Sejam
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g; € G os representantes para as classes laterais de H em G, de modo que qualquer x €
C[G/H] pode ser reescrito como © = »_¢;g;H, ¢; € C. Entao ¢(z) =>_ > ¢;g;h. Uma

i heH
vez que os elementos g;h nessa soma sdo mutuamente distintos, segue que ker(¢) = 0. O

Teorema 5.2. Seja A - n. Entdo todo S,-mddulo irredutivel S* é isomorfo ao S,-médulo

irredutivel V.

Demonstragio. Seja M* = C{{t}|{t} é um X —tabléide}. Pelo Teorema 3.1, sabemos que
M* = C[S,/R;]. Pelo Lema 5.7, temos que C[S,/R;] = C[S,]r; e, portanto, temos que

MA = C{> ot|téum X\ — tableau}. (5.5)

oc€ER;

O médulo de Specht é definido por S* = C{k;{t} | {t} ¢ um A—tabléide}. Pelo isomorfismo
(5.5), temos que

S* > C{k; Y_ ot|t é um A\ — tableau}.
og€ERy
Usando o fato de que S,, age transitivamente nos tableaux, temos que

S 22 Cfky, Z orty |m € S,} onde t; é um A-tableau qualquer.
UERﬂ’tl

Na &lgebra de grupo, isso corresponde a

S 22 C{kyy, Z om|me S} CCS,

7€ R,
= C{kntyTne,7| ™ € Sy }
= C{nk, m ‘ar,n  w|r € Sp}
= C{mky,r, |7 € Sp}
= CI[S,)ks, 4,
= C[Su]yu
= V. O

Se n =3, seja A = (2, 1), pelo Exemplo 4.3 temos que

2 23 31
L2

2 1 3
1 3 1

13 23 12 32

_@{ 23 1 1}.

2

No Exemplo 5.3, encontramos V{s,1) = C(y, (1,3,2)y;). Pelo Teorema 5.2, temos

que SZ1 = Vi2,1- Entao para essa particao temos duas formas de escrever um Ss-médulo
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irredutivel. Note que o processo que utilizamos no Exemplo 5.3 para encontrar V(s 1) requer
mais trabalho do que o processo para encontrar S e, além disso, podemos visualizar

melhor os elementos da base de S,

No caso geral, é importante também destacar que cada uma destas abordagens
tem suas vantagens proprias dependendo do contexto. O método dos simetrizadores de
Young surge de modo mais natural como um caso particular do fato de que modulos
irredutiveis sao dados por ideais gerados por elementos idempotentes e obtidos pela
projecao correspondente. Entretanto, neste processo, é necessario assumir que o corpo
tenha caracteristica zero. Por outro lado, a abordagem dada pelos médulos de Specht
permite a construgao de S,-moédulos irredutiveis sobre qualquer corpo (veja James [JA]).
Além disto, este método fornece uma descricdo mais clara dos médulos como veremos no

capitulo seguinte ao descrever uma base destes médulos.



6 BASE PARA O MODULO DE SPECHT

Em geral, os politabléides que geram S* ndo sio linearmente independentes.
Por exemplo, como vimos no Exemplo 4.2, qualquer par de politabléides em S1") sao
linearmente dependentes. Nossa tarefa nessa secao é encontrar de maneira explicita uma
base adequada para S*. Para isso, introduziremos o conceito de tableau padrdo para

determinarmos um subconjunto que formard uma base para o médulo de Specht S*.
6.1 TABLEAUX PADRAO

Definicao 6.1. Um tableau ¢ é padrao se as linhas e colunas de ¢ estao em uma sequéncia
crescente. O nimero de todos A-tableaux padrdo é denotado por f*. Um tabléide {t}
é um tabldide padrao se existe um tableau padrao na classe de equivaléncia {t}. Um

politabloide e; é um politabléide padrao se t é um tableau padrao.

114]6]9]
Exemplo 6.1. Tomandon =9e A = (4,3,1,1), temos que t = § 0|8 é padrao, mas
7]
114]6]9]
t= 21318 1506
=15 _
L7
L N B ~[1]2] [1]3]
Exemplo 6.2. Os tnicos tableaux padroes para A = (2, 1) sao 3T Cla

6.2 LEMA DA DOMINANCIA PARA TABLOIDE LINHA E TABLOIDE COLUNA

Definicao 6.2. Uma composi¢ao de n é uma sequéncia ordenada de inteiros nao negativos

A= (A, A, ..y Ay) tais que 3o, A; = n. Os inteiros A; sao chamados de partes da composigao.

Note que nao ha uma condicao de decrescimento nas partes de uma composicao.
Portanto (1,3,2) e (3,2,1) s@o ambos composi¢des de 6, mas apenas a segunda é uma
particdo. As definigoes de um diagrama de Ferrers e tableaux sao estendidas para
composi¢cdo de uma maneira 6bvia. Contudo ndo ha A-tableau padrao se A ndao é uma

particao.

A ordem de dominancia nas composicao é definida exatamente como na Defini¢ao
3.2, neste caso A1, ..., \; e 1, ..., [4; SA0 apenas as primeiras ¢ partes das suas respectivas

composicoes.

Agora suponha que {t} é um tabléide com sh t = A\ F n. Para cada indice ¢,
1 <i < mn,seja {t'} o tabldide formado por todos elementos menores ou iguais a i em {¢}

e A a composicio que é a forma de {t'}.
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Exemplo 6.3. Considere {t} = % Entao
0 2 2 2 4
=1 =1 =73 =73
A= (0,1), A= (1,1), A= (1,2), M= (2,2).

A ordem de dominéncia nos tabloides é determinada pela ordem de dominéancia

nas composicoes correspondentes.

Definigido 6.3. Sejam {s} e {t} dois tabloides com sequéncias de composigao \* e p'

respectivamente. Entdo {s} domina {t}, escrevemos {s} > {t} se A’ > u para todo i.

O diagrama de Hasse para essa ordenacao dos (2, 2)-tabléides é como segue:

2 3 14 _ . P
1 4 © 9 3 Sdo incomparaveis.

Onde
Assim como para partigoes, hd o Lema da dominancia para tabloides.

Lema 6.1. (Lema da Dominéncia para tabldides linha)

Se k <l e k estd em uma linha inferior em relagao a linha que contém [ em {t}, entao
{t} < (k,D{t}.

Demonstragio. Suponha que {t} e (k,1){t} tenham sequéncias de composi¢do X’ e p’,
respectivamente. Temos que k < [ estd na linha superior & linha que contém [ em (k,1){t}

entdo para i < k ou i > [ teremos que \* = p'.
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Agora considere o caso onde k < i < [. Se r e ¢ sdo as linhas de {t} nas quais k
e | aparecem, respectivamente, entdo \* = p’ com a g-ésima parte diminuida por 1 e a
r-ésima parte acrescentada por 1. Desde que ¢ < r por suposicao, \' <1 . O
2765
14 3 8 e {3} = (4’7){t} =

Exemplo 6.4. Sejam {t} = com as seguintes

sequéncias de composicao

A =(0,1) p'=1(0,1)
= (L) = (1)
N = (1,2) = (1)
M= (1,3) pt=(2,2)
V= (23) 1= (3.2)
X = (3.3) = (4,2
AT=(4,3) p'=(43)
A= (44) = (44)

O Lema da dominancia poe uma restricao em que tableaux podem aparecer em

um politabloide padrao.

Corolario 6.1. Se t ¢é padrao e {s} aparece em e;, entao {t} > {s}.

Demonstragio. Seja s = wt, onde m € C}, de modo que {s} aparece em e, = k;{t}. Nos
induzimos no nimero de inversoes de coluna em s, isto é, o nimero de pares £ < [ na

mesma coluna de s tal que k esta na linha inferior do que [. Dado qualquer par,

{s} < (K, D{s}

pelo Lema 6.1. Desde que (k,[){s} aparece em e; e tem menos inversoes do que {s}, entao,
por indugao (k,1){s} < {t}, pois se desfizermos todas as inversoes do tableau s o tabléide
resultante deve ser o tablbide padrao {t}. Assim sendo {s} < {t}. O

Dado t, considere suas classes de equivaléncia da coluna, ou tabldide coluna,

] ¥yt = {xt|7 e C

Isto é, o conjunto de todos tableaux obtidos reorganizando os elementos dentro
das colunas. N6s omitimos as linhas do tableau para denotar o tabloéide coluna, como em

12]4]  [[1][2]4] [3][2]4]
3 BRIE 1

As classes de equivaléncia da coluna sdo parcialmente ordenadas de maneira semelhante a
ordem parcial sobre as classes de equivaléncia de linha, usaremos o mesmo simbolo como

para linhas e usaremos colchetes para as classes de equivaléncia para fazer a distinc¢ao.
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Suponha que [t] é um tabléide coluna com sh ¢ = A F n. Para cada indice 1,

1 <i < n, seja [t'] o tabldide coluna formado por todos elementos menores ou iguais a i

em [t] e A" a composigao que ¢ a forma de [t']. Seja [t] = 1|3 entdo
1 o1 |2 31 |2 4q_ 24
A=l =3 w=|3y k=

A= (1,0), N = (2,0), A= (2,1), M= (2,2).

Definigio 6.4. Sejam [s] e [t] dois tabloides colunas com sequéncias de composigao A e

u' respectivamente. Entdo [s] domina [t], escrevemos [s] > [t] se A" >y para todo 1.

Lema 6.2. (Lema da Dominancia para tabléides colunas) Se k < [ e k estd em uma

coluna a direita de [ em [t], entdo [¢t] < (k,[)[t] na ordem de dominéncia da coluna.

Considere os seguintes tabldides coluna:

123 112]3] 1|23 1143 1143
[t =|5]4] , [t]=|4|5] , [t]=|4]6] , [ts]=|2]|5] ., [td=]|2]6] |,
6 6 5 6 5
15]3
[ts] =26
4

Sabemos que [7t] > [t] para T # e, onde 7 sdo tomados de forma que os elementos

de {2,4,5,6} estio aumentando nas colunas de r¢. Observe que,
[ta] = (4,5)[t] & [t];
[t2] = (5,6)(4,5)[t] = (4,6,5)[t] > (4,5)[t] = [ta];
[ts] = (2,4)(4,5)[t] = (2,4,5)[t] > (4,5)[t] = [t1];

(1] | A'=(1,0,0) [ A2=(1,1,0) | A>=(1,1,1) | M = (1,2,1) [ \> = (2,2,1) | A® = (3,2,1
[t] | AT =(1,0,0) | A2=(1,1,0) | M =(1,1,1) | M =(2,1,1) | M = (2,2,1) | M = (3,2, 1
[ta] | AL =(1,0,0) | A2=(1,1,0) | A= (1,1,1) | M = (2,1,1) | > = (3,1,1) | A6 = (3,2, 1
[ts] | AL =(1,0,0) | A2 =(2,0,0) | A= (2,0,1) | M =(2,1,1) | A= (2,2,1) | M = (3,2,1
[t | AU =(1,0,0) | A2=(2,0,0) | A3 =(2,0,1) | M =(2,1,1) | = (3,1,1) | A = (3,2, 1
[ts] | AL =(1,0,0) | A2 =(2,0,0) | A3 =(2,0,1) | M =(3,0,1) | A = (3,1,1) | A = (3,2,1
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Observe que [ta] e [t3] sao incomparaveis. Esses (3,2, 1)-tabléides coluna podem ser

diagramados

1]5]3]
[ts] =26

4

T

143
[t =26

5
/ N
112]3] 114[3]
5 6
N /

1/12]3]
[t] =45

6

/I\

1|23
[t] =54

6

6.3 POLITABLOIDES PADROES

Reservaremos as duas proximas subsecoes para provar o seguinte teorema.

Teorema 6.2. O conjunto {e; : t é um A-tableau padrdo} é uma base para S*. A dimensao

de S* é o ntimero de A-tableaux padrao.

Primeiro, para provar que os politabldides e; sao linearmente independentes impo-
mos uma ordenagao parcial aos tabléides de forma . Em seguida, para provarmos que o
conjunto gera S, introduzimos um procedimento chamado de algoritmo de endireitamento,

usado para escrever um politabléide arbitrario como combinagao de politabloides padrao.

6.3.1 INDEPENDENCIA LINEAR

Nessa subse¢ao nds provaremos que o conjunto dos politabléides padroes de uma

dada forma A é de fato linearmente independente.

Defini¢ao 6.5. Seja (A, <) um conjunto parcialmente ordenado. Entdo um elemento
b e A é o maximo se b > ¢ para todo ¢ € A. Um elemento b é um elemento maximal se

nao existe ¢ € A com ¢ > b. Elemento minimo e minimal sao definidos analogamente.
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Portanto um elemento maximo é maximal, mas o inverso nao é necessariamente
verdade. E importante manter essa distingdo em mente no préximo resultado. Observe
pela definigdo que um elemento maximo é tinico. O Corolario 6.1 diz que {t} é o tabléide

maximo em e;.

Se v =">Y ¢{t;} € M*, entdo dizemos que {t;} aparece em v se ¢; # 0.

7

Lema 6.3. Sejam vy, vs, ..., v, elementos de M*. Suponha que para cada v;, podemos

escolher um tabléide {t;} aparecendo em v;, tal que

1. {t;} ¢ maximo em v;, ou seja, {t;} > {t;} para todo {t;} aparecendo em v;.

2. Os {t;} s@o todos distintos

Entao vy, vs, ..., v, sdo independentes.

Demonstragio. Ordene os tableaux de forma que {#;} é maximal entre os {¢;}, isto é,
nao existe {t;} > {t1}, apesar que alguns possam ser incomparaveis com ele. Portanto
as condigoes 1 e 2 garantem que {¢;} aparece apenas em v;. De fato, {¢;} ocorrer em v;,
i > 1, entdo {t1} < {t;} contradizendo a escolha a maximalidade de {t;}. Segue que em

qualquer combinacgao linear
Cc1v1 + CoUgy + ... + CpUy, = 0

devemos ter ¢; = 0, porque ndao ha outra maneira para cancelar {¢;}. Por indugdo em
m, o resto dos coeficientes devem ser também zero. Removendo v; da cole¢do, podemos
repetir o raciocinio com os vetores restantes até chegarmos a um tnico, que é trivialmente

independente. O

Devemos notar duas coisas sobre esse lema. Primeiro, nao é suficiente apenas ter o
{t;} maximal em v;, pois, se tomarmos {¢;} maximal em v; = {t1} + {t2} e {to} maximal
em vy = ¢ ({t1} + {t2}), com ¢ € C e {t;}, {t2} incomparaveis, temos que v; e vy sdo0
linearmente dependentes. Também, ndo usamos propriedades especiais de I> na prova,

entao o resultado permanece verdadeiro para qualquer ordem parcial em tabloides.

Agora temos todos os ingredientes para provar a independéncia da base padrao.

Proposicao 6.1. O conjunto {e; : t é um \- tableau padrao} é linearmente independente.

Demonstragio. Pelo Corolario 6.1, {t;} ¢ maximo em ey; e, por hipotese, os {t;} sdo todos
distintos, uma vez que os tableaux padrao sao todos distintos. Portanto o Lema 6.3 se

aplica. O
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6.3.2 GERADORES

Nessa secdo iremos mostrar que os A-politabléides padroes geram S?, isto é, se ¢
¢ um A-tableau arbitrario, entao e; ¢ uma combinacao linear de A-politabldides padroes.
Para isso usamos um procedimento conhecido como algoritmo de endireitamento. A ideia
basica é: escolhendo um tableau arbitrario ¢, devemos mostrar que e; ¢ uma combinacao

linear dos politabldides padroes.

Podemos assumir que os elementos das colunas de ¢ estao em ordem crescente, caso
nao, ha o € C; tal que s = ot tem os elementos das colunas em ordem crescente. Entao
pelos Lemas 4.1 e 3.4 temos e; = e,; = 0e; = (sgn o)e,. Portanto, ¢, é uma combinagao
linear de politabléides padrao sempre que e, for uma combinagao linear de politabléides

padrao.

Devemos entao analisar os elementos das linhas de ¢ para que possamos escrever o

politabléide e; como combinacao linear de A-politabloéides padroes. Primeiro nés precisamos

definir

Definicao 6.6. Uma linha descente de t, ¢ um par de elementos adjacentes em uma linha

de t que nao estao em ordem crescente na linha.
Agora suponha que ndés podemos encontrar permutacoes 7 tal que

1. Em cada tableau 7t, uma certa linha descente de t, foi eliminada, e

2. O elemento g = e + Z(sgn m)m da algebra de grupo satisfaz ge;= 0. Entao

€ = —Z €rt
™

Assim expressamos e; em termos de politabloides que estdo mais perto de serem

padroes, e a indugao aplica-se para obter e, como uma combinagao de politabléides.
Os elementos da algebra de grupo que realiza essa tarefa sao os elementos de Garnir.

Definicao 6.7. Sejam A e B dois conjuntos disjuntos de inteiros positivos e escolha

permutacoes 7 tais que

SAUB: U W(SAXSB) (61)

mwell
onde a unido em (6.1) é disjunta e II é o conjunto de todas permutagoes que sdo re-
presentantes das classes laterais para Sy, x Sg em Syup. Entdo um elemento de Garnir

correspondente é

gap =Y (sgnm)m =1I" (6.2)

mell
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Embora g4 p dependa dos representantes das classes laterais e nao apenas de A e
B, como nao sao unicos podemos padronizar a escolha dos 7’s. Talvez a maneira mais

simples para obter um representante da classe lateral é como o seguinte.

O grupo Saup age em todos os pares ordenados (A’, B') tais que |A'| = |A4|,
|B'| = |B| e AU B’ = AU B na maneira ébvia.

Se para cada possivel (A’ B') tomarmos m € Sy p tal que
(A, B)= (A", B)

entao a colegao de tais permutacgoes formam o conjunto dos representantes das classes

laterais.

Exemplo 6.5. Suponha que A = {5,6} e B = {2,4}. Entdo o conjuntos dos pares

correspondentes e as possiveis permutagoes sao: (A’ B') €

{({5,6},{2,4}), ({4,6},{2,5}), ({2,6},{4,5}), ({4, 5}, {2,6}), ({2, 5}, {4,6}), ({2,4},{5,6})}

gAB = € — (47 5) - (27 5) - (47 6) - (2’ 6) + (27 5)<4a 6)

Devemos enfatizar que para qualquer par (A’, B') dado, hd muitas diferentes

escolhas para a permutagao 7 enviar (A, B) para aquele par.

O elemento de Garnir associado com um tableau ¢t é usado para eliminar uma

descente t; ; > t; j11.

Defini¢ao 6.8. Seja t um tableau e sejam A e B subconjuntos da j-ésima e (j + 1)-
ésima colunas de ¢, respectivamente. O elemento de Garnir associado a t (e A, B) é

JA.B = Z (sgn )7 onde o 7 é escolhido de forma que os elementos de A U B estejam
well
crescendo verticalmente de cima para baixo nas colunas de 7t.

Na prética, sempre tomamos A (respectivamente B) para ser todos os elementos

abaixo de t; ; (respectivamente, acima de ¢; ;1) como na Figura 1:

J

Figura 1 — diagrama AB
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Observe que se 71, ..., 1 sao representantes das classes laterais para S4 X Sp em
Saup, podemos tomé-los de modo que myt, mot..., mt sdo todos os tabléides cuja as entradas
sao iguais as entradas t exceto nas posi¢oes ocupadas por A U B, onde entradas crescem

verticalmente de cima para baixo nas posi¢oes ocupadas por A U B.

Exemplo 6.6. Se usarmos o tableau

1
t=54
6]

Com a descente 5 > 4, entao os conjuntos A e B sao os mesmos do Exemplo 6.5. Cada

(A’, B') tem um correspondente ¢’ que determina uma permutagao em ga p:

11213] [1]2]3] [1]4]3] [1]2]3] [1][4]3] [1]5]3]
t'=[514] ,[4]5] ,[2]5] ,l4]6] ,[2]6] ,[2]6
16 16 16 9] 9] E3

gap=e—(4,5)+(2,4,5)+ (4,6,5) — (2,4,6,5) + (2,5)(4,6).

Proposigao 6.2. Sejam t, A e B, e seja como na defini¢do de um elemento de Garnir. Se

|AU B| é maior que o nimero de elementos na coluna j de ¢ entdo g4 pe; = 0.

Demonstracao. Primeiro, afirmamos que
Sauvper =0 (6.3)

onde Sy 5= > (sgno)o.

o€SauB
Considere qualquer o € C;. Como |A U B| é maior que o ntimero de elementos na
coluna j de t, deve haver a,b € AU B tal que a e b estdo na mesma linha de ot. Temos que
(a,b) € Saup, pela parte 4 do Lema do sinal (Lema 3.4) temos que Sy z{ot} = 0. Desde

que isso ¢é verdade para todos os o aparecendo em ky, Sy gki{t} = 0, logo a afirmagao

segue.
Como Saup = | J7(Sa x Sp) entdo o =7 -7, onde 7 € Sy x Sp e 7 € II. Logo,
Saup = ZW:ZT:( sgu(77))wT
= Zﬁ:(sgn(ﬂ))7T Z:( sgu(7))7
= gap ) _(sgnt)7
= 94,8(54 X Sp) ",
onde gap =3 (sgn (M) e (Sax Sp)" = 3 (sgn (r))r . Substituindo isto dentro

mell TESAXSB
da equagao (6.3)

gA,B(SA X SB)_et =0 (64)
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e precisamos apenas nos preocupar sobre a contribuicao de (S4 x Sg)”. Mas temos
S A X S B Q Ot.
Se 0 € S4 x Sp entao pela parte 1 do Lema do sinal

O'_et = O'_Ct_{t} = Ct_{t} = €.

Portanto (S4 x Sg) e, = Z (sgno)oe;, = Z e, = |S4 x Sple; e dividindo a
ceSaAxSp g€ESAXSE
equagao (6.4) por esta cardinalidade produzimos a proposicao. O

Esse resultado nos permitira escolher uma linha descente em ¢ para poder escrever
e; como combinacao linear de politabléides que podem ser padrao, ou estao mais préximas

ser padrao quando comparados com ¢t.

Do Exemplo 6.6 temos que g4 pe; = 0 e isso implica que e, = e;, —e;, —e;, +e€;, —ey,
onde to, ..., tg 880 0 segundo a sexto tableau no Exemplo 6.6. Note que nenhum desses
tableaux tem a descente encontrada na segunda linha de ¢ e que em todos esses tableaux
as entradas das colunas sao crescentes. Quando eliminamos a descente na linha 2 de ¢
pode acontecer de introduzirmos uma descente em algum outro lugar, por exemplo na
linha 1 de t3. Esse exemplo é um caso especial de um resultado mais geral que leva a
um algoritmo para escrever um politabldide arbitrario como uma combinagao linear de
politabloides padrao. Portanto precisamos de alguma medida de padronizacao que faz
ts, ..., tg mais perto de ser padrao do que t e isso é fornecido pela ordem de dominancia
para tableaux colunas. O proximo teorema nos dard uma maneira de obter os graus das

representacoes irredutiveis de S,,.
Teorema 6.3. O conjunto
Zy = {e; : t é um A-tableau padrao } (6.5)

gera S™.

Demonstracio. Primeiramente, note que, se ¢, € CZ, entao e, € CZ,, onde u €

[t]. De fato, temos que u = ot para algum o € C; logo e, = e,; = oge; = (sgn(o))e;).

Ordenando as classes de equivaléncia, o conjunto parcialmente ordenado de tabloides
colunas tem um elemento maximo [ty], onde ¢, é obtido numerando as células de cada
coluna consecutivamente de cima para baixo com os ntimeros de 1 a n , preenchendo as
colunas da esquerda para direita. Comecando com o tableau g, temos que e, € CZ, pois

to € um tableau padrao e terminamos para esta classe de equivaléncia.

Agora escolha qualquer tableau t. Suponha, por indugao, que se [s] >> [t] entao

e, € CZ,. Provaremos que e; € CZ,. O caso base é satisfeito pelo tabléide méaximo tg.

Se t é padrao, obviamente e; estd em CZ,. Suponha que ¢ nao é padrao, sem perda

de generalidade podemos supor que as entradas de t estao em ordem crescente nas colunas,
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pois, pela nossa primeira observagao temos que quaisquer dois politabléides provenientes
de tableaux na mesma classe de equivaléncia de colunas sao multiplos escalares um do

outro. Assim, ja descartamos as colunas descentes.

Desde que t nao é padrao, ha alguma linha que nao esta aumentando, ou seja deve
existir uma linha descente. Entao, para um par de colunas adjacentes, digamos a j-ésima
e (j + 1)-ésima cujas entradas sao a; < as < ... < @, € by < by < ... < b, respectivamente,

tais que a; > b; para algum 7. Assim,

ay by
A A
as by
A A
A A
a; > b;
A\ A\

A\
A b
ap

Tomando A = {a;,...,a,} € B = {by,...,b;} temos que o elemento de Garnir
associado € g4 p = Z (sgnm)m. Pela Proposicao 6.2, temos que ga ge; = 0, o que implica

mell
que

e = —Z(sgmr)em. (6.6)
T#e

Como by < ... < b; < a; < ... < a, pelo Lema 6.2 temos que [rt] > [t] para ™ # e. Pela
hipétese de inducao e, € CZ,, portanto e, € CZ,. O

Exemplo 6.7. Voltando ao Exemplo 6.6, utilizamos o algoritmo de endireitamento em ¢

e sabemos que e, = e;,, — e, — ey, + €, — €.

Por simplicidade, escreveremos

2[3]
4 =e

2]3]
5 —e

3]

[\
w

[GAIITN

o
(o]
‘@%H
(o]

1
—el4|6 +e
19

o]

1
—e|2
E1

Observe que os tableaux ¢ e t4 sdo os inicos padrao. Pelo Teorema 6.3 sabemos que
e; pode ser escrito como combinagao linear de politabléides padrao. Para obtermos essa
combinagao vamos repetir o processo utilizando novamente o algoritmo de endireitamento

para escrever os politabloides e, e;, e e;, como combinacao de politabléides padrao.



Seja t3 =

a partir disso podemos escrever, e;, = e

Seja t5 =

3]

Ot

‘QI\DH

3]

4
6

1
2
15

93

, tome A = {4,5} e B ={3}. Temos o seguinte tableau abaixo

, tome A = {4,6} e B = {3} entdo temos o tableau

A B’ T s
14][3]

{4,6} | {3} e 2/6
15
113[4]

{3,6} | {4} | (3,4) ||2]|6
15
113]6]

{3,4} | {6} | (3,6,4) | 2|4
5]

A B’ T T3
114][3]
{4,5} | {3} e 215
16
1/3[4]
{3,5} | {4}| (3,4) |12]5
6]
113]5]
{3.4} | {5} ] (3,5,4) | |2]4
6]
14][3] 1[3[4] 1/3]5]
2[5/ =e[2]5] —e|2]4
6] 6] 6]



Oy~
w

1
e obtemos e;, = e| 2
5

53]
6

1
Agora, seja tg = |2
4

W

‘Cﬂ[\')»—t

YIS

‘Cﬂ[\DD—‘
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, tome A= {5,6} ¢ B = {3}, obtemos o tableau

A B’ T mtg
1/5]3]
{5,6} | {3} e 216
4]
113]5]
{3,6} | {5}| (3,5) | 2|6
4]
1/3]6]
{3,5} | {6} ] (3,6,5) | 2|5
4]
115]3] 113]5] 113]6]
entao temos que e;;, = e|2|6] =e/2/6] —e/2|5
[4] 4] 4]
Finalmente encontramos os politabloides padrao na qual e; é composto. Assim,
1/2]3] 112[3] [1]3]4] [1]3]5 112[3] [1]3]4] [1][3]6]
e 5|4 =eld|5] —e2|5] +e|2|4] —e|4|6] +e/2|/6] —e|2/4 -—
6] 6] 6] 6] 9] 9] 5]
113]5] 1[3]6]
el2/6] +el2/5] .
4] 4]

Olhando para algumas consequéncias do Teorema 6.3 , temos o teorema a seguir:

Teorema 6.4. Para qualquer particao A:

1. {e;: t ¢ um X\ — tableau padrao} é uma base para S*

2. dim S* = f, e

3. > () =nl.

AFn
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Demonstracao. As primeiras duas partes sao imediatas da Proposicao 6.1 e do Teorema
6.2. Para a terceira parte, segue da Proposicao 2.14 que,

Z(dimS’\)2 =[S,

An

substituindo a parte 2 desse teorema nessa equacao, obtemos o resultado desejado.

Veremos mais adiante que esse item tem uma prova combinatoéria usando a corres-

pondéncia de Robinson-Schensted. O

6.4 REPRESENTACAO NATURAL DE YOUNG

Agora que temos uma base para os médulos de Specht, nessa se¢ao iremos ilustrar
como obter, para cada A F n, uma representacao matricial de .S,, nessa base padrao. Essas

representacoes formam o que é conhecido como representacao natural de Young.

Como toda permutacao em S, é um produto de transposicoes, S, é gerado pelas
transposigoes (k, k + 1) para k = 1,...,n — 1, assim é preciso encontrar apenas as matrizes

correspondentes a esses elementos do grupo.

Se t é um tableau padrao, nés obtemos a t-ésima coluna da matriz para © € .S,
expressando me; = e,; como uma soma de politabléides padroes.

Quando m = (k,k 4+ 1), ha trés casos a se considerar:

1. Se k e k+ 1 estdo na mesma coluna de t, entdao (k,k + 1) € C; e pelo Lema 3.4

(k,k+1)e, = ( sgn m)e; = —ey.

2. Se k e k+ 1 estdo na mesma linha de ¢, entao (k, k + 1)t tem uma descente naquela

linha. Aplicando o apropriado elemento de Garnir, pela equagao (6.6) nés obtemos

(k,k+1)ey = — Z( SEN T)€r(k k+1)t-
T#e

Veja que [m(k, k+1)t] > [(k, k+1)t] pois m € II é escolhido de forma que os elementos
de AU B estao aumentando nas colunas de w(k, k + 1)t.

Note que (k,k + 1)[(k,k + 1)t] = [t] > [(k, k 4+ 1)t] e que todos os outros tabloides
colunas sao da forma w[(k, k + 1)t], onde m € II, pelo Teorema 2.3 sabemos que S,
é gerado por transposigoes adjacentes e por isso podemos escrever m = o(k, k + 1),
onde ¢ é um produto de transposigoes adjacentes. Assim, temos que 7[(k, k+ 1)t] =

ok, k+ D[k, k+ 1)t] = olt] = [t'] > [t].
Portanto, (k,k + 1)e; = e; = outros politabloides e, tal que [t'] > [t].

3. Se k e k+ 1 ndo estao na mesma linha ou na mesma coluna de ¢, note que se

trocarmos os dois elementos nao introduzimos uma linha ou uma coluna descente,
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entdo o tableau t' = (k, k + 1)t é padrao. Os elementos que estao na linha de k+1 a
esquerda e os elementos que estao acima de k + 1 sao todos menores que k + 1, e
nenhum deles é k, entao esses elementos sao todos menores que k. Da mesma forma,
todos os elementos que estdao na linha de k a direita e os elementos que estdao abaixo
de k sdo maiores que k, e nenhum deles é k + 1, entdo todos sao maiores que k + 1.

Temos que
(k, k + 1)875 = €ey.

Embora nao tenhamos uma expressao explicita para o restante dos termos, iremos
computa-los repetindo a aplicacdo de 1 a 3. Este ¢ o algoritmo de endireitamento

mencionado no inicio da Secao 6.3.2.

Exemplo 6.8. Vamos computar as matrizes para a representacao de S3 correspondente a

A =(2,1). Os dois tableaux padroes de forma A sdo : t; = % 3] ely = zl)) 2 ‘

Noés escolhemos os indices de forma que [t1] I> [t2]. Isso faz com que os célculos no

caso 2 sejam mais faceis. Assim,

en=(e— (L) {h} =35> — =2

1
e = (e~ (L3t} =52 - 32,

Para a transposigao (1,2) nés temos

(172)et1 = -

conforme previsto pelo caso 1.

Como (1,2)t; = g 1
Garnir. Tomando A = {2,3} e B = {1}, temos que (A’, B') : (23,1), (13,2), (12, 3) e assim
temos os sequintes tableaux

2|1 12 1
3 ‘:(172>t27 3 ‘:t2 € 23:t1

com elemento de Garnir

tem uma descente na linha 1, podemos encontrar um elemento de

gap=e—(1,2)+(1,3,2).

Sabemos que g4,pe(1 2y, = 0, portanto,
€(1,2), — €, t €, =0,

ou
(1, 2)et2 = €4, — €y
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Esse resultado é um exemplo do caso 2, e pode ser obtido mais facilmente simplesmente

observando que
12 31
3 2

e expressando isso como uma combinacao linear dos e,.

(17 Q)etz =

Reunindo todas essas informagoes nés obtemos a matriz

X((1,2)) = ( N ) .

A transposigao (2, 3) é mais facil de lidar pois o caso 3 sempre se aplica.

(27 3)t1 =19

(2, 3)t2 == tl.

portanto (2,3)e;, = ey, e (2,3)e;, = e, e nés obtemos a matriz

X((2.3)) - ((1’ (1))

Desde que as transposicoes adjacentes geram S, todas outras matrizes devem

concordar também. Logo,

X((1.3)) = X<<2,3><1,2><2,3>>:X((2,3>>X<<1,2>>X<<2,3)>:( Lo )

X((1,2,3)) = X((1,2)(2,3)) = X((1,2))X((2,3))

Il
/
’_ll
—_
=
[a—y
~

X((1.3,2) = X<<2,3><1,2>>:X<<2,3>>X<<1,2>>=( oot )



7 MULTIPLICIDADE DOS MODULOS $* EM M

Nesse capitulo, veremos que sera muito 1til ter informagoes sobre homomorfismos
de S* a M* onde )\ e u sdo particdes de n. Em particular, gostariamos de uma base
para Hom(S*, M*). Para isso, precisamos pensar na maneira como descrevemos M*; a
descricao dos médulos de permutacao que vimos nao é suficiente e, por isso, agora veremos
uma descri¢cdo alternativa , em termos do tableau que permite repeticoes de entradas.

Como resultado, veremos outra maneira de encontrar a multiplicidade dos mdédulos de
Specht S* em M*.

7.1 TABLEAU SEMIPADRAO

Definicao 7.1. Um tableau de Young generalizado de forma A, é uma matriz T' obtida
pela substituigdo dos pontos de [D,] com inteiros positivos, onde repetigdes sao permitidas.
O tipo ou contetido de T' é a composi¢ao p = (1, f2, ..., fim) onde p; é igual o nimero de
vezes que ¢ ocorre em 7. O conjunto de todos tableaux de Young generalizado de forma A

e conteudo p ¢ denotado por 7,,, ou seja,

T ={T : T tem forma X e contetdo p}

Usaremos letras maiusculas para denotar tableaux generalizados.

Uma dessas matrizes é

411]4]

T =

de forma (3,2) e contetdo (2,0, 1,2).

Nés mostraremos que C[7,,] é uma nova cépia de M*. Existe uma acdo bem
definida de \S,, nos tableaux generalizados de modo que M* = C[T7,,] como médulos. Fixe

um A-tableau ¢t de conteido (1") e tome T" € T,,. Seja T'(i) a entrada de T que ocorre na

mesma posi¢ao como i na tableau fixa t. Se A = (3,2) e p = (2,2,1), tomando ¢t = le g 3 ‘,

_|2[1]1]
el = 30 , temos

T =

T(1 T(2 T(3
72 1 703)] 1)

() ’
entao T'(1) =T(5) =2, T(2) =T(3) =1, e T(4) = 3.

Quando as entradas das linhas de t estdo em uma sequéncia crescente temos a
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descricao candnica de T, isto é,

T(1) T(2) . T(\)
T(M+1) T(M+2) . T(A + A2)
T()\1+...'+>\H+1) T(/\1+...'+)\H+2) ... T(n)
(7.2)

Vamos definir a agao de S,, em 7T, por

(+T)(5) € (1)

onde T € Ty,, m€ S, el <i<n.

Para visualizarmos a agao de .S, nos tableaux generalizados vamos calcular a agao

da permutacao m = (1,2,4) em T, considerando a descrigao candnica de T como em (7.1),

temos que
(1,2,4)7 T((1,4,2)1) | T((1,4,2)2) | T((1,4,2)3) | | T(4) | T(1) | T(3) |
e T((1,4,2)4) | T((1,4,2)5) T(2) | T(5)
ou seja,
(R P
Exemplo 7.1. Sejam t = ; 3‘4‘5‘6T: % 2‘1‘1‘,temos
T1) T3 | THE)|T -
r-[70 BITAETTE)] (a0

Para visualizarmos a acao de S,, nos tableaux generalizados vamos calcular a acao

das permutagoes (1,2) e (1,3,2) em 7.

T((1,2 7((1,2)3) | T((1.2)4) | T((1.2)5) |

1)
7((1,2)2)
T(2)|T(3)[T(4)[T(5)]
(1)

1]2]1]1]
5 .

(1,2)T =

TE) T2 TA)[T((5)] _[2]1][1]1]
T(1) 2 '

(1,3,2)T =

Agora, dado qualquer tabléide {s} de forma p, vamos produzir um tableau T" € 7T,

deixando T'(7) igual ao nimero da linha na qual i aparece em {s}, onde T'(i) aparece como
2
1

da descri¢ao canonica de T'. Suponha p = (2,2,1) e {s} =

4
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Como os nimeros 2 e 3 estdo na primeira linha de {s}, entao definimos 7'(2) =
T'(3) = 1. De modo analogo, tomamos 7'(1) =T'(5) =2 e T(4) = 3. Assim, T é o seguinte

tableau de forma A e contetdo p

2
312

—_

T = L]

A forma de {s} torna-se o contetido de T', como desejado, pois ha pu; entradas em 7' com

valor ¢ assim como hé p; entradas na primeira linha de {s}.

Dado qualquer tableau generalizado T' de forma A e contetido i podemos obter um
p-tabléide da seguinte maneira: Se T'(k) = i colocamos k na linha i de {s}. Apesar de
7 € S, agir nos elementos de {s}, substituindo i por 7, a permutagdo m age nos lugares
em 7T, movendo 7'(7) para posicao de T'(mi). Observe que se T' corresponde a {s}, 7T

corresponde a m{s}.

Sejam A, u, t, T e m = (1,2,4) como anteriormente, o p- tabloide correspondente a
2 3 3 4
15 15 25 2 5.

e o u- tabléide correspondente a 7T é {ws} =

T é{s} =

Com essa agao, temos 0 que precisamos para apresentar a nova descri¢ao de M*.
Para ver porque esta acao que definimos é a defini¢ao correta para tornar # um isomorfismo
de médulo, considere §({s}) =T e w € S,,. Portanto queremos 6(r{s}) = 7T. Mas isso

nos obriga a estabelecer

(#T)(i) = namero da linha de ¢ em 7{s}
= ntmero da linha de 7' em {s}

= T(x™%).

Provamos que a aplicacao {s} 5T 6 uma bijecdo entre bases de M* e C[T,,],

entao sao espagos vetoriais isomorfos, ou seja:

Proposicdo 7.1. Para quaisquer partigdes A e p, os médulos M* e C[T,,] sdo isomorfos.

Pela Proposicio 2.11, a multiplicidade de S* em M* é dada por dim Hom(S*, M*),
iremos primeiro construir certos homomorfismos de M* para M* usando nossa descricao
do tltimo em termos do tableau generalizado e entdo restringir a S*. As classes de
equivaléncia de linha e coluna de um tableau generalizado T, sao denotadas por {T'} e [T,
respectivamente, e sdo definidas de maneira ébvia. Por exemplo, temos que 77,75 € Ty, sdo

equivalentes por linhas se T, = 7T} para algum m € R;. Tomando T e t como anteriormente

211111, . 1121 . 2|11 1121
319 eequ1valenteaT1:23 p01s(1,2)(4,5)32 =303 ‘,

onde (1,2)(4,5) € R;.

temos que T' =

Seja {t} € M* o tabldide associado com um tableau ¢ de forma A e conteido (1™).
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Definicdo 7.2. Seja t um M-tableau fixo. Usando a ciclicidade de M* podemos escrever
M* = CS,{t}. Para cada T' € T,,, o homomorfismo correspondente a 7' é a aplicagdo

07 € Hom(M*, M*) dada por

0
g{ty =59 > S,
Se{T}

onde g € 5,. Estendendo esse homomorfismo por linearidade em C, note que 61 é na
realidade um homomorfismo dentro de C[7,,], mas que ndo deve causar problemas em
relagdo a Proposicdo 7.1, pois Hom(M?*, M*) = Hom(M*, C[T,,]).

A aplicagdo Or estd bem definida. Seja {t;} = ¢1{t}, temos que {t;} = {t} se,
e somente se t; = 7wt para algum 7 € R;. Assim, temos que ¢;{t} = 7{t} e portanto

Or({h}) = 0r(n{th) =7 Y S= 3 S =0r{t}.

Se{T} Se{T}
Exemplo 7.2. Se T' = g é 1 ‘, observe que esse tableau tem forma A = (3,2) e contetido
w=1(2,2,1), entao
C2lafa] (a2, [aa]2], [2]1]1]  [1]2]1] [1]1]2]
Ority =139 t1372 Ti372 Tl2[3 Tl2[3 T|2/3
€
~[312]1) 3] [3]1]2], [2]2]1], [2]1]1], [2]1]2]
Or((L2) = o *+hatal T2 i3 T2z tis

= (1,2,4)00{t}.

Agora nés obtemos elementos de Hom(S*, M*) deixando
A7 é a restricdo de Oy a S,

Se t um tableau de forma A e contetido (1™), entao

Or(er) = Or(ki{t}) = ke(0r{t}) = ke( Y ).
Se{T}
Essa tiltima expressdo poderia vir a ser zero, forcando assim @7 ser a aplicacio zero pela

ciclicidade de S*. Isso ocorre na situacdo descrita na préxima proposicio.

Proposicao 7.2. Sejam A\, u Fn. Se t é o A-tableau fixo e T' € T,,, entdo k7T =0 se e

somente se T tem dois elementos iguais na mesma coluna.

Demonstracao. Se k, T = 0, entao T + Z (sgn m)7T = 0. Entao, devemos ter T' = 7T

TelCly
T#e

para algum 7 € C; com sgnm = —1. Devemos ter que os elementos correspondentes para

qualquer ciclo nao trivial de 7 sao iguais e estao na mesma colunas. Como o 7 nao ¢ a
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identidade temos que pelo menos um ciclo nao trivial e pelo menos dois elementos sao
iguais.

Agora suponha que T'(i) = T'(j) estao na mesma coluna de T'. Entao (e—(i,5))T = 0.
Mas e — (7, j) ¢ um fator de k; pela parte 3 do Lema do sinal (Lema 3.4) entao k7 =0. O

Para eliminar os elementos triviais de Hom(S*, M*) faremos o seguinte. Utilizando
a Proposicao 7.2 podemos possivelmente eliminar os 7 triviais, concentrando-nos no

analogo de tableaux padrao para tableaux com repeticoes.

Definicao 7.3. Um tableau generalizado é semipadrao se suas entradas nas linhas sao
crescentes ou nao decrescentes, e se suas entradas nas colunas sao crescentes. Vamos

denotar 7j\ou como o conjunto de todos A-tableauxs semipadrao de contetdo p.

Note que um tableau semipadrao T de forma A e contetddo (1™) é padrao, pois cada

inteiro de 1 a n aparece exatamente uma tnica vez no tableau.

O tableau |
1112
=03
é semipadrao, enquanto
C[2]1]1]
hi=372
nao é.
Agora, sejam A\ = (4,2,2,1) e u = (3,3,2,1) o tableau de forma A e contetido .
1[1]1]2]
Observe que T; = g g é 0 Unico semi-padrao.
4

Os homomorfismos correspondente aos tableaux semipadrao sao aqueles que procu-
ramos. Especificamente, iremos mostrar que eles formam uma base para Hom(S?*, M*).
Pretendemos provar que homomorfismos 6 com T em 7T,, formam uma base para

Hom(S*, M*), sdo chamados de homomorfismos semipadrio.

7.2 A BASE SEMI-PADRAO PARA Hom(S*, M*)

Essa secao é dedicada a provar o seguinte teorema

Teorema 7.1. O conjunto {67 : T € TJ,} é uma base para Hom(S*, M*)

Em muitas maneiras a prova sera similar a dada no Capitulo 6 para mostrar que
os politabléides padrées formam uma base para S*. Como sempre, precisamos de uma
ordem parcial apropriada. A ordem de dominéncia e a ordem de dominéncia coluna para
o tableau generalizado sao definidas exatamente da mesma forma como para tableaux sem

repeticoes (ver Definigao 6.3).
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Exemplo 7.3. Se [S] =

composicoes

2[1/1

1]1]2
Slo|!em -

9|3|  entao [S] corresponde a sequéncia de

M =(0,1,1), M = (1,2,1), ) = (2,2,1),
enquanto [1] tem

pt=(1,1,0), p* = (2,1,1), p* = (2,2,1)
desde que A" <y’ para todo 4, [S] < [T].

Exemplo 7.4. Na Figura 2, ilustramos o diagrama de Hasse para tabléides coluna de
forma A = (3,2) e conteudo p = (2,2,1)

1]2]3]
12
/ \
1]2]2] 1[1]3]
13 2|2
\ /
1]1]2]
213
— 1
1]2]1] 1|1]2] 2]11]3]
213 3|2 2|1
P>t >t
1]2]1] 2]1]1] 2]1]2]
312 213 301
2]1]1]
3|2

Figura 2 — diagrama de Hasse para os tabléides coluna de forma (3,2) e contetudo (2,2,1).

O Lema da dominancia para tabléides (Lema 6.1) e o Corolario 6.1 tem andlogos

nessa configuracao. Suas provas, sendo similares, serao omitidas.

Lema 7.1. (Lema da dominancia para tableaux generalizados) Seja k em uma coluna a

esquerda de [ em T com k < [. Entao
[T] > [S],
onde S é o tableau obtido por trocar k e [l em T.
Corolario 7.2. Se T é semipadrao e S € {T'} é diferente de T entéao

[T] > [S].
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Portanto, se T' é semipadrao, entdo [T] é a maior classe de equivaléncia que aparece

em Op{t} = > S.

Se{T}
Antes de provar a independéncia de 87, devemos citar alguns fatos gerais sobre

espacos vetoriais.

Seja V' um espaco vetorial e escolha uma base fixa B = {b,bs,...,b,}. Sev € V|

entao dizemos que b; aparece em v se v = Zcibi com ¢; # 0. Suponha que V é dotado

1
de uma relacao de equivaléncia e de uma ordem parcial >, iremos denotar as classes de

equivaléncia por [v]. Podemos generalizar o Lema 6.3 como segue.

Lema 7.2. Sejam V e B como antes e considere um conjunto de vetores vy, v, ..., v, € V.

Suponha que para todo i existe b; € B aparecendo em v; tal que

1. [b;] > [b] para todo b # b; aparecendo em v;, e

2. Os [b;] sao todos distintos.
Entao, os v; sao linearmente independentes.

Também precisamos de um simples lema sobre independéncia de transformacoes

lineares.

Lema 7.3. Sejam V e W espacos vetoriais e sejam 61,05, ..., 0,, aplicacoes lineares de V
para W. Se existe um v € V' tal que 6,(v), 05(v), ..., 0,,(v) sdo independentes em W, entao

os 6; sao independentes como transformagcao lineares.

Demonstracao. Suponha que nao sejam independentes. Entao ha constantes ¢; ndo todas

nulas, tais que Zcﬁi ¢ uma aplicagdo nula. Mas entao Zcﬂi(v) = (0 para todov € V,
i i
uma contradi¢ao a hipétese do lema. O

Proposicao 7.3. O conjunto

{gTITE’T/\O}

m

¢ linearmente independente.

Demonstragio. Sejam Ty, Ty, ..., T, os elementos de TC,. Pelo Lema 7.3, é suficiente

-
mostrar que O, e, 0p,€y, ..., 01 €, sao independentes, onde ¢ é o nosso tableau fixo. Para

todo 7, temos
@Tiet = HTzkt{t} = ktﬁTi {t}

Agora T; é semipadrao, entao [T;] > [S] para qualquer tableau S em 601,{t} (Corolario
7.2). O mesmo ¢ verdade para tableaux de k01, {t}, desde que as permutagoes em k; nao

mudam as classes de equivaléncia de coluna. Também, os [T;] sdo todos distintos, desde que
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nenhuma classe de equivaléncia tem mais de um tableau semipadrao. Consequentemente

o k07, {t} = Or,€; satisfaz as hipiteses do Lema 7.2, tornando-os independentes. O

Para provar que os 07 geram Hom(S*, M*), precisamos do lema abaixo

Lema 7.4. Considere § € Hom(S*, M*). Escreva
Qet = ZCTTY7
T
onde t é o tableau fixo de forma .

1. Se m € Cy e Ty = nT) entao cp, = (sgnm)er,.
2. Todo T7 com uma repeticao em alguma coluna tem cp, = 0.

3. Se 0 nao ¢ a aplicagao nula, entao existe um tableau semipadrao 75 tendo ¢z, # 0.

Demonstracao. 1. Desde que m € C;eT} = 715 temos

m(0e;) = O(m(ki{t})) = O((sgnm)ki{t}) = (sgnm)(fer)

assim sendo, fe; = ZCTT implica
T

Ty _erT = w(fey) = (sgnr)(fe,) = (sgnm)d orT

comparando coeficientes de 775 na esquerda e T} na direita temos cr, = (sgnm)er .

2. Por hipétese, existe (i,7) € Cy com (7,5)1; = Ty mas entdao ¢, = —cr, pelo que

acabamos de provar, forcando seu coeficiente ser zero.

3. Desde que 6 # 0, podemos escolher T, com ¢, # 0 tal que [T3] é maximal. Afirmamos
que T, pode ser tomada semipadrao. Pelas partes 1 e 2, podemos escolher T, de

modo que suas colunas aumentem estritamente.

Suponha por contradi¢cdo que existe uma descente na linha i. Portanto, 75 tem um

par de colunas como o seguinte
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by
N
by
A
A
a; > b;
N
A\
a

P

Escolha A = {a;,...,a,} e B ={b1,...,b;}, e seja gap = > _( sgn m)7 o elemento de

Garnir associado. Temos que
9a5O_crT) = gap(fer) = 0(gaper) = 6(0) = 0.
T

Agora T, aparece em g4 1> com coeficiente 1, desde que as permutacoes em g4 p
movem distintos elementos de T,. Entao para cancelar T, na equacao anterior, deve
haver um 7" # T, com 71" = T5 para algum 7 em g4 p. Portanto, 7' é apenas 75 com
algumas das a;’s e b;’s trocadas. Mas entdo [T] > [T5] pelo Lema da dominancia

para tableaux generalizados (Lema 7.1). Isso contradiz nossa escolha de Tb. [

Estamos agora na posicdo de provar que os 67 geram o Hom(S*, M*).

Proposicao 7.4. O conjunto

{gTITET/\O}

n

gera Hom(S*, M*).
Demonstragio. Escolha qualquer § € Hom(S*, M*) e escreva
Het = ZCTT (73)
T
considere

Ly ={S €Ty, : [S] <[T]para algum T aparecendo em fe}.

Na terminologia de conjuntos parcialmente ordenados, Ly corresponde ao ideal de ordem

inferior gerado pelo T' em fe;. Provaremos esta proposigao por indugdo em |Ly|.

Se |Lg| = 0, entao 0 é a aplicagao nula pela parte 3 do Lema 7.4. Tal 6 é certamente

gerado pelo Ly.
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Se |Ly| > 0, entao na equagao (7.3) podemos encontrar um tableau semipadrao
Ty com cp, # 0. Além disso, segue da prova da parte 3 do Lema 7.4 que nés podemos

escolher [T7] maximal entre aqueles tableaux que aparecem na soma. Agora considere
91 =0 — CTlng'

Afirmamos que Ly, é um subconjunto de Ly com T; removido. Primeiro de tudo, todo
S aparecendo em Or, (e;) satisfaz [S] < [T}] , entdo Ly, C Ly. Além disso, pela parte 1
do Lema 7.4, todo S com [S] = [T}] aparece com o mesmo coeficiente em fe; e cr, 01, e;.
Logo Ty ¢ Ly,, desde que [T}] é maximal. Por inducdo, 6; estd no gerado de 07 e entdo @

também. O

>~

Isso completa a prova da proposigao e do Teorema 7.1. Assim temos que Hom(S*, M*)

C{?T T e 7;&}

7.3 NUMEROS DE KOSTKA E A REGRA DE YOUNG

Nessa secao apresentaremos os numeros de Kostka que nos darao outra maneira de

encontrar a multiplicidade dos médulos de Specht.

Os numeros de Kostka contam tableaux semipadrao.

Definicao 7.4. Os nimeros de Kostka sdo a cardinalidade dos TAOM, isto é:

KA# = |T)\0 |

Como um coroldrio imediato do Teorema da base semipadrao (Teorema 7.1), nds

temos a regra de Young.

Teorema 7.3. (Regra de Young) A multiplicidade de S* em M* é igual ao nimero de

tableaux semipadroes de forma A e contetido p, isto é

M* = (P K,

A p
Note que pelo Teorema 4.4, podemos restringir essa soma direta para A > p.

Exemplo 7.5. No Exemplo 4.4 vimos uma forma de encontramos a decomposi¢ao do

211 agora veremos outra forma de encontrar tal decomposicio.

médulo de permutacio M
Suponha que p = (2,1,1). Entao as possiveis partigdes A > u e os A-tableaux de conteido

1 associados sao:
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Abp] 2,11 | (2,2) (3,1) (4)

1
1|1 1112
T2 | s
1[1]3]
2]

(2,1,1)

Portanto pela regra de Young, temos que a multiplicidade de S* em M é igual ao

numero de tableaux semipadrao de forma A e conteido pu, isto é,
M(Q,l,l) ~ 5(2,1,1) D 5(2,2) D 25(3,1) D 5(4)

Exemplo 7.6. Para qualquer p, K,, = 1. Isso é por que o tnico p-tabléide de conteido
44 € 0 nico com todos 1’s na linha 1, todos os 2’s na linha 2, etc. Vimos esse resultado no

Teorema 4.4.

Exemplo 7.7. Para qualquer p, K(,), = 1. Obviamente ha apenas uma maneira para
arranjar uma colecao de nimeros em ordem crescente. Também, do ponto de vista tedrico

de uma representacdo, temos que M* deve conter exatamente uma coépia de S,

Exemplo 7.8. Para qualquer \, Kj») = f*, ou seja, o nimero de tableaux padrao de
forma A. De fato, qualquer tableau semipadrao de contetido (1) é na realidade padrao,

cada entrada é um valor de 1 a n, entao nao ha repeticoes. Isso diz que
MO = P frs*,
A
Mas MU™) é a representacdo regular, do Exemplo 3.3 e, f* = dim S* (Teorema 6.2).
Portanto, isso ¢ meramente o caso especial da Proposicao 2.14 parte 1, onde G = 5,,.

Exemplo 7.9. Quando A < i nés temos que Ky, = 0. Do fato de A < p, temos

Observe que nao cabem todas as entradas 1’s na primeira 4 linha de um tableau de
forma A, entao temos entradas repetidas em alguma coluna, portanto nao ha um tableau

generalizado semipadrao com forma A e contetido p nesse caso.



8 RESTRICAO E INDUCAO DOS MODULOS DE SPECHT

Suponha que temos uma representacio irredutivel S* de S, e queremos encontrar
sua representacao induzida em S, ;. Intuitivamente, veremos pelo Teorema de Ramificagao
que a representacao induzida é simplesmente a soma direta de todas as representagoes
correspondentes aos diagramas de Young obtidos por adicionar uma nova célula ao diagrama

de Young original.

A representacio induzida da representacio correspondente ao médulo S@b de Sy

para Sy é

|
SED45: = nd g ( ) S I s ||

Analogamente, a representacao restricado pode ser encontrada removendo uma célula do

diagrama de Young.

S0 ls,= Res gg | = [ ] H

Essas duas operagoes correspondem a remover ou adicionar um né ao diagrama de

Ferrers para .

Definicao 8.1. Se [D,] é um diagrama, entdo um canto interno de [D,] é um né (i,j) €
[D,] que se for removido, o resto do diagrama ainda é o diagrama de Ferrers de uma
particao. Qualquer particao obtida por tal remocao serda denotada por A~. Um canto
externo de [Dy] é um né (i,5) ¢ [D,] que se for adicionado ao diagrama, produz um
diagrama de Ferrers de uma particao. Qualquer particao obtida por tal adicao sera

denotada por AT.

Note que os cantos internos de [D,] sdo exatamente aqueles nés no fim de uma
linha e coluna de [D,]. J& um canto externo deve ser adicionado de forma que esteja no

fim de uma linha e fim de uma coluna.

e o o o o
e o o o

Exemplo 8.1. Seja A = (5,4,4,2), [D,] = . Iremos representar os cantos
e o o o

internos com nés ampliados (®) e os cantos externo com nés abertos (o) no seguinte

diagrama:
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['DA]:ooo
e O O

Depois da remogao podemos ter as partigoes A\~ : (4,4,4,2),(5,4,3,2),(5,4,4,1), entao

S A

Enquanto que depois da adi¢ao, podemos ter as partigoes A* : (6,4, 4,2), (5,5,4,2),(5,4,4,3)
e (5,4,4,2,1), entao

[DA+] ; y , ® o e o
e o o o e o o o e o o o
o o
o o o o e o o
°

Essas sao exatamente as particoes que ocorrem na restricao e inducao. Em particular,

5(5,4,4,2) ¢514g 5(4,4,4,2) D 5(5,4,3,2) D S(5,4,4,1)

5(5,4,4,2) TSmg S(6,4,4,2) D 8(5,5,4,2) D 5(5,4,4,3) D 5(5,4,4,2,1)

Antes de provar a regra de Ramificacao, precisamos de um resultado sobre dimen-

soes.

Lema 8.1. Seja f* o niimero de todos tableaux padrdo de forma A. Temos que

P=3r
e
Demonstracao. Todo tableau padrao de forma A - n tem n em um dos cantos internos.
Uma vez que n é a maior entrada no tableau, deve estar no final da linha e da coluna
para que o tableau seja padrao. Assim n deve ocorrer em um canto interno. Isso significa
que podemos descrever qualquer tableau padrao escolhendo o canto interno contendo n,
removendo esse canto e preenchendo o resto com um tableau padrao de forma A= Fn — 1.
Assim o numero de A-tableaux padroes é a soma da quantidade de todas A~ tableaux

padroes. O
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Lema 8.2. Seja V um modulo com submoédulo W. Considere o espaco vetorial quociente
V/W ={v+W :v eV} Entao V/W é um G-mbdulo. Mais ainda,

VW (V/W).

Demonstragio. Se W é um submédulo de V' entao a G-agdo em V define uma agdo em
V/W se colocarmos g(v+W) := g(v)+W. Seja v’ na mesma classe que v entdo v —v' € W
e assim g(v —v') € W, isto é, g(v) + W = g(v") + W.

Podemos identificar V/W com W+ desde que W & W+ = V. Todo elemento
v € V pode ser escrito como u + w onde u € W+ e w € W. Restringindo a projecio
7:V — V/W a W+ induzimos um isomorfismo de W+ a V/W, W+ = V/W. O

Teorema 8.1. (Regra de Ramificac¢do) Se A F n, entdo:
LS s = @SN e
P

2. S5 @SN

AT

Demonstracdo. Sejam os cantos internos de A aparecendo nas linhas r| < ry < ... < 7.
Para cada i seja ' denotada a particio A~ obtida por remover a célula canto na linha
r;. Mais ainda, se n esta no fim da linha r; do tableau ¢ (respectivamente, na linha r; do

tabloide {t}), entdao ' (respectivamente,{t'}) serd o tableau obtido por remover o n.

Agora dado qualquer grupo G com médulo V' e submédulo W, pela Lema 8.2
temos que

Vewe (V/W),

onde (V/W) é o espago quociente. Portanto é suficiente encontrar uma cadeia de subespagos

(M =vVOcyvOcy@c  cv®=g"|g

tal que V) / V(=1 = SA como S, médulos para 1 < i < k. Podemos ver isso
S s = Y k) o pk=1) g (V(k)/v(k—l)) o k-1) g

e similarmente V*=1 2 (=2 ¢ 371 f376ndo isso passo a passo.

Seja V@ o espaco vetorial gerado pelos politabléides padrio e, onde n aparece em
t no fim de uma das linhas de 71 a r;. Mostraremos que os V) sdo os mddulos desejados

da seguinte forma.

Defina a aplicacao 6; : M —s M*', estendendo linearmente
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0. |{ti}, sen estd na linha r; de {t},

{t} —

0, caso contrario.

0; ¢ um S,,_; homomorfismo, desde que n é fixado por S,_;. Além disso, para um tableau

padrao t temos
o, |€w, semn estd na linha r; det,

e — (81>
0, sen estd na linha r; de ¢ onde j < i.

Isso é porque qualquer tabléide aparecendo em e;, t padrao, tem n na mesma linha que ¢

ou na linha maior do que em t.

Se considerarmos que se n esta na linha r; entao de todos os tabléides que aparecem
em e;, apenas aqueles que levam n nessa linha nao sao levados para zero por #;. As

permutacoes em C; deixando n fixado sdo exatamente aquelas em Cli.

Se n aparece acima da linha r;, entdo uma vez que ¢é a tltima entrada em sua
coluna, essa coluna nao pode ter entradas na linha r;, portanto como usamos C; para
permutar os elementos de cada coluna, todos os tabldides que aparecem em e; = C; serao

enviados para zero por 6;.
Desde que os politabloides padroes formam uma base para o correspondente médulo
de Specht, as duas partes de (8.1) mostram que

AT (8.2)

Cada politablside padrdo e; € S*vem de algum politabléide e, € M*. Todos esses e,
tem n na linha ;, entdo todos estdo em V®. Os Ai-politablsides geram S»'. Se ¢ tem n

acima da linha r;, #(e;) = 0 e entdo
V=D C Ker 6, (8.3)
da equagao (8.3) podemos construir a cadeia
0}=vOcvWnKer by cVYH CcVPnKerhocVBC...cV® =52 (84

mas da equagao (8.2)

1740 ‘ .
. T 16 e
dim VO Kord, dim 6,V = f*.

Pelo Lema 8.1, as dimensoes desses quocientes somadas
k

dim $* = >N = zkjdim@”)

i=1 =1
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Devemos ter V=) = V@O N Ker (6;), para i, ...,k desde que ndo ha mais espago para
mais médulos pelo argumento de contagem do que é dim S*. Além disso

1740 N 1740)
VD T VO N Ker 6,

Para a segunda parte nds usaremos a Reciprocidade de Frobenius (Teorema 2.15).

As partes 1 e 2 podem ser mostradas equivalentes pelo mesmo método.

Seja x* o cardcter de S*. Se S* 51 @ 4, 1m,S*, entdo tomando os caracteres

X 112 Y my,x*. Pela parte 2 do Coroldrio 2.13, as multiplicidades sao dadas por
pEn+1

my = (O X,
Utilizando a Reciprocidade de Frobenius (Teorema 2.15) temos
A1 ) = (0 X L),
Pela parte 1 desse teorema temos que
O X Ls,) = (O DX ).
=
Agora utilizando a parte 4 do Corolario 2.13 obtemos que

1 sed=u",

0 caso contrario.

<><§Zﬁx’“> =

Pela definicao de = e AT podemos reescrever

_ 1 sep=A\",
oA Dox ) = :
- 0 caso contrario

Como A vem de p removendo um canto interno entao p vem de A adicionando um canto

externo
+
SA 4z gy SN



9 RESULTADOS COMBINATORIOS

O Teorema 6.4 mostra que qualquer resultado sobre os médulos irredutiveis para .S,
é passivel de uma interpretagdo combinatoria em termos de contagem de tableaux padrao.

Por isso, seria interessante ter provas combinatoérias, isto é, bijetivas, destes resultados.

9.1 O ALGORITMO DE ROBINSON-SCHENSTED

Nessa secao, vamos desenvolver apenas as propriedades mais importantes do
algoritmo de Robinson-Schensted que nos permite apresentar a prova combinatéria da

parte 3 do Teorema 6.4.

Muitos resultados sobre representacao do grupo simétrico podem ser abordados de
forma puramente combinatoéria. O link crucial entre esses dois pontos de vista é o fato
que o numero de tableaux de Young padrao de uma dada forma é o grau da representacao
irredutivel correspondente. Falaremos do algoritmo de Robinson-Shensted que fornece
uma prova bijetiva da identidade

S (Y =l
AFn

Se desconsiderarmos sua origem, essa identidade pode ser considerada como uma
declaragao puramente combinatéria. Isso diz que o niimero de elementos em S, é igual ao
numero pares de tableaux padrao da mesma forma A, com A variando sobre todas parti¢goes
de n. Portanto, deve ser possivel dar uma prova dessa formula puramente combinatoria,

isto é, bijetiva. A correspondéncia de Robinson-Shensted faz exatamente isso.

A bijecao é denotada por
™3 (P.Q),

onde w € S, e P, sao M\-tableaux padrao, A\ - n. Primeiramente, descrevemos a aplicacao
que, dada uma permutacao, produz um par de tableaux. Suponha que 7 é escrito na

notagao 2-linhas como
1 2 ... n

™ = .
Ty T ... Tp

Construimos uma sequéncia de pares de tableaux

<P0>Q0) = (Q)v@)? (P17Q1)7 (P27Q2)7 SRR (anQn) = (P> Q)? (91)

onde x1,xs,...,T, sao inseridos nos P’s e 1,2,...,n sao localizados nos ()’s de modo a

forma de P seja igual a forma de @)y para todo k.

Definicao 9.1. Dizemos que P é um tableau parcial se P é um tableau com entradas
distintas cujas linhas e colunas aumentam. Um tableau parcial serda padrao se estes

elementos sao precisamente {1,2,... n}.
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As operagoes de insercdao e localizagdo irdo agora ser descritas.

Definigao 9.2. Seja P um tableau parcial e seja um elemento x que nao esta em P. Para

inserir x em P, procedemos com o seguinte algoritmo:

RS1- Seja R := a primeira linha de P , onde := significa substituicao.

RS2- ENQUANTO x é menor que algum elemento da linha R, FACA

RSa- Seja y o menor elemento maior que x e substitua y por x em

R. A inser¢do de x em R é denotada por R < z

RSb- Seja z := y e R := a préxima linha para baixo de P.

RS3- Agora x é maior que todo elemento de R, entao coloque x no fim da

linha R e pare.

Em resumo, esse procedimento permite que o elemento que entra em uma linha R
substitua o menor elemento maior do que ele e insere esse elemento que foi substituido na
proxima linha, até que esteja como no passo RS3, onde o elemento é maior que todos os
elementos da linha R em que ele estard inserido e o coloca no final desta linha. Isso inclui

0 caso em que essa linha esta vazia, onde se torna uma nova linha.

114]7]
Exemplo 9.1. Para ilustrar, suponha que t =3 e P =[2|5| . Pelo algoritmo acima,
68
temos que
174]7] 1[3]7] 11317 11317 L
215 «~ 3 |2]|5 — 4 |2/4 — 5 |24 — 6
613 12 linha Glg| 2"lnha Glg| 3" linha 55| 4" linha 2 8

Onde o 3 substitui 4, onde o 4 por sua vez substitui 5, posteriormente o 5 substitui 6 e
finalmente o 6 forma uma nova linha. Os elementos inseridos estao em negrito. Note que
sempre que colocamos para fora um elemento y o elemento estritamente abaixo dele ja
¢ maior do que y e que a insercao muda a forma de um tableau adicionando uma tnica

célula para a forma.
Se o resultado da insercdo de x em P produz o tableau P’, escrevemos
r.(P) =P

Note que as regras de insercao foram cuidadosamente escritas para que P’ ainda tenha

linhas e colunas crescentes.

A localizacdo de um elemento em um tableau é ainda mais facil que insercao.

Definigao 9.3. Suponha que @) é um tableau parcial de forma p e que (7, j) é uma canto
externo de p. Se k é maior que todo elemento de ), entao para colocar k£ em () na célula

(i,7), meramente coloque Q; ; = k.
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A restricao em k garante que o novo tableau é ainda um tableau parcial.

1/3[4]
Exemplo 9.2. Se tomarmos Q = |2|5] , colocando k = 8 na célula (i,j) = (3,2)
L7
113]4]
teremos |25 .
718

Finalmente podemos descrever como construir a sequéncia (9.1) da permutagao

1 2 ... n

1 T2 ... Tp

Comegamos com um par (P, Qo) de tableaux vazios. Assumindo que (Py_1,Qx_1) foi

construido, defina (P, Q) por

P, = Txk(Pkfl)v

Qr = colocar k em Q;_1 na célula (i,7) onde a insergao termina.

O processo acaba em (P, Q).

Note que a definicao de () garante que sh P, = sh @), para todo k. Chamamos
P = P, o P-tableau, ou tableau inser¢ao de 7 e escrevemos P = P(7). Similarmente,

Q = Q, é chamado Q- tableau, ou tableau localizagao, e denotamos por ) = Q(m).

(P, Q) = (P, @n).

Exemplo 9.3. Agora consideramos um exemplo do algoritmo completo. Niumeros em
negrito sdo usados para os elementos da linha inferior de 7 e consequentemente também
para os elementos de Py. Seja
1 2 3 45 6 7 1 2 3 4 5 6 7
= = (9.2)

4 2 3 6 51 7 X1 X2 X3 X4 X5 Xg X7

Entao os tableaux construidos pelo algoritmo sao

1[3]5][1]3]5]7]
2112[3]12[3]6][2]3]5]
Pk3P0:®7,a ) ) 726 726 =P
47[4] [4] 4]6 4] 4]
113]4][1]3]4][7]
1][1]3][1]3]4] [1][3]4]
Qk:Q0:@777 3 3 725 215 :Q
20[2] (2] 2|5 6| 6|
Entao
3/5[7] 417]

1 2 3 45 6 7

T w

NN
(=2}
[e]=
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O teorema principal sobre esta correspondéncia é o seguinte

Teorema 9.1. (Algoritmo de Robinson-Schensted) A aplicacao
&3 (PQ)
¢ uma bijecao entre elementos de .S, e pares de tableaux padrao do mesmo tipo A - n.

Demonstracao. Para mostrar que temos uma bijecdo, é suficiente criar uma inversa,
A -R L
denotamos esta correspondéncia por "(P, Q) 8 7. Nés simplesmente revertemos o

precedente algoritmo passo a passo.

Comegamos definindo (P,, @,) = (P, Q). Assumindo que (P, Q) foi construido,
vamos encontrar x que é o k-ésimo elemento de 7 e depois (Py_1,Qy_1). Para evitar o

subescrito duplo no que se segue, usamos P, ; para representar a (7, j) entradas de P.

Encontre a célula (i,j) contendo k em Q. Desde que este é o maior elemento
em Qy, P;; deve ter sido o dltimo elemento a ser deslocado na construcao de FP;. Nos
podemos agora usar o seguinte procedimento para deletar P, ; de P. Por conveniéncia,

assumimos a existéncia de uma linha zero vazia acima da primeira linha de P;.
SR1- Seja x := P, j e apague P, ;.
seja R:= a (i — 1)-ésima linha de Pj.
SR2- Enquanto R nao ¢ a linha zero de Py, faca
SRa- Seja y o maior elemento de R menor que x e substitua y por x em R.
SRb- seja  := y e R := a proxima linha acima
SR3- Agora z foi removido da primeira linha, entao seja xy := x

E facil ver que P,_1 é P, apds o processo de exclusao que acabamos de descrever e
Qr_1 ¢ Qr com o k apagado. Continuando nesse caminho, acabamos recuperando todos

os elementos de m em ordem reversa.

Temos estabelecido, pois, que o algoritmo de Robinson-Schented é uma bijecao
entre o grupo simétrico S, e {(P,Q) | P, Q sdo tableaux padroes de mesma forma A+ n}.

Em particular, temos

S (M =n! O

AFn

Iremos finalizar essa secdo com um exemplo que ilustra a ordem inversa da corres-

pondéncia.

Exemplo 9.4. Ja sabemos pelo Teorema 9.1 que a aplicacao 7 P (P, Q) é uma bijegao.

Usaremos P e () do Exemplo 9.3, para visualizar o algoritmo inverso ao algoritmo utilizado
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nesse exemplo. Se temos que

3/5|7] 417]

ot

P = e Q:

N
o

‘@Mr—t

iremos encontrar a permutacao m associada a este par. Para isso iremos utilizar o algoritmo

descrito na demonstracao do Teorema 9.1.

e Para k = 7, iremos encontrar x7; que é o 7° elemento de 7 e com isso encontrare-

1[3]4]7]
mos (Ps, Qs). Sabemos que 7 estd na célula (1,4) de Q7 =[2|5 , como 7 é o maior
6
elemento em ()7, ndés temos que P; 4 é o ultimo elemento a ser deslocado na construcao de
113]5]7]
P,=12|6 . Vamos entao deletar P, 4 de P;. Seja z := P4 = 7, apagando 7 de F;
4

5]

| W

e como 7 foi removido da primeira linha, logo x7 := 7.

1
nds temos | 2
4]

e Para k = 6, agora nés encontraremos xg que ¢ o 6° elemento de 7 e através disso

1/3[4]
5 e se encontra

encontraremos agora (Ps, Q)5). Como 6 é o maior elemento em Qg =

2
6]

5]

W

na célula (3,1) o ultimo elemento a ser deslocado na construcao de Ps = é¢o Ps;.

315]
6
estamos na linha dois de Py iremos continuar o procedimento, seja 2 o maior elemento
113]5]
416
primeira linha de Fg, seja x := 2, 1 é o maior elemento da primeira linha menor que 2,

substituindo 1 por 2, temos i 2 > ‘ Entao temos que o 1 foi removido da primeira linha,

M,_.‘»#[\D»—t

Vamos deletar Ps; de Fs. Seja o := P3; = 4, apagando 4 de Fs, temos . Como

da segunda linha menor que 4, substituindo 2 por 4 temos . Agora estamos na

logo ¢ := 1.
Fazendo o mesmo procedimento para k = 5,4, 3,2, 1, nés encontramos que x5 := 5,
xy =06, 3 := 3, 19 := 2 e 27 := 4. Logo encontramos 7 = (4, 2, 3, 6, 5, 1, 7) construida

pelo algoritmo, como queriamos.
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