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RESUMO

Apresentamos um modelo para a injecao de ar em um meio poroso que contém combustivel
solido levando em conta as perdas térmicas para rocha circundante. Em trabalhos anteriores,
o modelo foi simplificado e todas as sequéncias de ondas para a solucao de problemas
de Riemann foram obtidas sem levar em conta as perdas térmicas. Nesse trabalho, é
feito um primeiro passo para entender o efeito das perdas de calor, que sdo importantes
especialmente em experimentos de laboratério. Para provar a existéncia e unicidade da
solucao de ondas viajantes, os efeitos de difusdo e a dependéncia da densidade do gas na
temperatura sao desconsiderados. Também sao apresentadas simulagoes numeéricas que
validam os resultados obtidos, bem como simulag¢oes numéricas para um sistema mais geral
que considera termos difusivos. Por fim sdo comparadas as solugoes numéricas para ambos
sistemas e um exemplo numérico com valores tipicos dos parametros para um modelo de

combustao é apresentado.

Palavras-chave: Combustao. Injecao de ar. Meios porosos. Perdas térmicas. Ondas

viajantes.



ABSTRACT

We present a model for the injection of air into an underground porous medium that
contains a solid fuel. In previous works the model was simplified and all wave sequences
for the Riemann problem solution were obtained without taking into account thermal
losses to the surrounding rock. In that work the first step was made to understand the
effect of heat losses, which are important especially in laboratory experiments. In order
to prove of the existence and uniqueness of the traveling wave solution, diffusion effects
and the dependence of gas density on temperature were disregarded. We will also present
numerical simulations that validate the results obtained, as well as numerical simulations
for a more general system that considers diffusive terms. Furthermore, we will compare
the numerical solutions for both systems and a numerical example with typical values of

the parameters for a combustion model is presented.

Key-words: Combustion. Injection of air. Porous media. Thermal losses. Traveling

waves.
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1 INTRODUCAO

Combustao in-situ é uma técnica térmica eficiente e uma das mais importantes de
recuperacao avangada de 6leo (EOR). Nesse processo ¢é injetado um fluido (como oxigénio
puro ou ar) que reage com as componentes mais pesadas do 6leo presente em reservatérios
de rochas porosas gerando calor que diminui a viscosidade do 6leo e, por consequéncia, é
obtido um raio de mobilidade mais favoravel, estimulando o fluxo em direcao aos pocos de

producao. Para mais detalhes veja [25, 33].

A injecao de ar com combustao in-situ em um meio poroso que contém combustivel
solido oferece varias vantagens que podem incluir uma producao de 6leo mais rapida,
custos operacionais reduzidos e um menor impacto ambiental se comparado com outras
técnicas de EOR. A engenharia do processo é mais dificil do que qualquer outro método
de recuperacao de 6leo bruto, porém as vantagens da combustao in-situ motivam os
pesquisadores a investiga-lo. Além de outras dificuldades relacionadas a engenharia e
modelagem quimica, a solucdo das equagoes para esses modelos é um desafio matematico,
veja [33].

Este trabalho é motivado por um modelo de injecao de ar em um meio poroso
que contém Oleo tao viscoso que pode ser considerado um combustivel sélido. O modelo
foi proposto em [1], onde os autores analisaram a estrutura de combustao in-situ direta
usando métodos de andlise assintotica. Este modelo também foi estudado sob algumas
simplificagdes em [10, 13, 7]. Existem poucos trabalhos que estudaram este modelo
considerando perdas térmicas, por exemplo [29, 28, 18]. Em [6, 8, 9, 11] as perdas térmicas
foram omitidas e considerada uma lei de Arrhenius truncada, além de negligenciar a
capacidade térmica do meio comparada com a do ar. Uma consequéncia é que o oxigénio

e o calor foram ambos transportados a velocidade do gas em movimento.

Neste trabalho vamos seguir as ideias de [5], onde foi considerado o efeito das
perdas térmicas, a lei de Arrhenius correta (que permite a reagao quimica ocorrer para
qualquer temperatura) e a velocidade térmica diferente da do gas. Estes aspectos tornam
este modelo mais real do que o modelo apresentado em [6]. Dado que a hipétese da
capacidade térmica (i.e., a capacidade térmica do meio é desprezivel comparada com a
do ar) ndo é correta para a recuperagao do 6leo e para muitas outras aplicagoes. Para
complementar, vamos incluir algumas simulagoes numéricas considerando a condutividade

térmica do meio.

As ondas de combustao estudadas neste trabalho tém sido chamadas “reaction-
trailing smolder waves” [36] ou “coflow (or forward) filtration combustion wave” [2] no
contexto de modelos mais realistas de injecdo de ar em um meio poroso. O movimento do

gas tras oxigénio para dentro da regiao onde o combustivel solido esta presente.

Para modelos unidimensionais, existem dois tipos possiveis de movimento da onda
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de combustao: na combustao co-fluxo, a ignicdo ocorre no pogo de injecao e se propaga na
mesma dire¢ao do gas injetado, por exemplo [6, 9]; e a segunda possibilidade é a combustéao
contra-fluxo, para a qual a ignicao ocorre no pogo de producao e a onda de combustao
se move na dire¢cao oposta a do gas injetado. Podemos encontrar mais detalhes sobre
combustao contra-fluxo em [35, 11, 8]. Nos modelos estudados ao longo deste trabalho
a lei de Arrhenius correta é considerada, o que implica que a combustao contra-fluxo
nao é possivel para estes modelos. Com isso, podemos desprezar a possibilidade de zerar
a taxa de reagao para baixas temperaturas, obtendo assim que a taxa de reacao pode
ser nula apenas por falta de combustivel ou por falta de oxigénio. Supondo injecao a
esquerda, seguindo [11] temos que, como a onda se move em diregdo oposta ao fluxo do
ar (ou oxigénio), é impossivel que a combustao termine a esquerda (pogo de injegao) por
falta de oxigénio; ou que a combustao termine a direita (pogo de produgao) por falta de

combustivel.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma. Seguindo o Capitulo de introducao,
no Capitulo 2 apresentamos o Teorema da Variedade Estavel e uma revisao da teoria de
ondas viajantes e de leis de conservacdo. No Capitulo 3, fazemos uma breve revisao de
trabalhos anteriores nos quais foi provada a existéncia e unicidade de ondas viajantes para
modelos de combustao usando retrato de fase e teoria de perturbacao. No Capitulo 4,
derivamos e descrevemos um modelo para a combustao que consiste em trés leis de balanco
para energia, oxigénio e combustivel. Usamos uma taxa de reagao descrita pela lei de
Arrhenius combinada com a lei de Agao de Massas, veja [12]. No Capitulo 5, formulamos
o resultado principal e apresentamos as provas rigorosas sobre a existéncia e unicidade das
ondas de combustao viajantes. No Capitulo 6, apresentamos alguns exemplos numéricos
usando dados arbitrarios que mostram o retrato de fase da onda viajante para os casos
estudados no capitulo anterior e comparamos a solugao do sistema de EDOs associado
ao modelo que nao considera a difusdo, com a solugao do sistema de EDPs associado ao
modelo que considera a difusdo. Além disso, um exemplo numérico com valores tipicos
dos parametros para um modelo de combustao é apresentado. As solugdes numéricas
para o sistema de EDOs e de EDPs sao obtidas pelo método de Runge-Kutta de quarta
ordem e pelo método de Crank-Nicolson, respectivamente. Finalmente, no Capitulo 7 sao

discutidas algumas conclusoes.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo apresentamos os principais conceitos e resultados relativos ao Teo-
rema da Variedade Estavel, a teoria de ondas viajantes e de leis de conservacao que serao
necessarios para o desenvolvimento deste trabalho. Muitas demonstragoes serao omitidas
por se tratarem de resultados conhecidos, mas citaremos referéncias onde podem ser

encontrados tais resultados, junto com suas demonstragoes.

2.1 TEOREMA DA VARIEDADE ESTAVEL

Nesta secao apresentaremos alguns conceitos fundamentais da Teoria de Equagoes
Diferenciais Ordinarias abordados no Teorema da Variedade Estavel e no decorrer deste
trabalho. Também enunciaremos este teorema que sera usado para garantir a existéncia

das ondas viajantes na prova do teorema principal do Capitulo 5. Para mais detalhes veja

38, 32].
Daqui para frente, A é um subconjunto aberto de R".

Consideremos uma equagao diferencial ordinaria (EDO) auténoma de primeira

ordem denotada abreviadamente por:

¥ = f(z), (2.1)

com campo vetorial f : A C R® — R" de classe C*, 1 <k < oo, istoé, f: A — R ¢

uma aplicacio de classe C*.

Uma fungao diferencial X : I — R" é uma solugdo para a Equagio (2.1) no

intervalo I se satisfaz as seguintes condigoes:

i) A imagem de I por X, isto é, {X(t); t € I} estd contido em A, e

ii) Cg(t) = f(X(t)), para todo t € I.

Dizemos que x € A é um ponto singular (ou equilibrio) do campo f se f(z) =0e

ponto ndo singular (ou regular) se f(z) # 0.

Sejam ¢ : D1 CR x A1 - R" e vy : Dy C R x Ay — R” os fluxos gerados pelos
campos fi : Ay = R" e f5: Ay — R” respectivamente. Diz-se que f; é topologicamente
conjugado a f quando existe um homeomorfismo h : A; — Ay tal que: h(pi(t,z)) =
o(t, h(x)) para todo (t,z) € D;.

Seja um campo vetorial f : A — R"™ de classe C", r > 1, um ponto p € A, chama-se
hiperbolico se todos os autovalores de D f(p) (matriz jacobiana do campo f em p) tém

parte real diferente de zero.
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Observacao 2.1. Pode-se ver que esta definicdo nao depende da conjugacao local de
classe C* (i.e., uma conjugacdo topoldgica leva pontos singulares hiperbdlicos em pontos

singulares hiperbolicos).

Um conjunto S C A chama-se conjunto invariante pelo campo f : A — R”, se

para cada z € S tem-se que ¢(t,z) € S para todo t € R, onde ¢ denota o fluxo de f.

Seja o conjunto Eg = Ei(f) = {z € A; ¢(t,x) — S quando t — oo}, ou seja
d(e(t,x),S) — 0 quando t — oo (d métrica em R™). E¥ chama-se conjunto estdvel de S.

Analogamente, define-se E% = E¥%(f) o conjunto instdvel de S, tomando t — —oc.

Teorema 2.1 (Teorema da Variedade Estével).

Hipoteses:

Seja f € CYA) e s o fluro do sistema ndo linear (2.1). Suponha que existe xo ponto de
equilibrio hiperbélico com D f(xy) = CBC™! em que

B:(P 0)’
0 @

sendo P matriz k X k com autovalores com parte real negativa e Q matriz (n — k) x (n — k)

com autovalores com parte real positiva.

Sejam E°® C R™ o espago invariante estavel e E* C R™ o espago invariante instdvel

do campo [ tais que dim E* = k e dim E* =n — k.

Teses:
1. Existe uma vizinhanga de xo tal que nessa vizinhanga existe uma superficie de classe
C! S (estdvel) invariante pelo fluro tal que tﬂfE o(t, ) = x9, Yr € S. Além disso,

S € tangente a E°.

2. Eriste uma superficie de classe C* U (instdvel) invariante pelo fluzo tal que ,im o(t,x) =

xo, Yr € U. Além disso, U ¢é tangente a E".

Demonstragio. A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [32].

Observacao 2.2. Na demonstragio do Teorema da Variedade Estdvel dada em [32], sdo
obtidas a unicidade da superficie S(estdvel) e da superficie U (instdvel) na respectiva

vizinhanca onde existem.

2.2 ONDAS VIAJANTES

Ondas viajantes sao solugoes de EDPs de evolucao que possuem um perfil que
¢é transportado no tempo a velocidade constante. Estas ondas aparecem em diversos

problemas fisicos, como referéncia podemos ver [42, 19], onde tem-se varios exemplos



18

desenvolvidos. Também existem outros artigos que aplicam essa teoria em problemas
especificos [10, 9]. No Capitulo 5, aplicaremos a teoria de ondas viajantes no modelo de

combustao in-situ.

Defini¢ao 2.1 (Solucao na forma de onda viajante [42]). Consideremos primeiro uma
equagao diferencial parcial (EDP) que envolve duas varidveis v € R, t € R. Uma solugdo
da forma

u(z,t) = w(&,t), reR, teR, E=x—vt (2.2)

¢ chamada uma onda viajante (com Oyw(&,t) = 0, velocidade v e perfil w).
Uma onda viajante é caracterizada geometricamente, como uma onda que se move
com velocidade constante v mantendo o perfil, ao longo da variavel espacial x.

Seguindo [22], dizemos que uma solugao u(t) da Equagdo (2.1) é uma drbita
heteroclinica se u(t) — u* conforme t — 400, isto é, a solucao u(t) liga dois equilibrios, u™*
ewu” comut #wu.". Seu” =wu", dizemos que u(t) é uma drbita homoclinica (assumindo

tacitamente que u(t) ndo é a propria solucao de equilibrio).

A ideia béasica para se encontrar uma solucao na forma de onda viajante consiste
em definir a varidvel £ = xr — vt, chamada de variavel viajante, e transformar o sistema de
EDPs em um sistema de EDOs. Por exemplo, procurar uma solu¢do na forma de uma

onda viajante para o sistema Conveccao-Difusao-Reacao
Opu(x,t) + Opu(z,t) = Oppu(z, t) + c(u(z,t)), (2.3)
consiste em encontrar w que satisfaz
—V W + Wg = Wee + cw. (2.4)

Definigao 2.2. Uma solugao Frente de Onda da Equagao (2.3) é um tipo particular de
solugdo em forma de onda viajante que é definida para todo &, mondtona e tal que w

conecta dois pontos de equilibrio da equagdo, veja [19].

Em geral, para a classe de equagoes diferenciais parciais consideradas, a equacao

diferencial ordinaria (2.4) nao tem solugao cléssica, conforme [42, 19].

Para que esteja bem definida, a frente de onda deve ser uma onda heteroclinica.

Além disso, os limites para as derivadas de w sao:

Jim we(§,t) = lim wee(E,t) = 0.
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2.3 LEIS DE CONSERVACAO

Usaremos resultados desta secao na demonstragao da existéncia das sequéncias de
ondas no Capitulo 5. Para maiores detalhes sobre os resultados apresentados nesta se¢ao
consulte [34, 14, 40].

Uma lei de conservagao tipicamente afirma que quando nao ha produgao ou consumo,
a variacao de uma quantidade conservada em um dominio fixo é igual ao fluxo de entrada
menos o fluxo de saida no dominio, veja [34, 14]. Tal lei de conservacao pode ser expressada

matematicamente como a seguinte equacao diferencial parcial de evolucao
e + (F()), =0, (2.5)

onde a funcao vetorial u : R x Ry — R" representa as quantidades a serem conservadas,
tais como massa, momento e energia, e a funcao F': R” — R" é chamada fun¢ao de fluxo,

onde cada uma de suas componentes representa o fluxo da quantidade associada [34].

Seguindo [40, 34], consideramos a Equagao (2.5) como sendo estritamente hiperbélica,
ou seja, tal que em cada ponto F'(u) tem autovalores reais distintos Ay (u) < - -+ < A, (u).
Considere a base de autovetores {ry(u)}}_,, onde cada par (Ag(u), rx(u)) é um par autovalor-
autovetor para F'(u). Os autovalores e autovetores do sistema sao chamados de velocidades
caracteristicas e vetores caracteristicos do sistema, respectivamente. O termo “k-familia”,
1 < k < n, faz referéncia ao k-ésimo par autovalor-autovetor na ordem estabelecida neste

paragrafo.

Um problema envolvendo leis de conservacao geralmente possui condigoes iniciais
e, quando o dominio espacial é limitado, condi¢oes de fronteira. O Problema de Cauchy é

um tipo cléssico de problema de valor inicial (PVI) no qual
u(z,0) = up(x), para — 00 < x < 00. (2.6)

Neste caso, ug €é a condigao inicial para a solugao u do problema. Um caso particular do
problema de Cauchy muito utilizado na teoria de leis de conservagao e no desenvolvimento
de métodos numéricos, é o chamado Problema de Riemann, no qual a condicdo inicial é da

forma

up(r) = R (2.7)

ul sex <0,
ut sex >0,

R

onde os vetores constantes u* e uf* sdo os estados extremos a esquerda e a direita,

respectivamente.
Conforme [34], para o PVI (2.5)-(2.6) definimos como curva caracteristica da
k-familia a curva parametrizada (¢, z(t)) que satisfaz o PVI
z'(t) = Me(u(x(t), 1)), t>0 (2.8)
z(0) = o, (2.9)



20

para algum z.

Em geral, problemas envolvendo leis de conservacao podem apresentar solugoes
nao regulares, por exemplo descontinuas [40]. Esta situa¢do pode ocorrer mesmo com
condigoes iniciais suaves. Uma solugio de classe C! que atende a Equacao (2.5) ¢ dita
solugdo forte (cldssica). Para os casos onde nao é possivel obter uma solugao forte pode-se

admitir uma solugao generalizada.

Seguindo [34], dizemos que u é uma solugio generalizada (fraca) da lei de conserva-
cao (2.5)-(2.7), se ela satisfaz

L twoe+ Py oudadt + [ uoa) o, 0)dz =0, (2.10)

para toda ¢ € C*°(R x [0,00)) com suporte compacto.

Vale ressaltar que, geralmente, a solucao fraca de um problema de Leis de Con-
servacao nao ¢ unica, sendo necessaria a utilizacao de critérios adicionais para encontrar

solugoes fisicamente relevantes.

Uma maneira de se encontrar uma soluc¢ao fisicamente relevante é adicionar uma

pequena difusdo na lei de conservagao (2.5), o que resulta na chamada forma viscosa
ur + (F(u))zr = €Ugy; (2.11)

onde € é uma constante positiva. Uma solucao desta equagao é conhecida como perfil
viscoso e denotada por u [34]. A forma viscosa possue melhores resultados de existéncia
e unicidade que a forma inviscida, além de suas solucoes serem suaves. As solugoes
fisicamente relevantes da lei de conservacao (2.5) sao definidas pelo seguinte limite

u = lim u. (2.12)

e—0

Encontrar esta solucao limite nao é uma tarefa simples de ser realizada e, portanto, outras
condigoes sao utilizadas para se obter solugoes relevantes. Estas condi¢oes sdo usualmente
chamadas de condigoes de entropia, explicadas em detalhes a seguir, e por isso as solugoes

que satisfazem a Equagdo (2.12) sao chamadas de solugdes entropicas, veja também [14].

Uma das principais caracteristicas do problema de Riemann ¢é que suas solugoes sao
descritas por sequéncias de ondas, veja [37]. Por exemplo, em [14, 37] o autor considerando
o PVI (2.5),(2.7) para n = 1 e F uniformemente convexa de classe C*, mostra que essas
ondas podem ser definidas segundo a disposi¢ao das curvas caracteristicas entre os estados
extremos. Neste caso, as ondas de choque ocorrem quando as curvas caracteristicas
se intersectam conforme a Figura 1(a), sendo que os estados extremos sao ligados por
uma descontinuidade que se move com velocidade s constante. As ondas de rarefacio
surgem quando as curvas caracteristicas se afastam umas das outras conforme a Figura

1(b), ou seja, a velocidade de uf* é maior que a velocidade de u” e os dois estados sdo
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conectados por uma curva suave. As ondas de contato ou descontinuidades de contato sdo
descontinuidades que se movem com velocidade constante, assim como os choques sendo,

porém, as caracteristicas paralelas a curva de descontinuidade conforme a Figura 1(c).

x=st

(a) Onda de choque: u” > uf. (b) Onda de rarefacao: u* < u®.

=
L}
=

(c) Onda de contato: descontinuidade com velocidade F'(u) = const. V u.

Figura 1 — Curvas caracteristicas do PVI (2.5),(2.7) para n = 1 e F uniformemente convexa de
classe C2.

2.3.1 Ondas de choque e Curvas de Hugoniot

Considere a seguinte proposicao

Proposigao 2.1. Uma descontinuidade (u”, u®) na solugio do problema de Riemann de

uma lei de conservacao deve satisfazer a condigdo
F(u®) — F(u®) = s (u* —u"), (2.13)

para alguma velocidade s. Esta condigcdo é conhecida como condicao de Rankine-Hugoniot.

Demonstragio. A demonstracao desta proposicao pode ser encontrada em [37, 34].

Suponha que, fixado um estado @ (a esquerda ou a direita), deseja-se encontrar

o conjunto de estados que pode ser conectados a 4 através de uma descontinuidade, ou
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seja, que satisfaz a Equacao (2.13). Tal problema resulta em um sistema com n equagoes
e n + 1 incognitas, ja que a velocidade s também ¢é desconhecida. Portanto, sao esperados
conjuntos de solugoes a um parametro. Para F' suficientemente suave, foi provado em
26, 37] que estes conjuntos, representam n-ramos de curvas que se encontram em 4. Estes
ramos admitem parametrizacoes diferenciaveis e a fungao s sobre os mesmos também é

diferencidvel. A andlise que segue, considera este caso particular.

Seja i uma parametrizacao de um dos n-ramos de pontos que satisfazem a Equacao
(2.13) tal que ux(0) = @. Se sk(€) é a fungdo velocidade para cada ponto deste ramo, a

condi¢do de Rankine-Hugoniot se transforma em

Fag(€)) — F(a) = sr(§) (t — ). (2.14)

Ao avaliar a derivada da expressao acima no ponto & = 0, obtém-se
F'(@)(11,(0)) = s1(0) @ (0), (2.15)
de tal forma que o autovetor 74 (@) é tangente ao ramo de curva parametrizado por i em

¢ =0, sendo este ramo associado a k-familia. Além disso, s5(0) = Ag().

O conjunto dos ramos é denominado de curva de Hugoniot do ponto @. Todo ponto

pertencente a curva de Hugoniot pode ser conectado ao ponto 4 através de um choque.

Apesar da curva de Hugoniot fornecer todos os estados atingiveis a partir de um
estado fixo, somente parte destes resultam em solugoes entropicas. Para apresentar as

condigdes de entropia propostas em [26] a seguinte defini¢ao é necesséria.

Definicao 2.3. O k-ésimo campo de autovalores caracteristicos € dito genuinamente nao
linear [37], se
Vg (u) ri(u) # 0, Yu. (2.16)
Em outras palavras, um campo A\, é genuinamente nao linear se a funcao A\, é
mondétona crescente ou decrescente sobre qualquer curva integral do campo vetorial 7.
Definigao 2.4 (Condigoes de entropia segundo Lax [26]). Se o k-ésimo campo de autova-
)

lores caracteristicos é genuinamente ndo linear, uma descontinuidade (ul, uft) é admissivel

sequndo Lax se satisfaz
M1 (uh) < s < M(uh), Me(uf) < s < Ay (u®), (2.17)
onde s ¢é a velocidade da descontinuidade.

2.3.2 Ondas de contato

Em [34], uma condi¢ao de entropia que trata de descontinuidades de contato foi

apresentada. Para tanto, uma outra definicdo é necessaria.
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Definicao 2.5. O k-ésimo campo de autovalores caracteristicos € dito linearmente dege-

nerado se

VA (u) ri(u) =0, Yu. (2.18)

Em outras palavras, um campo A é linearmente degenerado se a funcao é constante

sobre qualquer curva integral do campo vetorial r,. O seguinte resultado é valido.

Teorema 2.2. Seja o k-ésimo campo de velocidades caracteristicas, linearmente dege-
nerado. Se u” e uf' pertencem a mesma curva integral de v, entdo estes estados sdo

conectados por uma descontinuidade com velocidade s = \g(ul) = M (ul?).

L

Demonstracio. Suponha que u” e uf? pertencam & mesma curva integral de r,. Tome uma

parametrizacao ux(§) desta curva. Entao derivando F'(1(€)) obtemos

F'(ur(€)) (€)= Mt (§)) @, (8), ou seja, (F o i)' (§) = At (§)) 4, (6)- (2.19)

Aplicando o Teorema Fundamental do Célculo no intervalo [0, 1] obtém-se

1

Ff) ~ F(ub) = (Fou ()], = [ Aim(©) 0)de. (220)

Como o k-ésimo campo de velocidades caracteristicas ¢ linearmente degenerado, entdao A
é constante ao longo da curva integral. Portanto, sendo s = A (u”) e aplicando novamente

o Teorema Fundamental do Célculo, obtém-se

1

F(uR) - F(ub) = 5 /0 . (€)de = s (uf — ul). (2.21)

L

Como ul e uft satisfazem a condigdo de Rankine-Hugoniot utilizando s = A\, (u”), entdo

estes podem ser conectados por uma descontinuidade que se move com velocidade s. []

Uma descontinuidade neste tipo de campo é chamada de descontinuidade de contato,
caracterizada pelo fato das curvas caracteristicas de cada lado da curva de desconinuidade

serem paralelas.
A condigao de entropia de Lax [34] é modificada na definigdo que segue.

Defini¢ao 2.6 (Condicoes de entropia segundo Lax [34, 26]). Se o k-ésimo campo de
autovalores caracteristicos é genuinamente nao linear ou linearmente degenerado, uma
)

descontinuidade (u’, u?) é admissivel sequndo Lax se satisfaz

Meo1(u?) < s < Ne(uh), Me(u®) < 5 < Mg (07, (2.22)

onde s € a velocidade da descontinuidade.
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2.3.3 Ondas de rarefagao

Uma onda de rarefagdo é uma funcao continua da forma

ul, se v < &t
w(x,t) =4 Gz/t), se&t <z <&t, veER, >0 (2.23)
uR7 s€e T Z£2t)

para algum par (£, &) tal que & < &.
A funcao G caracteriza a onda e deve ser determinada para cada tipo de equacdo. No-
vamente, suponha F suficientemente suave para os calculos seguintes. Ao derivar G no

tempo e espago, e substituir o resultado na lei de conservagao (2.5), obtém-se
1
—%G’(m/t) + S F(Gla/t) G (x/t) = 0. (2.24)
Reorganizando os termos e denotando & = x/t, obtém-se F'(G(£)) G'(§) = £ G'(€).

Como ¢ esperado que a fungao G seja suave e conecte os dois extremos do salto,
assume-se que G'(§) # 0, ou seja, G'(£) é proporcional a algum autovetor r,(G(§)). Como
os autovetores sao linearmente independentes, G'(§) deve ser proporcional a apenas um dos
n autovetores, de modo que G(&) reside na curva integral de ry para uma tnica k-familia.
Para ter onda de rarefacdo entre dois estados u”* e u® em uma mesma curva integral da
k-familia, é necesséario que £ seja monotonamente crescente ou decrescente entre os estados.

Note que a relacao

£ = M(G(9)) (2.25)
¢ valida, de modo que a monotonicidade de A\, sobre a curva integral é equivalente a
monotonicidade do parametro &. Para os casos de nao linearidade genuina do k-campo de
autovalores, GG(£) é uma parametrizagao da respectiva curva integral do autovetor ry e

para este tipo de onda as curvas caracteristicas sao
e (u?) < A (uf). (2.26)
Os detalhes do célculo da expressao de G(&) sao mostrados em [34, 37].

Observacao 2.3. Se o k-ésimo campo de autovalores caracteristicos é genuinamente nao

linear supondo que ||u* — uff|| < 1, tem-se duas possibilidades:
Ak (u?) < Ae(uf) ou (2.27)
Ak (uf) > A (ufh). (2.28)

Nos casos (2.27) e (2.28) as solugoes sao onda de rarefagiao e onda de choque, respectiva-

mente.

Observacao 2.4. Para encontrar a solucao de um problema de Riemann geral, com
estados extremos u” e ut, deve-se determinar a sequéncia de ondas que conecta u* < u®,
e respectivos estados intermediarios. Para que a sequéncia seja valida, € necessdrio que as

velocidades caracteristicas e as velocidades de choque sejam crescentes de u* a u't.
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3 REVISAO DE TRABALHOS ANTERIORES

Neste capitulo, realizaremos uma revisao da literatura envolvendo alguns artigos
como o [6] e [11], onde os autores abordaram uma simplificacdo do modelo proposto em
[1] com a finalidade de obter um modelo no qual é possivel provar a existéncia das ondas
viajantes por analise do espago de fase. Assim como no [18], em que é apresentado outro

modelo para combustao que considera perdas térmicas.

No presente trabalho, apresentaremos um modelo que é mais real, comparado
com o modelo dado em [6, 11], j& que considera-se os efeitos de perdas térmicas, a lei
de Arrhenius correta e em geral as velocidades da temperatura e do oxigénio diferentes.
O modelo de combustao analisado neste trabalho é semelhante aos modelos dos artigos
revisados neste capitulo, assim sao utilizadas algumas ideias desses artigos na prova da

existéncia de ondas viajantes para o modelo estudado neste trabalho.

3.1 SOLUCOES DE PROBLEMAS DE RIEMANN PARA COMBUSTAO EM ESPUMA
POROSA LEVE

Nesta segao, serd feita uma pequena revisdo dos artigos [6] e [11] onde obtém-se
uma classificagdo de todas as possiveis sequéncias de ondas nas solugoes de problemas de
Riemann para o Sistema (3.1)-(3.4), de trés equacoes diferenciais parciais evolutivas que
modela a combustdao em um meio poroso. No modelo é considerado o fluxo unidimensional
quando o ar é injetado em um meio poroso contendo inicialmente um combustivel imével
que nao se vaporiza. Assume-se que o oxigénio e o calor sao ambos transportados a
velocidades iguais, isto acontece quando a capacidade térmica do meio comparada com a
do ar é muito pequena (por exemplo, para espuma leve). Outra hipdtese é que apenas uma
pequena parte do espaco disponivel é ocupado pelo combustivel, de modo que as mudancgas
de porosidade durante a reacio sio despreziveis. E considerado um equilibrio térmico
local. Assume-se também, que a variagdo da pressao é pequena comparada com a pressao

predominante, é desprezada a expansibilidade do gas sob o aumento da temperatura.

No primeiro artigo, considerando a velocidade da onda de combustao positiva, foram
estudadas a existéncia e unicidade de ondas viajantes e foram identificadas as sequéncias
de ondas que aparecem nas solugoes de problemas de Riemann. No segundo artigo esses
resultados foram generalizados incluindo o caso da onda de combustao com velocidade
negativa. Também foram apresentadas algumas simula¢ées numéricas como exemplos dos

resultados tedricos, fazendo uso do esquema de diferencas finitas de Crank-Nicolson.
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O sistema associado a este modelo é

00 + a 0,0 = 0,0 + pY ¢, (3.1)

Do =~V (3.2

Y +ad,Y = —pYo, (3.3)
exp (—é) , 0>0

0) = , 3.4

6(6) { AR 34

onde a temperatura 6, a concentracao do combustivel sélido p e a concentracao do oxigénio
Y sao as variaveis dependentes adimensionais. Tanto o oxigénio quanto o calor sao
transportados a velocidade a > 0. Uma reagao exotérmica, i.e., reacdo quimica cuja
energia ¢é liberada em forma de calor, que envolve oxigénio e combustivel sélido pode
ocorrer quando a temperatura estd acima da temperatura limite, normalizada a 6§ = 0. A

taxa de reacao é dada na Equagao (3.4) por ¢(0).

O foco em [6, 11], estd nas solugdes p > 0 e Y > 0, para todo ponto no dominio.

Considera-se o Sistema (3.1)-(3.3) sobre 0 < z < oo, t > 0 com as condigoes de fronteira

(0,Y,p)(0,8) = (0%, Y", p"),  1im (8,Y, p)(x,t) = (87, YT, p™). (3.5)

T—00

Admitindo que a reagdo nao acontece na fronteira (fora da faixa do cilindro onde
a combustao acontece), i.e. os termos da reagao do Sistema (3.1)-(3.3) desaparecem na
fronteira. Dado que foi usada a lei de Arrhenius truncada para a qual a temperatura comeca
a uma temperatura 6 = 0, existem trés razoes para os termos da reacao desaparecerem,

onde duas destas condigoes podem ocorrer simultaneamente.

i) Controle da temperatura (7'C') - a combustao ndo acontece para temperaturas baixas,
0 <0;

ii) Controle do combustivel (F'C') - a combustao nao acontece pela falta de combustivel,
p=0;

iii) Controle do oxigénio (OC') - a combustao nao acontece pela falta de oxigénio, Y = 0.

Assim, os estados nos quais os termos da reagao desaparecem sao classificados como: TC,
FC,OC, TCNFC, TCNOC, FCNOC e TCNFCNOC. Porém, somente foram

consideradas as condigoes de fronteira genéricas, no extremo esquerdo (L) e direiro (R):

(L) Exatamente uma das seguintes condigoes se mantém: 8% < 0 ou p* =0 ou Y* = 0.

(R) Exatamente uma das seguintes condicoes se mantém: 6% < 0 ou p =0 ou Y = 0.



27

Portanto, os estados extremos apenas podem ser T'C', FC' e OC sem intersecoes, porém

estas interse¢oes nao podem ser ignorados como possiveis estados intermediarios.

Nestes artigos, é chamada de onda de combustdo, a onda viajante continua nao
trivial com velocidade ¢, onde ¢ # 0 e ¢ # a. Quando ¢ < 0 temos uma onda de combustao
contra-fluxo e denotamos ¢ por ¢, quando 0 < a < ¢ temos uma onda de combustao rapida
denotando ¢ por ¢; e no caso 0 < ¢ < a temos uma onda de combustao lenta denotando ¢
por ¢,. As velocidades das ondas aparecem na sequéncia em ordem crescente da esquerda

& direita.

3.1.1 Ondas de combustao e solugoes de problemas de Riemann em espuma

porosa leve

No Artigo [6], os autores fizeram uma descrigdo detalhada das sequéncias de
ondas que dao solugdo ao problema de Riemann (3.1)-(3.4) com (3.5). Para isso, eles
mostraram a existéncia de ondas de combustao que aproximam-se dos estados extremos
exponencialmente (no seguinte sentido: os pontos de equilibrio correspondentes aos estados,
no sistema de EDOs associado, serem assintéticamente estaveis). Também mostrou a
existéncia de ondas de contato (¢ = 0, ¢ = a). Ainda, apresentam alguns exemplos

numéricos das sequéncias que contém estas ondas.

Em [6] usando o Teorema 3.1 é provado que se o estado a direita tem pouco oxigénio
(i.e. 0% + Y® <0), entdo a reacao nao pode ocorrer; se tem uma quantidade moderada
de oxigénio, existe uma onda de combustao na qual o oxigénio é esgotado na reagao; e se
tem muito oxigénio, existe uma onda de combustao na qual o combustivel é esgotado na

reacao.

Teorema 3.1. Sejam a > 0 firo e (0%, p®, Y ) um estado do tipo TC, i.e. 0% <0, p% >
0,YE > 0. Além disso, assumimos que 0% +Y® > 0. Entdo existe um estado (6L, pL, Y1) e
uma velocidade ¢; > a associadas a uma onda de combustio (0%, p*,Y'L) L (08, pR, Y R)
que aprozima seu estado a direita exponencialmente. No caso temos 0F > 0, e p* ou YF
ou ambos iguais a 0. Mais precisamente, para cada par (6%, pf), existe um tinico Y.E com
0% +YE >0 tal que

(1) Se =08 < YR < YR entdo existe uma onda de combustio do tipo OC — TC;
(2) Se YE =Y entio existe uma onda de combustio do tipo FC N OC AN Vo
(3) Se YR > YR entdo eviste uma onda de combustio do tipo FC — TC.
YE —qYE
Em todo caso, 0% + YR =0 + YL e c; = vE i Vi —l—apL R

casos também aprorima seu estado a esquerda exponencialmente, porém nao no sequndo

. No primeiro e terceiro

caso. Ndo existem ondas de combustdo com ¢ > a e 6% + Y <0.
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No artigo estudado nesta subsegao usando o Teorema 3.2 (1) é provado que para
cada estado a esquerda do tipo FC, e para o estado & esquerda (0,0,YL) com Y > 0,
existe uma familia uniparamétrica de estados a direita do tipo OC' para a qual o estado a
esquerda pode ser conectado por uma onda de combustao lenta. Por outro lado, usando o
Teorema 3.2 (2) é provado que para ter uma onda de combustao lenta de velocidade ¢
com estado & esquerda (0, p&, Y') do tipo T'C e estado a direita (6%, p, Y') do tipo OC,
a tripleta (0%, p¥, p™) pode ser escolhido arbitrariamente, entdo um triplo correspondente

(0F, p2, c,) pode ser encontrado.
Teorema 3.2. Sejam a > 0 fivo, 0¥ >0, pX =0 e Y > 0.

(1) Considere ondas do tipo FC —— OC e FCNTC — OC ondas. Entio para cada
pf >0, existem tnicos niimeros 0% > 0 e ¢, com 0 < ¢, < a, associados a uma onda
de combustio de velocidade c, de (0*,0,YL) para (0F, p¥,0). Além disso,

of =9 Y1 ¢ C:L(L (3.6)

s pL—l—YL ’ ’
Estas ondas aproximam o estado a direita exponencialmente, e aproxima o estado a
esquerda exponencialmente se, e somente se, 0¥ > 0, i.e. se, e somente se, o estado

a esquerda € do tipo FC.

— ondas. Fixe a > 0. Dados 6% < 0, p* >0 e com 0% + > 0.
2) TC =+ OC ondas. Fi 0. Dados 8% < 0, p >0 e YT 0F +YL >0
Entdo existem nimeros p¥ >0, 0% >0 e c,, 0 < ¢, < a, tal que existe uma onda de
combustio de velocidade ¢, de (0%, p, Y'T) para (0%, p,0). Além disso, 6% = X+ YL

e as quantidades c, e p* sdo relacionadas pela férmula

CLYL
Cos = 5.
YL _ pL —|—,0R

Estas ondas aproximam ambos estados extremos exponencialmente.

(8) Nao existem outras ondas de combustio com velocidade ¢ tal que 0 < ¢ < a. Em

particular, nao existem ondas de combustdo lentas com 0% +Y* < 0.

Como o foco deste artigo esta na sequéncia de ondas que representam a solugao
do problema de Riemann, também foram consideradas ondas de contato. Devido a que
algumas destas ondas se expandem com o tempo, elas sdo analogas, porém nao exatamente

as ondas de contato classicas. Para mais detalhes ver [6].

Note que uma sequéncia de duas ondas de contato com a mesma velocidade podem

ser combinadas em uma. Entao podemos assumir que

(O) Existe no maximo uma descontinuidade de contato com velocidade 0 e uma de

velocidade a.
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Assim, usando as hipéteses (L), (R) e (O) em [6] provou-se que existem onze ondas
de contato que podem ocorrer nas possiveis sequéncias de ondas. Estas ondas de contato
podem ser observadas na Figura 2 onde quatro tem velocidade ¢ = 0 e sete tem velocidade
c=a.

Por outro lado, na Figura 2 pode-se observar as 18 possiveis sequéncias que contém
as ondas de combustao e de contato encontradas em [6]. Para observar estas sequéncias é
preciso fixar um estado a direita (F'C, OC ou T'C') e seguir as setas, em sentido contrério,

o mais longe possivel até cada um dos estados a esquerda (F'C, OC ou TC).

Figura 2 — Todas as sequéncias de ondas possiveis para ondas de combustao com velocidade
positiva e que satisfazem as condigoes seguintes: (1) o estado & esquerda é do tipo
TC, FC ou OCj (2) aumento da velocidade da onda; (3) sequéncias estendidas o

mais longe possivel.

Um exemplo das simula¢oes numéricas onde a sequéncia contém uma onda de
combustao lenta, uma de contato e uma de combustao rapida ¢ mostrado na Figura 3.
Para observar esta sequéncia na Figura 3.1: o estado a direita T'C' é fixado, logo passando

por dois estados intermediarios OC' o estado F'C' ¢é atingido.

15, 7= =-- B ---0

0.5F - == ===-=-=~

= m——

......

0 1000 2000 3000

Figura 3 — A condicéo inicial é plotada na esquerda e a simulagdo no tempo 400 na direita com
a = 5. Ambas figuras correspondem & sequéncia FC —— OC -5 OC' RN Vol
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3.1.2 Solucgoes de Problemas de Riemann para combustao contra-fluxo em

espuma porosa leve

No Artigo [11], os autores enunciaram e mostraram a Proposigao 3.1 e o Teorema
3.3 donde se obtém trés possiveis ondas de combustao com velocidade negativa. Essas
ondas sao usadas para completar as sequéncias obtidas em [6] obtendo assim todas as

possiveis sequéncias de ondas nas solugoes dos problemas de Riemann (3.1)-(3.5).

No artigo revisado nesta subsecao, usando a Proposi¢ao 3.1 e o Teorema 3.3 a
classificacao de todas as possiveis sequéncias na solucao de problemas de Riemann sao
extendidas pela inclusao de ondas de combustao com velocidade negativa como sera

apresentada na Figura 4.

Proposicao 3.1. Nao € possivel ter ondas viajantes do Sistema (3.1)-(3.3) com velocidade
negativa exceto TC —+ OC e TC = FC.

Teorema 3.3. Sejam a > 0 e (0%, p~, YY) um estado do tipo TC, isto é, 6L = 0. Além
disso, suponha que 0¥ + YT > 0. Entdo existem um estado (0%, p%, Y®) e uma velocidade
ce < 0 associados a uma onda de combustio (0%, p*, Y1) = (08, p, YE) onde (i) 0% > 0
e (1) p ou YT ou ambas sio iguais a 0. Além disso, 0% + YE = L + Y©

aY® —aY"t
YR _ YL + pL _ pR

(3.7)

Ce =

Nao existe onda de combustio com c, < 0 e ¥ + YL <0.

Vale notar que na prova do Teorema 3.3 foram usadas as coordenadas viajantes no
sistema de EDPs para torna-lo um sistema de EDOs. Logo, definiu-se trés subconjuntos

conforme as posigoes relativas das linhas invariantes do sistema de EDOs. Por fim, fazendo

5> 0nFg ———

| v
vc:C ¢/£—a> (FC|—» |TC

e YR 2 1

Figura 4 — Todas as sequéncias de ondas possiveis para ondas de combustao com (1) o estado a
esquerda é do tipo T'C', FC ou OC, (2) aumento da velocidade da onda, (3) sequéncias
estendidas o mais longe possivel.
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uso do Teorema da Variedade Estavel provou-se a existéncia de uma orbita heteroclinica,
para cada subconjunto, no retrato de fase do sistema de EDOs. Usando a integral de
Melnikov foi provada a unicidade apenas para uma das Orbitas possiveis que corresponde

ao comportamento do sistema de EDOs em um dos subconjuntos.

Um exemplo das simulacoes numéricas é mostrado na Figura 5 em que a sequéncia
contém uma onda de combustdao contra-fluxo, de combustao lenta, de contato e de

combustao rapida.

A simulagao usou o parametro a = 0.01, tamanho de passo Ax = 1.3, passo de

tempo variavel para acelerar as simulagdes e um niimero da malha total 1940.

1.5 1.5
—0 —6
— - P
—Y —Y
05| 0.5
0 0 1
0 200 400 600 800 0 200 400 600 800

Figura 5 — A condicdo inicial é plotada na esquerda e a simulacdo no tempo 800 na direita.
Ambas figuras correspondem & sequéncia TC' —+ FC =+ 0C %5 OC 15 0c.

3.2 FRENTES DE COMBUSTAO SEM GAS COM PERDAS TERMICAS

Em [18], os autores abordaram um modelo de combustao sem gés com perdas
térmicas. Para ter combustao é preciso de calor, combustivel e oxigénio. No entanto, o
modelo de “combustao sem gas” refere-se que na reagao existe uma quantidade de gas, que
contém oxigénio, relativamente grande em comparacao com a quantidade do combustivel.
Isto é, a combustao nao deixa de ocorrer por falta de oxigénio, ja que neste primeiro caso

vai faltar o combustivel.

Os autores neste artigo estao interessados na existéncia das frentes de combustao
viajantes e sua estabilidade. A demonstragao da existéncia das frentes de combustao
como ondas viajantes esta baseada na andlise do espaco de fase e na Teoria Geométrica
de Perturbagao Singular. Para estudar a estabilidade é usado um critério baseado na

chamada funcao de Evans.

O sistema associado a este modelo é

040 = 0,0+ pol0 — B1) — B9, (3.8)
Op =k Ouup + 1 pp(0 — 61), (3.9)
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comn>0,0>0,k>0e

) exp (—é) 0 >0,
M@—{O §<0. (3.10)

onde @ é a temperatura, p é a concentracio do combustivel, § = 6; é a temperatura abaixo
a qual a rea¢do nao ocorre (temperatura de ignigdo), e 8 = 0 é a temperatura ambiente.
Assume-se que 0, = 0, assim a reagao nao ocorre a temperatura ambiente. A funcao ¢
¢é a taxa de reacao, que é uma funcao da temperatura. A temperatura, x e t tém sido
escaladas para normalizar a primeira equagao. n é o parametro de exotermicidade; quanto
maior for 77 mais combustivel deve ser queimado para atingir um determinado aumento
de temperatura. k é a difusividade do combustivel, que é o inverso do nimero de Lewis;
se k = 0, o combustivel é um sélido. O termo (36 representa as perdas térmicas ao meio

segundo a lei do resfriamento de Newton. A 4-upla (7, 0, 3, k) é um vetor de pardmetros.
Ao longo de todo este artigo p no estado nao queimado é normalizada a 1.

Para provar os Teoremas 3.4, 3.5 e 3.6 no Sistema (3.8)-(3.9) a coordenada espacial x
¢é substituida por £ = z — ot obtendo um sistema de EDOs, tal que as solucoes estacionarias
do sistema de EDOs obtido sdo solugdes na forma de ondas viajantes do Sistema (3.8)-(3.9)

e satisfazem

0 = Oeel) + 000 + pp(0 — 0,) — 0, (3.11)
0 = kdeep + 00ep + npp(6 — 1), (3.12)

No artigo revisado nesta secao usando o Teorema 3.4 a existéncia e unicidade de
solugbes para o Sistema (3.11)-(3.12) sem perdas térmicas (5 = 0) e com termo de difusao
do combustivel zero (k = 0) é mostrada. Seja ) = 0,0 e usando (') para denotar a derivada

com respeito a £ é obtido

0 =19, (3.13)
Y =—00—pop(0—0y), (3.14)
ﬂ:gp¢w—@% (3.15)

com o vetor de parametros (7, 0y, o).

A solugao do Sistema (3.11)-(3.12) que satisfaz as condigoes de fronteira

(9,8§Q,p)(§) = (9*7070)7 glirgo(676§0’p)(§) = (07()? 1)’ (316)

lim
E——o0

corresponde a uma solugao de (3.13)-(3.15) que liga os equilibrios (6*,0,0) e (0,0, 1).
Teorema 3.4. Para k= 3 =0 e (n,0,) fivo, existe uma tnica velocidade o = oo(n, 0;)
tal que o modelo de combustao sem gds (3.8)-(3.9) tem uma onda viajante de velocidade

o que conecta um estado (0*,0,0) ao estado ndio queimado (0,0,1). A temperatura de

combustdao 0* ¢ % A fungio oo(n,61) é suave.
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Em [18], foi provado o Teorema 3.5, onde as solugoes do Sistema (3.8)-(3.9) para
k=0 e 8 > 0 sao apresentadas como pequenas perturbagoes do mesmo para k = 0 e
B = 0. No Sistema (3.11)-(3.12) denotando ¥ = 9¢f e usando (') para denotar a derivada

com respeito a £ é obtido

0 =, (3.17)
V¥ = —00 — po(6 — 0,) + B, (3.18)
p= gmﬁ(@ —01), (3.19)

com o vetor de pardmetros (1, 0y, 0, 3).

Uma solugao do Sistema (3.11)-(3.12) que satisfaz as condigoes de fronteira
(Lm (0,0:0,0)(€) = (0,0,p%),  lim (6,00, p)(€) = (0,0, 1). (3.20)
corresponde a solugdo de (3.17)-(3.19) que liga os equilibrios (0,0, p*) e (0,0, 1).

Teorema 3.5. Para k = 0, (77,9_1) fixo, e B > 0 pequeno, existe uma unica velocidade
o = 01(n,0,,0) provima a velocidade oo(n,0,) do Teorema 3.4 tal que o modelo de
combustdo sem gds (3.8)-(3.9) tem uma onda viajante de velocidade o que conecta um
estado queimado (0,0, p*) a um estado nao queimado (0,0,1). A concentragao do estado
combustivel p* € positiva, e p* — 0 conforme B — 0. A fungio o1(n,0y,3) definida para
B >0, com oy(n, 6, 0), é suave. Conforme 8 — 0, no espago 69 p a solugio heteroclinica
correspondente de (3.17)-(3.19) aproxima a uniao da solu¢io heteroclinica com 5 =0 do

Teorema 3.8, com velocidade o = oo(n,61), e o segmento de linha (0,0,0) a (%, 0,0).

No Teorema 3.6, se apresenta as solugoes do Sistema (3.8)-(3.9) para k > 0e >0

como pequenas perturbagoes do mesmo para k= 0e 3 > 0.

Considerando (3.11)-(3.12) com (7, 6;) fixo, # > 0, k > 0. Para 3 = 0 sdo usadas

as condigoes de fronteira

Egznoo(gaafevp7 a§p)(€) = (9*7()’070)7 (9a0§97p7 afp)(g) = (070’170) (321)

lim
£—o00
Para 3 > 0 sao usadas as condigoes de fronteira

No Sistema (3.11)-(3.12) denotando por ¥ = 00, ¥ = J¢, o = O¢p, e usando (') para

denotar a derivada com respeito a & é obitdo

0 =9, (3.23)
¥V =~V — pp(6 — 0,) + B, (3.24)
r=o, (3.25)
ko = —oo+npp(6 — 0y). (3.26)
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Este sistema que tem o vetor de parametros (7, 0,0,0, k). Restringindo-se para k > 0,
B >0,e0 >0. Para k > 0, a solugao de (3.11)-(3.12) que satisfaz as condi¢oes de fronteira
(3.21) (respectivamente, (3.22)) que corresponde a solucao de (3.23)-(3.26) que liga um
equilibrio (6x%,0,0,0) (respectivamente, (0,0, p*,0)) com o equilibrio (0,0, 1,0).

Teorema 3.6. Para (1,0,) fizo, B3>0 ek > 0, existe uma velocidade o = o(n, 4, 3), tal
que o modelo de combustiao sem gds (3.8)-(3.9) tem uma onda viajante de velocidade o

com as sequintes propriedades:

1. Para k > 0 e § = 0, a onda que conecta um estado (6*,0,0,0) ao estado ndo
queimado (0,0,1,0). A temperatura da combustao 6% € positiva, e 0* —
p—0;

conforme

:»\»—t‘»a

2. Para k >0 e >0, a onda conecta um estado queimado (0,0, p*,0) ao equilibrio
(0,0,1,0). A concentra¢io do combustivel nao queimado p* € positiva, e p* — 0

conforme 3 — 0.

A fungdo 0(7],6’1,6, k) é suave. Para 5> 0 e k > 0 pequenos, ndo existem outras ondas

viajantes com velocidade prézima oo(n, 0y).
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4 MODELO PARA COMBUSTAO COM PERDA TERMICA

O modelo para combustao in-situ abordado em [5] é uma versao simplificada do
modelo proposto em [1]. Neste capitulo ndo apenas apresentaremos o modelo estudado em
[5], mas também consideraremos os termos de difusdo nesse modelo. Dessa forma, vamos
provar de forma rigorosa a existéncia e unicidade de ondas viajantes para o modelo sem
termos difusivos no Capitulo 5 e logo comparar numericamente as solugoes para ambos

modelos no Capitulo 6.

Usando a notagao e hipéteses de [13, 7], assumimos que o fluxo é unidimesional,
que o ar (oxigénio) é injetado na parte mais a esquerda de um cilindro de rocha porosa que
contém um gas nao reativo e um combustivel que é essencialmente imével. Consideramos
que apenas uma pequena parte do espago disponivel é ocupada pelo combustivel, de
modo que as mudancgas de porosidade do meio durante a reacao sao despreziveis. Assim
a porosidade ¢ é constante. E adotada a hipétese de equilibrio térmico local, isto é, a
temperatura do sélido e do gas é a mesma. Neste trabalho estamos preocupados com as
perdas de calor, que consideramos linearmente dependentes da diferenca da temperatura
com a temperatura do reservatério, veja por exemplo [1]. Também assumimos que as

variagoes de pressao sao pequenas em comparagao com a pressao do reservatorio.

O modelo com coordenada de tempo ¢ e coordenada de espago x inclui a equacao
de equilibrio de calor (4.1), as equagdes de equilibrio molar para oxigénio (4.2) e para
o combustivel imével (4.3). Em vez de considerar a Lei do gas ideal, assumimos que a
densidade molar de gds p [mole/m?] é constante; e dai segue-se que a velocidade do gés
Darcy u [m/s] também é constante.

Em resumo temos o Sistema

T O(cypgu(T — Thes)) 0T

Cm ot * ox = b or2 AT = Tres) + QrpY W, (4.1)
OYp,)  0¥pu) 0 [ 0Y VI
o T ae  Pugp\Pegy ) T HerY W 4.2)
dp
ot — PR 3

onde T'[K] é a temperatura, Y [mole/mole] ¢ a fragio molar de oxigénio no gés, p [mole/m?]
¢é a concentragao molar de combustivel imovel. Os parametros do sistema, com seus valores
tipicos, sdo dados na Tabela 1. Esses parametros sdo constantes (negligenciando a
dependéncia da temperatura, concentragao do gés, etc.), uma hipétese que foi usada no
Sistema (4.1)-(4.3).

Na reacao de combustao, ;1y moles de combustivel imdvel reagem com p, moles de

oxigénio para gerar j, moles de produtos gasosos e, possivelmente, produtos sélidos nao
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reativos. Por simplicidade, consideramos o caso jy = 1, = 1y = 1 como, por exemplo, na

reacao C' 4+ Oy — CO,. A taxa de reagao é proporcional a W, dado por

E
W, = k,exp (—

R:’"F) , (4.4)

onde os valores tipicos de k, e £, também sao apresentados na Tabela 1. Os valores na
Tabela 1 j& foram usados em [1, 7, 8, 10, 13].

Tabela 1 — Parametros dimensionais para combustao in-situ e seus valores tipicos.

’ Simbolo ‘ Quantidade fisica ‘ Valor ‘ Unidade
Tres Temperatura inicial do reservatorio 273 K]
Cm Capacidade térmica volumétrica do meio poroso | 2-10° [J/m3K]
Cy Capacidade térmica molar do gas 27.42 [J/mole K]
Pg Média da densidade do gas 45 [mole/m?]
kr Condutividade térmica do meio poroso 0.87 [J/(msK)]
Dy Coeficiente de difusao efetivo na fase gasosa 2.014 - 10° | [m?/s]
Q. Entalpia do combustivel imével em 7. 4-10° [J/mole]
E, Energia de ativagao 58000 [J/mole]
k, Pardmetro pré-exponencial 500 [1/s]
R Constante ideal dos gases 8.314 [J/(mole K)]
") Porosidade 0.3 ]
u Velocidade de Darcy do gés injetado (200m/day) | 2.3-107% | [m/s]
pre Densidade molar inicial do combustivel 372 [mole/m?]
a Condutividade térmica especifica 0.2 [J/(m3sK)]
Yinj Concentracao do oxigénio injetado 1.0 ]

4.1 ADIMENSIONALIZACAO DO MODELO

Para adimensionalizar o problema sao introduzidas algumas variaveis dependen-
tes e independentes adimensionais (denotadas por tildes) como razoes das quantidades

dimensionais e quantidades de referéncia (denotadas por estrelas):

t T ~ - T =T, p
— T=—, 0=AT=———
T AT* 7’ p

Nossa escolha para quantidades de referéncia é

t=

™
|

.|
b
|

(4.5)

Y;n' 1 r res
U* — iigu7 t* — ’ ZL'* — U*t*, AT* — Q p
1Y kp}/;nj Cm

, P=p Y =Yg, (4.6)

as quantidades fisicas sao apresentadas na Tabela 1.

Na Equacao (4.6), t* é o tempo caracteristico para a combustao do combustivel na
temperatura inicial do reservatério T,.,; AT™* é o afastamento da temperatura maxima

da temperatura do reservatoério, para o caso de combustdao completa do combustivel



37

em condigoes adiabaticas. Usando as Equagoes (4.5) e (4.6) e omitindo os tildes, o
Sistema (4.1)-(4.4) é reescrito na forma adimensional como segue nas variaveis dependentes

temperatura 6, fracao de oxigénio Y e combustivel p:

00 00 020

)% Y 0?Y

E + UY% = )\Y@ — ,upr(b, (48)
dp
—&
¢ = exp («9+6’0> , (4.10)
com constantes adimensionais
_ CoPglt _ _br _ o’ _ U
UQ_U*Om’ )‘Q_Cmv*a B_Oma UY_QDU*7
4.11
)\ DM kppTest* E’r 0 Tres ( )
g = —— 6 g frg
Y oo Hy opg RAT+ "7 AT+

onde vy e vy sao velocidades adimensionais das ondas térmica e de oxigénio; /3 é o coeficiente
constante de perdas térmicas; kr representa o coeficiente de difusao térmica adimensional;
[y representa a quantidade de oxigénio adimensional consumida durante a reagao quimica;

€ é a energia de ativagao escalada e 6y é a temperatura do reservatério escalada.

A zona de combustao é modelada como uma onda viajante estacionaria. Fisicamente,
nao existe combustao adiante nem atras desta zona, isto é, a taxa de reacao ¢ deve
desaparecer. Como elas viajam para a direita, elas conectam um estado queimado (p = 0)

a esquerda a um estado nao queimado (Y = 0) a direita.

4.2 MODELO ADIMENSIONAL SIMPLIFICADO

Até agora nao tem sido provada a existéncia da solugdo para (4.7)-(4.10) na litera-
tura. Entretanto, existem trabalhos onde os autores consideraram algumas simplifica¢oes
deste modelo. Por exemplo, temos os artigos revisados na Secao 3.1, onde as perdas
térmicas foram omitidas, consideram uma lei de Arrhenius truncada e foi desprezada
a expansibilidade do gas sob o aumento da temperatura. Assim como desprezaram a
capacidade térmica do meio comparada com a do ar, dai que o oxigénio e o calor foram
ambos transportados a velocidade do gas em movimento. Como outro exemplo de modelo
simplificado temos [18], revisado na Segao 3.2 onde ainda que as perdas térmicas sao
levadas em conta, se considera uma lei de Arrhenius truncada e se despreza a influéncia

do oxigénio no termo da combustao.
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Neste trabalho inspirados nesses artigos, estudamos uma simplificagdo do Sistema
(4.7)-(4.10) na qual negligenciamos os efeitos da difusao térmica (Ap = 0) e da difusao do

oxigénio (A\y = 0). Esta simplificagdo também foi usada em [5]:

0 + vg0,0 = — 0 + pY ¢, (4.12)

Y +vy0,Y = —uypY o, (4.13)

Op = —pY ¢, (4.14)
—€

¢ = exp <9+90) . (4.15)

Temos trés variaveis adimensionais dependentes: temperatura 6, concentracao do
oxigénio Y e concentragao do combustivel solido p. O oxigénio Y é um componente do gés
que se move com velocidade vy > 0 e o calor 6 é transportado com velocidade vy > 0. A
taxa de reagdo é uma funcdo da temperatura dada em (4.15) por ¢(f). A Equagao (4.12)
representa o transporte da temperatura, as perdas térmicas ao meio poroso e geracao da
energia térmica pela combustao. A Equagao (4.13) representa o transporte do oxigénio
e o consumo de oxigénio na combustao. A Equacao (4.14) representa o consumo do

combustivel solido, o qual nao se difunde e nao é transportado pelo gas.

Estamos interessados em solugdes com p > 0 e Y > 0. Consideramos (4.12)-(4.14)

em 0 <z < oo, t >0 com as condigdes de fronteira (constantes):

(0,Y,p)(0,8) = (0%, Y", p"),  lim (0,Y,p)(x,t) = (07, Y, p"). (4.16)

Assumimos que a rea¢ao nao ocorre na fronteira, isto €, os termos da rea¢do em
(4.12)-(4.14) sdo zero fora da faixa do cilindro onde a combustdao acontece e como é
assumida a lei de Arrhenius correta temos que a reagdo nao se reduz a zero. Assim existem

apenas duas razoes para zerar os termos da reacao:

i) FC - a reacdo termina pela falta do combustivel, p = 0;

ii) OC - a reagdo termina pela falta do oxigénio, Y = 0.
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5 EXISTENCIA E UNICIDADE DE ONDAS VIAJANTES

Neste capitulo, provaremos a existéncia e unicidade da solu¢ao em forma de ondas
viajantes para o Sistema de EDPs (4.12)-(4.14) sujeito a (4.16), isto equivale a provar
a existéncia e unicidade de uma orbita do Sistema de EDOs associado que conecta dois
equilibrios hiperbdlicos. Para isso, vamos identificar as sequéncias de ondas que podem

descrever as solugoes de problemas de Riemann do sistema [13, 6].

Seguindo [9, 6], denotamos por (9%, YE, pF) — (6% Y E pf) uma onda de combus-
tao com velocidade v > 0 que conecta os estados extremos (6%, YL, p*) a esquerda com
(07, YT pf) & direita. Nos estados extremos da onda, os termos da reacao em (4.12)-(4.14)
desaparecem, na verdade todo o termo fonte é zero. Estes estados podem ser ou FC
(controle de combustivel, p = 0) ou OC' (controle de oxigénio, Y = 0), j& que utilizamos a
lei de Arrhenius correta (4.15). O tipo de estado indica exatamente quais condigbes se
mantém nesse estado. Em consequéncia, da adimensionalizagao construida na Secao 4.1,

consideramos que p = 1 no estado OC' e Y =1 no estado F'C.

Uma condicao necessaria para garantir a existéncia de uma sequéncia de ondas
que descreve a solucao de problemas de Riemann é que deve comecar em um estado de
equilibrio (F'C ou OC) e terminar em outro estado de equilibrio (FC ou OC), veja [42].
Dessa forma, nas seguintes secoes mostraremos a existéncia das ondas presentes nestas

sequéncias que ligam os equilibrios F'C' e OC' em ambos os extremos.

5.1 ONDAS DA PARTE HIPERBOLICA DO MODELO

Como parte da prova do resultado principal deste capitulo, que se reduz a identificar
as sequéncias de ondas que podem descrever as solugdes de problemas de Riemann para o
Sistema (4.12)-(4.14), nesta se¢do estudaremos a existéncia das ondas da parte hiperbélica
desse modelo, que aparecem nessas sequéncias. A existéncia destas ondas estd associada as
regides do meio poroso onde nao ocorre combustao e por isto os termos de reagao sao nulos
(p=0o0uY =0), veja [6, 11, 31]. Dessa forma, nosso modelo se reduz a trés equacoes

lineares desacopladas:

0,0 + v90,0 = — 36, (5.1)
BY + vy d,Y = 0, (5.2)
dip = 0. (5.3)

Observagao 5.1. No caso de ndo considerar os termos da reagao (¢ = 0) nem as perdas
térmicas (= 0) no Sistema (4.12)-(4.14), poderiamos analisar este sistema sequndo a
teoria de leis de conservacao revisada na Secao 2.3. Dai, os autovalores caracteristicos e

seus correspondentes autovetores sao:
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)\6' = Uy, (17070)Ta
)\Y = Vy, (07 17 O)Ta
A, =0,  (0,0,1)".

Temos trés ondas de contato: onda térmica com velocidade vy, onda de gdas com

velocidade vy e onda de combustivel estacionaria conforme a Segdo 2.35.

Agora, voltando para o Sistema (5.1)-(5.3), no qual levamos em conta as perdas

térmicas (8 > 0), podemos enunciar os seguintes teoremas:

Teorema 5.1. No Sistema (5.1)-(5.3) que corresponde ao Sistema (4.12)-(4.15) com

¢ = 0 existem ondas de gds e de combustivel mas nao existe onda térmica.

Demonstracio. Sem perda de generalidade supomos que vy < vy. Na auséncia das ondas
de combustao supomos que existem as trés ondas de contato encontradas na Observagao
5.1. Logo, temos 4 estados constantes, onde o estado extremo a esquerda é dado por
(0FYE pl) e o estado extremo a direita ¢ (0%, Y% pft). Como o Sistema (5.1)-(5.3) é

desacoplado, entdao podemos resolver o sistema independentemente.

Considerando a Equacao (5.2), resolvemos o seguinte PVTI:
8tY + ’UY@IY = 0

yL 0 5.4
Y(x,O):Yoz{ ser=> (5.4)

YR sex>0.
Dai,

7(t)=vy — x(t) = vyt +a°,

d YL sex <oyt
—Y(x(t),t) =0 — Y(x(t),t) = 5.5
Y (@), 1) (z(t),t) {YR o> oyt (5.5)
De maneira andloga, usando a Equagao (5.3) resolvemos o seguinte PVI
atp = 0.
L
p" sex <0, (5.6)
z,0) = p° =
pl,0)=p {pR se x> 0.
Logo,
7'(t)=0 — a(t) =2",
d p” sex <0,
Lo@t) ) =0 — pla(),t) =1 ° (5.7)
dt pt sex > 0.
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Assim, da Equacao (5.5) a onda de gas pode ter salto somente na concentragao do oxigénio
Y, portanto a onda de gds conecta os estados (6L, YL, pr) e (0L, YE pl). Usando a
Equagao (5.7) segue que os estados separados pela onda de combustivel variam apenas na

componente p. Veja a Figura 6 (esquerda).

Agora, vamos resolver o seguinte PVI para a onda térmica

{ 0,0 + v40,0 = — 0. 58)
0(z,0) = 6°,

7' (t) = vy — x(t) = vyt + 2°,
;lt@(:r(t),t) = —B0(x(t),t) — 0(x(t),t) = " (5.9)

Agora, como 6 em cada estado deve ser constante. Utilizando a Equacao (5.9),
segue que isso somente é possivel quando = 0 em cada estado. Logo, #* = 6% = 0.

Assim, nao existe onda térmica como se observa na Figura 6 (direita).

t (QLIYL] pR) | t
Rl R 0,Y:, ok
CRFD ore) (OY.0%)

CREy
CRETY (050

> >
X X

A A
|
|
|
|
|
1

Figura 6 — Leque de Riemann para o Sistema (5.1)-(5.3) representando os estados constantes no
espago (0,Y, p) separados: (esquerda) pela onda de combustivel, onda térmica e onda
de gés supondo que estas ondas existem; (direita) pela onda de combustivel e de gas.

No caso vy > vy a demonstracao ¢ andloga.

]

Como sera provado no seguinte capitulo se existir onda de combustao segue que

v < Vy.

Teorema 5.2. Supondo que exista onda de combustao com 0 < v < vy para o Sistema
(4.12)-(4.15). As ondas encontradas na Observagao 5.1 nao existem nas solugoes do
Sistema (4.12)-(4.15) considerando as condigoes de fronteira (0, Y pt) = (0,1,0) e
(8, YE pft)y =(0,0,1).
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Demonstracao. Caso existir uma onda térmica, esta onda deve separar dois estados
constantes. De maneira andloga ao teorema anterior temos que nao existe uma onda
térmica e que 0¥ = 6% = 0. Supondo que existem as ondas de gis e de combustivel,
como se pode observar na Figura 7 (esquerda), a onda de combustao separa os estados
constantes (0,1, pM) e (0,Y™,1). Sabemos que nos estados constantes nao pode existir
combustdo. Observe que no estado (0,1, p*) existe combustao para p™ # 0, pois pY ¢ > 0
(contradigao). Portanto, p™ = 0, logo nao existe onda de combustivel conforme a Figura
7 (centro). De forma andloga, no estado (0,Y™,1) se YV # 0 entdo existe combustdo

(contradicdo), assim nio existe onda de gas e YV = 0, veja a Figura 7 (direita).

. A .
(0.1.0") “1 (010 !

¥"1) (01"1)

t

(0,1,0)
(0,1,0)

(00.1) (00,1 (00,1)

A
|
|
|
|
|
|

>

X X X

- - >
> >

Figura 7 — Leque de Riemann para o Sistema (4.12)-(4.15) representando os estados constantes
no espago (6,Y, p) separados pelas ondas: (esquerda) de combustivel estacionaria,
de combustao com velocidade v < vy e de concentracdo do gas com velocidade vy;
(centro) de combustao e de concentragao do gas; (direita) de combustéo.

O

Observagao 5.2. No caso de considerarmos uma lei de Arrhenius truncada a situagcdo
apresentada no Teorema 5.1 seria diferente [1, 10], pois teriamos um estado constante

TC'. Portanto, poderia existir uma onda de combustivel e uma de concentracao de gds.

Em consequéncia, dos Teoremas 5.1 e 5.2 temos que as sequéncias de ondas que
descrevem as solugoes de problemas dos Riemann para o Sistema (4.12)-(4.14) estao
formadas por uma tnica onda de combustao caso exista. Embora, ndo existam ondas de
contato veremos na seguinte secao que vy obtido na Observacao 5.1 é muito importante no
estudo das ondas de combustao do modelo. Uma vez que, seguindo [6] definimos as ondas
de combustao com velocidade v < vy, v > vy € v = vy como sendo de onda de combustao

lenta, onda de combustao rdpida e onda de combustao de ressonancia, respectivamente.

5.2 ONDAS DE COMBUSTAO

Nesta secao, para completar a prova do resultado principal deste capitulo dedicare-
mos nossa atencao na existéncia das ondas de combustao (que podem ser rapida, lenta ou
de ressonéncia) presentes nas sequéncias. Para mostrar este resultado precisamos estudar a

curva I'. A seguinte subsecao esta voltada para a definicao e detalhamento de tal conceito.
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5.2.1 Curval'

Defina a curva I' como o lugar geométrico onde p(1 — p)¢ — 56 é zero

= {(p.0): p(1—p) = f(0), 0 >0} com f(6) = fOexp (ejeo).

. enta
Se (p,0) € I, entao 1+ 1= 4f(0)

2

p

Examinando a funcao f(6) é possivel notar que f(6) > 0, f(0) =0, Glim f(0) =00
—00

e f tem no maximo dois pontos criticos.

Seja 8¢ um ponto critico de f, como

70 = e (525 )+ 68 ((9;;0)2) o (55 ).

&
(0° + 0)?

temos

fl(0)=0 = /3+69°’< >:o — (0°+6,)% — 6% = 0.

Logo, e — 20y £ \/e% — 4eb),

0 = 5
Entao, temos 3 casos
Caso 1: € < 40y = f nao tem pontos criticos.
Caso 2: ¢ =46y = f tem um unico ponto critico.

Caso 3: € > 46y — f tem dois pontos criticos.

Considerando p como representacao das funcoes py dependentes de 6, dadas por
1+4/1—4f(0)
= 2 y

g =+t L Cappy =+ LG

4 /1-45(9) 1 —4f(0)

p+(0

temos

Observagao 5.3. A diregio tangente a curva I' nos equilibrios é (p+,0)'|,_,
Pois, como f'(0) = Bexp(e/by), entiao p/L(0) = £5/e com e = exp(—e/bp).

= (:l:ﬁ/e, 1)'

Portanto:
a) Os pontos criticos de p coincidem com os de f.
b) Se existe um tnico ¢ tal que 4f(0') = 1, entdo p'(f) — oo quando 6 — #'. Se exis-

tem trés 6 tais que 4f(0) = 1, temos que existem trés ' tais que p'(6) — oo quando 6 — '
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Nas Figuras 8 e 9, podemos observar os casos 1 e 2 nos quais f é estritamente
crescente e existe um tunico 0y, tal que 4f(6y) = 1. Na Figura 10, por sua vez, observamos

que existem ou um ou trés valores de 6 tal que 4f(6) = 1.

[

I

I

|

l ,

61 62 Om 6

(i) f(0ar) abaixo f(0°). (ii) f(fnr) acima f(6°). (iii) f(0pr) entre f(6°).

Figura 10 — Caso 3: f tem dois pontos criticos. 6 pontos criticos de f.

Assim, podemos notar que f pode ser representada de trés formas conforme a
quantidade de pontos criticos 0, 1 ou 2, como visto nas Figuras 8, 9 e 10. Logo, isto influi na
representacao de p_ e de py que dao origem a curva I', lugar geométrico onde a componente
vertical do campo vetorial do Sistema (5.16)-(5.17) ¢é igual a zero. Observando que o gréfico
da fungao p_ é a reflexdo do grafico de p, gerada através do eixo de reflexdo p = 1/2,
entdo a representacao da curva I' depende da funcao p,. Na Figura 11, representamos a
unica forma da curva I' para f estritamente crescente sem ponto de inflexdo. Pois, se f é

estritamente crescente, entao p, apenas pode ser estritamente crescente. Na Figura 12,



45

vemos que se o grafico de f tem um ponto de inflexdao, p, pode ser estritamente crescente
ou ter um ponto de inflexdo, a primeira vale quando 6, é menor ou igual que 6;, onde
ocorre o ponto de inflexdao do grafico de f; e a segunda quando #,; é maior que ;. Na
Figura 13, podemos observar que para f com dois pontos criticos, se existir algum 6, tal
que f(0y) = 1/4, entdo p, pode ser (i) continua estritamente crescente quando f(6y/)
é menor do que o valor de f nos pontos criticos. (i¢) continua e ter dois pontos criticos
quando f(fys) é maior do que o valor de f nos pontos criticos. (iiz) descontinua quando

f(0rr) esta entre os valores de f nos pontos criticos.

10

Figura 11 — Caso 1: Curva I' para p; é estritamente crescente.

0 o
Omf-————~—> Omf—————~
9’ i
1P 1 P
(i) p+ é estritamente crescente. (ii) p+ tem um ponto de inflexao.

Figura 12 — Caso 2: Curva I' se f tem um ponto de inflexdo.

10 10 1 p

(i) p+ é estritamente crescente. (i) p4 tem dois pontos criticos.  (iii) p4 é descontinua.

Figura 13 — Caso 3: Curva I' se f tem dois pontos criticos.
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Portanto, temos 4 formas de representar a curva ' no retrato de fase do Sistema
(5.16)-(5.17), veja a Figura 14.

Ouf——————=

i p i 7
(c) 3* Forma. (d) 4% Forma.

Figura 14 — Representagoes da curva I

A existéncia das ondas de combustao é garantida pelo Teorema 5.3. A demonstracao
deste teorema é por analise de retrato de fase, para isso usamos o comportamento da curva

I' definida na subsecao anterior.

Teorema 5.3. O Sistema (4.12)-(4.14) possui uma onda viajante de combustio nos

sequintes casos:

I) Se vy < (uy + 1)vg, entao existe uma inica onda de combustdo lenta com velocidade

v < Vg.

II) Se vy > (uy +1)vg, entdo existe uma unica onda de combustao rdpida com velocidade

v > Vy.

III) Se vy = (uy + 1)vg, entdo existe uma onda de combustdo se, e somente se, existe

Orr > 0 tal que 4f(0p) =1 e f € estritamente crescente em [0, 0y].

Em todos os casos, a onda de combustdo é do tipo FC —= OC, onde sua velocidade é
Vy

py +1°

dada por v =
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5.2.2 Demonstracao da existéncia das ondas de combustao

Demontragio do Teorema 5.3. Utilizando coordenadas viajantes (x,t) — (£ = x — vt, t),

onde v é a velocidade da onda viajante, temos que
(9t9 = @9 att + 856 5’t§ = 8t9 - 11859,
0,0 = 0,0 O,t + 00 0,& = O¢h.

Substituindo em (4.12) segue que:
00 — 000 + V90l = — B0 + pY ¢.
Agora, como procuramos solucdo estacionaria, isto é, 9,0 = 0 temos
—v0¢0 4 v90:0 = — B0 + pY .

De maneira andloga reescrevemos as Equagoes(4.13) e (4.14), o Sistema (4.12)-(4.14) fica

da seguinte forma:

—v859 + 09850 = —BQ + pY(]ﬁ, (510)
—Uagy + Uyagy = —/Jprgb, (511)
—v0ep = —pY o. (5.12)

Substituindo (5.12) em (5.11), integrando em & de —oo a oo e utilizando as condigoes

de fronteira (4.16) temos:
—v 85Y + vy 8§Y = —Uuyv 85p,

Oe(—vY +oy Y + pyvp) =0,

logo,
s lim (—vY 4oy Y +pyvp) = lim(—vY +oy Y + py vp),
E——o00 E—o0
ou seja,
) —oYF oy YE 4+ pyvpt = =0 Y B 40y YR 4 iy v pft
Dai,

v(YE=YE) = oy (YF =YE) 4+ py v (pF = pb),

donde se obtém que,
Vy (YR — YL)

(Y =YE) = py (p" = pb)

v =

Agora, considerando FC — OC), isto é, (Y, pF) = (1,0) e (Y&, pf') = (0,1) temos que

v = in - (5.13)

Observe que esta formula permite classificar a velocidade da onda de combustao que
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aparece no enunciado do Teorema (5.3). Substituindo (5.12) em (5.11), integrando de £ a

condicao de fronteira em & — 0o, obtemos

—v0:Y + vy OcY = —py v Oep, (5.14)
Oe(—vY +vy Y 4+ pyvp) =0,
—vY 4oy Y + puyvp = cte,
—UY+UyY+Mva:EILIEO(—UY—FUyY—FMyUp),

Usando a Equagao (5.13) obtemos

Vy

= oYty YR+ iy vph),
P p Y fy v p*)

Y +oy Y + py

Y
py +1

—vy + vy (1 + v v
Y Y( MY)Y+MY YpZMY Y 7
L+ py L+ py L+ f1y

UYMYY: Mty Vy (1_ )
T+ py T+ py 7

Y=1-p (5.15)

Logo, usando (5.12) e (5.15) em (5.14) obtemos

—00¢(1 = p) + vy Oe(1 — p) = pypY'¢,
v0ep — v(vy + 1)0ep = —pyp(1 — p)o,
v0ep(l — py — 1) = —pyp(l —p)o,

Dep = p(1 ; P)ﬁb.

Assim, o Sistema (5.10)-(5.12) em coordenadas viajantes pode ser reescrito como um

sistema de EDOs:

o0 =p(1 - ), (5.16)
(0 — )60 = p(1 — p)o — 36. (5.17)

Primeiro considerando o caso vy # v, obtemos

o0 =p(1- )2, (5.18)
_ p(L—p)p— B0
0 = == (5.19)

O Sistema (5.18)-(5.19) pode ser escrito como X' = F(X) = (Fi(X), F5(X)) com
X = (p,0), F1(X) = p(1 = p)¢/v e Fo(X) = (p(1 — p)¢ — B0)/(ve — v).
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Calculo da matriz jacobiana do Sistema (5.18)-(5.19).

ap 9+90 v
OF, (1-p) —e (1-p) 1 —c
pl—p) ¢ —€
o e e
6F2 1
dp 23,,(% v( (1=p)¢=59)) 9 U(l 20)9:
0F, 1 £
g9 = 00— (1 = p) exp(G5-) = 56))
1 1 —€
IW_U</)<1_ A €>< (9+90)> 59 B)

:U91_U<p(1 D g - ﬂ)

Assim a linearizagao do Sistema (5.18)-(5.19) no ponto (p, ) produz a matriz

1-2p p(1—p)e
v ¢ (0 +6p)%*v
DF = DF(p,0) = sy X |
(1 £
o S (45250 - B)

Dos Lemas 5.1 e 5.2 segue que se v < vy, entao o equilibrio F'C' é sela e OC' é sumidouro.

No caso v > vy, entao o equilibrio F'C' é fonte e OC' é sela.

Para concluir a demonstracao da existéncia e unicidade das ondas de combustao
analisamos o retrato de fase (p,#) do Sistema (5.16)-(5.17) para os casos de combustao
lenta v < vy, rédpida (v > vg) e de ressonancia (v = vy) nas Proposicoes 5.1, 5.2 e 5.3,

respectivamente.

O

Lema 5.1. Se v > vy, entdo o equilibrio FC' da matriz jacobiana de (5.18)-(5.19) é fonte

e o equilibrio OC' € sela.

Demonstracao.
No equilibrio OC' a matriz jacobiana do Sistema (5.18)-(5.19) é

e
_° 0
DFoc = DF(1,0) = . i




No equilibrio F'C' a matriz é:

oSO

DFpc = DF(0,0) =

Vg — U Vg — U

Agora, calcularemos os autovalores e autovetores para DFpc e para DFpc:
> Para DFoc,

———A 0 . 3
v
det =(—+A A)=0
e e -8 , (U+ <v9—v+)
Vg — U Vg — U
e s
Entdo, \pe = —— Mg = ——.
ntao, Apc v € Aoc v — g
Autovetor de A},
0 0 x 0
e —Bv + e(vg — v) -
Vg — v v(vg — v)
Logo,
e x+—ﬁv+e(v9—v)y207
Vg — v v(vg — v)
 —Buvte(vg—v)vg —v
 w(vg — ) e 7
—Bv + e(vg — v)
r = y.
ev
Assim,
. B vg—w B vg—w
= e v y — V(%C_ e v y
Y 1 1
Logo,
)\1 __E Vlzve_v_élT
oc v’ oc v e’ )
AQOC: 0 ) V(%C:[()?l]T
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> Para D Frc, analogamente obtemos:

e vg—v (B T
A =& Vi, — |2 21l -
FC U’ FC l v +€7 )
s 2 T
N = Vi =[0,1]%.
FC U—U97 FC [’]

Portanto, A\ < 0 e Aho > 0, Vv # vp. Além disso, como v > vy segue que A5, > 0 e

Ao > 0. Em consequéncia, F'C é fonte e OC é sela. O

Lema 5.2. Se v < vy, entdo o equilibrio FC' da matriz jacobiana de (5.18)-(5.19) € sela

e o equilibrio OC' € sumidouro.

Demonstracao.

Analogamente ao Lema 5.1, temos que A\p» < 0 e AL, > 0, Vv # v5. Além disso, dado
que v < vy segue que A5 < 0 e A, < 0.

Portanto, F'IC é sela e OC' é sumidouro. O]

A continuacao apresentaremos trés proposicoes, as quais S0 necessarias para

concluir a demonstracao do Teorema 5.3.

Proposicao 5.1. Fzxiste uma unica solugdo na forma de onda viajante de combustdo lenta
(v < vg) para o Sistema (4.12)-(4.15).

Demonstracao. Como v < vy entao pelo Lema 5.2 temos que o equilibrio OC é um
sumidouro e F'C' é uma sela. Logo, a tinica onda de combustdo possivel é FC — OC.
Vamos analisar o retrato de fase no espaco (p,6). A componente horizontal do campo
vetorial de (5.18)-(5.19) é estritamente positiva entre as linhas p = 0 e p = 1, que
sdo variedades invariantes para este campo. A componente vertical Fy(p,0) = 0 =
(p(1 — p)p — B0)/(vy — v) do campo vetorial de (5.18)-(5.19) muda de sinal segundo o
numerador p(1 — p)¢ — B0 que define a curva I', veja a Subsegao 5.2.1. Na Figura 15,

apresentamos o retrato de fase para combustao lenta.

Dado que o autovalor Ak, em FC ¢ positivo, pelo Teorema da Variedade Estével,
[32], existe uma variedade instavel (6rbita instavel que representa a onda de combustao
lenta) tangente a seu autovetor correspondente Vi = [(vg — v)/v + B/e, 1]T. Logo, como
Vi tem inclinagdo menor do que a diregdo tangente a curva I' no equilibrio FC' dada
por (5/e, 1), temos que parte da érbita que sai de F'C' permanece no interior da regido 2
onde a componente vertical do campo é positiva. Esta orbita cruza I' em algum ponto P
uma vez que €2 é compacta. A orbita que comeca em P é atraida para o sumidouro OC

ja que fora de 2 a componente vertical do campo é negativa. Isso prova a existéncia da
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Figura 15 — Retrato de fase do Sistema (5.18)-(5.19) para v < vg com os equilibrios e cada uma
das 4 formas de I' descritas na Subsecao 5.2.1.

orbita que sai de F'C' e atinge OC. A unicidade decorre da unicidade local da variedade

estavel. O

Proposicao 5.2. Existe uma tnica solucio na forma de onda viajante de combustdo
rdpida (v > vg) para o Sistema (4.12)-(4.15).

Demonstracao. Para v > vy pelo Lema 5.1 o equilibrio F'C' é uma fonte e OC' é uma sela.
Dai, neste caso a tinica onda de combustdo possivel ¢ FC —+ OC. Analogamente ao
caso de combustao lenta, a componente horizontal do campo vetorial de (5.18)-(5.19) é
estritamente positiva entre as variedades invariantes p =0 e p = 1. A componente vertical
do campo vetorial de (5.18)-(5.19) muda de sinal segundo o numerador p(1 — p)¢ — 56
que define a curva I, veja a Subsecao 5.2.1. Na Figura 16, apresentamos o retrato de fase

para combustao rapida.

A V4

Q >N\

C D0\ P

L X
FC NP G “GcP

Figura 16 — Retrato de fase do Sistema (5.18)-(5.19) para v > vg com os equilibrios e cada uma
das 4 formas de I' descritas na Subsegao 5.2.1.

Como o autovalor A\, no equilibrio OC' é negativo pelo Teorema da Variedade
Estavel, [32], existe uma variedade estével (6rbita estavel que representa onda de combustao
rapida) tangente a seu autovetor correspondente V3, = [(vg —v)/v — B/e, 1]T. Logo, dado
que V3. tem inclinacdo negativa menor do que a diregao tangente a curva I' no equilibrio

OC dada por (—f/e, 1) temos que parte da dérbita estéavel que atinge OC' permanece no
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interior da regiao {2 onde a componente vertical do campo é negativa. Esta variedade
cruza I' em algum ponto P, ja que €2 é compacta. A érbita que cruza P é atraida para
a fonte F'C' em tempo negativo dado que fora de ) a componente vertical do campo é
positiva. Isso prova a existéncia da orbita heteroclinica que atinge OC' saindo de F'C'. A

unicidade desta 6rbita decorre da unicidade local da variedade estavel. O

Proposicao 5.3. Para o caso de ressondncia (v = vy), existe uma onda de combustio se,

e somente se, existe Oy > 0 tal que 4f(0yr) =1 e f seja estritamente crescente em [0, Opr].

Demonstragio. Para o caso v = vy do Sistema (5.16)-(5.17), lembrando que f(0) =
B0/¢(0), obtemos

1 _
o= PL=02 (5.20)

f(0) =p(1=p). (5.21)

Asumindo que f seja injetiva , temos que 8 = f~!(p(1 — p)). Dai, usando a expressao de
¢ em (4.15) a Equagao (5.20) fica

p(1—p)

%= P <f1<p<1 — o+ eo> ' (5:22)

Dado que segundo a Subsegao 5.2.1, a fungao f é injetiva no casos 1, 2 () e 2 (¢i) para todo
6 e nos casos 3 (i) e 3 (iii) para 0 < @y, onde 01 é 0o menor 0 tal que 4f(0) = 1, segue
que O¢p estd bem definida nesses casos. Assim a curva I neste caso, pode ser apenas da
1%, 2% e 4* forma dadas na Figura 14. Note que neste caso a Equagao (5.20) é uma EDO
ao longo da curva I' definida pela Equagao (5.21) e os equilibrios F'C' e OC' satisfazem
(5.20)-(5.21). Assim, temos que uma Orbita que inicia em I' é uma curva continua I'.
( contida em I') que conecta os equilibrios FC' e OC, e pela Equagao (5.20) temos que
a componente horizontal do fluxo é positiva ao longo de I'. mostrando que tal orbita
parte de F'C' e chega em OC. A unicidade de T', segue da unicidade de I'. Na Figura 17,
apresentamos a curva I'. que representa a onda de combustao de ressonancia.

6 ; 6 : o

: Ie
e

l'c

FC oc p FC oc P FC oc P

Figura 17 — Retrato de fase do Sistema (5.20)-(5.21) para v = vy com os equilibrios e a 1%, 2% e
4% das formas de I' obtidas na Subsec¢ao 5.2.1.
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Observacao 5.4. Para a 2* forma de I' apresentada na Subsegcdo 5.2.1 correspondente
ao caso da ezisténcia de um unico ponto de inflexdo do grafico de f e 6y > 0;, na prova
de Proposicdo 5.3 obtivemos uwma unica onda viajante de ressondncia que tem um perfil
com uma singularidade interna, veja a definicio de singularidade interna em [3]. Observe
que tal singularidade, que se pode observar na Figura 17 (centro) onde a inclinagio de 0
em funcao de p € infinita, nao nos impediv de mostrar a existéncia da onda viajante. Fste
tipo de ondas frequentemente sao chamadas de ondas viajantes singulares [3] e existem
trabalhos inteiros focados nesse tipo de ondas, porém em poucos trabalhos se estudam
0s seus aspectos teoricos [3, 20, 21]. Este tipo de ondas sao importantes em modelos
de recuperag¢io avangada de oleo por injecao de ar [30]. Um exemplo é o modelo para
combustdao in-situ apresentado neste trabalho. Essas ondas também sdo encontradas em

problemas de detonagao [15, 24] e em outros problemas de matemdtica [3].

No sequinte capitulo na Figura 20 evidenciaremos numericamente este fato.
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6 SIMULACOES NUMERICAS

Neste capitulo apresentaremos alguns exemplos que validam numericamente os
resultados tedricos obtidos no Capitulo 5. Logo, a partir desses resultados pretendemos
obter alguma informacao a respeito do modelo mais geral apresentado neste trabalho que
¢é dado no Capitulo 4. O modelo mais geral para combustao in-situ apresentado neste
trabalho é representado pelo sistema de EDPs (4.7)-(4.9) no qual considera os termos de
difusao diferentes de zero. No entanto, a teoria desenvolvida no Capitulo 5 foi dada para
o Sistema (4.12)-(4.14), uma simplificacdo do modelo geral apresentado neste trabalho, no
qual os termos de difusao sao desprezados. Este sistema corresponde diretamente com o
sistema de EDOs (5.16)-(5.17) conforme a Subsecgao 5.2.2. Vale ressaltar que até agora,
nao foi estudado o problema geral apresentado neste trabalho, contudo tém sido abordadas

algumas simplificagoes do modelo, por exemplo temos os artigos revisados no Capitulo 3.

Os resultados apresentados neste capitulo, foram obtidos mediante duas abordagens
numéricas: na primeira foi aplicado o esquema de diferencas finitas Crank-Nicolson
diretamente ao sistema de EDPs (4.7)-(4.9) no qual A\yp # 0 e Ay # 0; e na segunda foi
aplicado o método de Runge-Kutta ao sistema de EDOs (5.16)-(5.17) no qual A\g = Ay = 0.
Assim, as respectivas solu¢oes numéricas de ambos sistemas, no melhor dos casos, deveriam
ser préoximas. Pois, segundo [39] temos que todo método numérico de diferencas finitas, em
particular o esquema de Crank-Nicolson, pode conter pequenas oscila¢oes que influenciam

a precisao da solucao.

O esquema de Crank-Nicolson utilizado nas simulagoes deste capitulo foi imple-
mentado em [27] na linguagem de programacao C. O método de Runge-Kutta utilizado
nas simulagoes é proprio do MATLAB. Para os casos de combustao lenta e rapida usamos
a funcao “ode45”. Para combustao de ressonancia utilizamos a fungao “ode23t” pois neste
caso temos um sistema de equagoes algébrico-diferenciais, o qual a funcao “ode45” nao

resolve.

Note que o sistema de EDPs (4.7)-(4.9) possui 8 pardmetros adimensionais dos quais
para toda simulagao das duas primeiras se¢des deste capitulo, fixamos quatro: difusao do
oxigénio (Ay = 0.1), velocidade térmica (vg = 0.1), coeficiente estequiométrico do oxigénio
(uy = 1) e temperatura do reservatério (fyp = 1). E mudando os outros quatro: difusao
térmica dada por Ag; coeficiente de perdas térmicas dado por ; velocidade do oxigénio
dada por vy e energia de ativacao dada por €, conforme indicaremos nas seguintes segoes.
Para o sistema de EDOs (5.16)-(5.17) manteremos os mesmos valores, com a ressalva de

que para este sistema temos considerado Ay = Ay = 0.

Na terceira se¢ao deste capitulo também sera incluido um exemplo com valores

fisicos que foram dados na Tabela 1 apresentada no Capitulo 4.
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6.1 VALIDACAO DA TEORIA

O objetivo desta se¢ao é mostrar uma solugdo aproximada da solugao analitica do
Sistema (4.12)-(4.14) para cada caso descrito no Capitulo 5 que validam os resultados
obtidos no capitulo anterior. Observe que para o estudo da teoria nés temos desprezado

os termos de difusao.

Segue do Teorema 5.3 que a onda de combustao pode ser lenta, rapida ou de
ressonancia. Uma vez assumido vy = 0.1 consideramos vy = 0.1 para onda de combustao
lenta, vy = 0.3 para onda de combustao rapida e vy = 0.2 para combustao de ressonancia.
Dessa forma, usando a Equagao (5.13) obtemos v = 0.05, v = 0.15 e v = 0.1 para onda de

combustao lenta, rapida e de ressonancia, respectivamente.

Além disso, da Subsecao 5.2.1 temos que a curva I' pode ter 4 formas para cada
onda de combustao lenta e rapida, bem como 3 formas para a onda de combustao de

ressonancia. A curva I' é o lugar geométrico onde a componente vertical do campo vetorial
do sistema de EDOs (5.16)-(5.17) é zero.

A fim de obter toda forma possivel da curva I', para cada tipo de onda, consideramos

os valores sem sentido fisico seguintes

o 1% Forma de I com ¢ = 3, 5 = 0.005.
o 2% Forma de I' com ¢ = 4, § = 0.005.

o 3% Forma de I com ¢ = 6, 8 = 0.005. (Note que no caso de ressondncia nao temos

solugdo para a 3% forma de I').

o 4% Forma de I' com ¢ =5, § = 0.023.

Nas Figuras 18, 19 e 20 exibimos a 6rbita do sistema de EDOs (5.16)-(5.17) que
corresponde a solucao do Sistema (4.12)-(4.14) para cada caso. Contudo, vale prestar

atencao na 2% forma de I' para o caso de ressonancia apresentada na Figura 20.
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Figura 18 — Combustao lenta (v < wvg): (esquerda) Curva I' e 6rbita do sistema de EDOs
(5.16)-(5.17); (direita) Vizinhanga do eixo § = 0 ampliada.
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Figura 19 — Combustao réapida (v > vg): (esquerda) Curva I' e érbita do sistema de EDOs
(5.16)-(5.17); (direita) Vizinhanga do eixo § = 0 ampliada.
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(esquerda) Curva I' e érbita do sistema de

EDOs (5.16)-(5.17) coincidentes; (direita) Vizinhanca do eixo § = 0 ampliada.

A 2% forma da curva I' corresponde ao caso 2-(i7) da Subsecao 5.2.1, ou seja,

quando f possui um ponto de inflexao.

Observe que na Figura 20 para a 2* forma de I', ndo foi possivel obter numericamente
a 6rbita completa do Sistema (5.16)-(5.17) tendo o ponto correspondente a § = 1 (note

que p # 0 e p# 1) como um “equilibrio”, chamado em [3] de pseudo-equilibrio.

Observando essa figura, pode levar-nos a pensar que a componente horizontal do
fluxo do Sistema (5.16)-(5.17) é zero. Isto nao é possivel, pois da Equagao (5.20) temos

que os Unicos pontos onde essa componente é zero correspondem a p =0 e p = 1. Contudo
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a Proposicdo 5.3 nos garante que existe solucao. Tudo isso, se deve ao fato de a orbita ser

apenas uma projecao da solugao do sistema.

6.2 COMPARACAO DAS SOLUCOES

Considerando perdas térmicas e difusao, nesta secao compararemos as solugoes
numéricas do sistema de EDPs (4.7)-(4.9) no tempo ¢ = 3000 com as solugbes aproximadas
do Sistema (4.12)-(4.14). Isso, na tentativa de mostrar a convergéncia das solugoes do
problema com difusao para a solucao do problema sem difusao conforme a difusao tende a
zero. O Sistema de EDPs (4.7)-(4.9) estd associado ao modelo no qual se considera os
termos de difusao diferentes de zero. O Sistema (4.12)-(4.14) esta associado ao modelo

no qual os termos de difusao sao desprezados que corresponde ao sistema de EDOs

(5.16)-(5.17).

Uma vez que o método Runge-Kutta foi usado para encontrar a solugao do sistema
sem difusao (4.7)-(4.9) e o esquema de Crank-Nicolson foi usado para encontrar a solugao
para o sistema com difusao (4.12)-(4.14), descrevemos a metodologia usada para medir a
proximidade entre a solucao do sistema sem difusao e a solugao do sistema com difusao da
seguinte maneira: Tomamos os valores de p e 6 obtidos tanto para a solugao do sistema
sem difusdo quanto para a solugao do sistema com difusdo considerando 6 como funcao de
p, logo como p € (0, 1) interpolamos os valores de € nos pontos p = [0.02; 0.07; 0.12; 0.17;
0.22; 0.27; 0.32; 0.37; 0.42; 0.47; 0.52; 0.57; 0.62; 0.67; 0.72; 0.77; 0.82; 0.87; 0.92; 0.97].

Observagao 6.1. Para toda simulagao vg = 0.1, uy =1, 6y =1 sdo fizos. Considerando
vy = 0.1, vy = 0.3 e vy = 0.2 para as ondas de combustao lenta, rdpida e de ressonancia,
respectivamente. Assim como, para cada tipo de onda tomamos: € = 3 com [ = 0.005 para
a 1% forma de ', e =4 com [ = 0.005 para a 2* forma de ', e =6 com [ = 0.005 para
a 3% forma de ' e e =5 com [ = 0.023 para a 4* forma de I'. Notando que no caso de

ressonancia nao temos solucao para a 3* forma de I'.

Para o sistema com difusao consideramos Ay = 0.1 e variamos os valores de \g

conforme indicamos ao longo desta secao.

6.2.1 Andlise da difusao térmica

As simulagoes feitas variando a difusao do gés, que nao incluimos neste trabalho
porque ja contém muitas simulagoes, nos conduziram a solugoes com grandes oscilagoes
numéricas. Dessa forma, para Az = 1 escolhemos fixar \y = 0.1 e mudar \y para analisar
se diminuindo a difusdo térmica obtemos que a solugao do sistema com difusao seja mais

proxima da solucao do sistema sem difusao.
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6.2.1.1 Onda de combustio lenta

Para o caso de combustao lenta, na Figura 21 consideramos os valores dos parame-

tros dados na Observagao 6.1 para comparar a solugdo do sistema sem difusao e a solucao

do sistema com difusao para Ay = 0.1.
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Figura 21 — Onda de combustao lenta (v < vg): Comparacao da solugdo do sistema de EDOs
(4.12)-(4.14) sem difusdo com a solugao do sistema de EDPs (4.7)-(4.9) com difusao.

Na Figura 21, podemos observar que a solucao do sistema sem difusao e a solugao
do sistema com difusao para Ay = 0.1 sdo qualitativamente iguais e proximas. Agora, a
partir dos resultados obtidos na Figura 21 estudaremos o comportamento das solugoes do
sistema com difusao, com respeito a solucao do sistema sem difusao, conforme a difusao
térmica diminui.

Na Figura 22, comparamos essas solugoes com a solucao do sistema sem difusao.
Dessa forma, para o caso de combustao lenta concluimos que diminuindo Ay a solugao do

Sistema (4.7)-(4.9) converge para a solucao de (5.16)-(5.17).
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Figura 22 — Combustao lenta (v < vp): Comparagao da solugao do sistema de EDOs (4.12)-(4.14)
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varia Ag.
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6.2.1.2 Onda de combustio rapida

Para o caso de combustao rapida, na Figura 23 consideramos os valores dos
parametros dados na Observagao 6.1 para comparar a solu¢ao do sistema sem difusao e a

solucao do sistema com difusdo para A\g = 0.1 e observamos que neste caso a temperatura

toma valores mais altos que no caso de combustao lenta.
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Figura 23 — Combustéao rapida (v > vyp): Comparagao da solu¢ao do sistema de EDOs (4.12)-
(4.14) sem difusdo com a solugao do sistema de EDPs (4.7)-(4.9) com difuséo.

Na Figura 23, podemos observar que a solu¢ao do sistema sem difusao e a solugao

do sistema com difusao para Ay = 0.1 mantém o mesmo aspecto qualitativo como no caso

de combustao lenta.

Agora, novamente variamos a difusao térmica e apresentamos estes resultados na
Figura 24 observando que neste caso nao hé oscilacdo numérica significativa comparada
com o do caso de combustao lenta. Concluimos também que diminuindo Ay teremos

convergéncia da solugdo do Sistema (4.7)-(4.9) para a solucao de (5.16)-(5.17).
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Figura 24 — Combustao rapida (v > vg): Comparacao da solugao do sistema de EDOs (4.12)-
(4.14) sem difusdo com cada solugdo do sistema de EDPs (4.7)-(4.9) com difusao

conforme varia Ag.
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6.2.1.3 Onda de combustdo de ressondncia

Ainda considerando os valores dos parametros dados na Observagao 6.1 para ondas
de combustao de ressonancia, na Figura 25 apresentamos a solucao do sistema sem difusao
e a solugao do sistema com difusdo para A\g = 0.1 e observamos que neste caso, para a 1% e
2% forma de I', a temperatura toma valores significativamente baixos comparados com os

esperados pela teoria por causa da difusao numérica.
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Figura 25 — Combustao de ressonancia (v = vy): Comparagao da solugao do sistema de EDOs
(4.12)-(4.14) sem difuséo com a solugao do sistema de EDPs (4.7)-(4.9) com difusdo.

Novamente partindo dos valores usados para as simulac¢oes na Figura 23, variamos a
difusdo térmica. Apresentamos estes resultados na Figura 26 para estudar a comportamento
das solugoes do sistema com difusao, com respeito a solucdo do sistema sem difusao,
conforme a difusdo térmica diminui. Como para o caso de ressonédncia a solucao do sistema
sem difusdo, em teoria, deveria coincidir com a curva I', entdo usamos I' como solucao do

sistema sem difusdo para estudar o comportamento das solugdes do sistema com difusao.
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Na Figura 26, observamos que para ondas de combustao de ressonancia nao apenas
temos melhor estabilidade que no caso de combustao lenta, mas também a temperatura
atinge valores ainda mais altos que no caso de combustao rapida. Dessa forma, atende

melhor a teoria segundo Ay diminui. Porém, como existe difusdao numérica, a solugdo do

Sistema (4.7)-(4.9) nao chega muito préximo da solugao de (5.16)-(5.17).
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Figura 26 — Combustao ressonancia (v = wvg): Comparagao da solugdo do sistema de EDOs

(4.12)-(4.14) sem difusdo com cada solu¢ao do sistema de EDPs (4.7)-(4.9) com
difusdo conforme varia Ag.



67

6.2.2 Refinamento da particao

Sabemos que para métodos numéricos de diferencas finitas dependendo do tamanho
de passo pode-se gerar oscilagdes nas solugoes [39]. Entao em nossa busca de obter alguma
informacao sobre a influéncia que tem a solu¢ao do sistema sem difusao nas solugoes
dos sistemas com difusao faremos um refinamento de malha em algumas simulagoes
apresentadas na Subsecao 6.2.1. Para isto, dessa subsecao escolhemos as simulacoes para

o sistema com difusao onde )y, em geral, fornecem uma melhor aproximagao.

A partigdo (Azx = 1, At = 5) usada na Subsegdo 6.2.1 no esquema de Crank-
Nicolson ¢ refinada para (Az = 0.5, At = 2.5) e para (Az = 0.1, At =0.5).

6.2.2.1 Onda de combustao lenta

Para refinar a particio (Az = 1, At = 5) neste caso, utilizamos os mesmos
parametros usados na Figura 27. O resultado das simulac¢oes, onde a parti¢ao é refinada, é
mostrado na Figura 28, observando que conforme Az e At diminuem a solucao do sistema
com difusdo torna-se mais estavel. Assim, mostramos que a oscilagao é efeito numérico e

que a solucao do Sistema (4.7)-(4.9) converge para a solugao de (5.16)-(5.17).
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Figura 27 — Onda de combustao lenta (v < vg): Comparacao da solugao do sistema de EDOs
(4.12)-(4.14) sem difusdo com a solugdo do sistema de EDPs (4.7)-(4.9) com difusdo,

para Az =1, At =5.
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Figura 28 — Onda de combustao lenta (v < vg): Comparacao da solugdo do sistema de EDOs
(4.12)-(4.14) sem difusdo com cada solucdo do Sistema de EDPs (4.7)-(4.9) com
difusdo térmica conforme a particao é refinada.



6.2.2.2 Onda de combustio rapida

Para refinar a particdo no caso de combustao rapida, usamos os mesmos parametros
que na Figura 29. O resultado destas simulacoes é apresentado na Figura 30 observando

que conforme Az diminui melhora a proximidade entre as solugoes do sistema com difusao

e do sistema sem difusio.
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Figura 29 — Combustéao rapida (v > vp): Comparagao da solu¢ao do sistema de EDOs (4.12)-
(4.14) sem difusdo com a solugdo do sistema de EDPs (4.7)-(4.9) com difusdo, para

Ax =1, At =5.

-
(6]

f(temperatura)

0.

0.15

f(temperatura)

N

—_

5 2

r
Sol eoo

o
p—

o
o
a

0.5
p(combustivel)

(b) 2 Forma.

r
Sol eoo

0.5
p(combustivel)

(d) 4* Forma.



71

w“ =05 =25
......... =01, =05

0.5 1
p(combustivel)

—_— T
Sol eoo

.......... Ax=1, At=5

" -05 =25
=01, =05

0.5 1
p(combustivel)

3 .
25|
‘ Ax ‘ HSOZEDP_SOZEDOHQ ‘ g 2
Sy
1% Forma | 1 0.692 3
0.5 0.380 § 1
0.1 0.236 =
0.5
0
0
3
25
‘ Ax ‘ ||SOlEDP _SOlEDOHQ g 2
RS
2¢ Forma | 1 0.512 3
0.5 0.302 5 1
0.1 0.215 =
0.5
0
0
3 -
25|
‘ ALE ‘ ||50lE‘DP - SOlEDOHQ g 2r
S5l
3% Forma | 1 0.057 g
0.5 0.063 5 11
0.1 0.067 T,
0.5 ';
O!
0
015 |
‘ Az ‘ HSOZEDP _SOZEDOHQ ‘ g o
©
4% Forma, | 1 0.014 g
0.5 0.014 5005
0.1 0.014 ©

0.5 1
p(combustivel)

p(combustivel)

Figura 30 — Onda de combustao rapida (v > vg): Comparacao da solugdo do sistema de EDOs
(4.12)-(4.14) sem difusao com cada solucao do Sistema de EDPs (4.7)-(4.9) com

difusdo térmica conforme a partigdo é refinada.



72

6.2.2.3 Onda de combustdo de ressondncia

Para refinar a particdo no caso de combustao ressonancia, usamos os mesmos
parametros que na Figura 31. O resultado destas simulacoes é apresentado na Figura 32
observando que conforme Ax diminui a temperatura segue crescendo em compara¢ao com
os casos de combustao lenta e rapida, e ainda comparado com este mesmo caso quando Ag

e Az eram mais grandes. Dal, que a difusdo numérica é importante.
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Figura 31 — Combustao de ressonancia (v = vy): Comparagao da solucdo do sistema de EDOs

(4.12)-(4.14) sem difusao com a solugao do sistema de EDPs (4.7)-(4.9) com difusdo,
para Ax =1, At =5.
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Figura 32 — Onda de combustao ressonincia(v = vp): Comparacao da solugao do sistema de
EDOs (4.12)-(4.14) sem difusdo com cada solucao do Sistema de EDPs (4.7)-(4.9)

com difusdo térmica conforme a particao é refinada.

6.3 APLICACAO DA TEORIA
Nesta secao apresentaremos um exemplo numérico usando os parametros dimensio-
nais apresentados na Tabela 1, aplicando a teoria desenvolvida no Capitulo 5.

Sabemos do Teorema 5.3 que a onda de combustao pode ser lenta, rapida ou

de ressonancia. Substituindo os parametros adimensionais pelos dimensionais e usando



operagoes algébricas, obtemos

Vy
v = ,LLY + 1 § Vg,
U 1 < CgPgl
x kpprest = W?
pv “ope +1 V0l
g
1 1 CqPyg
; kppres 1 + 1 § C )
¥Pg kainj m
1 pogYimg < 9Py
© P + PPy Ying Cp’
L < S
PTES + QDPng‘nj Cm
Yrin Cm res
== § P + Qpng;njﬁ
Cyg
)/in 'Cm res
R — op Yy S P,
Cq
Y;njcm - ngppg}/;nj § Cgpresv
C pres
Y;n' S g .
7= Cm — ¢gppg
Portanto,
1) Se
C pTGS
Yij < 6o
m — CgPPyg
existe uma onda de combustdo lenta.
2) Se
C pres
Yinj > 52
m — Cg¥PPyg
existe uma onda de combustao rapida.
3) Se
C pres
Yinj = 09_77
m — Cg¥PPg

existe uma onda de combustao de ressonancia.
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(6.3)

Da Subsecao 5.2.1 segue que a curva [ pode ter uma das 4 formas para cada tipo

de onda de combustao. Existem dois critérios importantes que determinam a forma de I

(i) A relagao de € com 6p; e (ii) A relagao do valor de f nos pontos criticos com 1/4.

Considerando o Capitulo 4 a rela¢do € < 46, pode ser reescrita como E, /(R AT*) <
Tres/AT*, assim E, S T,.s R. Com isto, dado que os valores de E, e T,.sR tém sentido

fisico quando sdo préximos a 58 000 [Joule/mole] e 6500 [Joule/mole] respectivamente,

entao F, > T,.s R. Da Subse¢ao 5.2.1 obtemos que a curva pode ser representada na 1¢,

3% ou 4* forma, porém nao na 2% forma da curva I.
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Como f(0) < f(6°) :se f(0%) > 1/4, temos a 1* forma da curva I'; se f(0°) < 1/4,
obtemos a 3% forma da curva I'; e se f(6%) < 1/4 < f(0¢) temos a 4° forma da curva I'.

Usando os resultados do Capitulo 4 os pontos ccriticos de f sao dados por

0. — (0.5) (5 — 20y +1/(% — 4e 90)) ,

E T E E T
c _ . T _ 2 res :l: T 2 _ 4 T res
& (0.5) (RAT* AT* \/<RAT*) (RAT*)<AT*>>’

E RT, E E. _ RT,
c _ T _ Tes IS 2 _ T res
& (05) (R AT+ 2 RAT* \/(RAT*) 4(RAT* )(RAT*>) ’
¢ = _ 2 _
0% (0.5) (5 37%) <E 2RT,., + \/(E,)? — 4(E,)(R Tm)> ,
C
0 = (0.5)(——" (E — QR Thes £ /(E,)2 — 4ETRTTGS> .
L= 09 V(E)

Continuando, precisamos de /(0% + 6p) em pardmetros dimensionais

€ ~ E, ) 1
05 +60y  RAT* \ 05 + Leee |7

AT*
€ E,
05 + 00 RIAT05 + Trey)’
€ E,
05 +00  R(ET0L 4 T,)
€ CnE,
05+ 6 R(Qupe0s+ Colyes)
€ B ChnE,
Oi+00  R(Qupres(0.5)(5lm) (Br — 2R Tres £ \(E)2 — 4E,RTres ) + CTres)
€ B ChE,
0.+06 R (% (Br — 2R Tyeu £ 1/(E,)? — 4B, RTe0 ) + CrThes )
€ B 2F,
0 +60 (B, = 2RTyes £ \/(E,)? —4E,RT,e, ) + 2R Ty
€ 2L,

05 + 0o E, +\/(E,)* —AE,RT,,

Disso,

765 = Borexp (5 ).

f¢ + 0y
fes) = (O‘)< ) 05) (Om> (B~ 2R T & /(B2 — 4E.RT,.. )
) \ 5V, RQ,pe
19
P (6C+90 ’
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0.5 €
05 = <E7“ —2RT,es £ E,)? - 4ETRTTES> ( > ’
f( :I:) (ka;nj R Qrpres> \/( ) exXp fc + 90

05 (L, —2RT,es £1/(E,)? —4E,RT,s €
£le5) = ( ( V) ))exp< ).

kp}/;nj R QTpres gc + 90
. o (Er = 2RTye £ \/(E,)? — 4E,RT,., 2,
= exp .
+ 2k, Yinj R Qppres E, +\/(E,)? = AE,RT,,

Portanto, as possiveis formas de I'" para valores fisicos podem-se obter em funcao de «

1* Forma (f(65) > 1/4):

o (B, = 2RT,os +\/(E,)? — 4E,RT,., ) 28, 1
exp > —,
2k Y R Qypres E, +/(E,)? —AE,RT,.) 4
2 (0% (ET — 2R Tres + \/(Er)2 - 4E7'R Tres) 2E7»
exp > 1,
kyYinj R Qypres E + \/(Er)2 — 4E, R Ty

kp}/;nj R Qrpres _2ET‘
o > ex .
2 (B = 2R Trea + 1/ (Er)2 — 4B, R Ty, ) E, +/(E,)? — 4E,RT,.,

3¢ Forma (f(6°) < 1/4):

« (Er - 2R Tres - \/(Er)2 - 4ETRTres) 2E7» 1
exp < -,
2kpYinj R Qrpes E,—\/(E,)2—AE,RT,,) *
2a (ET‘ - 2R Tres - \/(Er>2 - 4E7“RTres) 2ET

" exp < 1,

kpYinj RQrp"® E, —\/(E,)? — AE,RT,.,

kpYing RQrp™* —9FE,
a < exp .
2 (B, = 2R Tyee = \/(E,)2 — 4B, R T, ) E, —\/(E,)? —AE,RT,.,

4 Forma (f(65) < 1/4 < (6°)):

kpYing R Qrp"™ —2F,
a < exp ,
2 (B, = 2R Treu +1/(E,)2 — 4B, R Ty, ) E, +/(E,)? —AE,RT,.,

a> kp}/z'nj RQTPTGS ex _2ET
2 (Er — 2R Tres - \/(Er)z - 4ET’RTres) ET - \/(ET‘)Q - 4ETRTres .
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Agora, denotando

kpYing RQ.p"*° —2FE,
ay = = exp ,
2 (B, = 2R Tyes + /(E,)2 — 4B, R T, ) E, +/(E,)? = AE,RT,.,
k Y;n' R , res
a_ = pYing RGrp ex

—2F,
p .
2 (B, = 2RTres — /(E,)? — 45, R T, ) (E — (B2 - 4ETRT,%>
Usando os valores dimensionais da Tabela 1, obtemos

Cop" (27.42)(372) o 1.02-10° 1.02- 10

Con — coopy  (2-105) — (27.42)(0.3)(45)  2-106 — 370.17  1.9996 - 106

= 0.0051,

logo, a Equagao (6.2) é valida e existe uma onda de combustao répida.

Para obter a forma que determinam os parametros da Tabela 1, evaluamos

f05) =

a (Er - 2R Tres + \/(Er)2 - 4ErR Tres) QET
exXp
2k Yinj R Qrpres E, & \/(E,)? = AE,RT,,

no ponto critico 6,

(0.2 (58000 — 2(8.314)(273) + 1/(58000)* — 4(58000)(8.314)(273) )

f(05) = 2(500)(1)(8.314)(4 - 107)(372)
( 2(58000) )
exp ;
(58000) + /(58000)2 — 4(58000)(8.314)(273)
. (02)(5.3461- 10" + v/2.8374- 107 ) 2(58000)
f(05) = 1.2371 - 1012 P ((58000) V28374 109> ’
goy _ (0:2)(1.0673 - 10°) 2(58000)

J0%) = og71 102 1.1127-105 ) °

2.1346 - 10*
f(0%) = 19571, 102 exp(1.0425),

f(0%) = 4.8940 - 107%.

e no ponto critico 6_

_ (0.2) (58000 — 2(8.314)(273) — 1/(58000)2 — 4(58000)(8.314)(273) )
J02) = 2(500)(1)(8.314)(4 - 105)(372)

( 2(58000) )
P (58000) — 1/(58000)2 — 4(58000)(8.314)(273) )
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o) (0.2) (5.3461 - 10* — v/2.8374 - 107 ) ( 2(58000) )
— €x )
- 1.2371 - 1072 P\ (58000) — V28374 - 10°

L (0.2)(193.0753) 2(58000)
102 = Tosm 10 P\ 173250 103 )

38.6151
o) = — o001 (24,511
FO0%) = o371 o &P (245113),

F(6°) = 1.3786.

Portanto, a curva I' é representada na 4“ forma.

Na Figura 33, usando as contas acima e o esquema de Cranck-Nicolson representa-
mos a solugao do Sistema (4.7)-(4.9) no retrato de fase (p, §) para os valores dos parametros
da Tabela 1 e se obtém uma temperatura maxima 6 = 1.8 que usando a Equagao (4.5)
em parametros dimensionais ¢ 7' = (1.8) (7T4.4 K) + 273 K = 406,92K. Assim, para
parametros reais encontrados na literatura o modelo apresenta temperaturas compativeis

com as temperaturas de combustao no regime HTO (hight temperature oxydation).

T
.......... Sol eop

15

temperatura)

05 ¢

0 0.5 1
p(combustivel)

Figura 33 — Solugéo do Sistema (4.7)-(4.9) no retrato de fase (p, ) usando os valores dos para-

metros da Tabela 1.
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7 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho provamos a existéncia e unicidade das solugoes de problemas de
Riemann para o Sistema (4.12)-(4.14), que modela combustao in-situ em um meio poroso
que contém combustivel sélido levando em conta as perdas térmicas para rocha circundante
além de outras consideracoes descritas no Capitulo 4. Mostramos que as sequéncias que
descrevem essas solugoes estao formadas por uma tnica onda viajante de combustao do
tipo: lenta, rdapida e de ressonancia. A existéncia dessas ondas foi provada por anélise
de retrato de fase com ajuda de alguns conceitos e resultados relativos ao Teorema da

Variedade Estavel, a teoria de ondas viajantes e de leis de conservacao.

Também apresentamos simulagoes numéricas que validam a existéncia das on-
das viajantes de combustao utilizando o método de Runge-Kutta, observando algumas
particularidades no caso de ressonancia. Ainda, obtivemos solugoes numéricas para um
sistema mais geral (4.7)-(4.9) no qual se acrescenta a difusdo térmica e a do gas mediante
o esquema de diferencas finitas de Crank-Nicolson. As solugoes obtidas para ambos
sistemas foram comparadas e provou-se numericamente que as solugoes do sistema com
difusao aproximam-se da solucao do sistema sem difusao conforme a difusao térmica
diminui e conforme refinamos a particdo. As solug¢oes numéricas para ambos sistemas sao

comparadas.

Por fim um exemplo numérico com valores tipicos dos parametros para um modelo
de combustao foi apresentado e observamos que para parametros reais encontrados na
literatura o modelo apresenta temperaturas compativeis com as temperaturas de combustao

no regime HTO (hight temperature oxydation).

Assim, para futuros trabalhos, faz sentido provar a existéncia de solugao para o
modelo mais geral apresentado neste trabalho modelado pelo Sistema (4.7)-(4.9) utilizando

a Teoria Geométrica de Perturbagao Singular.
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