Universidade Federal de Juiz de Fora
Instituto de Ciéncias Exatas

Programa de Pés-graduacao em Modelagem Computacional

Filipe Fernandes de Paula

Métodos Numéricos Conservativos para Escoamentos Bifasicos em Meios

Porosos Heterogéneos

Juiz de Fora

2018



Filipe Fernandes de Paula

Métodos Numéricos Conservativos para Escoamentos Bifasicos em Meios

Porosos Heterogéneos

Dissertacao apresentada ao Programa de Pos-
graduacgao em Modelagem Computacional, da
Universidade Federal de Juiz de Fora como re-
quisito parcial a obten¢do do grau de Mestre
em Modelagem Computacional.

Orientador: Tury Higor Aguiar da Igreja

Juiz de Fora

2018



Ficha catalografica elaborada através do Modelo Latex do CDC da UFJF

com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

F. de Paula, Filipe.
Métodos Numéricos Conservativos para Escoamentos Bifasicos em Meios

Porosos Heterogéneos / Filipe Fernandes de Paula. — 2018.
6 f.

Orientador: Tury Higor Aguiar da Igreja

Dissertagao (Mestrado) — Universidade Federal de Juiz de Fora, Instituto
de Ciéncias Exatas. Programa de Pés-graduacao em Modelagem Computa-
cional, 2018.

1. Escoamento em meios porosos. 2. Métodos dos elementos finitos. 3.
Métodos dos volumes finitos. 1. Igreja, Iury, orient. II. Titulo.




Filipe Fernandes de Paula

Métodos Numéricos Conservativos para Escoamentos Bifasicos em Meios
Porosos Heterogéneos

Dissertacao apresentada ao Programa de Pds-
graduacdo em Modelagem Computacional, da
Universidade Federal de Juiz de Fora como re-
quisito parcial a obtencdo do grau de Mestre
em Modelagem Computacional.

Aprovado em:12/09/2018

BANCA EXAMINADORA

fuey bt

Prof. Dr. Tury Hléor Adu r da Igreja - Orientador
UFJF

, % - E’R (_//

Prof. Dr. Grigori Chapiro
UFJF.

7/ JZM{ M
J Prof. Dr. d\/[aiél(f{l P{ Correa

UNICAMP




AGRADECIMENTOS

A minha familia, minha amada esposa e meus pais, pelo encorajamento e apoio

incondicional nesses dificeis anos de formacao.

Ao professor Tury Igreja pela orientacao, apoio e grande ajuda, os quais tiveram

um papel crucial neste trabalho.

Aos professores do Programa de Pés-graduacao em Modelagem Computacional
pelos seus ensinamentos, aos funcionéarios do curso, que durante esses anos, contribuiram
de algum modo para o nosso enriquecimento pessoal e profissional e & CAPES pelo apoio

financeiro em parte dessa jornada.



“Ainda que eu fale as linguas dos homens e dos anjos, se
nao tiver amor, serei como o bronze que soa ou
como o cimbalo que retine.”

1 Corintios, Capitulo 13, Versiculo 1



RESUMO

O desenvolvimento de técnicas adequadas para extracao eficiente de 6leo de reservatérios
de petroleo passa pela simulagao precisa de tais fendmenos, que é alcangada através do
estudo de modelos matematicos e métodos computacionais robustos, eficientes e precisos.
Neste contexto, este trabalho visa o estudo de métodos numéricos para a simulacao
de escoamentos bifasicos em meios porosos heterogéneos. Para tanto, propomos uma
abordagem numérica do tipo staggered para estes modelos, que se baseia na aproximagao de
forma desacoplada dos sistemas de equacoes diferenciais parciais referentes aos problemas
de Darcy e da saturagao das fases. Dessa forma, podem ser empregados métodos numéricos
especificos para cada sistema, que melhor se adequem as suas caractreristicas. Assim,
propomos o estudo de métodos de elementos finitos mistos, estaveis e estabilizados,
classicos e hibridos e localmente conservativos para o computo da velocidade da mistura
e de um método de volumes finitos nao-oscilatério de alta ordem, baseado em esquemas
centrais, para a equagao hiperbodlica nao-linear que governa o transporte da saturacao
das fases. Resultados numéricos comprovam a flexibilidade, a taxa de convergéncia e o
custo computacional dos métodos adotados, além de demonstrar a eficacia dos métodos
quando aplicados a simulacao de problemas associados a extracao de petréleo em cenarios

fortemente heterogéneos.

Palavras-chave: Escoamentos bifasicos. Métodos mistos hibridos. Métodos dos volumes

finitos. Estabilizagoes. Meios heterogéneos.



ABSTRACT

The development of techniques for efficient oil extraction from reservoirs passes through the
simulation of such phenomena, which is achieved by the study of mathematical models and
robust, precise and efficient computational methods. This dissertation studies methods
for the simulation of two-phase flows in heterogeneous porous media. To do so, we
propose a “staggered” numerical approach for the numerical methods, that is based on the
approximation of uncoupled systems of differential equations related to Darcy’s problems
and saturation of the phases. Then, appropriate methods for each system, that best suit
its characteristics can be applied. Therefore, we propose studying locally conservative
finite element methods, stable and stabilized, classical and hybrid to approximate the
velocity field and a non-oscillatory high order finite volume method, based on central
schemes, to approximate the non-linear hyperbolic equation that governs the transport of
phases. Numerical results attest to the flexibility, convergence rate and computational
cost of the adopted methods, and demonstrate the effectiveness of such methods when

applied to oil extraction in various heterogeneous porous media scenarios.

Key-words: Two phase flow. Hybrid mixe methods. Finite volume methods. Stabilizations.

Heterogeneous media.
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1 INTRODUCAO

Em geral, as equacdes que governam o escoamento em meios porosos heterogéneos
nao podem ser resolvidas por métodos analiticos. Assim, o desenvolvimento de métodos
numéricos para simular escoamentos de fluidos através de meios permeaveis heterogéneos
tém sido largamente desenvolvidos devido a diversas aplicacdes em engenharia de petroleo
(reservatorios), hidrologia (acoplamento entre escoamentos superficiais e subsuperficiais),
dindmica de biofluidos (alguns érgaos e tecidos podem ser modelados como meios porosos),
hidrogeologia (escoamento em meios porosos fraturados) e filtragem [8, 9] 3] [1].

Em particular, o escoamento multifasico em meios porosos é modelado por um sistema
eliptico governado pela lei de Darcy em conjunto com a lei da conservagao de massa,
conhecido como problema de Darcy, e um problema hiperbélico que descreve a conservagao
das fases presentes no escoamento, chamado de problema do transporte ou saturacao.
Uma abordagem numérica eficaz para estes modelos estd baseada no desacoplamento
dos sistemas de equacoes diferenciais parciais em dois sistemas de equagoes de natureza
totalmente diferente. Dessa forma, podem ser empregados métodos especificos, como
os métodos de elementos finitos e de volumes finitos, para cada sistema, segundo suas
caracteristicas matematicas e a relagdo entre precisao e eficiéncia computacional requerida
na resolucao de cada etapa [10].

Métodos de elementos finitos mistos para aproximar o problema de Darcy, caracterizados
por aproximagoes simultaneas dos campos de velocidade e pressdao, restringem a
flexibilidade na construcao das aproximacoes por elementos finitos devido a necessidade
de compatibilidade entre estes espagos de aproximagao [11], 12]. Neste contexto, duas
abordagens podem ser destacadas para garantir esta condicao de compatibilidade entre os
espacos: utilizacao de espacos de aproximagoes estaveis ou formulagoes estabilizadas.

Espacos de aproximagoes estaveis sao construidos de forma a atender as condi¢oes de
compatibilidade entre os espagos da velocidade e pressao. Neste contexto, podemos destacar
os espagos de aproximacao de Raviart-Thomas [13], que sdo caracterizados pela imposi¢ao
da continuidade da componente normal da velocidade aliada com especificas interpolagoes
descontinuas para a pressao. Esta abordagem produz taxas 6timas de convergéncia para

os campos de velocidade e pressao além de conservagao local e capacidade de simular
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problemas em meios porosos heterogéneos. Outros exemplos de aproximacoes estaveis
para o problema de Darcy sao os espagos BDM [14] de Brezzi, Douglas e Marini, espagos
ABF [15] de Arnold, Brezzi e Falk e espagos AC [16] de Arbogast e Correa ou ainda uma
extensao dos espagos AC que foram desenvolvidas por Quinelato em [32].

Em contrapartida, quando formulacdes estabilizadas sao utilizadas, termos de
estabilizagao sdo adicionados a formulagao fraca do problema. Esses termos sdo geralmente
construidos através de residuos de minimos quadrados do problema modelo, com o intuito
de manter a consisténcia e a simetria da formulacao. Dessa forma, a adi¢do desses termos
garante a compatibilidade entre os espacos de aproximacao, inclusive em casos especificos
onde sdo adotados espagos polinomiais lagrangianos de igual ordem para ambos os campos
[17, [18].

Além disso, métodos de elementos finitos para aproximar o problema de Darcy,
em geral, utilizam espacos continuos de elementos finitos lagrangianos que tém sido
aplicados com sucesso para simular escoamentos em meios porosos homogéneos. No
entanto, interpolacoes continuas nao sao adequadas para aproximar problemas em meios
heterogéneos devido as suas propriedades descontinuas. Isto se deve ao fato de que na
interface das descontinuidades a componente normal da velocidade de Darcy deve ser
continua (conservagdo da massa), mas a componente tangencial é descontinua, e qualquer
formulacdo baseada em interpolagoes lagrangianas continuas para a velocidade falha
na representacao da descontinuidade tangencial, produzindo aproximacoes imprecisas e
oscilagoes espurias [19, 20, [3]. Uma alternativa para superar esta limitacao sao os métodos
de Galerkin descontinuo (DG) [21, 22].

Os métodos de Galerkin descontinuo apresentam flexibilidade na implementacao de
estratégias de adaptatividade do tipo h (em que a malha é refinada em regides especificas) e
p (onde sao adotados polindémios de mais alta ordem em certas regioes do dominio), além de
possibilitar o uso de espacos de elementos finitos que consistem em polinémios descontinuos
por partes. Contudo, apesar das vantagens oferecidas pelos métodos DG, devido a sua
complexidade de formulacao, implementagao computacional e elevado niimero de graus
de liberdade, principalmente em casos de alta ordem, hibridizagoes para os métodos DG
foram propostos com o intuito de derivar novos métodos de elementos finitos com melhores
caracteristicas de estabilidade e reduzido custo computacional mas preservando ainda a

robustez e flexibilidade dos métodos DG [23] 3] 24] .
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Os métodos hibridos consistem na resolugao de um problema global, construido a
partir de problemas locais definidos em cada elemento. A ligacao entre o problema global
e os problemas locais ¢ feita através de multiplicadores de Lagrange, que sao definidos
na interface dos elementos, de forma a impor fracamente as condi¢oes de continuidade
entre os elementos da malha. Dessa forma, formula¢oes hibridas permitem, a partir de
escolhas adequadas para o multiplicador, a eliminacao dos problemas locais no nivel de
cada elemento em favor do multiplicador de Lagrange, esta técnica é conhecida como
condensagdo estdtica. Assim, o sistema global envolve apenas os graus de liberdade
associados com o multiplicador, reduzindo significativamente o custo computacional [3].
Além disso, escolhas adequadas para o multiplicador e termos de estabilizacdo podem
tornar o método hibrido localmente conservativo como em [23].

Por outro lado, para o tratamento numérico da saturacao das fases varios métodos
foram propostos, especialmente utilizando o método de volumes finitos [25]. O esquema
pioneiro na solucao desta equacao diferencial parcial hiperbdlica nao linear é o método
de Lax-Friedrichs (LxF) [26], um esquema central de primeira ordem que aproxima as
solucoes por fungoes constantes por partes. Apesar da simplicidade do método LxF,
que nao requer a resolucao de problemas de Riemann, esse esquema apresenta excessiva
difusdo numérica, da ordem de O (Ax?/At). Nessyahu e Tadmor em [27], desenvolveram
uma generalizacao de segunda ordem para o método LxF, conhecido como método N'T,
apresentando difusdo numérica da ordem de O (Az*/At). No entanto, o esquema NT nio
admite formulagao semi-discreta, e devido a condigao CFL (Courant-Friedrichs-Lewy),
que impoe passos no tempo reduzidos, é preciso um grande refinamento na malha para
reduzir os efeitos da difus@o numérica. Visando contornar os problemas referentes a difusao
numérica, Kurganov e Tadmor [5] propuseram um método de segunda ordem semi-discreto
baseado no algoritmo REA (Reconstruct Evolve Average) de Gudunov [28]. Esse método é
conhecido como método KT, e possui difusdo numérica de O (Az?). Assim, o método KT
possibilita o emprego de pequenos passos no tempo sem a necessidade de refinamento da
malha, pois a difusdo numérica nao depende da discretizacao temporal At.

Neste contexto, utilizamos um algoritmo staggered para o desacoplamento das equagoes
do problema de Darcy e da saturacao no tempo, resultando em um esquema numérico
que consiste na aplicacao de métodos de elementos finitos mistos localmente conservativos

para aproximar o campo de velocidade, que é conectada a equacao das fases, que por
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sua vez é resolvida utilizando um método de volumes finitos semi-discreto de alta ordem
baseado em esquemas centrais. A técnica staggered visa resolver os problemas de Darcy
e do transporte de fases em passos de tempo diferentes, visto que a escala temporal de
ambos difere bastante [10, 29] 6]. Essa metodologia ¢ aplicada objetivando a redugao do
custo computacional das simulagoes.

Além disso, neste trabalho apresentamos e comparamos quatro metodologias para tratar
o problema de Darcy utilizando métodos de elementos finitos mistos estaveis e estabilizados.
Assim, recordamos a formulac¢ao mista dual classica e suas limitagoes e apresentamos os
espacos de Raviart-Thomas [I3] e o método misto incondicionalmente estavel proposto por
Correa e Loula [I8], que visam contornar as condigoes de compatibilidade desta formulagao.
A partir destas formulagoes, estavel e estabilizada, apresentamos métodos mistos hibridos
relacionadas a estas formulagoes onde o multiplicador de Lagrange escolhido esta associado
ao campo de pressao definido na interface dos elmentos o que reduz significativamente o
custo computacional, uma vez que o problema global é construido em funcao apenas dos
graus de liberdade do multiplicador [30] 23], 3, B1, 32]. Resultados numéricos demonstram
que os métodos estudados apresentam taxas Otimas de convergéncia e flexibilidade na
escolha dos espagos de aproximacao. Além disso, estudos comparativos entre os métodos
de elementos finitos demonstram a precisdo em contraste com os graus de liberdade de
cada metodologia empregada.

Para o transporte das fases, resolvido separadamente do problema de Darcy, estudos
numéricos demonstram a capacidade do método de volumes finitos KT [5] quando aplicado
a problemas hiperbodlicos nao lineares. Ao final, objetiva-se o acoplamento das estratégias
numéricas através da introdugao do campo de velocidades obtido pela aproximacao via
métodos hibridos com espacos de Raviart-Thomas e polinomiais de Lagrange e pelo método
classico de Raviart-Thomas no esquema de volumes finitos para a obtenc¢ao da saturacao
do sistema bifdsico com o objetivo de simular computacionalmente problemas relativos ao
escoamento agua-6leo em meios porosos heterogéneos.

Os experimentos numérico apresentados neste trabalho sao realizados em trés
geometrias: slab, 1/4 de five-spot e SPE—l(ﬂ O 1ltimo caso refere-se a um projeto de solucao
comparativa proposto pela Society of Petroleum Engineers (SPE). Para os experimentos

utilizando as geometrias slab e five-spot serao usados campos de permeabilidade homogéneo

thttps://www.spe.org/web/csp/datasets/set02.htm
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e heterogéneo, ja a geometria SPE-10 possui campos de permeabilidades heterogéneos
especificos. Os resultados obtidos demonstram a capacidade dos métodos utilizados
de capturar os fendomenos decorrentes das simulacoes realizadas em meios fortemente
heterogéneos.

Este trabalho é estruturado, além do capitulo de introducao, em cinco capitulos, da

seguinte forma,

e No capitulo 2, sdo apresentadas as equagoes que modelam o escoamento em meios
porosos em conjunto com os conceitos fisicos relacionados a tal fenomeno e as

hipéteses simplificadoras adotadas para o problema.

e No capitulo 3, sdo estudados métodos de elementos finitos para a aproximacao do
problema de Darcy. Apresentamos o método classico de elementos finitos mistos
utilizando espagos de Raviart-Thomas (DMRT), um método misto estabilizado com
termos de minimos quadrados (CGLS), um método misto hibrido que utiliza os
mesmos termos de estabiliza¢ao da formulagao anterior (SDHM) e uma formulagao
hibridizada usando espagos de Raviart-Thomas (DHMRT'). Também sao apresentados
resultados comparativos para taxa de convergéncia, precisao e dimensao do problema

global.

e No capitulo 4, desenvolvemos a abordagem adotada para tratar o problema de
transporte de fases, governada por uma equagao diferencial hiperbodlica. E utilizado
o método desenvolvido por Kurganov e Tadmor, conhecido como método KT, que
utiliza método de volumes finitos e o algoritmo REA para derivar um modelo semi-
discreto para equacoes hiperbélicas. Resultados numéricos sao apresentados para

problemas classicos da literatura.

e No capitulo 5, abordamos a metodologia de solucao do problema de escoamento
em meios porosos heterogéneos, onde ¢ aplicada uma abordagem staggerred com
o intuito de resolver de forma desacoplada os problemas de Darcy e do transporte
das fases utilizando os métodos numéricos propostos. Em seguida, sao mostrados

resultados de simulagdes em trés cendrios: slab, 1/4 de five-spot e SPE-10.

e No capitulo 6, sdo apresentadas as conclusoes e expectativas de trabalhos futuros.
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2 MODELAGEM DE
ESCOAMENTO BIFASICO EM
MEIOS POROSOS

Meio poroso é um material composto de uma fase sélida, frequentemente chamada
de matriz ou estrutura, e espacos vazios, os chamados poros, podendo este ultimo ser
preenchido por um ou mais fluidos [33] [I]. O espago poroso interconectado é o espago
através do qual o fluido efetivamente escoa, como mostrado na Figura [2.1] A distribui¢do
espacial da matriz solida e dos poros nao é necessariamente uniforme, podendo apresentar
alta heterogeneidade e em muitos casos pode ser considerada aleatoria.

De acordo com [1], os meios porosos podem ser classificados em trés diferentes categorias:

e meios poroso de ocorréncia natural sao encontrados em formacgoes geoldgicas abaixo
da superficie. O solo é considerado um meio poroso, assim como areia, rocha fissurada,
rocha porosa fraturada, arenito cimentado e calcario. Em geral, formagoes naturais

apresentam alta heterogeneidade em suas propriedades;

e meios porosos fabricados sdo materiais desenvolvidos para uma determinada
aplicagao, como filtros, ceramicas e espumas. Usualmente, apresentam alto grau de

homogeneidade.

® meios porosos organicos, como por exemplo ossos, pulmoes e rins.

O estudo de escoamentos em meios porosos sao de grande interesse, devido ao fato
de que reservatérios de petroleo sao grandes regioes subterraneas compostas de materiais
porosos embebecidos de petréleo. Dessa forma, o desenvolvimento de técnicas adequadas
para extracao eficiente de 6leo dos reservatorios passa pela simulagao precisa de tais
fendmenos, que é alcancada através da introducdo de modelos e métodos numéricos
robustos.

A seguir apresentamos a lei de conservacao de massa e a lei que descreve o escoamento

de um fluido em um meio poroso, conhecida como Lei de Darcy.
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[ ]sélido
[ ]Poro

Figura 2.1: Representagao grafica de um meio poroso (adaptado de [1]).

2.1 Lei da Conservacao de Massa

A Lei de Conservacao de Massa é um principio que representa o balanco entre o fluxo
de massa que entra e sai de um volume de controle com a taxa de variagao de massa dentro
do volume de controle. Antes de formalizar a equacao para a Conservacao de Massa em
um meio poroso, a porosidade necessita ser definida.

A porosidade é uma propriedade do meio poroso que pode ser definida como a relagao
entre o volume efetivo e o volume total desse meio . O volume efetivo V), ¢ o volume
real pelo qual o fluido pode fluir em um meio poroso, enquanto o volume total Vi é soma
de todo volume do meio, abrangendo os espagos vazios e a matriz sélida.

Vi

6=

(2.1)

Assim, considerando ¢ : 2 — [0, 1] a porosidade, p : Q x I — R a massa especifica
do fluido e u: Q x I — R? 0 campo de velocidade de Darcy do fluido. Entdo, a Lei de

Conservacao de Massa para um meio poroso pode ser escrita como

d
%/ngpdv = — /m(pu) ‘ndA, (2.2)

usando o Teorema da divergéncia de Gauss no termo a direita da igualdade, tem-se

& [ opav =~ [ V- (owav. (2.3)

Supondo o dominio €2 fixo, a derivada em relagdo ao tempo pode ser movida para dentro
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da integral

A; g?ﬁdV’_ /‘v (pu)dV, (2.4)

agrupando as duas integrais em um lado da equacao, obtém-se a seguinte expressao,

Ali§0+V( ﬂdvzm (2.5)

e, finalmente, apresentamos a forma diferencial da equagao ([2.5)),

d(¢p)

SV (pu) = 0. (2.6)

2.1.1 Lei de Conservacio de Massa para FEscoamentos

Multifasicos

Uma importante propriedade do escoamento multifasico é a saturagdo de cada fase «,
So 1 2 x I —[0,1], que é definida como a razao entre o volume da fase e o volume efetivo.

A saturacgao pode ser escrita utilizando a definicao de porosidade, como

Va
Sa = — = -, 27
A 20
onde ¢, : @ — [0,1] é a fracao de volume da fase a dada pela razao entre o volume da
fase o e o volume total V.

Visando formular a Lei da Conservagao de Massa para escoamentos multifdsicos, a

equagao é reescrita em termos das fases envolvidas, resultando em

0 (¢apa)

BT +V: (pa.u,) =0. (2.8)

Usando a relagao ¢, = s,¢ e assumindo que os fluidos que compdem as fases sao
incompressiveis e que o meio é rigido e que ¢ é constante, a equagao (2.8) pode ser reescrita

como,

9 (sa)
o - (ua) = 0. (2.9)

Incluindo a relagao (2.22), que relaciona a velocidade da fase a velocidade total de
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Darcy, é na equagao ([2.9)), resulta na seguinte equacao do transporte das fases

d (5a)

¢8t

+ V- (Fyu) = 0. (2.10)

2.2 Lei de Darcy

A Lei de Darcy foi inicialmente formulada de forma experimental pelo engenheiro
Francés Henry Darcy em 1856. Darcy contribuiu com importantes estudos sobre hidraulica,
incluindo a famosa relagdo para escoamento em meios porosos, que mais tarde seria
nomeada em sua homenagem. Essa relacao empirica estabelece que o campo de velocidade
de um fluido em um meio poroso é proporcional ao gradiente de pressao a que o fluido esté
submetido. O coeficiente de proporcionalidade da Lei de Darcy é dado pela condutividade
hidréulica K(x) que relaciona a permeabilidade do meio (dada por k(x)) e a viscosidade p
do fluido. Sera considerado para todos os efeitos um meio poroso rigido e ndo deformavel.

A permeabilidade é uma propriedade puramente geométrica relacionada a matriz
porosa, que representa a capacidade do fluido escoar através desse meio e a viscosidade é
uma propriedade do fluido que caracteriza a resisténcia interna de um fluido ao escoamento.

Considerando um intervalo de tempo I = (0,%] e uma regido porosa @ C R%, d > 1e

desprezando os efeitos gravitacionais, a Lei de Darcy tem a seguinte forma,
u=—-=Vp, (2.11)

onde u: Q x I — R? ¢ a velocidade de Darcy, p: Q x I — R é a pressdo, k(x) : Q — R4
é o tensor de permeabilidade do meio de dimensao d x d, e p: 2 — R é a viscosidade do
fluido.
A equacgao apresenta duas incognitas, u e p, velocidade e pressao respectivamente.
A fim de fechar o sistema, uma segunda equagao precisa ser adicionada a (2.11f). Essa
segunda equacao ¢ a equacao de balanco de massa , que para o caso incompressivel é
dada por
div(u) = f, (2.12)

sendo f : 2 — R o termo fonte/sumidouro.

Fisicamente, a relacao (2.12)) é uma equagao de equilibrio, que se refere a conservagao de
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massa, garantindo conservagiao de massa durante o escoamento. Dessa forma, o escoamento

em meios porosos pode ser modelado pelo seguinte sistema de equacoes,

u=-Kx)Vp, em

(2.13)
div(u) = f, em €,
que ¢é suplementada pelas seguintes condi¢ées de contorno,
u-n=g¢q, sobre I'y
(2.14)

p=p, sobre I',

onde 0 =T =T,UTl,, com I'y e I', sendo as condi¢bes de Neumann e Dirichlet,

respectivamente.

2.2.1 Lei de Darcy para Escoamentos Multifdasicos

De acordo com Muskat e Meres [34], a Lei de Darcy para um escoamento multifsico
pode ser escrita como:

Seja u, : 2x — R? a velocidade de Darcy da fase, A, : Q@ x I — R a mobilidade da
fase ar, po : 2 x I — R a pressao da fase a e f, : @ — R é o termo fonte/sumidouro da

fase «, tal que

u, = —k(x)A\aVpa (2.15)
div (uy,) = fa. (2.16)

A mobilidade da fase a pode ser avaliada usando a permeabilidade relativa da fase

kro:Qx1—R,

k
Ay = 2. 2.17
e (2.17)

A soma da mobilidade de todas as fases a dd origem a mobilidade total A : Q2 x [ — R,

A= ]2“ (2.18)

A diferenga entre a pressao estatica das fases (p,) é conhecida como pressao capilar

(pe). Neste trabalho consideramos que a pressao das fases sao iguais (p, = p), portanto, os
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efeitos da pressdo capilar sdo desprezados (p. = 0). Dessa forma, a equagao (2.15) pode
ser reescrita como segue,

u, = —k(x)A\,Vp. (2.19)

Realizando o somatério da velocidade de Darcy para cada fase «, (u,), a velocidade

total de Darcy u é dada por
u=> u,=-k(x)\Vp (2.20)
e a equacgao do balanco de massa é dada por,
div(u) = f. (2.21)

Uma maneira particularmente ttil de escrever a velocidade da fase o é em termos da

velocidade total, como mostrado na equagao ([2.22)).
u, = F,u, (2.22)

onde F, : Q2 x I — R é definido como o fluxo fracionario, que é dado pela relacao

A
Fo=7 (2.23)

2.3 Escoamento Bifasico em Meios Porosos

Neste trabalho sera considerado o escoamento de duas fases, dgua e 6leo, sendo indicados
com subscritos w e o, respectivamente. Também sao adotadas as seguintes hipoteses:
fases imisciveis, inertes e incompressiveis, meio poroso rigido e nao deforméavel, efeitos
gravitacionais e da pressao capilar despreziveis e é assumido que o meio poroso esta

completamente saturado, o que implica em ([2.24])
Sw+ So = 1. (2.24)

O escoamento bifasico em um meio poroso pode ser formalizado com o seguinte

enunciando,
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Problema de escoamento bifisico em meios porosos: encontrar a velocidade
total de Darcy u(x,t) e o campo de saturagao da fase w (s,) em uma regiao 2 em um

instante de tempo %, tal que

u = —k(x)\Vp, em QxI,
div(u) = f, em QxI,
9 (s.) (2.25)
92578: + V. (Fyu) =0, em QxI,
Sw+ So =1,
suplementado pelas seguintes condi¢oes de contorno,
u-n=g¢q, sobre I'yx/I
p=p, sobre T',x T (2.26)
Sw = Sy, sobre I'y, x T
e condicao inicial,
5uw(x,0) = 59 (x) (2.27)

onde 0 =T =T,UTl,, com I'y e I', sendo as regides do contorno onde sao impostas
condigoes do tipo Neumann e Dirichlet, respectivamente, e I';, sendo a porcao de I' onde
existe injecao de agua.

A presenca de dois fluidos imisciveis no mesmo espago causa uma mutua interferéncia
na capacidade de escoamento de ambos. A permeabilidade relativa considera essa interagao
entre as fases através de relagoes que dependem das propriedades da saturacao da fase.
Em 1954, Corey em [35] propds relagoes empiricas para permeabilidade de gés e 6leo e
para pressao capilar. Baseando-se no modelo de Corey, Brooks e Corey [36] em 1966,
desenvolveram novas relagoes mais abrangentes. Neste trabalho, aplicamos as seguintes
relagoes modificadas de Brooks-Corey [37] para determinar a permeabilidade relativa das

fases agua e Oleo

_ 2
iy = (5‘“‘9‘“) , (2.28)

2
kro= 11— , 2.2
’ ( 1-— sm> ( 9)
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onde s,, ¢ a saturacao irredutivel da agua e s,, a saturagao residual do 6leo, valendo
Sew = 0,2 € 5., = 0,15. A saturacao irredutivel da agua é o menor valor de saturacao que
a agua alcanga no reservatorio e a saturacao residual do dleo é a quantidade de 6leo que

fica retida no meio poroso. A Figura apresenta as curvas de permeabilidade relativa.

1.0

0.8 1
0.6
s}
<&
0.4 4
0.2 1
— k?'r'w
— k'r'o
0.0 T T T T

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sw

Figura 2.2: Curvas de permeabilidade relativa.
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3 METODOS NUMERICOS PARA
O PROBLEMA DE DARCY

Neste capitulo sao apresentadas as formulacoes de elementos finitos mistos dual
aplicadas a solugao do problema de Darcy. Sao abordados quatro métodos, uma formulagao
classica mista usando espacos de Raviart-Thomas, uma formulagao mista estabilizada,
uma formulagao mista hibrida estabilizada e uma formulacao mista hibridizada usando
espagos de Raviart-Thomas. Ao final serdo mostrados resultados de taxa de convergéncia
e dimensao dos sistemas lineares resultantes.

Como descrito no capitulo [2, a hidrodindmica do escoamento bifdsico através de
um meio poroso é modelado pelo sistema de equagoes diferenciais parciais referentes ao
problema de Darcy . Assim, tomando A = K™ '(x), onde A denota a resistividade
hidraulica, podemos reescrever , como

Au=Vp em Q,

(3.1)
div(u) = f em €,
suplementado pela seguinte condicao de contorno,
p=p, sobre T. (3.2)

Para apresentar as formulagoes de elementos finitos para o problema (3.1)-(3.2),

introduzimos a seguir algumas defini¢oes e conceitos basicos.

3.1 Conceitos Basicos

Dado um dominio Q C R%, d > 1, cujo contorno é I' = 952, iniciamos apresentando
alguns espacos funcionais que serao utilizados no decorrer deste capitulo. Seja um espago

de fungoes quadrado integraveis definido como

L*(Q) = {q : /Q q|* dx < oo} (3.3)
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podemos definir também o espago com restricdo de média nula L*(Q)\R = LZ(Q)
L2(Q) = {q e 12(0), [ qaix = o} . (3.4)
Q
O espaco (3.3) induz a seguinte norma
, 12
lallo = llallr20) = [/Qq dX] (3.5)

Restringindo o dominio 2 para duas dimensoes (d = 2) e dado um escalar ¢ € R e um
vetor v € R?, podemos definir os operadores gradiente (V), divergente (div) e rotacional

(rot) da seguinte forma,

_ ov ov ov ov
div(v) = (81“1 + 8IZ> , rot(v) = (&xi — 0xl> ,

v dup

Vq = (a(]’aq)’ Vv — dry  dws
Oy Oy duy  Dvy

0r1 Ory

Com base no espaco L?(2) e nas defini¢des acima, podemos definir o seguinte espago
de Sobolev,
d
H'(Q) = {q e L(Q) : Vg € [12(2)] } , (3.6)

com norma e seminorma dadas, respectivamente, por

lglls = llallZn o) = llalls + 1IVall5, (3.7)

lalt = lalin ) = IValle. (3.8)

Também definimos os espagos

H(div, Q) = H(div) = {v e [2@)]" : div(v) L?(Q)} , (3.9)
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H(rot, Q) = H(rot) = {v e [22(@)]" i rot(v) € L2(Q)} , (3.10)

com suas respectivas normas

a1z (@) = V1% + [|div(v) 5, (3.11)

gl roty = IIVII* + [rot(v) 5. (3.12)

Seja ©, = {K} uma malha regular de elementos finitos em  C R? formada por
elementos K, onde dois elementos vizinhos K; e Ky compartilham uma mesma aresta
e, como mostra a Figura [3.1] Podemos definir o conjunto das arestas e dos elementos
K €y, como

En = {e; e é uma aresta de K, VK € O}, (3.13)

o conjunto de arestas interiores
E ={ec & e=K NK,y VK|,Ky €} (3.14)
e o conjunto de arestas no contorno

E)={ec&; eCoN}. (3.15)

/6
<

K | Ky

Figura 3.1: Representacao de arestas de elementos vizinhos.

Neste trabalho serao adotado elementos quadrilaterais, com interpolagoes bilineares e
biquadraticas para velocidade Qy, e pressao Qi, com k = 1 ou 2 sendo o grau do polinébmio

interpolador. Na Tabela sao mostradas representacoes graficas de elementos bilineares
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e biquadraticos.

Interpolacao Interpolacao

. ~ Quadratura

Elemento velocidade pressao .
Gaussiana

O .
© ©

Q Q 3x3
© O
ORNORNO
@ @ @ QQ QQ 4 x4
© O O

Tabela 3.1: Representacao de elementos bilineares e biquadraticos.

3.2 Formulacao Mista Dual para o Problema de

Darcy

Dentre as formulagoes classicas de elementos finitos para o problema de Darcy ,
destacamos a formulagao mista dual que é definda nos espagos H(div) x L2(€2). Para
derivar esta formulagao, multiplica-se a equagao de Darcy por uma fungao peso v € H(div),
seguido da integracao por partes do termo relacionado a pressao. Assim, integrando em 2

a equagao da lei de Darcy

/Au-vdx+/Vp~vdx:O, (3.16)
Q Q

integrando por partes o segundo termo, obtemos
/ Au-vdx — / p div(v) dx+/p (v-n)ds=0, Vve H(div) (3.17)
Q Q r

onde n é o vetor normal ao contorno I.
A forma fraca da equacao da continuidade é obtida pela multiplicagdo da equagao do

balango de massa (3.1]) por uma fungao g € L3(f2) e posterior integragao em €2, resultando
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na seguinte expressao,

/Q div(u) g dx = /Q fq dx. (3.18)

Assim, substituindo a condi¢ao de contorno (3.2]) na equagao (3.17)) e multiplicando por
menos um a equagao ((3.18)) para tornar o sistema simétrico, podemos escrever o seguinte
problema misto dual para o problema de Darcy,

Encontrar o par [u,p] € H(div) x L4(Q) tal que

a(u,v) +b(v,p) = ¢(v), Vv € H(div),

b(u, q) = f(q), Vg € L3().

(3.19)

Onde,

a(u,v) = /QAu cvdx, b(v,q)= —/Qdiv(v) q dx,

) == [p(v-m)ds o flg)=— [ fqdx

O problema , por se tratar de uma formulagdo mista, exige que sejam satisfeitas
certas condigoes de compatibilidade entre os espagos de aproximagcao para velocidade e
pressao [11, [12], mais detalhes em [2]. Uma alternativa para cumprir esta condigao e ainda
garantir conservagao local sdo os espacos de Raviart-Thomas [I3]. Outra opgao sdo as
formulacoes estabilizadas que incluem termos de minimos quadrados como introduzido
por Correa e Loula [I8] e Nufiez et al. [23]. A seguir apresentamos de forma detalhada

estas metodologias e um estudo comparativo entre elas.

3.2.1 Formulacao Mista Dual com FEspacos de Raviart-

Thomas (DMRT)

A formulagao mista dual com espacos de Raviart-Thomas, nomeada neste trabalho
como DMRT (Dual Mized Raviart-Thomas), é baseada na formulagao utilizando
espagos de aproximagoes estaveis, que foram propostos por Raviart e Thomas em [13].
Os espagos de Raviart-Thomas sdo caracterizados pela imposicao da continuidade da
componente normal da velocidade em conjunto com especificas interpolacoes descontinuas
para a pressao. Esta abordagem produz taxas 6timas para os campos de velocidade e

pressao além de conservacgao local e capacidade de simular problemas em meios heterogéneos.
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Esses espacos sao comumente referenciados por R7 ., sendo k£ > 0 a ordem de interpolacao

polinomial, que para elementos quadrilaterais podem ser definidos como

ur = {Vh € H(div); vi|x € Qui—1(K) x Qu_14(K),VK € Qh} ; (3.20)
Pr={an € L2(Q;anlx € Qur(K), VK € 0} (3.21)

onde Q; ; denota o espago das fungoes polinomiais de grau menor ou igual a ¢ para primeira
componente da variavel e menor ou igual a j para segunda componente da varidvel e
K é o elemento de referéncia. Devido & natureza vetorial das bases de Raviart-T homas,
o mapeamento do elemento de referéncia K para os elementos K € €2, é feito pela
transformada de Piola, que preserva o divergente e as componentes normais. Definindo um
mapeamento bilinear invertivel Fx = F 4, ., uma funcao vetorial ¢ em K & transformada

na fungao ¢ em K utilizando a transformacao de Piola,

1

p(x) = dot | DF (®)] [DF k(%) @(%) (3:22)

onde, x = Fg (X) e DFg(X) é a matriz jacobiana da transformacido Fr.
A Figura [3.2] mostra uma representacao gréfica de elementos bidimensionais do espago
RT 1, onde podemos observar as componentes normais nas interfaces dos elementos e a

quantidade de nés internos de cada elemento.

I

| +47 1 +4 [
11
b I

+4 [
I

Figura 3.2: Elementos quadilaterais R7T; (adaptado de [2]).

Assim, uma aproximagao numérica estével para o problema ([3.19)) pode ser estabelecida
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nos espacos (3.20) e (3.21)), como segue
Problema DMRT: encontrar o par [uy, pp| € Z/_I}’f X 75,’f, tal que

a(up, Vi) +b(vi, pr) = ¢(va),  Yvi €Uy,

b<uh7 Qh) = f(q}L)a VQh € 75/—:,

(3.23)

onde,

a(up, vy) = /QAuh cvpdx,  b(vp,qn) = — /Q div(vy) qn dx

C(Vh):—/rﬁ(vh'n)ds e f(Qh):_/QthdX-

No método DMRT, as equacoes descrevendo velocidade e pressao sao resolvidas
simultaneamente através do seguinte sistema misto formado pelas matrizes
A B"| |U C
= (3.24)
B 0| |P F
onde as matrizes A e B e os vetores C e F sao dadas pelos operadores a(-,-), b(-,-), ¢(:) e
f(+), respectivamente. Os vetores U e P representam os graus de liberdade da velocidade
e pressao, respectivamente. O sistema ¢ simétrico e nao positiva definida, devido ao
bloco nulo 0 na diagonal da matriz [30]. Esse fato impossibilita a aplicagdo de métodos
eficientes, como gradiente conjugado, para solugao do sistema, o que leva a uma limitagao e
dificuldades na solugao do sistema [38]. Além disso, o uso de espagos RT aumenta
significativamente a dimensao da matriz se comparado a aproximagcoes por elementos
finitos classicos que utilizam bases polinomiais de Lagrange. Para elementos quadrilaterais
o nimero de graus de liberdade dos problemas locais em fun¢do da ordem de aproximacao

polinomial £ > 0 adotada para a velocidade e pressao é dada respectivamente por

dim(RT4) = 2(k + 1)(k + 2), (3.25)
dim(Ly) = (k+ 1)°. (3.26)

De acordo com a andlise, que pode ser vista em [13] 2], a formulagao (3.23]) apresenta
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as seguintes estimativas de erro na norma L?({2)

o =yl < CR* fafe, (3.27)

Ip = pully < CH** ' plisr. (3.28)

3.2.2 Formulacdo Mista Dual Estabilizada (CGLS)

Em [I§], Correa e Loula propuseram o método CGLS (Continuous Generalized Least
Square), em que termos de estabilizacao sao incorporados a forma fraca dual ,
originando uma formulacao mista dual estabilizada que permite uma maior flexibilidade
na escolha de espacos de aproximagao para pressao e velocidade, tal como o uso de bases
lagrangianas de mesma ordem para ambas as variaveis. Os termos adicionados sdo advindos
de residuos de minimos quadrados relacionados a Lei de Darcy, ao balango de massa e ao
rotacional da Lei de Darcy. Dessa forma, para introduzir o método CGLS, primeiramente

definimos os seguintes espacos

W =WpNVE, (3.29)
S =0, N HY(Q)\R, (3.30)

onde Wp, VI e Q) sdo definidos como

Wy = Hy(div) N H(rot) n [H'(@)]", (3.31)
VE— {vh e [ ivilx € [Qu(Q) VK € Qh} , (3.32)
Of = {an € C%Q); aul € QUQ), VK € U}, (3.33)

onde Q,(2) representa o espaco de funcoes polinomiais de grau menor ou igual j associados
a elementos quadrangulares e K é um elemento retangular da malha €2,. Podemos entao
escrever o seguinte problema,

Problema CGLS: encontrar o par [uy,pp] € WE x S, tal que

Accrs([un, pul; [Vi, @) = Foors([Vi, an)),  Y[un,pn] € WE x S} (3.34)
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Figura 3.3: Elementos continuos bilineares Q;Q;.

com

Accrs([an, pr); [Vi, an]) = /QAuh'Vh dx — /Qph div (v,) dx — /Qdiv (ap) qndx,

+ 01 /Q K (Auy, + Vpy) - (Avy, + V) dx,

(3.35)
+ 52/ A~ div (uy) div (vy) dx,
Q
+ (53/ A rot(Auy,) rot(Avy,) dx,
0
e
Foars([va, an]) = 52/914_1 fdiv(vy) dx — /Qth dx — /Fﬁ(Vh -m) ds, (3.36)
onde A = ||K||o, com || - || sendo a norma do maximo. Os pardmetros adimensionais dy,

09 e 03 que multiplicam os termos de estabilizagdo possuem um valor fixo como adotado
em [I§]
0, = —0,5; 0y =0, 5; 03 =0,5. (3.37)

O método estabilizado (3.34]) apresenta as seguintes estimativas de erro adotando [ = k,
para k > 1, na norma L?(2) [18§]

lu —w | < CHMHu e, (3.38)

I — pull < CH*plisa. (3.39)

O método proposto por Correa e Loula [I8] apresenta taxas de convergéncia semelhantes
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a aproximacao de Raviart-Thomas, porém com menos graus de liberdade (como pode
ser visto na Figura [3.3)). No entanto, este método é nao-conservativo e nao permite
o tratamento de problemas com campos de permeabilidade heterogéneos por empregar

espacos de aproximagoes continuas para a velocidade.

3.3 Formulacoes Mistas Hibridas para o Problema de
Darcy

Os métodos hibridos consistem na resolucao de um problema global em (2, construido
a partir de problemas locais descontinuos definidos em cada elemento K € €2, como visto
na Figura [3.4] A ligacdo entre o problema global e os problemas locais é feita através
de multiplicadores de Lagrange, que sao definidos nas arestas e de um elemento K, de
forma a impor de forma fraca as condigoes de fronteira/interface em cada elemento da
malha. Em outras palavras, os métodos hibridos visam dividir um problema definido em
2 em varios subdominios §2;, de forma a utilizar multiplicadores de Lagrange para impor
fracamente condigoes de contorno em cada subdominio.

A introducao dos multiplicadores de Lagrange pode ser feita de formas diversas, tal como
descrito por Raviart e Thomas [39], que propuseram uma formulagdo onde o multiplicador
é escolhido como o fluxo normal. A escolha do multiplicador como o traco da variavel de
interesse, ou seja, o valor da varidvel no contorno/interface de cada subdominio, permite a
utilizagao da chamada técnica de condensagdo estdtica [40], 38], que consiste na formagao
de um sistema global que envolve somente os graus de liberdade dos multiplicadores de
Lagrange através da eliminagao das variaveis de interesse no nivel de cada elemento.

Uma grande vantagem dos métodos hibridos é a diminui¢ao do custo computacional
para obtencao da solucao numérica, que é obtida pela reducao do tamanho do problema
global a ser resolvido [3]. Essa redugao acontece devido a escolha dos multiplicadores
e o emprego da condensagao estatica, que condensa o problema nos multiplicadores de
Lagrange, resultando em uma redugao no nimero de graus de liberdade, por conseguinte
no custo computacional. Apesar da necessidade da solucao de problemas locais em uma
etapa seguinte, esses problemas sao pequenos e computacionalmente despreziveis em
comparagao com o problema global. Além disso, devido as caracteristicas descontinuas

desta metodologia, os problemas locais permitem o uso de técnicas de paralelizacao que



38

Problemas Locais

% a % al Problema Global

x| O O x| O O | % ' % HK—XK
X ) X
* O O x| O O X X X X

X Ead s % —¢ H—
X| O O |x| O O |X X > ¢ X
X > X

X[ o olx| o O X S« 3¢ e 5¢
% 3% ¥ % Multiplicadores de Lagrange

Variaveis

Figura 3.4: Problemas locais e global no método hibrido [3].

podem aumentar a eficiéncia computacional, principalmente em problemas que utilizam
aproximacoes de alta ordem.
Para apresentar uma aproximagao para o problema misto dual (3.19)), que é definido

em cada elemento K € €, com [uy, pp] € UF x Q! onde

/ Allh *Vp dx — / Ph div (Vh> dX"F/ Ph (Vh . IIK> ds = 0, VV}L c Z/{;’f, (340)
K K 0K

— /Kdiv (up) g dx = —/Kfqh dx, Vg, € Q), (3.41)

ressaltando que agora [uy, pp| € [Vh, qn] estdo restritos ao elemento K e ng denota o vetor
normal ao contorno K do elemento K. Os espagos UF e Q! devem ser escolhidos de
forma a satisfazer a condi¢cao de compatibilidade para os método mistos, como uso dos
espacos R7T ou uso de métodos estabilizados. A pressao que é definida nas arestas do
contorno 0f) satisfaz as condi¢oes de contorno como pyle = p, Ve € K N EY, todavia
a pressdo quando calculada nas arestas interiores (pyle, Ve € OK NEY) é uma incognita a
ser determinada. Neste contexto, inserindo uma nova variavel ao sistema —, o}
multiplicador de Lagrange A = pl., Ve € &, definido no espago

b= {uh € L*(&); pnle = pm(e), Ve € &), unle = p,Ve € S,?} : (3.42)

onde p,,(e) expressa os espagos das fungoes polinomiais de grau menor ou igual m sobre
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cada aresta e, apresentamos o seguinte problema, que é somado sobre todos os elementos
K que formam a malha €2,

Encontrar o par [uy, pn] € UF x Qe o multiplicador de Lagrange A\, € M, tal que

> {/ Auy, - vy, dx —/ pp, div (vy) dx+/8 An (Vi - ng) ds} =0, Vv, €U, (3.43)
K K K

KeQy,

> {—/KdiV (un) gn dx + /Kfqh dX} =0, Vgr € Q, (3.44)

KeQy,

Z /dK ,uh(uh . DK) ds = O, \V/Mh € Mhm

KeQyp

(3.45)

O espaco M} é definido como
A = {,uh € L*(&,); tnle = pm(e), Ye € &), unle = 0,Ve € 5}‘?} : (3.46)

No sistema acima a equacao impoe fracamante a conservacao local de massa
entre os elementos forcando a continuidade da componente normal da velocidade.

E importante ressaltar que, assim como o método misto dual , o método hibrido
— necessita cumprir as condicoes de compatibilidade entre os espacos de
aproximacao [41], B0, B2]. Uma alternativa para superar esta condigdo foi proposta e
analisada por Cockburn et al. em [41] adotando elementos triangulares com k =1 = m,
onde um termo de estabilizacao relacionado ao multiplicador de Lagrange definido nas
arestas dos elementos ¢ incluido ao sistema — originando o seguinte problema

Achar o par [uy,pn] € UF x Qb e o multiplicador de Lagrange \, € M, tal que

3 [/ Awy vy dx = [ pdiv(v) dx+/8 M (Va i) ds| = 0, Vv € U, (3.47)
K K K i

KeQp

> [—/Kdiv (un) qn dx — /8K(>\h — Pn)qn ds + /Kth dx| = 0, Vg, € Q. (3.48)

KeQy,

Z [/ pp(ay - ng) ds +/ (An — o) ds| =0, Yy € M.
Keo, Lok oK ]

(3.49)
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Definido nos seguintes espacos de fungoes quebradas

Ut = {wi € [L2(K)]" vl € [QuEP VK € 0}, (3.50)

Q) = {Qh € L*(K);vh|x € Qi(K),VK € Qh} - (3.51)

Contudo esta abordagem afeta a conservagao local do método devido ao termo de
estabilizacao adicionado a equacgao . Assim, buscando métodos hibridos mistos
localmente conservativos para tratar de forma eficiente o problema do escoamento bifasico
, estudamos duas formulacoes hibridas para o problema de Darcy . A primeira,
adota espacos de Raviart-Thomas como func¢oes de base da formulagao hibrida mista dual
—, que se beneficia da imposicao fraca da continuidade da componente normal
da velocidade pela introdugao do multiplicador para cumprir a propriedade de conservagao
local e relaxar as restrigoes dos espagos de Raviart-Thomas [30, B1], 32]. A outra opgao
emprega estabilizagdes de minimos quadrados, como em [I8], para derivar um método
misto hibrido dual introduzido por Nunéz et al. em [23], que além de ser um método

localmente conservativo é estavel para uma gama de opcoes de espagos de aproximagoes.

3.3.1 Formulacdo Estdvel Hibridizada (DHMRT)

Nesta secdo apresentamos uma forma estavel para a formulacao mista hibrida dual
(13-43)-(3.45]) utilizando os espagos de Raviart-Thomas (3.20)), porém a restrigdo de u,, €
H(div) é relaxada e imposta fracamente através da equagao (3.45]). Dessa forma, definimos

o seguinte espago de fun¢des quebradas com aproximagoes RT
U = {vi, € [L2(Q)% valk € Qup—1(K) x Qi1 k(K), VK € Q). (3.52)

Na Figura |3.5) ¢ mostrado uma representacao dos elementos de primeira ordem de
Raviart-Thomas e com os multiplicadores de Lagrange definidos nas arestas dos elementos.

Objetivando construir a formulagdo hibrida estdvel DHMRT (Dual Hybrid Mized
Raviart-Thomas) a partir da formulagao hibrida mista dual — Nnos espacos
estaveis que cumpre a condicao de compatibilidade —, apresentamos o seguinte
problema:

Problema DHMRT: encontrar o par [un,pp| € Z;l,’f x Pk e o multiplicador de Lagrange



41

rt t 1
Jra []]+a [
I I
t 1 f 1
:+4 ::+4:
U U

Figura 3.5: Elementos descontinuos de Raviart-Thomas de primeira ordem utilizados no
método DHMRT (adaptado de [2]).

An € M, tal que

ag" M ([ag, prl; [Vas an]) + 0T (N, vi) = FRTM (qn), VIva, an) € Z;’i’f x Py (3.53)

Z bgHMRT(Mha uh) =0, \V/Mh € MZL (354)

KeQy

com

ag M ([w, prl; Vi an]) = /K Auy, - vy dx — /Kph div (va) dx

- /K g div (u) dx (3.55)
bID<HMRT ()\h7 Vh) = /8[{ )\h (Vh : HK) ds (356)
FRIMEE (g) = — /K f an dx. (3.57)

O problema misto DHMRT composto pelos problemas locais dados em e o
problema global apresentado em , devido a estabilidade adquirida pelo uso das
funcoes de interpolagdao de Raviart-Thomas, permite o uso da técnica de condensacao
estatica onde os graus de liberdade das variaveis de interesse sao condensados no nivel
do elemento dando origem a um problema global em func¢ao apenas dos multiplicadores
de Lagrange. Esta abordagem reduz significativamente o custo de resolu¢ao do problema
global, pois a variavel global é um escalar, o multiplicador, relacionado ao campo de
pressao nas arestas dos elementos. Além disso, o sistema linear resultante da matriz global,

contorna as desvantagens em utilizar o método de elementos finitos mistos que origina
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uma matriz simétrica que é altamente nao positiva definida por possuir um grande bloco

de zeros em uma posigao diagonal [30].

3.3.2 Formulac¢do Hibrida Mista Dual Estabilizada (SDHM)

Dentre das opgoes estaveis e localmente conservativas de métodos hibridos para o
problema de Darcy, o método de elementos finitos mistos hibrido SDHM (Stabilized Dual
Hybrid Method), proposto por Nunéz et al. em [23], alia conservagao local, flexibilidade na
escolha de espacos de aproximagao e a possibilidade de tratamento de descontinuidades,
uma vez que os métodos hibridos, por sua natureza descontinua, herdam as propriedades
dos métodos de Galerkin descontinuo. Os termos de estabilizacao utilizados, sdo as mesmas
estabilizagOes baseadas em residuos de minimos quadrados da formulacao CGLS [18]. A
Figura [3.6| apresenta um esquema dos elementos de primeira ordem com os multiplicadores
de Lagrange.

Para derivar o método SDHM, partimos da formulacao DHMRT - e
incluimos os termos de estabilizacdo da formulacao CGLS definidos em cada

elemento K € €y, obtendo o seguinte problema

O Ofx|O O
O Ofx|O O
O O x|O O
O O x|O O

Figura 3.6: Elementos de primeira ordem com os multiplicadores definidos nas arestas.

Problema SDHM: encontrar o par [un,py] € UF x Q' e o multiplicador N, € M,
V[va, qn] € UF x Qe Yy, € My, tal que

ai” M ([n, pal; [vis an]) + 057 s [vis an]) = fRPY (Vi an)) (3.58)

S 0PN (s [an, pa]) = 0, (3.59)
KeQy,
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com

af{DHM ([ _ DHMRT

W, prl; [V, Gn]) = ag ([un, pal; [Va, an]) (3.60)
46 /K K(Auy, + Vpp) - (Avy, + Vau)dx
+ 6y /K A~ div (up) div (vi) dx
+ 53/ A rot(Auy) rot(Avy,) dx,
K
bR (s [Va, qn]) = DRI (A, Vi) (3.61)

R (i, an)) = FRTMT (gn) + 52/}(1471 J divvy, dx, (3.62)
onde os espagos de aproximacao sao dados por

Ut = {wi € [L2(K)]" vl € [QuEP VK €}, (3.63)

Q) = {an € LAK); valx € Qu(K), VK € O} (3.64)

Como pode ser visto, o problema SDHM — é diferenciado do método
DHMRT — pela inclusao dos residuos de minimos quadrados relacionados a
Lei de Darcy, ao balanco de massa e ao rotacional da Lei de Darcy que proporciona ao
método estabilidade no nivel do elemento e permite o uso da metodologia de condensagao

estatica para a resolucao do problema.

3.3.3 FEstratégia de Resolucdao

Para aplicar a técnica de condensagao estatica para resolver os sistemas —
e — relativos as formulagoes hibridas DHMRT e SDHM, respectivamente,
consideramos A g a matriz gerada pelas formas para o método DHMRT e ((3.60))
para o método SDHM, By a matriz gerada pelas formas bRFTMEL (..} definida em (3.56)
ou bpPHM (..} apresentada em e Fi o vetor formado por para o método
DHMRT e para o método SDHM. Assim, podemos reescrever os problemas locais
(3.53) para o DHMRT ou para o SDHM e os problemas globais para o
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DHMRT ou (3.59)) para o SDHM na seguinte forma matricial

AxU +BgA =Fg, VK € Q, (3.65)
> ByU=0. (3.66)
KeQy,

Como A é positiva definida, podemos isolar o vetor U, formado pelas variaveis (uy, pp),

na equagao (3.65)), obtendo

U=A (Fx —BgA), VK € Q. (3.67)

Substituindo a relagao (3.67]) em (3.66]), chegamos a um sistema global somente em relagao

a A formado pelos multiplicadores de Lagrange

> BRABrA= > BLAL'Fg. (3.68)
KeQy, KeQy,

O processo apresentado em — ¢ a chamada condensagao estatica, em que o
problema global é reescrito unicamente em termos do multiplicador de Lagrange. Apos
o sistema ser resolvido, substitui-se A em e o vetor U = {uy, ps }, pode ser
encontrado em cada elemento da malha Q. Segundo [23], a matriz resultante em (3.68)) é
bem condicionada, o que garante uma boa aproximacao.

Podemos observar que a introducao da condensacao estatica diminui a quantidade de
graus de liberdade do problema global, pois é reescrito em termos somente do multiplicador.
Esse fato leva & uma reducao do custo computacional necessario para solu¢ao do problema
global, diminuindo o custo do método como um todo, pois os problemas locais podem ser

considerado despreziveis frente ao global.

3.4 Resultados Numéricos

Nesta secao, resultados de experimentos numeéricos sao apresentados visando comparar
os métodos DMRT, CGLS, SDHM e DHMRT. Uma comparacao dos elementos utilizados
em cada método é mostrado na Figura [3.7 O desempenho desses métodos é testado
através de estudos de convergéncia realizados em um dominio quadrado €2 = [0,2] x [0, 2]

e escolhendo o tensor de condutividade hidrdulica como tensor identidade, K(x) =1. A
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seguinte solucao exata sera utilizada

L o cos(mzx) sin(my) | (3.60)
sin(mx) cos(my)

p = sin(7x) sin(my) (3.70)
para
f = 4r?sin(mx) sin(7my). (3.71)
DMRT DHMRT CGLS SDHM
r 1
+4 +4
P Vo

Figura 3.7: Comparacao entre os graus de liberdade dos elementos de primeira ordem
utilizados nos método DMRT, CGLS, SDHM e DHMRT.

A condicao de contorno adotada para os métodos sera a de Dirichlet, em que o valor de p
é dado pela solugao exata avaliada na fronteira I'.

As simulagoes sao feitas utilizando malhas de 16, 64, 256, 1024, 4096 elementos
quadrilaterais empregando interpolacoes de igual ordem para pressao, velocidade e
multiplicador, bilineares, k¥ = [ = m = 1 ou biquadraticos, £k = [ = m = 2. Nas
Figuras e sao mostrados os resultados do estudo de convergéncia para velocidade e
pressao, respectivamente.

Pode-se observar nas Figuras [3.8 e [3.9 que as taxas de convergéncia seguem o que

é esperado dos métodos DMRT e CGLS, segundo as estimativas (3.27)), (3.28), (3.38)) e

(13.39), que estimam uma taxa de convergéncia da ordem de k + 1. J& os métodos hibridos
SDHM e DHMRT apresentam o mesmo comportamento dos métodos CGLS e DMRT.
Podemos verificar que o erro de DHMRT ¢ idéntico a DMRT, o que é esperado pois o
método DHMRT é uma hibridizacdo de DMRT. Em geral, os métodos que utilizam bases
RT ) apresentam uma melhor precisao que os demais métodos estudados.

Um estudo andlogo ao realizado na Figura [3.8] é apresentado na Figura [3.10] porém

usando como parametro, ao invés da dimensao do parametro de malha, o niimero de graus



—>— DMRT
—o— DHMRT
—e— SDHM
—o— CGLS

2

1 1.5
—log(h)

(a) Bilinear

log([Ju — uyl])

46

—— DMRT
—o— DHMRT
—e— SDHM
—o— CGLS

AN

1

1 1.5
—log(h)

(b) Biquadratico

Figura 3.8: Estudo de convergéncia h da aproximacao uy, comparando os métodos DMRT

DHMRT, SDHM e CGLS na norma L*((Q2).

—— DMRT
—o— DHMRT
—e— SDHM
—o— CGLS

2[5

1

1 1.5
—log(h)

(a) Bilinear

log(|[p — pall)

?

—— DMRT
—o— DHMRT
—e— SDHM
—o— CGLS

AN

1

1 1.5
—log(h)

(b) Biquadratico

Figura 3.9: Estudo de convergéncia h da aproximacao p,, comparando os métodos MRT,

DHMRT, SDHM e CGLS na norma L*(Q).
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de liberdade do problema global (#DoF}) que esta relacionado ao nimero de equacoes do
sistema global. Podemos observar, neste estudo, que em relacao ao nimero de graus de
liberdade o método DMRT se mostra menos preciso que os métodos SDHM e DHMRT.
Destacamos os resultados apresentados pelo método DHMRT, que apresentou maior

precisao que os demais métodos.

2F —— DMRT 7 2F —— DMRT 7
B —o— DHMRT - B —o— DHMRT -
—— SDHM —— SDHM 1
0F —o— CGLS 0F —— CGLS
ERY 3 Fa
| g E | g E
= -2F = B -2F 4
W L f WL
<2 8F E 2 8F E
4r - Ar -
i \\\l\\\\\\\\\l\\\\\\\\\l\\\\\\ | i \l\\\\\\\\\l\\\\\\\\\l\\\\\\\\\l |
2 3 4 2 3 4 5
—log(#DoF) —log(#DoF,)
(a) Bilinear (b) Biquadréatico

Figura 3.10: Estudo de convergéncia da aproximac¢ao u;, em relagdo ao nimero de graus
de liberdade (#DoF,) comparando os métodos MRT, DHMRT, SDHM e CGLS na norma
L*(Q).

A Figura apresenta resultados empregando interpolagoes R7T o para os métodos
DMRT e DHMRT, onde podemos observar que ambos os métodos apresentam o mesmo
erro, como visto em resultados anteriores. Importante ressaltar que os métodos SDHM e
CGLS nao foram simulados neste caso por conta da perda da estabilidade obtida pelos
termos de estabilizagdo de minimos quadrados, uma vez que estes termos sao anulados para
interpolagoes de ordem zero. Por outro lado, a Figura mostra um estudo em fungao
dos graus de liberdade (#DoF,) comparando os métodos DMRT e DHMRT utilizando
elementos R7T e bilineares para os métodos SDHM e CGLS. Os resultados mostram que

para dimensoes semelhantes do sistema linear, temos uma melhor precisdo dos métodos

SDHM e CGLS se comparado a DMRT e DHMRT.
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—log(h) —log(#DoF,)
(a) RTo (b) RTo/Bilinear

Figura 3.11: Estudo de convergéncia da aproximacao u,, utilizando espagos R7T para os
métodos DMRT e DHMRT e Linear para SDHM e CGLS.

3.4.1 Convergéncia-p

Nesta secao apresentamos os estudos de convergéncia p para os métodos DMRT, SDHM
e DHMRT. Adotamos uma malha de 16 x 16 e consideramos para os métodos DMRT e
DHMRT k=1=m =10,1,2,3,4 e para o método SDHM k =1=m = 1,2,3,4,5. Os
resultados podem ser vistos na Figura [3.12] Os resultados mostram que a medida que
aumentamos o grau do polindmio, o nimero de equacoes gerada pelo método DMRT se
torna muito maior do que os sistemas gerados pelos métodos SDHM e DHMRT. Além
disso, fixando o ntimero de graus de liberdade, o método SDHM se mostra muito mais

preciso que os demais.

3.4.2 Comparacao Entre a Dimensdao dos Problemas

Nesta secao analisamos a dimensao dos problemas globais e locais dos métodos DMRT,
CGLS, SDHM e DHMRT. Para tento, adotamos uma malha de 1024 elementos para
apresentar os resultados, que podem ser vistos na Figura |3.13| para polindomios bilineares e

biquadraticos. Devido a elevada discrepancia entre a quantidade de graus de liberdade para
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2 —— DMRT 2 —— DMRT
i —o— DHMRT | - —o0— DHMRT |
Or —— SDHM | Uy —— SDHM ]
= 2 | = :
s | | £ | |
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log(#DoF,) log(#DoF)
(a) Velocidade. (b) Presséo.

Figura 3.12: Estudos de convergéncia-p para os métodos DMRT, CGLS, SDHM, DHMRT
na norma L?(Q).

problemas locais e globais, os resultados sao apresentados em escala logaritmica. Podemos
observar que o método DMRT sempre apresenta um maior nimero de graus de liberdade
para o problema global, que ¢ devido a aproximacao simultanea da pressao e velocidade,
aliado ao alto nimero de graus de liberdade do elemento R7 ;. Como o método CGLS
utiliza interpolagoes continuas, inicialmente para o caso linear ele apresenta um menor
numero de graus de liberdade que os métodos hibridos, mas a medida que aumentamos o
grau do polindmio interpolador, observamos que os métodos SDHM e DHMRT apresentam
os menores valores de graus de liberdade. Para os problemas globais é interessante notar
que os métodos DMRT e CGLS, por serem métodos mistos classicos, nao apresentam
graus de liberdade locais. Em contrapartida, SDHM e DHMRT possuem problemas locais
em cada elemento muito pequenos em comparagao aos problemas globais, sendo o método

SDHM com menor problema local.
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Figura 3.13: Numero de equacoes geradas pelo sistema global e local pelos métodos DMRT,
CGLS, SDHM e DHMRT.

3.5 Conclusoes

De acordo com os resultados apresentados nesta secao, o método de Raviart-Thomas
classico (DMRT) e sua hibridizagao (DHMRT) se mostraram mais preciso que os demais
métodos quando comparados em relagao ao parametro de malha h. Todavia, o mesmo
comportamento nao ¢ observado quando usamos como parametro o nimero de graus de
liberdade da matriz global #DoF;. Neste caso, os métodos hibridos se mostram mais
precisos em relacao ao nimero de equagdes do problema global que o DMRT, que fica
ainda mais evidente quando aumentamos o grau do polinémio de interpolacdo, como
vimos no estudo de convergéncia-p. Em relacao aos métodos hibridos SDHM e DHMRT,
o método estabilizado DHMRT se mostra mais preciso que o método SDHM, porém o
método DHMRT apresenta problemas locais de maior dimensao que o SDHM devido ao
uso das bases RT . Além disso, os métodos hibridos apresentam um problema global
menor do que os métodos mistos classicos como o CGLS para ordens polinomiais maiores
que 1. Dessa forma, aliando custo computacional e precisdo numérica, observamos que os
métodos hibridos se mostraram mais adequados para tratar o problema de Darcy, pois
assim como o método DMRT, eles também conservam massa e tem a flexibilidade de

tratar problemas com descontinuidade caracteristicos de meios porosos heterogéneos.
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4 METODOS NUMERICOS PARA
A EQUACAO DO TRANSPORTE
DE FASES

No presente capitulo sera estudado a metodologia numérica que serd utilizada para se
obter solugoes para a equacao de transporte de fases, de modo a simular escoamentos em
meios porosos. A equacao ([2.10)) é escrita na forma da lei de conservagao hiperbdlica, que

de forma genérica é dada por

0
qbas(x, t)+ VF(s(x,t)) =0, (4.1)
sujeita a condigao inicial
5(x,0) = so(x), VxR (4.2)

Devido as caracteristicas do escoamento em meios porosos, principalmente em meios
com propriedades heterogéneas, a condicao CFL é atendida em passos de tempo muito
reduzidos. Nesse contexto, no presente trabalho utilizaremos o método KT para encontrar
a solucao da equacao de transporte de fases . Dessa forma, garantimos uma baixa

difusdo numérica, devido ao esquema KT ser de segunda ordem e semi-discreto [5].

4.1 Malha de Volumes Finitos

Seja o dominio 2 C R?, dividimos esse dominio em volumes de controle ou células
retangulares, como mostra a Figura 4.1}, formando a malha €2;,. Denotamos por C; € €,
uma célula de uma malha em uma dimensao e Cj; € 2, uma célula de uma malha em
duas dimensoes. O volume é cercado e demarcado pelas superficie de controle ou faces ]:]’
ou ]-;k, sendo ¢ o indice das faces. Em uma dimensao, o dominio é dividido em células de
comprimentos iguais. Na Figura [4.2| é mostrada a organizacao e notacoes adotadas para

malha unidimensional. A letra j indica a célula atual, j + 1 a célula a direita, j — 1 o
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volume & esquerda, j — 1/2 e j + 1/2 referem-se a face esquerda e direita, respectivamente.

Figura 4.1: Malha retangular de volumes finitos.

O caso bidimensional ¢ analogo ao unidimensional, como pode ser visto na Figura 4.2
A nomenclatura na direcdo = é idéntica a em uma dimensdo. Para a direcdo y a letra k a
posigao no eixo y da célula atual, k4 1 a célula a cima, k — 1 o volume a baixo, k —1/2 e
k 4 1/2 referem-se a face inferior e superior, respectivamente. O lado esquerdo e direito de
uma mesma face de uma células é referenciada por — e +, respectivamente. Analogamente
para o caso bidimensional, o simbolo + refere-se a porcao superior de um volume e — a

porcao inferior.

-+ 31 -4+ 3 -+ g+l -

-1/2 +1/2

Figura 4.2: Organizagdo de uma malha unidimensional de volumes finitos [4].

4.2 Algoritmo REA

Muitos esquemas de alta ordem modernos, como o método KT, sao baseados no
algoritmo REA (Reconstruct-Evolve-Average) de [28]. Essa metodologia define trés etapas

principais para solucao de equacgoes hiperbdlicas: reconstruir, evoluir e calcular a média.
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Figura 4.3: Notagoes para malha de volumes finitos.
Reconstruct

Seja €2 um dominio discretizado em células C;, e 57" seja a aproximagao da quantidade
conservada s(x,t) na célula C; e tempo t". Entao, a etapa de reconstrucao visa reconstruir

uma funcdo polinomial S”(x) para todo x € C; de forma que S™(x;) = S7.

Fvolve

A equacao hiperbdlica é evoluida no tempo com base nos dados calculados na etapa
anterior. A evolucdo ¢é feita em uma malha alternada, com a célula D; deslocada em

comparagao com o volume C;, obtendo S%jl.

Average

Conhecido também como projecdo, nesse passa o valor de Sj'»”rl ¢ calculado usando a

média da saturacao em cada célula, usando a funcao polinomial reconstruida no tempo t",

Sprt(%).
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Entéo, o algoritmo é repetido até que o tempo final seja alcancado. Na Figura [4.4] é

mostrado um esquema grafico dos trés passos do algoritmo REA.

| |
~ I | |
Reconstrucao

| >

| | |

Evolucao .. . . -
H - SR

Projecao ‘ | | ‘

Figura 4.4: Esquema grafico do algoritmo REA.

4.3 Meétodo de Kurganov-Tadmor

O método de Kurganov-Tadmor [5] é um esquema central de segunda ordem semi-
discreto, que pode ser derivado utilizando o algoritmo REA com aproximagoes por partes
do tipo MUSCIH [42]. Neste contexto, derivamos o método KT para o caso geral de
uma equagao diferencial parcial hiperbdlica unidimensional escrita em uma forma de

fluxo-divergente homogéneo, como

—s(x,t) + ij(s(x,t)) = 0. (4.3)

Monotonic Upstream-centered Scheme for Conservations Laws
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Assim, definindo S} a aproximacio da quantidade conservada s(x,t) na célula C; e no

tempo t", iniciaremos pelo passo da reconstrucao.

Reconstrucao

Aproximamos a solugdo no tempo t" através de funcoes polinomiais portes dadas por,
sz, t") Z Si(x =3[0+ (Su)j@ —2))] - Xy(w), Va e (4.4)
J

onde

1, iL'ECj,

0, caso contrario

e (S;)} € a aproximacdo de ds(z;,t")/0z.
A caracteristica que torna nao-oscilatorio os esquemas centrais, como o método KT, é
a escolha adequada na forma de aproximar essas derivadas. Um operador utilizado para

encontrar (S,)} que garante a segunda ordem do método e evita oscilagdes é o limitador

MinMod [B, 27], que é dado por

A‘5'+1/2 ASY ~1/2 AS+1/2 OAS
Axr 2Ax A

(S:)} = MinMod <9 ;”) L 1<6<2  (4.6)

onde AS?, |, = 57, — SP, AS? |, =8P — 57

™1, 0 € o parametro do limitador que ¢ dado

no intervalo 1 < 6 < 2 e o operador MinMod pode ser calculado usando (4.7)).

min{¢;}, se ¢ >0 Vj,
MinMod(q1, G2, - Gn) = { max {¢;}, se ¢ <0 Vj, (4.7)

0, caso contrario.

Os limitadores de fluxo, como o MinMod, sao utilizados para evitar oscilagoes espirias
em esquemas de alta ordem. Basicamente, os limitadores funcionam limitando derivadas

espaciais nas regioes proximas ao choque e descontinuidade.
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Evolucao

Para dar o passo evolutivo é preciso conhecer a velocidade de propagacao das faces das

células, que podem ser avaliadas da seguinte forma,

ajp12 = maX{ ;SF (S;r+1/2> , 383F< j_+1/2> }, (4.8)
aj 10 = max{ aasF (S;r_l/2> , aasF (Sj__l/2> }, (4.9)

sendo S| /o 0 valor da reconstrugao S’J"(x) no ponto (zj11/2,t") e, de forma andloga,

S;r_l /o ¢ 0 valor da reconstrugao S’]”(x) no ponto (x;_1/2,t"), que sdo calculados utilizando

S;+1/2 = an+1 - A;;(Sw)?ﬂ
jrije =55+ A;(Sz)?

SF = 5 - LS

Si1p =S+ A;(Sx)?_l

Conhecida a velocidade de propagacao da faces, podemos determinar os novos volumes

da malha deslocada (ver Figura , que estao localizados em

n — n . n
Rj—1/2 = {%‘—1/2,17 ‘Tj—l/Q,r} )
n n . n

Rj = {‘ijl/Q,r7 xj+1/2,l} )

n — n . n
Ry = {%‘H/Q,l’ f’fj+1/2,r} ,
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onde
Tii1/2,0 = Tiv1/2 = Ay AL
Tiv1ja,r = Tirj2 + QG At

n _ . _ n
Li_1/2,1 = Lj-1/2 CL]‘71/2A75

Ti1jo,r = Tj-1/2 + a5y A

n+l

SFH

N
Siiin

Sit12

X
X LSNP 321
b i e i e ,
. . X.
i1 Xin j Xian j+l

Figura 4.5: Representagao grafico do método KT [5] [6].

Projecao (média)

Integrando a lei da conservagao hiperbolica em R? X [t",t"!] obtemos as médias
das solugdes W™ (R") em malha deslocada no préximo passo de tempo, com i = j —
1/2 ou j +1/2. As médias W™ (R?) sdo utilizadas para reconstruir fungdes polinomiais

@ (z), dadas por
w;‘irllm(f) = W/f++11/2 + (w?ifm)x : (m - $j+1/2) J

e = Wikla+ (witi), - (w12 = 7).
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que sao, entao, projetadas na malha original para encontrar S]’-”rl da seguinte forma,

1
n+1 o 1 n+1 ~n+1
St = Ax [/m Wit (2 d:v+/ W) (@) do + - Wi (x) d:z:] . (410
]+1/ 2 J
sendo R} a regido de R? que é interior a célula C; e R; a regiao de R!' que é exterior a
célula.
Para construir a formulagao semi-discreta do método KT, precisamos calcular o seguinte
limite,
S;(t + At) — S;(t) Sprt—sn q

. _ . ]
Jim A = Jim == 2 5i(t).

Utilizando (4.10]) para encontrar d.S;(t)/dt, com w;fllm( T) = Wjy1/2(x, t + At), temos,

dt At—0 At At—0 At | Az Jrt

Sytt —gp 1[1
iSj(t) = lim 22— = lim {/ "t (x) dr
—1/2

1 / Sntl
Wi () de
Aa: 12 J+1/2

Alx/ H(2) do — S"} (4.11)

As integrais de (4.11]) sdo calculadas da seguinte forma

| @@ de = WL @) R, (4.12)
j+1/2
~n+1 o n+1
- 0 (x) de = W (x) ’R;“ , (4.13)
J
L. @@ de = Wi, @)[RE ), (4.14)

j—1/2



onde ’R

j+1/2)°

ﬂ e ‘R;r_l/Q’ sao dados por —

+ _ n n _n
‘Rj+1/2’ = Tiy1e — Tipage = Q1AL

-+ _.n n _.n
‘Rj—1/2‘ = Tjy1/2,1 — Tj—1/2,r = aj+1/2At7

’Rﬂ =10, — Ty = Ax — (a?+1/2 + a?“/Q) At

Substituimos os valores de (4.12))-(4.17) em (4.11)), resultando em

d CL? n41 J+1/2 n+1
dtsj(”‘i?llo{ e Wi+ =y Wi
i T 0|y ST
wprt — L4,
[ Azx J At

29

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

Em seguida é preciso encontrar as solugdes W™, que estao no tempo "' na malha

deslocada:
anl1/2 s(z, ") da
’ J+1/2‘ Ry
1 " an
- ’Rn+1/2‘{ R_7_+1/2 S]+1< ) d+ Rj‘H/Q Sj (SL’) dx
‘ /t a+1/2,r7t)) —F (s (‘”?ﬂ/z,l,t))} dt}
J+1
= Sgn+1 + ST + Az — ZiJrl/zAzf {(Sx);l - (Sx)?ﬂ}
n+1
/ /t + j+1/2,r7t)) —F (8 (xg-‘ﬂ/z’l,t))} dt},
J+1 2
i noA noA
Wit = S 2+ S x a4]_1/2 t [(S2)7y = (Sa))]

(4.19)
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W ([ s = [ 1P G ) = (s ()] e}
j J

j4+1/2

(a?_l/Q + a?+1/2> At (5"

n+1
- ‘Pf‘ P G () = P (s agant))) ) o
]

As integrais no tempo em (4.19)-(4.21)) podem ser resolvidas numericamente aplicando a

regra do ponto médio. Entao, tem-se

ST+ S;? Ax — a?H/zAt

Wik = 2+ = [(S0)] — (S.)j]
L (r (s ) - (s, (122)
j+1/2
W, = S S AT G g (s,
o PSR ()] (123)
j—1/2
PG IRT AL
Jj— J 4 x/j
— 1 nt+1/2 ) n+1/2
T3 (ar b at) F(Sien) = F(Si5,)] - (42

A notacao adotada foi S;fll/;l = Sjt1/2,1(t + At/2), por exemplo. A solugdo no passo

t"+1/2 pode ser encontrada utilizando expansao de Taylor aplicada & lei de conservacao

@3).

Sj+1/2,z ~ j+1/2,l_7[F( J+1/2,0) |,

(4.25)

St = 57+ B8 + A [ o(S0)jAa]
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S S 3 (S )L

(4.26)

37‘1+1/2,r = S;'LH + %(Srr);‘lﬂ + % [G?H/z(sx)?HAl'} )

n+1/2 n n

ijl//Q,l A YN % [F (Sj71/2,l)}x7
(4.27)

Sty =57+ %(Sr)?q + &t [02—1/2(596)?—1A93] ;

n+1/2 ~ Qn A n
Sj—l/2,r ~ MPi41/2,r T Tt [F( j+1/2,r>Lv

(4.28)

St = Sp S + A [ (SN Ac]

J J

De posse de (4.25))-(4.28]), substituimos (4.22))-(4.24)) em (4.18) e agrupamos os termos

semelhante,

d a’ 1/2 n Az n n Az n
@Sj(ﬂ = 2]2; [(Sj-i-l - Q(Sx)jﬂ) - <Sj - 2(5x>j>]

-z (- 5ren) - (s - o)

- I [P (55020 + £ (532.)

B (F (Sﬁjll//;,l) + (Sﬁjll//;, 'r)) } (4.29)

J J

O dltimo passo para encontrar o esquema KT é calcular os limites em (4.18)), o que é
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feito em (4.30))-(4.33)

. . . At .
Am <5j+1/2,l (t+ At/2)> = lim ¥ <Sj+1/2,l -3 [F( j+1/2,z)L>

= A F <S;l+1/2’l>

= Alil,—r}OF (Sj + 7(81»)] + IQC‘ [aj+1/2(8x)j AIL‘])

= fim F (53 * 2<Sw>j>

= F (S51(1) . (4.30)
lim F (Sj4172., (t+ At/2)) = F (S}, 5(1)) (4.31)
At—0 ’ i+1/2 ’
lim F (Sj-1j21 (t+ AL/2)) = F (S;, 5(#)), (4.32)
lim F (Sj 1/, (t+ At/2)) = F (S, (1)) . (4.33)
At—0 ' j=1/2

Assim, substituindo os limites calculados em (4.29) encontramos a formulacao semi-

discreta do método de Kurganov e Tadmor [5], como segue,

) 1 . . . )
5510 = =53 {[F (5F000) + F (S51000)] = [F (SF00(0) + F (S7200(0)] §

i1/ - j_1/2 -
+ 2JA$ {S]—':—l/Q(t) - j+1/2(t)} - QJAx {S;+1/2(t) - Sj—1/2(t)} : (4.34)

O esquema ainda pode ser escrito em forma conservativa,

0 Hiplt) —Hjiip@)
= Sj = = , (4.35)

onde os fluxos numéricos Hji1/2(t) e Hj_1/2(t) sao dados por,

F (SJJ'rH/Q) +F (Sf+1/2) R gt _ }

Hjpp(t) = 9 2 j+1/2 T Pjit+1/2 (4.36)
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F(S71p) + F(Sias) @i [

H;_1,(t) =
J 1/2() 9 9

S 1= Sii1pl - (4.37)

J J

E interessante notar que a equacéo diferencial ordindria precisa ser resolvida em
cada célula da malha em cada passo de tempo. O passo de tempo At deve ser escolhido
obedecendo a condicao CFL, que garante a estabilidade nos célculos. Essa restricao se deve
a necessidade de evitar a interacao entre duas ondas provenientes de leques de Riemann
vizinhos. Segundo Kurganov e Tadmor em [5], um valor adequado para o CFL é 1/8.

Dessa forma, o passo de tempo pode ser calculado usando

Al max 9
Az 0s

F(s)| < -, (4.38)

8

onde At.y é o valor de At que satisfaz a condicao CFL.

4.3.1 Método de Kurganov-Tadmor em Duas Dimensdes

Em [5] foi proposto por Kurganov e Tadmor, o esquema KT em duas
dimensoes. Basicamente, a abordagem foi calcular o fluxo numérico em cada direcao
unidimensionalmente. Neste ponto introduziremos na lei de conservacao hiperbdlica a
porosidade ¢ e a velocidade de Darcy u, de modo a conseguir uma formulacao bidimensional
aplicavel diretamente em . A seguinte equagdo mostra como os novos termos foram
introduzidos,

0 0 0
(b&s(x, t)+ Ep [F(s) - u] + 873/ [G(s)-v] =0, (4.39)

onde s: ) x I — R é a propriedade conservada, F': 2 x I —-Re G:Q x I — R sao os
fluxos de s nas dire¢oes x e y, respectivamente. Os termos u: Q2 x [ - Rev: QA x T —- R
sao as componentes do vetor de velocidade de Darcy u = (u,v). Ainda defini-se ST a
aproximagao da quantidade conservada s(x,?) na célula C;j e no tempo t".
Iniciamos dividindo por ¢, visto que esse termo é constante, podemos inseri-lo
dentro das derivadas, como apresentado em .
10

O s(xot) + = Fs)] +

o)
T 0z oy [v-G(s)] =0. (4.40)

<=

Dessa forma, os novos fluxos sdo [u- F(s)] e [v-G(s)]. Assim, ao calcular os fluxos

numeéricos na direcdo x e y, é necessario apenas modificar as fungoes de fluxo nas equagoes
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derivadas na secao ” Usaremos a seguinte notagao para agrupar os fluxos,

€ — H*
Tu(t) = IR, (4.41)
’ i
HY . — HY
Flult) = =B =R, (4.42)

Entao, podemos escrever a formulacao semi-discreta bidimensional para o método KT

[5] da seguinte forma

d

%Sj,k@) = Fi(t) + Fi(0), (4.43)

onde os fluxos numéricos sao uma generalizacao direta do caso em uma dimensao usando

as novas fungoes de fluxo,

f+1/2,k(t) = 21¢ [“;‘L+1/2,kF (Sj—':-l/zk) + u?+1/2,kF( j_+1/2ﬂ
r t
B CLJH/QMU [S;r+1/2,k - ;+1/2,k} ’ (4.44)
1xt) = 21(25 [u?—l/Z,kF (S;‘r—l/Z,k) +uj_y o, F (5311/2”

aa'c—l/Z,k(t) B
B % [S;r—l/lk - Sj—1/2,k} ) (4.45)

1 . .
HYy10(t) = 2% [Uj,k+1/2G (S},Lkﬂ/z) + 0741 2G (Sj,k+1/2>]
ay,kJrl/Z(t) _
— 92 {S]J',rlc+1/2 - Sj,k+1/2} J (4'46)
1 . .
Y1 p(t) = 2% [Uj,k—l/QG (S;,Lk—uz) + Vio12G (Sj,k—uz)]
ay',kq/z(t) _
— 9 {S]J',rkfl/Z - Sj,kfl/Q} : (4-47)

As reconstrugoes Sii podem ser reescritas com uma notacao que leve em conta as direcoes



65

x e y da seguinte forma

S]—':-l/zk(t) =Sk — T(Sz)?ﬂ,k, (4.48)

1yan(t) = ST+ A2ZL‘(S$>;L]W (4.49)
i1y p(t) = S = A2$(S:v);‘l,ka (4.50)
Sj_—l/z,k(t) =St A;(Sw)?—l,m (4.51)
S]J',rk+1/2(t) = Sip1 — AQy(Sy)ZH,j, (4.52)
Siks1/2(t) = Siy + A2y(5y)?,k, (4.53)
Sl = 55— 228 (45)
Sik-1/2(t) = 51y + AQy(Sy)?—Lk- (4.55)

De maneira analoga reescrevemos as relagoes para as velocidades de propagacao,

Ujri2k O gy
s (S;

( ) } : (4.56)
“j;/?”“aiF (S71/20) } . (457)

(571/20)

(S5ev2)

741 26(t) = max{

Uik 0 Vig 0 _

0’1 (t) :max{ J;Wasa(sﬁ“ 2l |2 ;1/285 STt/ } (4.58)
Vik— 0 Vijk— 0 _

a?,kfl/z(t) = max{ jgbl/zasG (S;rk,l/Q) , |- ¢1/283 Sik-1/2 } (4.59)

No caso bidimensional existe o cdlculo do fluxo numérico em cada dire¢ao separadamente.
Dessa forma, é preciso que a condi¢ao CFL seja atendida simultaneamente para ambas
diregoes. Assim, podemos modificar a condigago CFL dada por (4.38]), garantindo

estabilidade nos célculos, da seguinte maneira

1

Atr
o <z (4.60)

Az

Aty
Y Ay

vo
¢ Os

max

max

G(s)

max [
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4.3.2 Método de Runge-Kutta

Analisando as equagoes e , percebe-se que é preciso resolver uma equagao
diferencial ordinaria no tempo em cada célula da malha. Uma opcao é utilizar o método
explicito de Euler, que é de simples aplicacao e barato computacionalmente. No entanto,
o método de Euler é um esquema de primeira ordem que afetaria a taxa de convergéncia
do método KT. Devido as caracteristicas das equagoes do método KT, adotaremos um
método de Runge-Kutta explicito de segunda ordem [43], visto que o esquema de Kurganov

e Tadmor também é de segunda ordem. O esquema é dado por,

SW = 8"+ AtL(S™), (4.61)
S =S+ (1—m) (S + AL (), £=1,2,.,r—1 (4.62)
g _ gr) (4.63)

onde L£(.5) é o operador que recupera o gradiente do fluxo numérico, ou seja, o lado direito

da equacao diferencial ordindria (4.35)),

£(S) = — Hj+1/2<t>A_$Hj—1/2(t) ’ (4.64)

como em ((4.64) e (4.65).
L(S) = Fry(t) + FL(t). (4.65)

Para uma esquema de segunda ordem temos r =2 e n; = 1/2.

4.4 Resultados Numeéricos

Nesta secao sao apresentados resultados numéricos para trés casos de equacoes
diferenciais hiperbdlica: equacao de Burgers unidimensional e bidimensional e equagoes
de Euler da dinamica dos gases. Tratamos especialmente de problemas que apresentam
solucoes descontinuas por conta da maior dificuldade em aproximar solugoes descontinuas

e a ocorréncia regular de tal fendmenos em problemas de escoamento em meios porosos.
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4.4.1 FEquacgao de Burgers Unidimensional

A equacao de Burgers é uma equacao diferencial hiperbdlica recorrente em diversas
areas, como matematica aplicada, dindmica dos fluidos e fluxo de trafego. Para o caso em
que nao existe difusao, a equagao passa a modelar um fenémeno inviscido, que é descrito
pela seguinte equacao,

2
0= + 1027 =0. (4.66)
ot 20z

A equacao de Burgers como apresentada acima, em conjunto com uma condicdo inicial,

possui a seguinte solugao analitica, obtida pelo método das caracteristicas

2 Vo<2t

Zrt) =022 you<c<l4t (4.67)

1-t

1 Vae>1+1t

onde a condigao inicial ¢ dada por

2 V<0
2(2,0)=92—2 V0<c<l1 (4.68)
1 Vr>1

Visando validar o método KT, simulamos o problema unidimensional de Burgers e
comparamos com a solucao analitica (4.67). Definimos uma malha de 100 células. Os
resultados sdo apresentados na Figura [4.0], para o instante de tempo ¢ = 0,1 e na Figura
no tempo t = 1,0. Podemos verificar que o método KT consegue boas aproximagoes para
as descontinuidades da solu¢do. Como o método possui uma erro da ordem de O (Az?),
ao refinar a malha, espera-se uma melhora na aproximacgao, o que ocorre realmente como
pode ser visto na Figura [4.8] que apresenta um resultado para um malha de 200 células

no instante ¢t = 1.0.
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2 () 5e085008038008888ea50, = Solugéo exata

0  Solugao aprox.

1.8 1

1.6 1

u(x,t)

1.4 1

1.2 1

1.0 1

Figura 4.6: Solucao no instante t = 0,5 com 100 células.

4.4.2 FEquacdo de Burgers Bidimensional

A equacao de Burguer pode ser apresentada em duas dimensoes. Novamente para uma

caso inviscido, a equacgao é dado por

2 2
=0 (4.69)

As condigOes iniciais sao iguais a —1,0 e 1,0 dentro de dois circulos de 0,4 de raio
centrados em (0,5; 0,5) e (—0,5; —0,5), respectivamente, e zero no resto do dominio
quadrado [—1,5; 1,5] x [—1.5,1.5], como pode ser visto na Figura Os resultados para
uma malha de 100 x 100 células sao mostrados pelas Figuras e [4.11]

4.4.3 Equacoes de FEuler da Dinamica dos Gases

Na dindmica de fluidos, as equagoes de Euler sao um conjunto de equagoes hiperbodlicas
quasi-lineares que governam o escoamento adiabéatico e inviscido. Essas equagoes foram
nomeadas em homenagem a Leonhard Euler, uma grande estudioso sui¢co que viveu no
século 18. O sistema de equacoes é constituido por trés equagoes: equacao da continuidade,
do momento e da energia. As variaveis de interesse no problema do escoamento descrito

sao velocidade v, pressao p, energia F e densidade p, no caso de escoamento compressivel.
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— Solugao exata

0  Solugao aprox.
1.8 1

] g
1.6 4
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1.4 1
o)
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1.0 4

Figura 4.7: Solucao no instante t = 1,0 com 100 células.

No caso de um escoamento de Euler compressivel e unidimensional, as equacoes sao dadas

por

m pvz+p
0 0
— — =0 4.70
at | P e m| =5 (4.70)
E v(E +p)

sendo a pressao encontrada usando a relacao

p=(-1) (E - ;mﬂ) : (4.71)

onde v = ¢,/¢, é a razdo de calores especificos do gés.
A técnica para resolucdo do sistema (4.70) é aplicar o esquema KT em uma
quantidade conservada dada por z = (p,m, E)T e a funcdo de fluxo vetorial é F(z) =

[m, pv* +p, v(E + p)]T. A tnica modificacio necessaria ao método é calcular a velocidade
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Figura 4.8: Solucao no instante t = 1,0 com 200 células.

de propagacao de onda da seguinte forma,

n 0 0 ~
B— {,4 [aF (s;m)] A laF (sm)] } | (4.72)

a!_, ), = max {A LiF (S5, /2)] , A LiF (S5, /2)] } : (4.73)

onde o operador A é definido como o raio espectral, que é calculado como A(M) =
max |\ (M)], sendo A\j(M) o l-ésimo autovalor da matriz jacobiana M.

A simulagao utilizando o esquema KT é realizada em uma malha de 100 células tomando
v = 1.4 e comparada com uma solugio de referéncia obtida em uma malha de 4000 células.

As Figuras [4.12], [4.13] e [£.14] apresentam resultados para a densidade, a velocidade e a

pressao, respectivamente.

p
(1,0,2.5)7, z <0,
_ (4.74)

m
- (0.125,0,0.25)T, = > 0.
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Figura 4.11: Solugao no instante ¢t = 1, 0.
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Figura 4.12: Solugao para densidade das equagoes de Euler em ¢ = 0.1644.
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Figura 4.13: Solugao para velocidade das equagoes de Euler em ¢t = 0.1644.
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Figura 4.14: Solugao para pressao das equacoes de Euler em ¢ = 0.1644.
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5 SIMULACAO NUMERICA DO
ESCOAMENTO BIFASICO EM
MEIOS POROSOS

A lei de Darcy é uma equacao diferencial parcial eliptica e a equagao que modela o
transporte da fase é classificada como uma equacéio diferencial parcial hiperbdlica. E
evidente que ambos os casos apresentam relagoes de naturezas diferentes. Devido a esse
fato, é natural a utilizacdo de métodos numéricos especificos para tratar os problema
descritos. Neste trabalho foi escolhido o método de volumes finitos apresentado no Capitulo
para discretizar a equagao do transporte da saturacao ([2.10)) e trés diferentes formulacoes
de elementos finitos, introduzidas no Capitulo [3, sdo aplicadas para o problema de Darcy.
Dessa forma, para resolver o sistema bifasico — adotamos uma estratégia

staggered para separar os problemas, como pode ser visto a seguir.

5.1 Algoritmo de Acoplamento

As equagoes governantes do escoamento em meios porosos sao fortemente acopladas.
No entanto, é possivel desacoplé-las e resolver separadamente cada sub-problema seguindo
certos passos.A solucao do problema eliptico ([2.15)) precisa ser encontrada em um primeiro
momento, entao o campo de velocidade resultante é utilizado em para encontrar a
distribuicao de saturacao. Nesse contexto, é utilizado uma técnica staggered, em que o
problema eliptico é resolvido em passos de tempos maiores que os do problema hiperbélico,
que é limitado pela condicao CFL. A Figura mostra um esquema da abordagem
staggered, onde At, é o passo de tempo no problema eliptico e At, é o passo de tempo no
problema hiperbdlico. Essa metodologia pode ser justificada pelo fato que a mudanca do
campo de velocidade a cada passo de tempo é pequena comparada a variacdo do campo
de saturacao no mesmo intervalo de tempo.

A utilizacao da abordagem staggered permite um grande ganho de desempenho, pois

diminui significantemente a resolugao de grandes sistemas lineares algébricos provenientes
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Problema hiperbdlico

Figura 5.1: Esquema staggered para solugao do sistema (2.25)).

dos métodos de elementos finitos, que é mais custoso computacionalmente que o método
KT e permite o tratamento de cada problema de forma diferenciada e em passoa de tempo
diferentes. Dessa forma, a Figura descreve o algoritmo para resolver o sistema ([2.25])

em forma de fluxograma.

5.2 Experimentos Numeéricos

Os experimentos numéricos foram separados em relagdo as geometrias, slab, 1/4 de
five-spot e SPE-10 simplificada. Para os casos das geometrias slab e five-spot sao utilizados
campos de permeabilidade homogéneo e heterogéneo. A geometria SPE-10 simplificada
possui campos de permeabilidades especificos criados para o décimo projeto de comparagao
de solugao pela SPE. As simulagoes sao feitas utilizando os métodos DMRT, SDHM e
DHMRT, sendo o método CGLS deixado de lado pela sua caracteristica nao conservativa
e a incapacidade de tratar problemas com campos de permeabilidade heterogéneos. Sao
utilizados interpolagdes RT o para os métodos DMRT e DHMRT e para o método SDHM é
usado interpolagoes bilineares. Essas escolhas se devem ao uso extensivo de bases R7 ¢ na
industria de petrdleo e em intiimeros trabalhos, que sao alvos de comparacao. O motivo da
base RT o ser amplamente utilizada é a reducao do nimero de graus de liberdade, quatro
para a velocidade e um para a pressao, em comparacao com interpolagoes de ordem mais
alta, como a linear, que apresenta doze graus de liberdade para a velocidade e quatro para

a pressao.
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Figura 5.2: Algoritmo para resolugao do sistema ([2.25)).

5.2.1 Geometria Slab

A geometria slab consiste em inundar o reservatorio horizontalmente, de forma a expelir
o 6leo retido no meio poroso. Assim, existe um pogo de injecao de agua de um lado e
um pogo de produgao do outro lado, como pode ser visto na Figura[5.3] As simulagoes
sao realizadas em um dominio quadrado 2 = [0, 1] x [0, 1] discretizado em uma malha de

64 x 64 células, com uma porosidade ¢ = 0,2 e as seguintes condi¢des de contorno,

° Fwa”—>u~n20,

e\, >u-n=1les, =1,
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L4 Fout — p = 0
F'wall
. .
— —
Fm Fout
o .
Fwall

Figura 5.3: Geometria slab.

e condigao inicial s,(x,0) = 0,21. Serd adotado para o limitador MinMod, 6 = 2 e a
condicdo CFL < 0,125 deve ser satisfeita. O passo de tempo At, para o problema eliptico
é fixado em At, = 0,01. A razdo entre a viscosidade da agua e do dleo é de 10.

Inicialmente adotamos um campo de permeabilidade homogéneo unitario, com k(x) = I,
sendo I a matriz identidade. Na Figura [5.4] ¢ mostrado os resultados para os métodos
DMRT, SDHM e DHMRT nos instantes t = 0,01, t = 0,02 e t = 0,04. Podemos observar
nos resultados que existe somente variagao da saturagao da dgua ao longo da direcao
x, que é o comportamento esperado para a solucao da geometria slab com campo de
permeabilidade homogéneo e que os resultados sao bastante semelhantes para todos os
métodos adotados pra resolver a velocidade de Darcy.

Em seguida, utilizamos um campo de permeabilidade heterogéneo como o da Figura|5.5),
que foi gerado aleatoriamente como uma distribuicao log-normal utilizando a transformacao
de Box e Muller [44]. Mantemos os mesmos parametros de simula¢ao do caso com campo
de permeabilidade homogéneo. O tensor permeabilidade é definido como k(x) = K(x)I,
onde K(x) é o valor da permeabilidade do campo no ponto x e I o tensor identidade. A
Figura [5.6] mostra as solugdes encontradas para cada método numérico. Percebe-se que
existe uma concordancia entre as solugoes dos diferentes métodos, com a formagao de

“dedos”, caracteristicas bem presentes em campos de permeabilidades heterogéneos.
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5.2.2 Geometria 1/4 de Five-Spot

Nesta secao sao apresentados resultados para a geometria classica five-spot, que
compreende cinco pogos, sendo um poco central de injegao e quatro pogos de extracao
ao redor. Como a geometria de cinco pogos possui simetria, reduzimos o problema a
geometria 1/4 de five-spot, também conhecida como two-spot, como mostrado na Figura
b.7 As simulagoes serdo feitas em um dominio de © = [0, 1] x [0, 1] com uma malha de

64 x 64 elementos. O contorno é dividido como mostra a Figura [5.8, sendo
e 'vuu >u-n=0,
e[\, >u-n=1les, =1,
e I'oiy > p=0,

com £y = 0,0156. Como condi¢ao inicial temos s,(x,0) = 0,21 e os demais pardmetros
valem ¢ = 1, 0 = 2, CFL < 0,125 e o passo de tempo At, para o problema eliptico é
escolhido como At, = 0,01. Inicialmente, adotamos um campo de permeabilidade unitario
para simula¢oes. E esperado que a inundacao de 4gua em um primeiro momento avance
uniformemente em direcao ao poc¢o de extracio, e ao se aproximar da fronteira I",,;, o
escoamento seja acelerado na parte central. De fato, a descricao anterior é confirmada
pelos resultados mostrados na Figura [5.9]

Podemos, entao, utilizar o campo de permeabilidade da Figura para observar o
comportamento da formacao de “dedos” na geometria five-spot, em que os resultados sao
apresentados pela Figura [5.10] Pode-se perceber a formacao de “dedos” radialmente a
fronteira de injecdo e depois de certo instante ocorre uma aceleracao do “dedo” central.
Novamente podemos que os métodos adotados apresentam solugoes muito proximas entre

Si.

5.2.3 Geometria SPE-10 Simplificada

No ano 2000 a sociedade de engenheiros de petréleo, SPE, criou a décima edicao
do projeto de solugao comparativa, que visa comparar metodologias de simulacao de
escoamento em meios porosos e sua capacidade de prever o desempenho de um escoamento
através de um modelo geoldgico complexo com milhdes de células. O segundo conjunto de

dados desse projeto é definido em uma malha cartesiana regular de 60 x 220 x 85, o que
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resulta em 1.122.000 células. A geometria consiste em dois tipos de formagoes porosas,
uma formacao de tarbert com 35 camadas, que pode ser encontrada em aguas maritimas
rasas, onde a permeabilidade é relativamente suave e uma formacao upper-nest encontrada
em aguas fluviais, que ocupa 50 camadas, em que existe um canal com permeabilidade
superior as redondeza, fendbmeno conhecido como canalizacdo. Ambas as formagoes
sao caracterizadas por grandes variagoes de permeabilidade, mas sao qualitativamente
diferentes, como pode ser visto nas Figuras e[5.15]

Visando testar os métodos apresentados, vamos utilizar os campos de permeabilidade
SPE-10 em nossas simulagoes. O dominio serd um retdngulo Q = [0;3,67] x [0;1, 0]
discretizado em uma malha de 220 x 60. Sao considerados a condicao inicial s,,(x,0) = 0,21
para equagao hiperbodlica, porosidade ¢ = 1, § = 2,0 e CFL < 0,125. As condigoes de
contorno sao u-n = 0 nas fronteiras inferior e superior, u-n = 1 no contorno a esquerda e
p = 0 na fronteira direita. Iniciamos com a formacao upper-nest, retirada da camada 36 do

campo de permeabilidade SPE-10, mostrada na figura [5.11] Nas Figuras [5.12] 5.13] e [5.14

podemos ver os resultados para os métodos DMRT, SDHM e DHMRT, respectivamente.
Em seguida, apresentamos as simulag¢oes para a formacao tarbert, retiradas da camada

1, (ver Figura [5.15]) com as mesmas configuragdes do experimento anterior. As Figuras

5.16| [5.17 e [5.18 mostram os resultados.

Ao analisar o campo de permeabilidade upper-nest, verificamos o comportamento
esperado de canalizagdo do escoamento, devido ao campo de permeabilidade apresentar um
caminho preferencial de permeabilidade elevada. No caso do modelo tarbert observamos a
formacao de grandes “dedos” no escoamento, principalmente alinhados as regides de maior

permeabilidade.
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Figura 5.4: Solucgdes para geometria slab e campo de permeabilidade homogéneo para os
métodos DMRT, SDHM e DHMRT.
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Figura 5.5: Campo de permeabilidade heterogéneo.
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Figura 5.6: Solucoes para geometria slab e campo de permeabilidade heterogénea para os
métodos DMRT, SDHM e DHMRT.
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Figura 5.8: Configuracao para a geometria 1/4 de five-spot [7].
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(g) DHMRT — ¢ =0, 1. (h) DHMRT - ¢ =0, 2. (i) DHMRT — ¢ = 0, 4.

Figura 5.9: Solugoes para geometria 1/4 de five-spot e campo de permeabilidade homogéneo
para os métodos DMRT, SDHM e DHMRT.
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(a) DMRT - ¢ = 1,0. (b) DMRT - ¢ = 3,0. (¢) DMRT — t = 5,0.

(d) SDHM - ¢ = 1,0. (f) SDHM — ¢ = 5,0.
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(g) DHMRT — ¢ = 1,0. (h) DHMRT — ¢ = 3,0. (i) DHMRT — ¢ = 5,0.

Figura 5.10: Solugoes para geometria 1/4 de five-spot e campo de permeabilidade
heterogéneos para os métodos DMRT, SDHM e DHMRT.
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Figura 5.11: Campo de permeabilidade SPE-10 da formacao upper-nest.
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Figura 5.12: Solugbes para o campo de permeabilidade SPE-10 da formacao upper-nest

para o método DMRT.
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Figura 5.13: Solugoes para o campo de permeabilidade SPE-10 da formacgao upper-nest
para o método SDHM.
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Figura 5.14: Solugoes para o campo de permeabilidade SPE-10 da formacao upper-nest
para o método DHMRT.
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o método SDHM.
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6 CONCLUSAO E TRABALHOS
FUTUROS

O objetivo deste trabalho foi estudar métodos numéricos para a simulagao de problemas
de escoamento bifasico em meios porosos heterogéneos. Para tanto, empregamos métodos
numéricos para a resolucao do sistema formado pelas equagoes de Darcy e do transporte
das fases. Separadamente, apresentamos quatro formulagoes de elementos finitos mistos
para aproximar o problema de Darcy e o método de volumes finitos nao-oscilatério de alta
ordem baseado em esquemas centrais para o transporte das fases.

Em particular, para o problema de Darcy, foram adotadas formulagoes mistas que
cumprem as condi¢coes de compatibilidade entre os espacos de aproximacao para a
velocidade e pressao. A primeira metodologia apresentada foi a formulagdo mista dual
classica que emprega espagos de Raviart e Thomas [13], chamada de DMRT, que sao estéaveis
e caracterizados pela imposicao da continuidade da componente normal da velocidade
e adotam interpolacoes descontinuas para a pressao. Outra abordagem recordada neste
trabalho, capaz de contornar as condigoes de compatibilidade entre os espagos, foi proposta
por Correa e Loula em [I§], denominada CGLS, que insere residuos de minimos quadrados
na formulacao mista dual dando origem a um método flexivel que permite interpolagoes
de mesma ordem para ambos os campos, velocidade e pressao.

Além das formulagoes que adotam espagos de aproximacao conformes, métodos de
elementos finitos hibridos foram também utilizados para aproximar o problema de Darcy.
O método DHMRT se tratava de uma formulagao mista hibrida dual que adota os
espacos de Raviart-Thomas. Esta abordagem impodem a condi¢ao da continuidade da
componente normal da velocidade de forma fraca ou variacional através da introducao
de um multiplicador de Lagrange identificado como a pressao nas arestas dos elementos.
Por outro lado, buscando uma maior flexibilidade na escolha dos espacos de aproximacao,
recordamos o método SDHM que inclui residuos de minimos quadrados a formulagdo mista
hibrida dual.

Os métodos hibridos apresentaram varias vantagens sobre os métodos mistos classicos.

A primeira vantagem ¢é que a matriz do sistema algébrico linear dos métodos mistos hibridos
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é simétrica e positiva definida, enquanto que para as formula¢des mistas conformes, as
matrizes sao simétrica e altamente indefinidas. Devido a estratégia de condensacao
estatica as aproximagoes hibridas, SDHM e DHMRT apresentam um problema global
bem reduzido se comparado a DMRT e CGLS, principalmente para interpolagoes de alta
ordem, o que implica em um menor custo computacional, que é especialmente interessante
em problemas dependentes do tempo ou que necessitem de malhas altamente refinadas.
Também podemos destacar a capacidade dos métodos SDHM, DHMRT e DMRT de tratar
campos de permeabilidade heterogéneos e conservar massa, o que nao ocorre no CGLS.
Os resultados mostraram que os métodos DMRT e DHMRT sao os mais precisos dentre
todos, no entanto, DMRT apresenta um custo computacional bastante elevado, chegando
a apresentar quatro vezes o numero de graus de liberdade dos outros métodos estudados e
o método DHMRT apresenta a limitacao nas escolhas de espagos de aproximacao. Dessa
forma, o método SDHM se mostrou bastante promissor, ao aliar flexibilidade na escolha
dos espacos de aproximagao e um menor custo computacional.

Para resolucao da equacao do transporte das fases foi escolhido o método de segunda
ordem de Kurganov e Tadmor, que utiliza métodos de volumes finitos aliado a aproximacoes
de segunda ordem por partes do tipo MUSCL para resolver equagoes hiperbdlicas. A
escolha foi feita devido a naturalidade que o esquema KT trata equagoes hiperbdlicas com
solucgoes descontinuas e a capacidade dos métodos de volumes finitos serem conservativos,
propriedade desejada quando se discretiza uma equagao de conservagao de massa com a
equagao da saturacdo. O método KT, possuindo difusido numérica da ordem de O (Ax?) e
é um esquema semi-discreto, o que faz com que a dissipacao numérica nao seja afetada pela
necessidade de reducao do passo de tempo para atender a condicdo CFL. Os resultados
encontrados ao aplicar o método KT a problemas hiperbdlicos com solugao descontinua,
mostraram uma boa aproximacao, mas ainda apresentando certa suavizagao nas regioes
descontinuas, que pode ser reduzida refinando a malha, conforme o esperado. Dessa forma,
o esquema KT se mostrou adequado para resolver a equacao de transporte, devido ao sua
baixa difusao e capacidade conservativa.

Para resolver numericamente o escoamento bifdsico, uma estratégia staggered foi
aplicada para o desacoplamento dos métodos de elementos finitos mistos e o método de
volumes finitos KT, visando obter um melhor desempenho nas simulagoes computacionais.

A abordagem staggered consiste na resolucao do problema de Darcy em passos de tempo
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maiores que a equacgao de transporte de fases, evitando a necessidade de resolver grandes
sistemas lineares provenientes do método de elementos finitos a cada pequeno passo de
tempo. As simulagoes foram realizadas nas geometrias slab, 1/4 de five-spot e SPE-10 e os
métodos adotados foram DMRT, SDHM e DHMRT. Observamos que os resultados dos
métodos usados mostram uma consisténcia no comportamento das solucoes e no que é
esperado fisicamente do problema.

Portanto, podemos concluir que o método SDHM foi capaz de obter solugoes
muito préximas as do método misto classico com bases R7j, mesmo em casos com
campos de permeabilidade altamente heterogéneos, e ainda apresentando um desempenho
computacional superior e flexibilidade na aproximacao. Dessa forma, SDHM se mostra
extremamento promissor em aplicagoes envolvendo escoamentos multifasicos em meios
porosos heterogéneos. Os resultados também mostraram que o método DHMRT reduziu
grandemente os graus de liberdade do problema global, mantendo a mesma precisao de
DMRT.

Como trabalhos futuros, sugerimos os seguintes tépicos para serem investigados e

desenvolvidos,

e Aplicar o método de elementos finitos hibrido para discretizar tanto o problema de

Darcy quanto o problema do transporte das fases;

e Utilizar paralelizagdo para os métodos hibridos buscando aumentar a eficiéncia
computacional do codigo, principalmente em problemas tridimensionais e/ou que

empregam interpolagoes de alta ordem;

e Estender os resultados para problemas tridimensionais buscando tratar cenarios mais

realisticos;

e Utilizar os métodos estudados para simular extracao avancada de petroleo utilizando

polimeros e surfactantes, por exemplo.
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