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“Eu consigo calcular o movimento dos corpos celestiais, mas nao a loucura das pessoas.”

Isaac Newton.



RESUMO

O Formalismo matematico da Relatividade Geral esta baseado no espaco abstrato de quatro
dimensoes enquanto os resultados das medidas feitas num laboratério sdo apresentadas

por meio das quantidades tridimensionais.

Neste trabalho, apresentamos uma discussao detalhada da relagao entre as quantidades
quatro e tridimensionais usadas na Relatividade Geral. Aplicamos o formalismo resultante
para estudar o movimento radial no espago-tempo de Schwarzschild e corrigir alguns
resultados conhecidos na literatura. Em particular, mostramos que a "repulsao'no campo
de Schwarzschild nao pode acelerar uma particula de saida e, portanto, representa um
efeito coordenado puro. Em outras palavras, a repulsao nao pode ser detectada nem
pelo observador local nem pelo distante. Os resultados deste trabalho foram publicados

recentemente em revista: Astroparticle Physics, 2019, vol. 107, p. 35-37.

Palavras-chave: Geometria de Riemann. Relatividade Geral. Espaco-tempo Schwarzschild.

Movimento Geodésico.



ABSTRACT

In this work, we present a detailed discussion of the relation between four and three-
dimensional quantities used in the description of geodesic motion in General Relativity.
We apply the resulting formalism to study radial motion in Schwarzschild space-time, and
correct some results known in the literature. In particular, we show that "repulsion" in
the Schwarzschild field can not accelerate an outgoing particle, and thus represents pure
coordinate effect. In other words, the repulsion can not be detected neither by local nor

by distant observer. Results of this work were recently published in Astroparticle Physics,

2019, vol. 107, p. 35-37.

Key-words: Riemannian Geometry. General Relativity. Schwarzschild space-time. Geodesic

Motion.



Figura 1

Figura 2
Figura 3

Figura 4

Figura 5

Figura 6

LISTA DE ILUSTRACOES

Na RG com curva parametrizada x(t) € R?® de particula em movimento
no campo gravitacional esta associada uma geodésica v € M3, (Para

melhor visualizacao, os eixos z° e 3® nao sdo apontados no desenho).

Derivada covariante na direcao de % ....................

Interpretacao geométrica de simbolos de Christoffel e de segunda forma

fundamental. . . . . . ..

Definicao de eventos simultaneos. A linha vertical representa a linha
mundial do relégio do laboratério. Os pontos yfy) € yly tém um intervalo

nulo com z#. Entdo, o ponto médio 3° representa o evento simultdneo

COML M. . o

Tempo e distancia entre os eventos a* e z* + dz. A equacao (3.12)

determina o evento A (no ponto espacial x) simultdneo com o z* + dx*.

Portanto, o intervalo de tempo entre z* e z* + dx* coincide com o
intervalo entre z* e A, e é dado pela equacao (3.13). A distancia entre

xt e x# 4 dz* coincide com a distancia entre z* 4 dz* e A, esta ultima

¢dadaem (3.14). . . . . ..

O problema variacional é formulado em uma classe de curvas com os

mesmos pontos inicial e final . . . . . ... ..o



RG

M(13)

c
Fab

Guv

c
mab

LISTA DE SIMBOLOS

Vetores sao destacados em negrito.
Relatividade Geral.

Variedade de Lorentz (ou seja, variedade de Riemann com métrica de

signatura (—,+,+,+)).

Simbolos de Christoffel.

Tensor métrico.

Tensor de curvatura (ou tensor de Riemann).
Tensor de Einstein.

Constante de gravitacao universal.

Tensor de energia-momento.

D’Alembertiano.



2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8
2.8.1
2.8.2

5.1

5.2

SUMARIO

INTRODUCGAO . . . ottt ot e e e e e e e e e e e e 10
DEFINICOES BASICAS . . . . v v it i i e e i i e 13
DERIVADA COVARIANTE . . . . . .. . . 13
DERIVADA COVARIANTE EM COORDENADA LOCAIS . ... .. 15
CURVA GEODESICA . . . . . . ... .. . ... 16
TENSOR DE CURVATURA . . . . . . . oot 18
EQUACOES DE CAMPO GRAVITACIONAL DE EINSTEIN . . . . . 20
A METRICA ISOTROPICA ESTATICA GERAL . . ... ... .... 21
SOLUCAO DE SCHWARZSCHILD . . . . . .. . ... ... . ..... 25
A METRICA DE KERR . . . . . . . i 29
Como remover la singularidad em A=0. . . .. .. ... ... .. 30
A métrica nas coordenadas de Kerr-Schild . . . . . ... ... .. 34

RELACOES ENTRE QUANTIDADES BASICAS QUATRO
E TRI-DIMENSIONAISEMRG ................. 39

ACELERACAO TRI-DIMENSIONAL NA RG ........ 43

MOVIMENTO RADIAL EM METRICA DE SCHWARZS-

CHILD . . . . . e e e s e e e e 50
MOVIMENTO RADIAL PARA METRICA DE SCHWARZSCHILD

EM FORMA ISOTROPICA E HARMONICA. . . . . . ... ... ... 59
RESULTADOS SOBRE A ACELERACAO TRIDIMENSIONAL . . . . 63
CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS ... ....... 66

REFERENCIAS . . . o v e e e e e e e s e s e s e e 67



10

1 INTRODUCAO

De acordo com a Relatividade Especial [1,2], intervalos temporais e espaciais,
medidos pelo observadores inerciais em movimento relativo, geralmente sao diferentes.
Na presenca de gravitagao, a situagao se complica mais ainda: os relégios e réguas do
laboratério, colocado em um campo gravitacional, sao afetados pelo o campo. Esta
influéncia deve ser levada em conta na discussao de qualquer problema dinamico, e
representa um assunto bastante complicado. Para discutir este assunto, apresentaremos

abaixo alguns comentérios sobre estrutura da teoria atual de gravitacao.

Em 1915, Albert Einstein mostrou como a geometria Riemaniana de uma variedade
quatro-dimensional pode ser usada para descricdo de um campo gravitacional e seus efeitos
sobre movimento de particulas, dando assim origem a teoria Geral da Relatividade (RG).
Vamos resumir os pontos basicos desta construgao, especificando o sistema fisico sob

investigagdo no Item A), e a constru¢do matematica associada no Item B).

A) Set-up experimental: considere movimento de uma particula (digamos Terra) na
presenga de gravitacao (do Sol). A trajetéria dela em coordenadas cartesianas é
uma curva parametrizada com vetor de posicao y(T) = (y'(T),v*(T),v*(T)) € R3,
onde T é tempo medido pelo relégio do Laboratério. Analisando o movimento,
podemos encontrar/construir varias caracteristicas dele: distdncia Al percorrida
durante um intervalo do tempo AT, valores de velocidade v, de aceleracao a, vetores

correspondentes v e a, etc.

B) Set-up matematica: de acordo com RG, com este sistema vamos associar espago de

Riemann de quatro dimensées M3 com coordenadas, digamos, 2 = (2°, 2!, 22, 2%).
Pontos desta variedade sdo chamados eventos. Toda informacao sobre o campo
gravitacional esta codificada em metrica de variedade. A métrica, por sua vez, estd
determinada através das equacoes de Einstein, a partir dessas equacoes é possivel
encontra-la quais permitam encontrar dela em fungao de distribuicdo de massas-
geradoras do campo sob investigagao. A primeira solucao exata destas equacoes
foi encontrada pelo K. Schwarzschild em 1916. A métrica encontrada descreva
o campo gravitacional de um corpo em repouso, com simetria esférica, na regiao

suficientemente distante do centro desse corpo.

Com uma particula em movimento no campo gravitacional do item A) estd associada

uma geodésica vy de espago de Riemann, veja Fig. 1.

Ainda nao podemos usar essa construgao nas aplicagoes, pois nela falta a relagao
entre quantidades geométricas de espaco abstrato de quatro dimensoes, e as quantidades
tridimensionais medidas pelo observador. Por exemplo, nao foi dito qual é a relacao

explicita entre vy e y (7).
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Figura 1 — Na RG com curva parametrizada x(t) € R3 de particula em movimento no campo
gravitacional esta associada uma geodésica v € M13), (Para melhor visualizagdo, os

eixos 23 e y3 ndo sdo apontados no desenho).

Além disso, uma geodésica v em geometria diferencial é por definicao um conjunto
de pontos, e portanto ndo implica nenhuma evolugao definitiva de uma particula ao longo
dela. Ou seja, no Item B) acima até que nocao do tempo nao estd mencionado! Enquanto
no Item A) temos uma curva parametrizada: as trés fungoes de tempo y*(T). O ponto
de partida para discussao de relagoes em falta pode ser o seguinte: dados dois eventos
proximos sobre uma geodésica, x* e x* + Ax*, qual é a distancia percorrida pela particula,
e qual é o tempo de movimento, (ambas quantidades medidas em Laboratério). Ou seja,
precisamos das férmulas para AT e Al como fungdes de Az#. Estabelecendo uma resposta,
podemos em seguida discutir as quantidades compostas desses: velocidade, aceleragao,
energia etc. Historicamente, tais relagoes nao foram formuladas na construcao inicial de

RG.

Uma certa confusao por causa disso comecou na literatura desde inicio de RG,
e continua até os dias de hoje. Analise da relagao entre as quantidades quatro e tridi-
mensionais foi iniciado em 1916 nos trabalhos de J. Droste [3] (aluno do doutorado do
H. Lorentz), D. Hilbert [4], Laue [5], Bauer [6]. A primeira tentativa foi como se segue.
Seja z#(7) é uma curva parametrizada que representa a geodésica: v = Imagen x* (7).

Excluindo o pardmetro, obtemos trés fungoes x%(2°). Entao temos aplicagao natural de
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projecao entre geodésicas de M(13) e curvas de R?:
v e M - x(2%) € R (1.1)
Droste e outros assumiram?

y(T) =a'(a"/c), (1.2)

ou seja, trajetéria de particula do item A) foi identificada com a projegao de geodésica
definida em (1.1). Os célculos, baseados nessa identificagao, implicam em uma conclu-
sdo surpreendente: uma particula, quando se afasta do centro do campo, aumenta sua
velocidade. Ou seja, a gravitacao, no lugar de ser uma forga atrativa, acaba de ser uma
forga repulsiva! Entao ficou claro, que a identificagao direta (1.2) é errada. Seguindo das
pesquisas histéricas de Spallicci [7, 8], este resultado foi corrigido somente em 1936 pelo
P. Drumaux, que usou a expressao moderna® no lugar de (1.2). Isto mostra com clareza,
que a relacao entre quantidades quatro e tridimensionais nao é uma questao de acordo,
mas deve ser estabelecida a partir de analise detalhada do formalismo de RG. No caso de
campo arbitrario, esta analise consta no livro de Landau Lifshitz [2] (a primeira edi¢do do
livro saiu em 1956), onde AT, Al e v em termos de Ax* foram apresentadas. Sao essas as
formulas que expressam quantitativamente a influéncia do campo sobre as réguas e relogios.
Em base disso, a acelera¢ao tridimensional foi apresentada nos artigos [9,10]. Deve-se
notar, que o uso inadequado deste formalismo pode resultar nas conclusoes erradas. Por

exemplo, McGruder [11] menciona 21 trabalhos deste tipo publicados nos tltimos 15 anos.

O Objetivo principal deste trabalho é descrever as relacdes entre quantidades
basicas quatro e tridimensionais da RG, aplicar o formalismo resultante, e corrigir alguns
resultados na literatura, especialmente no artigo recente [11]. De acordo com isto, o
trabalho presente esta organizado como se segue. O Capitulo 2 contem resumo das nogoes
bésicas de geometria diferencial e relatividade geral, das quais iremos usar nos capitulos
seguintes. No Capitulo 3 descrevemos a relacao entre AT, Al, v e Az* na RG. No
Capitulo 4 descrevemos a definicdo de trés-aceleragao na RG. No Capitulo 5 vamos aplicar
este formalismo para o estudo de movimento geodésico no espaco-tempo de Schwarzschild,
e corrigir os resultados do trabalho [11]. Resultados deste capitulo foram recentemente

publicados em [12]. Resultados e conclusoes da dissertagao sao resumidos no Capitulo 6.

Por ¢ foi denotada velocidade de luz, entdo 2°/c tem dimensdo do tempo.
Deve-se notar que Drumaux, apesar de chegar na resposta final certa, deu interpretacao
errada da sua férmula basica. Nés vamos corrigir isto no Paragrafo 5.1.

2
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2 DEFINICOES BASICAS

Nos sessoes 2.1-2.4 vamos descrever alguns nocgoes de geometria diferencial no
exemplo simples de uma superficie S imersa no espaco Euclidiano R3. No entanto, deve-se
notar que todas as férmulas finais escritas em coordenadas locais valem sem modifica¢oes
para uma variedade arbitraria, e vao ser usadas abaixo no caso de espago de nosso interesse:

variedade de Lorentz quatro-dimensional.

2.1 DERIVADA COVARIANTE

Vamos precisar a derivada covariante para escrever equacao de geodésica no secao

2.3 e para discussao de tensor de curvatura no secao 2.4.

Definicao 2.1 Dizemos, que temos campo vetorial sobre uma superficie S, se em cada

ponto r de S estd dado vetor tangente V(r). Se r(t) uma curva, nés definimos o campo

ao longo da curva como a restrigio: V(t) == V(r(t)).
Exemplos:
1. Seja r(£*)-parametrizagao de S, entao r} (%) = ?—f - campo de vetores tangentes as

curvas coordenadas r(&*).

2. Seja r(£%)-parametrizagao de S, e v'(£%), v?*(£%) fungdes diferencidveis, entdo é
definido V(r) = r,(£*)v*(£?) - campo vetorial.

3. Se £%(t) uma curva no plano de coordenadas, entdo ¢ definido W (t) = r}(£%(t))v°(¢)
- campo vetorial ao longo de curva r(£%(t)) de S, enquanto V(t) = ré(&“a(t))dd—f é

campo de vetores tangentes a curva r(£%(t)) de S.

4. Dada curva r(t) € S, V() = & é campo de vetores dela.

Definig¢ao 2.2 Seja V(t) campo vetorial ao longo da curva r(t) de S. Derivada covariante

na diregdo de % (ou ao longo da curva x(t)) é o campo vetorial, veja Figura 2 :

pv=20
dt |,

onde |g quer dizer projecao no plano tangente a S.

Definicao 2.3 V(t) € paralelo ao longo de x(t), se DV (t) =0 para todo t.
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Figura 2 — Derivada covariante na direcao de %.

Se S é um plano, derivada covariante coincide com derivada padrao, e da definicao 2.2 se

reduz ao definicdio comum de campo paralelo no plano.

por definicao de derivado covariante, temos que:

A% av
DV=—| =0 < — LT(5).
dt | dt
Afirmagao 2.1 Produto escalar dos campos paralelos é mesmo em todos pontos: (V(t), W(t)) =
const. Como consequéncia, vetores de um campo paralelo tem mesmo comprimento, e

angulo entre vetores de dois campos paralelos é mesmo em todos pontos de curva.
De fato:

d d

d
i v W) = (Ve wo )+ (Vi gwi) |

como £V (t) L T(S), 4W(t) L T(S) e V(t) € T(S), W € T(S) entdo (£V(t), W(t)) = 0

e (V(t), %W(t)) = 0. substituindo na equagao anterior, obtemos

(V(t), W(t)) = const

Derivada covariante pode ser usada para introduzir nocao de transporte paralelo

ao longo de curva. Dada curva com r(t) com r(0) = ry e vetor Vi no ponto rg, podemos
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buscar um campo V(r(t)) que é paralelo , DV = 0, que obedece a condi¢do V(r(0)) = V.

Vetores resultantes sdo chamados resultado de transporte paralelo de V ao longo de curva.

Afirmagao (2.1) implica, que transporte paralelo preserva produto escalar de vetores

transportados, em particular, comprimento deles e angulo entre eles.

2.2 DERIVADA COVARIANTE EM COORDENADA LOCAIS

Seja o campo V(r) que pertence a uma superficie S. Em coordenadas locais tem-se
V =1/ (9)v(€b). Se r(t) = r(£%(t)) uma curva com representante £°(t), substituindo £°(¢)

na expressao de V, obtemos campo vetorial ao longo de r(t),

V(t) = r,(¢")

o VED) (22)

Substituindo vetor desta forma na expressao para derivada covariante, obtemos expressao

para ela em coordenadas locais.

. or' .~ .
Vamos calcular derivadas a%;, que representam taxa de variagdo de vetores r/, na diregao

de curvas coordenadas £°. A derivada gg% é um vetor de R¥, entdo pode ser escrito na
base r}, ry e n = II{:%:%H’ veja Figura 3:
n
Nigf.

Figura 3 — Interpretagao geométrica de simbolos de Christoffel e de segunda forma fundamental.

or'

a—f‘; =T, + Nyn . (2.3)
Equagao (2.3) sdo conhecidas como equagoes de Gauss-Weingarten. Entao, como I'¢, = I'f,

esta grandeza admite ate 6 componentes independentes. Eles determinam a regra de

transporte paralelo sobre S.

Substituindo vetor (2.2) na expressao de derivada covariante, obtemos a equagio derivada

covariante em coordenadas locais:
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d
D pr—
Vo= )
- ( "y ar de? )
fa agb dt’ s
Ve , ar dfb gb
- K a e e dr ) Nt gm |
vt (91' d£b
= ( T 8§b o )rc. (2.4)
entao
a z b
DV =r| Dv*, onde Doy = d;; + bcddt (2.5)

Dv® representa derivada covariante em coordenadas locais. Entao de acordo com (2.5), o

campo a e paralelo ao longo de r(£%(t)): DV = 0, se e somente se Dv® = 0.

Se v?(£%) é campo no plano de coordenadas, e v*(£%(t)) - restrigio dele sobre uma curva

€b(t), podemos escrever

deb de

Dv® = =Dy, onde Dyv* = o6 + Ip0° . (2.6)

dt

Dyv® é chamada derivada covariante na direcdo de curva coordenada &°.

2.3 CURVA GEODESICA

Geodésica é uma curva (ou seja un conjunto de pontos) especial em variedade
de Riemann. Podemos parametrizar dela de vario jeitos, obtendo assim infinitas curvas
parametrizadas correspondentes. Todas elas obedecem de uma equagao, chamada a equagao

geodésica. Nesta secao vamos encontrar esta equagao.

No espaco Euclideano, as retas tangentes a curva geralmente nao sao paralelas.
Elas sdo paralelas somente se a curva é uma reta. Vamos discutir curvas sobre superficie
quais tem a mesma propriedade. No lugar de reta tangente podemos considerar vetores
tangentes a curva, ja que todos eles ficam sobre a reta tangente. Vamos escolher para

discussao o vetor tangente unitario: V' (rg) = Vg, |V0| =1 .

Definicao 2.4 Curva v C S é geodésica se o vetor tangente Vi permanece tangente no

processo de transporte paralelo dele ao longo de 7.

Defini¢do de geodésica ndo menciona parametrizagdo dela. Entao:
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1. Geodésica é uma curva, e ndo é uma curva parametrizada.

2. Podemos usar qualquer uma parametrizacao para encontrar a geodésica.

Assumindo uma parametrizacao t, seja Vg é vetor tangente unitario num ponto
de geodésica, e V(t) é campo paralelo construido a partir de V. Por defini¢ao, o campo

V(t) é proporcional ao campo tangente r'(t) de geodésica em cada ponto.
Entao temos a condigao para v = Imr(t) ser geodésica: a(t)V(t) =r'(t). Como
|V(t)| = 1, temos |a(t)| = |r'(t)|, por tanto campo paralelo pode ser apresentado em

7’ . / ~ . ~
termos de vetor tangente a geodésica: V = I%’I Entao a condicao para uma curva ser

geodésica é:

at)Vt) =r'(t) ou V=, (2.7)

Substituindo o vetor V da equacao (2.7) na equagao de transporte paralelo DV(t) = 0,

obtemos equacgao de geodésica:

I./

— =0. 2.8
‘r/’ ( )
Em coordenada locais temos r’ = r/,£%, também como |r/| = (dt, dt) V gapEaEl = |€],
_ &
entao |r,| r, aig
Observa-se que por construcao, as coordenadas de campo paralelo sao v* = éé’“ Em
efeito:
a ab ../ 1 /! fc 1 ab/.l I\ ¢C
vto= g (rb7V)_g b7| ,’1'5 :|IT|9 (13, 1.)¢
1 1.
= g™t = 0 = (2.9)
€] Ié | €]
Substltulndo ,‘ =r) \él na equagao (2.8) e como Dﬁ = DV =r! Dv®, obtemos equagao
de geodésica em coordenadas locais
e (5)
=0, ou == —Fg‘cf £ = (2.10)
\6 | &l Il

onde \£| = \/ ganE2EP.

Se £%(T) - geodésica em parametrizagdo natural 7 , |£%(7)| = 1, a equagao (2.10) fica

DEYT) =0, (2.11)
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e vai ser usada no Cap. 5. As equagoes (2.10) e (2.11) sdo equivalentes, veja [13].

2.4 TENSOR DE CURVATURA
Tensor de curvatura participa na construcao de equacoes de Einstein, os determinam
a metrica de espaco-tempo na RG.

Derivadas repetidas na direcio de eixos coordenadas de um campo vetorial V (!, 22, 23)

no espago Euclideano sao comutativas: 9;0;V — 9;0;V = 0.

Seja V(r) = r.(£%)v°(€%) - campo tangente a superficie S. Vamos calcular derivadas

covariantes dele na diregdo das curvas coordenadas. Isto é, na equagdo (2.4) vamos pegar

% = % ou a%r Entédo as derivadas covariantes sdo D1V = % @ D,V = g%g ¢ Temos
forma explicita das derivadas:
DyV =1l Dy°, Dyv® = Opv° + I'y, o™ . (2.12)
Derivada D, de vetores D1V e D)V é:
Da(DbV) = I‘éDa[DbUC]
= 1. {0a(Dpv°) + 1'g, (Dp©) }
= 0,(Opv° + Ty, 0") + T, (O™ + T, 0™)
=1, {0,0p0° + (9,15, )v™ + T¢, dyv™ + T, Opv"™ + T, T v™} | (2.13)
entao temos analogamente,
Dy(D V) = 1. {0,0,0° + (0,1, ) 0™ + T, 0pv™ + T¢, 00" + T, T 0™} (2.14)

subtraindo a equagao (2.13) pela equagao (2.14)

Du(DyV) — Dy(DyV) =t {(0,T5,)0™ — (84T, )™ + T, T o™ — T, I 0™}

bn* am
=1, {(0alyn + 16, Th) — (TG, + T3, 10,) 0™
=r.R ", (2.15)
onde
o ap(€") = 0uL5,, + T Th, — (BTG, + 15,10, (2.16)

é chamado tensor de curvatura (ou tensor de Riemann) de superficie em coordenadas
locais £€%. Ele é conjunto de 2* = 16 funcdes de ¥ construidas das componentes de métrica

e derivadas dela. De acordo com (2.16), comutador das derivadas covariantes (com a # b)
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na direcao de curvas coordenadas geralmente nao é nulo, mas é proporcional de tensor de

curvatura.

Introduzimos a notagao especial para o tensor de curvatura com todos os indexes

colocados embaixo com uso de métrica g,

c
anab = Inc Rmab

= Yne aar‘gm + ngrlgm - (abrgm + ngrgm)]

vamos definir I'pe = s, entdo

ac?

Fnac - gnbrgc

1
= 7gnbgbe (aagec + acgae - aegac)

2
1

= 552 (aagec + acgae - aegac)
1

= 5 (aagnc + 8cgan - angac) .

/ b _ b ~ _
Também como I'), =I'?, entao I'ypc = Lya-

Da equagao (2.18) e que gen = gne temos a identidade:

aagnc = FTLQC + FC(I’I’L .

Usando a equagao (2.19), Iy, =T, e a derivada do produto

gncaargm =0 (gncFZd) - (aagnC) gm
- 8(1 (gnc %b) - (Fnac + Fcan)

= aa]:‘nmb - Fnacrgm - Fcanrzm .

Também temos

I-‘amrmb = ngFna mb — F'l:m, (gkc %b) - Fﬁarkmb = Facmrcmb .

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

Substituindo (2.20) na equacao (2.17) e usando (2.21), obtemos a expressao equivalente:

anab - gnca Fbm + gncrgkrlgm - (gncabrgm + gncrgkrsm)
= 8arnmb FnacFC Fcanrgm + Fnakrlgm
- (ab nma Fnbcrgm — Fcbnrgm + Fnbkrsm)

= Oul'nmp — Leanl'pm
= 0ul'nmb — Lenal'mp
= Oul'nmp — Uyl emp —
= Oul'nmp + Tyl ema

- abana - 1—‘canc
ab nma ~ cnbrc

(
—
(OoTnma — TipLema
— (ObL'nma + Il emy

Apresentamos algumas propriedades do tensor de curvatura.

(2.22)
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1. Propriedades de simetria
erab - Ralmma anab - _Rmnaba anab - _anba . (223>
2. Regra de transformagao no passagem &(¢’ p ) de un sistema para outro

, o 0gr 0g age g
afyo T 6§Ia 65/6 85"7 85,0- abed -

(2.24)

Contracdes de tensor de curvatura com métrica inversa ¢?° tem nomes préprios. Tensor
de Ricci R,p:
J— na
Rmb =g Rmnab ’ (225)

e regra de transformacao do tensor de Ricci

0g = gg;aaébﬂRab . (2.26)
Curvatura escalar R é funcao escalar seguinte:
R=g"Rup=3""¢"" Ronas » (2.27)
e regra de transformacao dele
R'(€") = R(¢°) . (2.28)

2.5 EQUACOES DE CAMPO GRAVITACIONAL DE EINSTEIN

As equacoes de Einstein sao as equagoes fundamentais da teoria da relatividade
geral. Eles relacionam o campo gravitacional com tensor de energia-momento, o ultimo
representa distribui¢do das matérias-geradoras do campo [2]. Intuitivamente, quanto maior
a concentracao de matéria, maiores serao os componentes do tensor de curvatura de Ricci.

As equagoes, postulados pelo Einstein sao

1 8rG
Rij — s9i;R = —

5 —a Ly (2.29)

onde G ¢ constante de gravitacao universal e T;; tensor de energia-momento. O tensor na

parte esquerda desta equagao ¢ chamado tensor de Einstein

1
Gij = Rij — §gwR . (230)
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O tensor de energia-momento 7;; em vacuo pode ser calculado a partir da constante

cosmoldgica A e dos componentes tensores métricos covariantes g;; ,

Act

Ty =~ 0y
87?ng

(2.31)

em que a constante cosmologica é equivalente a uma densidade de energia em um espago
de vacuo. De acordo com uma medicao recente, a constante cosmolégica A é da ordem de
10752m~2 e proporcional & densidade de energia escura p com um fator de 87G usado na

relatividade geral.

A=8rGp. (2.32)

No caso de uma densidade de energia positiva do espago de vdcuo (A > 0), a

pressao negativa relacionada causara uma expansao acelerada do universo.

2.6 A METRICA ISOTROPICA ESTATICA GERAL

Por estatico e isotropico queremos dizer que deve ser possivel encontrar um conjunto

0

de coordenadas quasi-minkowskianas z° = ct, ', 2%, 2* tal que g,, nao dependa de ¢,

quatro-intervalo dependa de x e dx somente através dos invariantes rotacionais dx?, x - dx

e x2. Entao

dr? = F(r)(dz°)? — 2E(r)dx"(x - dx) — D(r)(x - dx)* — C(r)dx* , (2.33)

onde F', ¥/, D e C sao fungoes desconhecidas de

ol

r=(x-x)

Substituimos x por coordenadas esféricas r, 8, ¢, definidas como
2 3

x' = rsinf cos y; x® = rsin@sin ¢; x° =rcosf .

Calculando x - dx e dx? temos

X - dx = rdr; dx? = dx - dx = dr® 4+ r*df* + r* sin 0
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e substituindo na equagao (2.33), ela torna-se

dr* = F(r)(dz°)* — 2E(r)dz"dr

(2.34)
— 7"2D(7")al7’2 —C(r) (cl7’2 + 12d6? + r? sin® 9d902> )

Definimos a nova coordenada temporal

2V =20+ d(r)

com ¢ uma funcao de r. Isso nos permite eliminar o elemento fora da diagonal g, definindo

® a partir de equacao:

d®  rE(r)

dr — F(r)

Entao a equagao (2.34) pode ser escrita como

dr? = F(r)(dz®)? — G(r)dr® — C(r)(dr® + r2d0* + r* sin? 0dp?) (2.35)

onde

G(r) = 1 (D('r) T E;&)) .

Podemos redefinir o raio r e, portanto, impor uma relacao adicional as funcoes F', G e C.

Por exemplo, suponha que definimos

Entao a equagao (2.35) assume a seguinte forma chamada forma padrdo:

dr® = B(r")(da®)? — A(r")dr'”® — "> (d6? + sin® 0dp?) | (2.36)

onde

Sy
—~
3
—
Il

F(r) .
o = (8 ()

Alternativamente, podemos definir

e [ (14 SOV
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e a equacao (2.35) assume a forma chamada forma isotrépica

dr* = H(r")(dz"")? — J(r") (d?""2 +"%d0? + 1" sin? 9d<,02) : (2.37)
onde
H(r") = F(r)
C(r)r?
o = <

Faremos a maior parte do nosso trabalho com uma métrica da forma padrao:

dr® = B(r)(dz®)* — A(r)dr® — r* (d92 + sin? 9dg02) (2.38)

A métrica possui componentes diferentes de zero:

G =A(r);  ge=1%  gpp=r’sin’0;  goo=—B(r) (2.39)

com fungbes A(r) e B(r) que devem ser determinadas resolvendo as equagoes de campo.

Como g, ¢ diagonal, ¢ facil escrever o inverso dos componentes diferentes de zero:

gr=Ar); ¢ =t g = sing) " ¢ =-B7N(r)  (2.40)

Além disso, o determinante do tensor métrico é —g, onde

g =r*A(r)B(r)sin’0 , (2.41)

entao o elemento de volume invariante é

Vgdrdddyp = r*\/A(r)B(r) sin drdfde . (2.42)

A conexao afim pode ser calculada a partir da férmula usual:

1
Tf‘”, - §gAp (D0 Gou + 0uGpw — OpGyw)

Cujos componentes nao nulo sao:
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1 dA(r) r
I’ = I, = ———
o 2A(r) dr 00 A(r)
— 7 sin? 6 oo dB(r)
e A(r) 00— 2A(r) dr
-4 = I = —sinfcos 0
o =T =~ 0, = —sinfcos
F“"—F“"—l I =17 =cotf
per— Tre T 0o = Lop = CO
1 dB(r)
Y. =r% = 2.43
or "0 2B(r) dr (2:43)

Também precisamos do tensor de Ricci. E dado por (2.25) e (2.16) como

_ Ty Ol
ox" oz

R + I Tn =T, T, (2.44)

Inserindo em (2.44) os componentes da conexao afim calculados anteriormente, encontramos
B 1 (B A B’ 1 (A
o B0 LB (A0), BY 1(AG) .
2B(r) 4\ B(r) A(r)  B(r) r \ A(r)

B r A(r)  B'(r) 1
Rgg——1+2A<T)<— + >+A

R%D = sin2 eRgg

S CCEOR )

2A(r) 4

RMVZO #%y

n/on

(O primo agora significa diferenciagao em relagao ao r). Os resultados que R, R, Rop,

e sao nulos, e que = sin sao consequéncias da invariancia rotaciona

Ry, e Ry, los, R, 20Ry, d t 1

da métrica, enquanto o resultado que R, ¢ nulo é porque nés configuramos nossos relégios
) 0

para que a métrica seja invariante sob a transformacao de inversao de tempo t — —t.
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Podemos facilmente usar os resultados (2.39) e (2.43) para a métrica e conexao

afim em coordenadas padrao para construir coordenadas X, X5, X3, t. Nos definimos:

X1 = R(r)sinf cos p Xy = R(r)sinfsin ¢ X3 = R(r)cost (2.46)

Um célculo direto da entao

oxtoxY QA
XN[(B 2 A\, . 24
= (15) KQBH—zA)“R wR] -

Além disso, a coordenada de tempo padrao t satisfaz

2
0°X; = g la Xi aXi]

0’ =0.

Assim as coordenadas X, Xa, X3, t sdo chamadas harmdnicas se R(r) satisfizer a equacao

diferencial
d 1 d 1
= (HBQA%;E> —2A2B:R =0;. (2.47)

Nestas coordenadas harmoénicas, (2.38) torna-se

A r?
gt RJ (X - dX)? . (2.48)

2
dr? = B(da°)? — %dXQ . [

2.7 SOLUQAO DE SCHWARZSCHILD

A métrica de Schwarzschild é uma solugao exata das equagoes de Einstein do
campo gravitacional que corresponde ao campo gerado por uma massa esférica (estrela, por
exemplo). Sob certas condigoes também descreve um tipo de buraco negro. A solugao de
Schwarzschild tem o nome do fisico alemao Karl Schwarzschild (1873-1916), que encontrou
a solucao exata em 1916, pouco mais de um meés apés a publicacao da teoria da relatividade
geral de Einstein. Foi a primeira solugao exata das equagoes de campo de Einstein além

da solucao trivial de espago plano.

Estudo de movimento geodésico no campo de Schwarzschild vai ser o nosso objetivo

principal no Capitulo 5.
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Aplicamos as equacoes de campo de Einstein a métrica isotropica estatica geral.

Usamos a forma padrao discutido na secao anterior, isto é,

dr? = B(r)(dz®)* — A(r)dr® — r*d6* + r* sin® 0dy® . (2.49)

As equacoes de campo numa regiao vazia de matéria sao:

Ry =0. (2.50)

Os componentes do tensor de Ricci sdo dados para essa métrica por meio da equagao

(2.45). Observamos que serd suficiente estabelecer R,.., Rpy € Ryo iguais a zero. Também

vemos que:
R,. Ry 1 (A B
LU (T 2.51
AT B A (A B (2:51)
entdo (2.50) exige que % = —‘%, ou
A(r)B(r) = const . (2.52)

Além disso, impomos a condigdo limite em A e B quando r — oo, o tensor métrico deve

aproximar o tensor de Minkowski em coordenadas esféricas, isto é,

lim A(r) = lim B(r) =1, (2.53)

T—00 T—00

de (2.52) e (2.53), temos entao

1
A(r) = : 2.54
Usando (2.54) em (2.45), encontramos
Rgg = —1+ B'(r)r + B(r) , (2.55)

_B'(r)  B(r) _ Rylr)

Fre 2B(r) * rB(r)  2rB(r)

(2.56)

Usando que Ryy = 0, temos

S (rB(r) =rB(r)+ B(r) = 1. (2.57)
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A solugao é

rB(r) = r + const . (2.58)

Para fixar a constante de integracdo, lembramos que a grandes distancias de uma massa

central M, o componente gog = —B deve se aproximar a —1 — 2¢, onde ¢ é o potencial
newtoniano —2&. (veja a Secdo 3.4 [1]). Assim disto, constante de integracdo é —2MC e

nossa solucao final é

2MG
=1(1- .
B(r) ( — ) : (2.59)
2MGN !
Alr) = (1— = ) . (2.60)
A métrica completa é dada por
2 o 0\2 ANty o o 2
dr :<1—T>(dx) _<1_7“) dr® —r° —r°sin” 6dy~ , (2.61)
onde o = 2MG.
2

A solugao de Schwarzschild é expressa na equagao (2.61) em sua forma padrao.
Podemos também expressar a forma isotropica equivalente, introduzindo uma nova variavel

de raio

MG\
=pl1 2.62
T 1Y ( + 262p> ’ ( )
daqui podemos calcular

MG MG 2 a2

A 21\0/[26‘ B P [1 2 T (2c2p) } B (1 — é\f%) (2.63)

r) 14 MG 14 MG)? (14 MaN? '

p(1+3%) p(1+35) (1+35)

Também,

MG\? MG\ MG\ (1
—dp |1 —2p(1 ) (=
dr dp( + 202,0> p( * 202,0) ( 2c2 ) <p2> 4

MG MG MG MG MG
~(1+3m) (ram - ) o= (143 (-2 o e
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Entéao, substituindo as equagoes (2.62), (2.63) e (2.64) na equagao (2.61),

 ue VA
1+ 22p 1+ 2¢2p

2

+ (d92 + sin? 9dgp2> .

1+ MG\®
P 2¢%p

(2.65)

Daqui obtemos a métrica de Schwarzschild em forma isotropica:

=
T2 MG\
—dr? = (A;Cl;2(dxo)2 + <1 + 262p> [alp2 + p*df* + p? sin (9d<p2} (2.66)
1+
202p>

Podemos também construir as seguintes coordenadas :

X1 = R(r)sin @ cos ¢; Xy = R(r) sin 0 sin ¢; X3 = R(r)cos¥; t.

Estas coordenadas X, Xa, X3, t sdo chamadas harmonicas se R(r) satisfizer a

seguinte equagao diferencial :

d
- (7"23%/4_26@«) —242B:R =0, (2.67)

dos quais, da solu¢ao de Schwarzschild temos

2MG)1_

A(r) = (1 - . B(r) = (1 -

cr

substituindo na equagao (2.67),

_2<1_2MG> 2(1—2MG>2R:O.

cr cr dr c2r cr

d [72 (1 - 2MG)2 (1 - 2MG>2 dR

d [rz (1 B QMG) dR

dr] —2R=0. (2.68)

c2r
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Uma solucao da equagao (2.68) é dada por

R=r— 2 (2.69)
entao dr = dR, e
2MG MG ( MG)
R— 1-—
(1 _ O‘) A _ R (2.70)
" re MG p MG (1+MG). |
2 AR AR

Substituindo (2.70) na equagao (2.61). Obtemos a métrica de Schwarzschild em forma

harmonica:

(- 58) o ()

_ 2

_dr? = _70]\/2[2(@50)2 + %dﬁ + (R + ]\Zf) [cw? + sin edgpﬂ . (2.71)
<1+ 02R> (1_ 02R>

2.8 A METRICA DE KERR

Como un avango para continuacao da dissertagao presente, nesta se¢ao descrevemos

a metrica de Kerr que corresponde a um corpo de rotagao (ver [14]).

A forma explicita da métrica Kerr é a seguinte:

1 2M
—dr? = —(d2")? + % (Aer + d92) + (r* + a®) sin® fd* + TT (dxo — asin® 0d<p)2 :
(2.72)
onde
A =7r*—2Mr + d?, Y =1+ a’cos® 0 . (2.73)

As coordenadas (2%, 7,0, ), em termos das quais a métrica tem a forma (2.72), sdo cha-

madas coordenadas de Boyer-Lindquist.

Desenvolvendo a equagao (2.72):

—dr® = —(d")? + ier + QJ‘gT [(d2°)* — 2asin” fda’dyp + a® sin* 6|
+ Xd6* + (r* + a*) sin’ O
= —(d2°) + 2]\247“(de)2 - deodga + idrz + Sd6*(r* + a*) sin® 0dp®
2Mra? sin® 9dg02 | (2.74)

)y
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obtemos uma forma equivalente da métrica kerr:

2Mr 4Mar sin® 0
a2 (1_ oy2 _ AMarsm=b ,
dr (1 = ) (dz”) ity
)y 2M a?r sin?
+ KdTQ + Xdf* + sin® 0 (7’2 +a® + a;sm@) dep? (2.75)

2.8.1 Como remover la singularidad em A =0

Para mostrar que A = 0 é uma singularidade de coordenadas, fazemos uma
transformacao de coordenadas que traz a métrica para uma forma que nao ¢é singular em
A = 0; as novas coordenadas sao chamadas de coordenadas Kerr. Procuramos uma familia
de geodésicas nulas e escolhemos um sistema de coordenadas de forma que as geodésicas

nulas sejam linhas coordenadas no novo sistema.

A métrica Kerr admite duas familias especiais de geodésicas nulas, denominadas

geodésicas nulas principais , dadas por:

dxt dz® dr df dy r? + a? a
T (dA’dA’dA’dA) ( A TUUA (2.76)

Onde o sinal mais (menos) corresponde a geodésicos de saida (entrada). Nao provaremos
explicitamente que (2.76) sdo geodésicas; nés s6 mostramos que eles sdo nulos, ou seja,

que:

g;wi"ui'l/ =0. (277)

Isto é
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r? + a? 1 a\?
U - 2 2 2 2\ 32 it
G E ( A ) +Z[A(:|:1) +(O)}+(r + a“) sin 0(A>

+2M7’ r? + a? _ 4sin 9<a)
as A

by A

r2+a2

+ (r* + a*)sin® 0 +

E+ a2 OMr [r? + a?cos? 0 2
A A? > A

a2)2 2MrY,

+ — +— r? + a?)sin® 0 + A2

A A A2

a
(2

(= (r* +a®)’ + DA + ®(r* + a®) sin? 0 + 2M 73]

{ (r* +a*)(r* + a® — a*sin?0) + S(r* — 2Mr + a* + 2]\/[7')]

{ (r*+a )Z+E(r2+a2)}

- D\H%\H'ﬁ\

Consequentemente, o vetor tangente (2.76) ¢ nulo.

Vamos considerar as geodésicas de entrada, e indicar o vetor tangente como [*:

r? + a? a
" = —1 — | . 2.
< A 9 707 A) ( 78)

Vamos parametrizar a geodésica em termos de r:

dz®  r? 4+ a? dy

a
=’ g A de _ax _ A
dr dr -1 7 dr dr -1~
d\ d\
entao:
dz° r? +a
— == 2.
dr A (2.79)
dy a
—_— = ——. 2.
dr A (2.80)

Integrando (2.79) em relacao a r:

x0:/<(iil:) dr:_/<r22a2> dr +p, (2.81)

onde p é uma constante que nao depende de r (dp =0).
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Integrando (2.80) em relacao a 7:

(= (G

onde ¢ é uma constante que nao depende de r, (% =0).

Queremos que essas geodésicas sejam linhas coordenadas de nosso novo sistema;
assim, uma de nossas coordenadas é r, enquanto as outras sao quantidades constantes
ao longo de cada geodésica pertencente a familia. Um deles é 0; as duas coordenadas

restantes sdo obtidas das equagoes (2.81) e (2.82), estas sdo:

2 | 2
p:xo%—/(?a ZCL)dr, (2.83)

p=p+ / (Z) dr, (2.84)

e o vetor tangente da geodésica entrante principal nula (2.78), estd nas novas coordenadas

<p7 r? 07 @):

dp dpdr

oy _ —1) =

d\N  drdX (0)(=1) =0

dr

——

dA

do

—

dA

dep dodr

o _ T —1) =

d\  dr dX 0)(=1)=0
entao:

*=(0,-1,0,0) . (2.85)

Podemos agora calcular o tensor métrico no sistema de coordenadas (p, r, 8, ¢). Lembramos

que, nas coordenadas de Boyer-Lindquist,

1 2M
—dr? = —(da")? + % (Aal?“2 + d92) + (r? + a®) sin® Od?* + TT (d:co — asin? Hdgp)z :
(2.86)

Da equagao (2.83) e (2.84) temos:

2, 2
0 gy (1O —dp- (%)
dz” = dp ( A ), dp = dp A dr , (2.87)
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entao:
2 2 2 2\ 2
—(d2")* = —dp® + 2 (T Za ) drdp — (T Za ) dr? (2.88)
2
(r* + a*) sin” 0dy® = (r* + a*) sin” 0 (dso - Zdr)
2
= (r* + a*) sin? 0d@® + (r* + a*) sin® G%dﬁ
— 2%(7”2 + a®) sin? Odrdp | (2.89)
Tr(dxo —asin® fdy)” = ET _dp - (T Za ) dr — asin® 0dg + - S;n dr]
2Mr [ 2 _ 2 2
=5 r _dp — asin?0dp — (W) dr]
2Mr | Rk
= > ! _dp — asin? Odp — Adr]
2Mr o  2Mr o o, 5 2MTY
=5 dp” + — @ sin Odo™ + Talr
AM AM
5 " sin? Odpdp — Trdpdr
AM
+ Ara sin? §dgdr | (2.90)

—(r* 4+ a*)? + 2A +a*sin? 0(r* + a?) + 2MrE = —(r? + a®)? + 2(r?* + a?) + a®sin? (r? + a?)
2 —r? —a® +1? + a® cos® § + a” sin® 9}

—a® + a*(cos?  + sin® 0)}

0. (2.91)

Substituindo as equagoes (2.88), (2.89), (2.90), (2.91) em Boyer-Lindquist, e usando
A=r2—2Mr+a®, X =1r%>+a’cos’0 :
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2M 2
—dr? = — (1 - T) dp* + ~=(r* + a* — 2Mr)dpdr

by A
T Bt s
2M
+ sin® 0 {(73 + &2> + TTCL2 sin? 9} dz°
2a sin? 0
A

_ 2Mr 2, 2 b 2 | o2 2, 2 2M7”2-2}—2
= <1 S >dp +A(A)dpdr+A2 (0) dr® + sin 9{(7“ +a®) + > sin 0| dp

24 sin® 0 AM
“Z“ (A)dadr — Zrasin2 Odpdp + $d6*

AM
s " asin? 0dpda + Ydp?

(7"2 +a* — 2MT) dodr —

entao nos temos:

2M 2M
—dr? = — (1 — ;) dp?® + 2dpdr + sin* @ [(7’2 +a?) + TraQ sin? 9} dg®

AM
— 2asin® fdpdr — — " asin? 0dpdp + Sd6> . (2.92)

As coordenadas (p,7,0,¢) sdo as coordenadas de Kerr. Nestas coordenadas a
métrica nao é singular em A = 0. Isso significa que, enquanto as coordenadas Boyer-
Lindquist sao definidas em todo o espaco-tempo, exceto as subvariedades A =0 e ¥ =0,
as coordenadas Kerr também podem ser definidas nessa subvariedade. Entao, depois
de alterar as coordenadas para o quadro de Kerr, estendemos variedade para incluir a
subvariedade A = 0.

Desenvolvimento da equagao (2.92) temos

—dr? = —dp® + 2dpdr + Xd6* + (r* + a®) sin® 0dp* — 2a sin® dpdr

2M
= " [dp? — 2asin® 0dpdp + (asin® 0dp)?]
= —dp® + 2dpdr + Xd6? + (r* 4 a*) sin® 0d@* — 2a sin® Od@dr
2M
> r {dp — asin® d@r : (2.93)

No6s definimos t = p —r , entdo —dp? + 2dpdr = —dt*> + dr? é cumprido. Substituindo

isso na equagao (2.93), temos:

—dr? = —dt* +dr* + Ld0* + (r* + a?) sin? 0d@® — 2a sin? dpdr

2Mr , _
+ TT(dt + dr — asin®0dp)* . (2.94)

2.8.2 A métrica nas coordenadas de Kerr-Schild

Seja a métrica de Kerr em coordenadas (,76, p), dada pela equagio (2.94):
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—dr? = —dt* +dr* + Ld0* + (r* + a?) sin? 0d@® — 2a sin? dpdr
Mr

> (dt + dr — asin® 0dgp)* . (2.95)

2
+

As coordenadas de Kerr-Schild (t,z,y, z) sio um quadro cartesiano definido por

x = Vrta?sinf cos (go + arctan (i)) ;

Yy = Vrta? sin 0 sin (go + arctan (i)) )

z=rcosf . (2.96)

seja a = arctan ¢, temos
V124 a?cos(p+a)=rcosg —asing,
+ «

V124 a?sin(@

) =acosp+rsing. (2.97)

Entao, usando (2.97), podemos escrever (2.96) como

x = sinf(r cos p — asin ) ,

y =sinf(rsing +acosyp) ,

z=rcosf . (2.98)
Derivando, temos

dx = cos f(r cos p — asin)df + sin 0 cos pdr — sin O(r sin @ + a cos p)dp ,

dy = cosO(rsin ¢ + a cos p)df + sin 0 sin pdr 4 sin 6(r cos p — asin@)dp ,

dz = —rsin 0df + cos Odr . (2.99)

Assim, temos as seguintes equagoes:

dz® + dy* + d2* = dr® + [rz sin? @ + (r* + a?) cos? 9] do* + (r* + a®) sin® 0dp*
— 2asin® Odrdp
= dr® + Xd6* + (r* + a*) sin® 0d@® — 2asin® Odrdp | (2.100)

6 6
xdx +ydy = x C?S xdf + sinf cos pdr —ydp | +y C?S ydf + sin 0 sin pdr + xdp
sin ¢ sin 0
= Zionsg(xQ + y*)df + sin O(x cos p + y sin @)dr
= C_Oise(r2 + a?) sin? 0df + sin® Ordr
sin 0

= (r? 4 a?) sin 0 cos Odf + r sin® Odr (2.101)
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ydr — xdy =y (:i:gxdﬁ + sin 6 cos @dr — ydg@) —x (Z?sgydﬁ + sin 6 sin pdr + mdgp)
= sinf(y cos p — xsin @)dr — (2 + y*)dg
= sin O(asin 0)dr — (r* + a®) sin® Odp
= asin?Odr — (r* + a*) sin? 0dg , (2.102)
zdz = —r*sin 0 cos 0df + r cos® Odr . (2.103)

Entao de (2.101) e (2.102), temos

r(zdr + ydy) + a(ydx — zdy) = r(a® + a*) sin 0 cos 0df + (r* + a*) sin® Odr

—a(r* 4 a*) sin? 0dp . (2.104)
Dividindo (2.104) entre r* + a?,
d d dx — xd
rwde+y yz Falyde —2dy) _ i 0cos0d0 + sin® dr — asin® 0dG | (2.105)
r2 + a?
Adicionando %‘lz a equagao (2.105),
d d dx — xd d
rivde +ydy) + alyde —zdy) | 2dz 0 Gi2gas (2.106)
r? + a? r
Também,
2Mr 2Mr 2Mr3
= = ) 2.107
) r2+a?cos?l  ri+a?z2? ( )

Substituindo (2.100), (2.106), (2.107) em (2.95) . A métrica nas coordenadas de Kerr-Schild
¢ entao

2

2Mr3 _ d d dr — zd d
L = —dP 4 da® + dy? + d?+ 2T | g Tede tydy) Falyde —ady) | zdz
r? 4 a?z? r? + a? r
(2.108)
A métrica tem a forma:
Guv = N + Hlulu s (2109)
onde oA
H= . (2.110)

ri4+atz2’
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e, nas coordenadas de Kerr-Schild,

r(xdr + ydy) + a(ydx — xdy) N zdz

[ dat = dt + 2t a2 malt (2.111)
enquanto em coordenadas de Kerr
L dat = dt + dr — asin® 0dg = dp — asin® 0dg . (2.112)

Por outro lado, usando a equacao (5.6) para L = g,,x"z" na acao S[¢] = % [ guwérerds

temos
oL d (0L
e — — — i - 0
ot dt\ o
Entao,
= AMr3a®zz iy r(ze +yy) + a(ys — xzy) L
(r2 + a?22)? r2 4 a? r
2Mr® e (@) + (9)° + 28 +yi] + alyd —af) | (2)* + 22
- t+ + =0.
r2 + a?z? r? + a? r
(2.113)
Para (t,z = 0,y = 0, 2), temos:
= AMrda*z: (- 2 2Mr3 (= (2)* =z
t+ ———=(t+-2) — t -z2]1=0. 2.114
+(r2+a222)2< +7“z> r2+a2z2< * r +rz ( )
oL d (0L
. —_— — — — pu—
Oxr dt \ Ot
Entao,
— 2z
8Mr? - : +yy) + alyd — oy : . atzi(ra +
N iy r(zt + yy) + a(ys — xy) L2 i+ a*zz(rx + ay)
(r2 4+ a?2?)(r?2 + a?) r2 +a? r r2 + a?z?
Amr® = (@) + (9)° +2F +yil +alyd —2p) | (2)?+2E] (ratay
Ty + =0.5
r2 + a?z? r2 +a? r r2 + a?

(2.115)

Para (t,z =0,y = 0, 2), temos:



38

N SMr3 r(zd + yy) + a(yd — zy) N 2% - a’zz(ry — ax)
(r2 + a?22)(r? + a?) r2 + a2 r r2 + a22?

li+
o L G et g el )| (GF ] (e g

24 a222 r2 4 a? r r? 4+ a?
(2.116)
Para (t,7 = 0,y = 0, z), temos:
0=0
oL d (0L
o« X2 (%) 2y

0z dt \ 0%
Entao,

954 8Mr3a®z3 iy r(zt + yy) + alys — zy) N 2 (z)

(r2 + a?22%)? r2 + a? r | \r
AMy? : r[(#)2 + () + 2@ + yi] + alyi — z7] N (£)% + 23 (z> 0
r2 4+ a?z? r2 4 a2 r r)
(2.117)

Para (t,z = 0,y = 0, z), temos:

AMr3a®zz (f—i— Zz) (z) N 2Mr? <Lf+ (2)? 1 iz> (Z) =0 (2.118)

(r2 4 a?22)? r r r2 + aq22? r r

Assim, a partir das equagoes (2.114) e (2.118) podemos obter a seguinte equagao:

Z=
Zt+: =0 (2.119)
"
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3 RELACOES ENTRE QUANTIDADES BASICAS QUATRO E TRI-
DIMENSIONAIS EM RG

Por construgao de transformacoes de Lorentz, a velocidade da luz na relatividade
especial ¢ uma quantidade independente do observador. Na presenca da gravidade,
substituimos o espago de Minkowski pelo variedade de Lorentz de quatro dimensoes (ou

seja, variedade de Riemann com métrica de signatura (—1,+1,+1,+1)),

M®D = {a#, g, (2°)} . (3.1)

Considere um observador que marca eventos usando as coordenadas (3.1) para descrever o
movimento de uma particula em um campo gravitacional com métrica g,,. A definicao
formal das grandezas tridimensionais pode ser obtida representando o quatro-intervalo ds?

em forma diagonal por blocos 1 + 3.

—ds* = gudatdx” = Goodz’da® + giodatda® + gojdxod:vj + gi;da’da?

(dz°)? + 99% 120dat + gijd:r;"dxj]

= Joo
goo goo
= Joo (d:vo + gozdﬂ) — (gmdxl> + gﬁdxldxj
goo goo goo

goo goo

S \?2 A (qosdzd o
= goo (dmo%—%de) — (g0:d") (9o d”) +gijdxldxj]

2
= - (=900) (dxo + gOide) + (gij — g0i90j> da'da?

c? goo goo
J— 2
= - [goo (da:o + gozdﬂ)] + <gi]’ — 90190J> dz'dx’
C Joo Joo

isto sugere introduzir o intervalo de tempo infinitesimal e a distancia da seguinte forma:

/— S dat
dt = Y90 (da:o + gode’) = Il (3.2)

c Joo Cv/ —4go0 ’
dl? = (9@'3' — g;iw) deidy’ = ’yijdxidxj , (3:3)

~ o 0 .
portanto, o fator de conversao entre acréscimo de coordenada d% e o tempo dt medido

pelo relogio do laboratorio é

dx0 c

A VT (1 + gmdw) . (3.4)

B Goo dx®
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Da equacao (3.2) segue que o tempo de laboratério coincide com o acréscimo
de coordenadas sincronas onde a métrica adquire a forma gopy = —1 e go; = 0. Se a
métrica nao é desta forma, ndo podemos descrever a trajetéria x(¢) usando o tempo ¢
como um parametro global. Mas podemos descrevé-lo pela funciao x(z%) e, em seguida,
determinar vérias caracteristicas diferenciais (como velocidade e aceleragao) usando o fator

de conversao (3.4). Deste jeito, velocidades tri-dimensional da particula é

L dt\ T da
v _<dx> el (3:5)
(At o d _(dt\" d
%= (m) ot (m;) el (3:6)
entao, simbolicamente
. dat dl
v = E, V= % (37)

2 , .
As definicoes de v e v sdo consistentes: v? = (%) = v = vly0l.

Geometria tridimensional é determinada pela métrica v;;(z°, x). Em particular, quadrado

de comprimento de um vetor é dado por vyv = v'y;;07. Usando essa notagao, o intervalo

infinitesimal adquire a forma similar a relatividade especial

ds* = Adt* — dI* = dt*(c* — vyv) . (3.8)

Essa igualdade é valida em qualquer sistema de coordenadas z#. Assim, uma particula
com a lei de propagacao ds?> = 0 tem a velocidade v? = ¢2, e esta ¢ uma declaracao
independente de coordenadas. O valor da constante ¢, introduzido acima manualmente, é

fixado a partir do limite: a equacdo (3.2) implica dz° = cdt quando g, — 7,

Esses truques bastante formais sdo baseados [2] na andlise de nogao de simultanei-
dade na relatividade geral e no analise do limite. O quatro-intervalo da relatividade especial
tem interpretacao fisica direta em dois casos. Primeiro, para dois eventos que ocorrem
no mesmo ponto, o quatro-intervalo é proporcional ao intervalo de tempo, dt = —d—j. Em
segundo lugar, para eventos simultaneos, o quatro-intervalo coincide com a distancia, dl =
ds. Assumindo que o mesmo se aplica a relatividade geral, vamos analisar o intervalo de
tempo infinitesimal e a distancia entre dois eventos com as coordenadas z* e x* + dxz*. A

linha do mundo y* = (y°, y = constante) estd associada ao relégio de laboratério colocado
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no ponto espacial y. Assim, o intervalo de tempo entre os eventos (y°, y) e (y° + dy°, y)

medido pelo relégio é

ds /—
dt = -2 = Y9040 (3.9)

c c
Considere o evento x* infinitesimalmente fechado para a linha do mundo (3°,y =
constante). Para encontrar o evento na linha do mundo que é simultdneo ao ", primeiro

Procuramos os eventos yj, € y(y que possuem intervalo nulo com z*, ds(z", y(,)) = 0.
_ goida® + V dxydx
T —goo v=goo ’
entao y?l) =20 —daf e y?Q) = 2% — d2°. Em segundo lugar, calculamos o ponto médio

A equagdo g, de*dx” =0 com dz* = 2* — y* tem duas solugoes dz

1 goida’
0 0 0 0 v
Yy’ = Sy + Yy = 2 + : 3.10
2( 1 T Ye) oo (3.10)
1 y?Q) = 1130 - dl’g
ﬂf“ t o0 =30y +u)

g o,0 .0 0
b Yy =T —dry

Figura 4 — Defini¢do de eventos simultdneos. A linha vertical representa a linha mundial do
relégio do laboratério. Os pontos y?l) e y?Q) tém um intervalo nulo com x*. Entao, o

ponto médio y° representa o evento simultdneo com z*.

Por definicdo, o evento (y°,y) com a coordenada nula (3.10) é simultineo ao evento
(2%, x), veja a Figura 4. Desta forma sincronizamos os relégios nos pontos espaciais x e y.
De acordo com (3.10), os eventos simultdneos possuem diferentes coordenadas nulas, e a

diferenca dx° obedece & equacio

goidx’
Joo

dz® + =0. (3.11)

Considere uma particula que se propaga de z* para x* + dx* . Vamos calcular o intervalo

de tempo e distancia entre esses dois eventos. De acordo com equagao (3.10), o evento

<x0 + da® + gordr : x) , (3.12)
9oo

no ponto espacial x é simultdneo com x#+dzx#, veja a Figura 5. A equagao (3.12) determina

o evento A (no ponto espacial x) simultdneo com z* + dx*. Entdo o intervalo de tempo
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% + dxt

Figura 5 — Tempo e distancia entre os eventos z# e z* 4+ dx*. A equagdo (3.12) determina o
evento A (no ponto espacial x) simultdneo com o z# + dx*. Portanto, o intervalo de
tempo entre x* e x* 4 dx* coincide com o intervalo entre z* e A, e é dado pela equacéo
(3.13). A distancia entre z* e z* + dz* coincide com a distancia entre z# + dz# e A,
esta Ultima é dada em (3.14).

entre z# e z# + dx* coincide com o intervalo entre z* e A. Distancia entre z* e z* + da#

coincide com a distancia entre z# + dz* e A.

De acordo com (3.9) e (3.10), o intervalo de tempo entre os eventos z* e (3.12) é

dt = Y90 (dxo + g“dﬂ) . (3.13)

c Joo

Como os eventos z* + dx* e (3.12) sdo simultaneos, esta equagdo também d& o intervalo
de tempo entre z* e x* 4+ dz*. Além disso, a diferenga de coordenadas entre os eventos

, At . - . ~ A . ,
' +dat e (3.12) é dzt = (—%, dxl). Como sao simultaneos, a distancia entre eles é

di* = —ds* = g, dz"'dz" = <gij - g(;(;q()oj> dr'da’ = ~da'da? | (3.14)

Como (3.12) ocorre no mesmo ponto espacial de z*, esta equagdo também encontra a
distancia entre z# e x* + dz#. As equagoes (3.13) e (3.14) coincidem com as definigoes

formais apresentadas anteriormente, veja as equagoes (3.2) e (3.3).
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4 ACELERACAO TRI-DIMENSIONAL NA RG

A particula pontual na relatividade geral segue uma linha geodésica, e esperamos que
durante sua evolugdo no campo gravitacional a particula nao consiga atingir a velocidade
da luz. Isto implica que a aceleracao longitudinal deve desaparecer quando a velocidade
da particula se aproxima de c. Para analisar isso, primeiro usamos a equacao geodésica

dv®

para obter a derivada °- do vetor velocidade (3.5). Na relatividade geral é costume de

trabalhar com equacao de geodésica na parametrizacao natural:

det _ dx*  _, dz*da”

s—— = — =0, 4.1
ds ds? thag ds ds (4.1)
dz* dz¥
— =1, 4.2
gM dS dS ( )
onde
p 1 pv
Faﬁ = ig (8ag,,5 -+ aﬁgazz — 8,,ga5) . (43)

Ela nao é apropriada para nos, pois nos estamos interessados no limite v — ¢
onde ds* — 0, ou seja, perde sentido. Entao nés reescrevemos (4.1) em parametrizagio

arbitraria 7.

De (4.2), multiplicando por g—jﬁ se tem,

ds? dzt dz” s
R “4)
entao
dr 1 1 (4.5)
ds /=&  \/—EgE’ '
onde z# = df—: e Tgi = 1tg,,1".

Substituindo em (4.1), obtemos

4 () et
ds \ ds B ds ds ’

drd (drde |, drdedrde?
ds dr \ds dr Bds dr ds dr
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1 d 1 e\ g 1 det 1 da:ﬁ_o

V—EgE dr \\/—ZgT dr B/ —Fgk dr J/—igE dr
L odf @ \_ o @ i” (4.6)
—igidr \\/—igt) = “P/—igi[—igi '

. W
onde z+ = ddi.
T

(4.6) é a equagao de geodésica em parametrizagdo arbitraria, compare com se¢ao 2.3.

De acordo com discussao feita na introducgdo, vamos trabalhar com geodésica

0 =7 x =x(7), ou seja 2° é considerado como o parametro. Entao ¢

0

parametrizada: x

suficiente substituir 7 por 2" na equagao (4.6).

Vamos realizar alguns calculos que nos levarao a definicao de aceleracao tridimensional:

Da equagao (3.8), temos

ds* = Adt* — dI* = dt*(c* — vyv),
entao

ds dit
_— = — 2 _
o= g Ve Vv, (4.7)

igualando a equacao (4.5) com (4.7)

— ds dt
\/TW:%:%\/CQ—V’YV7 (4.8)

em (4.8), tem se

— dt
V—tgt = @\/CQ — VYV (4.9)

Substituindo a equagao (4.9) em (4.6) obtemos

logo para 7 = 2°

L (@\Td |1 (a\Td
Ve —vyv \dx? dxz® | /2 —vyv \ da? dx

. 1 dt \“'de 1 dt \™'
Ti — =0. 4.1
T ap Ve —vyv <dx0> dz® \/c? — vyv (dx()) 0 (4.10)
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. -1
Usando a equagao (3.5) e v' = <i) 2%7

70 temos

1 a7 d LT B G S SRS
- N v vVt =
V2 —vyv \dx? dz® | \/c? —vyv V2 —vyv ah

ou

e\~ d v’ 1 .
=T ™f 4.11
(da:0> dz? [ c2 —vvv} 2 —vyv o Vs (4-11)

onde temos denotado
dt \ 7" dat dt \
= (m) prhe ((m«) ,v) - (412)

O célculo direto da derivada da equacao (4.11) nos leva a expressao

AN 1 1 v d T L e
dx0 dz® \/c? — vyv 2(62—V7V)% daxP i /E v op

S W U S SV DU SO RO
Ve —vyv \ dx? dz® = 2(c? — vyv) daO 7 CE—vv P

entao
dt\ ' [dvt 1 v d ,
_ i a8
(d[L’O> |fl$0 + 2(CQ—V"yV)d$O<V7V)‘| = —FQB'U v . (413)

Antes de desenvolver a equacao (4.13), vamos fazer alguns calculos necessarios:

O Ym0V V0" = O Ym0 0" 4 Oy’ 0" 0" — Oyt v

= OV V" V0" 4 O0j Ym0 VU — Oy v 0 v

= (OkYmj + O Yok — Omyij) V" 070"

= 67 (O Vng + O5nk — Onyig) v 070"
1 . .
= 277”17 {271) (ak’}/nj + aj’}/nlc - an’ij)} vk
= e (410
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onde os Simbolos de Christoffel tridimensionais f‘g’k () sdo construidos a partir da métrica

tridimensional ~;:(z°, zF). no qual z° é considerado como um parametro
1] ) ) )

~ 1
() = §7pn (0jYnk + OkYnj — OnVik) - (4.15)

Usando a equagao (4.14), vOyyv = vm%vj e (Vy)p = ™Yy , temos

d d ..
oY) = o (v Vi)
j mdfymj j
= 2t 0
— 9% m mj mj Vi
dz0 MY v <8x0 + ozk daf Y
Hdom dz®\ dt . da® (dt \ M| dt
= 2t " (80%] dt>do“]+“ O [dx (w) ]dx
do™ dt dt
= 2d O’YmJ’U + 0 mat’}/m]v + — A0 mak’ymjv v
do™ dt dt ik
= 2@(V’Y)m+@(Va{YV)‘i‘Q@(V’Y)pFJ’k(’Y)UU . (4.16)

Substituindo (4.16) em (4.13), obtemos

dt\ " (dvt 1 v’ dt dt N |
- [ . 0 J ok R K a, B
(dm()) {dmo + 2@ =) ldeo (vy); + 70 (vOryv) + deo (vy)pl e (V)07 v 1} I 5(g)v™

-1 i i
<dt> H(;Z-+ v(w)j]dv“rldtv(vam) LAt v(va), iy

/ kE{ _1—\1 a, B
dx0 T —vyv | da®  2dx0 (2 —vryv)  da0 (2 —vyv) k()v’v } O‘ﬁ(g)v v

de A 1w "(vOwv) v (vy)
—_ Mzi P TP Jpk — _T o, B '
(dx()) T dxV 3 2 (c?2 —vryv) + 2 —vyv IF k(7)v v aﬂ( Ju*u” (4.17)
onde: i
M= - 7;("77% | (4.18)
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e a matriz inversa é dada por

i i Ui(V’V)j
M; =06; — . (4.19)
Ela atende as seguintes propriedades

i =y — A —vyv
My’ = —Q v (vy)iMj = ————(v7); - (4.20)

Multiplicando (4.17) pelo inverso de M} (4.19), temos

dt ™' 7 ldvj L— voyv  — 1 (V) = ik il a, B
(dw) MMy = —3Miv gy = Miv g = D)o = Mils(g)ve

da® 2

-1 .
dt A 1@ =vyv) o vOv (P —vv) o (VY)p = = o 8
< ) 5j@ T2 c? Ve —vyv c? v —V"yVij( elt= F slgvo”

Com isso conseguimos desenvolver a equagao (4.13), temos a seguinte equagao:

dt \ ' dvt vt V' ~ :
(dm0> a0 = ~ 28 (VoY) = G50 = MiTg 0% (4.21)

|—>c

Nés temos g, = 6, entéoN a métrica inversa de y;; é 79 = g'. Note que M ;UJ 0,
que estd no limite a matriz M se transforma no projetor no plano ortogonal a v.
Se projetarmos a derivada (4.21) na dire¢do do movimento, obtemos a expressao
dv vyv vyv ~ ke VE—vyv ; .

(vy K7 —) = TCQ(VaﬂV) - 7("7)17@1:(7)““ - T(VW)J‘F?LV(Q)U“U . (4.22)

Devido ao primeiro e segundo termo da parte direita da equagao (4.22), esta expressao nao
é cancelada quando vyv — ¢, Observe que isso ainda é valido para a métrica estaciondria,
guv(X) ou mesmo para a métrica estatica, goo = 1, go; = 0. A razao é que a derivada d”
em nossa geometria tridimensional consiste em trés contribuicoes: taxa de variacao do

campo vetorial v , variacao da base no passo de x a x + dx e variacao da métrica ;;
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durante o intervalo de tempo dt. Excluindo as duas ultimas contribui¢oes, obtemos a taxa

de variagao da velocidade, que ¢é a aceleracao tridimensional

i dt \ "~ dv' =i gk 1 Oy 1) = i1 9y 1)
a = @ @‘i‘rjkvif +§(V VY ):Vtv+§(v tYY ) (423>

-1
Substituindo (%) 4o’ da equagdo (4.21) em (4.23), obtemos aceleragdo tridimensional

da particula que se move ao longo da linha geodésica (4.6)

% 7

i v v = T o i 1 —1yi
a = T 92 (VOyv) — g(V’Y)jF?cz(’Y)UkUZ - Mjrjaﬁ(g)v v+ Fkl(’Y)Uk"Ul + §(V5t77 1)
i Ui(VV)j T k1l T ap g Ui(VV)j —1yj
71 e A N _ .
= T[S0 = T’ + Tl (1.24)

Esta é a segunda lei de Newton para o movimento geodésico. Multiplicando isso com (v7);

, obtemos a aceleragao longitudinal

— (1 _ . , B
via = (vl {5(0700v) = Tl (oo + Ty (et

= (1 — VZ;) {;(Vﬁt’yv) + (v); [—Fil,(g)v“v” + f‘il(’y)vkvl}} . (4.25)

Isso implica que vya — 0 quando vyv — c2.

Vamos confirmar que ¢ é o tinico ponto especial da funcao (4.25). Usando equagoes
(4.3), (4.15), (3.3) juntamente com as identidades

j Joi
%’jgjk = 55, %’jggo =—" (4.26)
Joo

podemos apresentar o lado direito da Eq. (4.25) em termos de métrica inicial como segue

vya ¢ —vyv ¢ At _13 +v*0 — 0 dr -
v 27900 | vV—g00 | \ dz? 0900 k900 0900 d0

dt \ !
—200 g0k ( > v* — 3ogkzvkvl}

dx0
2 _
c Vv { ¢ v"0,900 — 80gw,v”v”} ) (4.27)

20\/ —goo | vV —900
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A quantidade v* foi definida em (4.12). Excluindo v° de acordo com esta expressao,

obtemos

& —vyv {Uk8k900 ( 90i ) o1 w
vya = — 20 vt — =0pyi v . 4.28
2v/=900 | vV—900 VvV —900 c ( )
Para a métrica estaciondria, g,,(z*), a equagio (4.28) adquire uma forma especialmente
simples
k0
vya = —(c? — V’}/V)U kgOO’ (4.29)
2900

isso mostra que a aceleragao longitudinal tem apenas um ponto especial, vya — 0 como
vyv — ¢%. Portanto, a particula sem spin no campo gravitacional estacionario nao pode
superar a velocidade da luz. Entdo, o mesmo é verdadeiro no caso geral (4.27), pelo menos

para a métrica que é suficientemente lenta e variada no tempo.
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5 MOVIMENTO RADIAL EM METRICA DE SCHWARZSCHILD

O anélogo da primeira lei de Newton na teoria da teoria da relatividade postula que
quando nenhuma forca atua sobre as particulas, elas se movem ao longo da geodésica do
espaco-tempo, isto é, nas linhas mais retas possiveis ou de curvatura minima. A equagao

de geodésica em termos do tempo proprio ¢é
"+ Tt =0, (5.1)

~ ~ z . . ) . ~ . 122
onde x*(s) sdo equagbes paramétricas de trajetoria em quatro dimensoes e ## = dd%'

Isto implica que %(gw,i“x'”) = 0, ou seja essa quantidade é um nimero ao longo de cada

trajetoria

Gudt'i” = —c1, ¢ =0. (5.2)

Poderiamos usar (5.1) para encontrar forma explicita das equagoes substituindo a métrica
de Schwarzschild nelas. No entanto, tecnicamente é mais facil e rapido de encontrar delas
usando o principio de a¢ao minima, ou seja, a partir de um problema variacional. Vamos

descrever o formalismo relevante.

Defini¢ao 5.1 Considere um conjunto de fungoes F' = {£%(t) , £ : R — R"}. O funcional

S é uma regra que associa um numero real a qualquer fungdo do conjunto, isto é

S:F—R ou  S:&t)— SE()] eR (5.3)
Os colchetes retos sao usados para distinguir os funcionais das fungoes.

Considere a classe de curvas unindo dois pontos fixos &, & em um intervalo de tempo
[t ta]: £%(11) = &1, £(t2) = &5
Dadas as fungoes £* e n®, nés definimos §€%(t) = n®(t) —£%(t). Por construgao 6£%(t) 2 =0.

Defini¢ao 5.2 Dada a trajetéria £(t), t € [t1,ts], 0 funcional chamado a¢io Lagrangiana

¢ definida pela regra

st = [ p (e (5.4)
Defini¢ao 5.3 Variagio dS[£°] de funcional no ponto £%(t) é
d
dS[EY = S (A = —S[E(t) + A& (t 5.5
€= 5S0| = s ) (5.5

onde S : RN\ = R ; A = S(A) == S[€*(t) + No&*(t)]
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§%(t2)

n*(t) = £°(t) + 6£°(t)

§%(t1)

Figura 6 — O problema variacional é formulado em uma classe de curvas com os mesmos pontos
inicial e final

Afirmagao 5.1 Se £%(t) representa o minimo de funcional, entao 6S[£%(t)] = 0 para todo

sea(t).

Demonstracao. Como

SEr®)] < S[E*t) + Asg (t)], A €10,1]
SiEet)] < Sl (@), v (t)
S0) < S(N), VA € [0,1]
Daqui o funcional S tem o minimo em 0 5, isto é dil()\)\) = 0, entao
A=0
o _ ASN)|
dS[EY] = ) /\:0—0.

Com o que é demonstrado que 0S[¢*] =0 . u

Considere agao Lagrangiana da equagao (5.4). Vamos calcular variacao dele:

d
51¢) = —-Sle” + Ao¢”)

A=0

5S[¢] = ddA {/tt L(E* 4+ A6€®, €% + Aég’a)dt}

A=0
entao pela régua da cadeia e A =0

sste = [

t1

< oL oL

5e 06+ o (aga)‘> dt

integrando por partes
t

t2 9L oL
5S[¢] = | Ssghdt + ——5e"
S[¢] , oea §dt + o6 3

: [ d (0L
-, [‘Sgclt(asa)]dt

t1
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como (55“]2 =0 e da Afirmagao (5.1)

[oL d (0L\] .,
e R

d (0L oL
it (o6:) a0 o

Este sistema de equagdes diferenciais ordinarias de segunda ordem é conhecido como

equacoes de Lagrange ou equagoes de Euler-Lagrange.

Vamos confirmar que o funcional

m .o
Slgl =" [ guréas (5.7)
implica equagdes de geodésica. Substituindo L = guyf“f” nas equacoes de Lagrange (5.6),
obtemos
oL ) . OEH . . O ) ) . .
= 7 VMV:V —& 4 = :V55V+uég:auy+ au
se = e It E) = 0, (8@5 58@) Gy (84€" + €6) = Gun” + Gpua
entao

d (oL d, . . . . » .
ds <35a> = 75 0ar€” + 9ua€”) = 0590 €"€" + g€ + 9p9ual”€" + gual”

= 2guaé“ + (%gayf“f'/ + aug,uaéyéu
também

oL _ o
e Oga

(QWS”SV) = aa(gul/)é“éy

Substituindo essas expressoes na equacao de Lagrange, obtemos

£(3) - % -
) . L, ds\oge ) 0
29ua§# + augcwgugy + &/guafygu - aa(gw/)gugy
29ual” + (Opga + OvGua — Dy )EHE”
g,uagamfu =+ %gam(a,ugau + aug,ua - aaQ;w)é“éy -
e+ TR =

o O o o O
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ou seja, as equagoes de geodésica:

€M+ I =0, (5.8)

Vamos calcular as equagoes da geodésica para a métrica de Schwarzschild usando as

equagoes de Euler-Lagrange. Lembrando que a métrica de Schwarzschild em coordenadas

20 =ct,xt =r, 2> =0, 23 = ¢ é dada por

d 2
_ds? = gdatde’ = — (1 B O‘) (de)2 NI N [d6* +sin? 0dg?| | (5.9)

' (1-%)

2MG

onde o = =3

Entdo para a funcdo de Lagrange L = g, x*z" substituindo na equacao (5.6), obtemos as

seguintes equacoes:

i[0-5)e

que é uma derivada total e pode ser integrado. Daqui temos

=0, (5.10)

(1 - 0‘) 20 =cy, (5.11)

r

. . ~ 0
onde ¢y > 0, assumindo a parametrizagao ddis >0, Vs .

° @_i(@)zo

or ds \ Or
entao
=) e @ e ) [(0)2 + senO(o)?] =
=g @ gy - [(0) + sen®0(@)?| =0.  (5.12)
-4 ()=
entao )
6+2 (7“) 0 — senfcosf(p)? =0 . (5.13)
r
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entao )
@+ 2 K + (ctg@)@} $=0. (5.14)

A partir daqui, a andlise serd feita para o movimento radial, isto é: 2° =ct, z' =1, § = o

p=0.

Entao, podemos obter as equagoes das geodésicas da métrica de Schwarzschild em movi-
mento radial (mo(s),r(s) 2 O) das equagoes (5.11), (5.12), (5.13) e (5.14). Assim obtemos

59

as equagoes (5.15) e (5.16):
(1 - O‘) D=y >0, (5.15)

N R I (R T 510

272 T

Também de g, @"3" = —c¢; (equagao (5.2)), e da métrica de Schwarzschild, temos

2

— (1 — i) (d:co)2 + (1 i a)

+ 72 [d92 + sin? edwﬂ = —C1.

T

e pelo movimento radial (:Eo(s), r(s), 5, O), temos

r r

(20)? — (1 _ O‘>2 (F)? = e <1 _ O‘)l, > 0. (5.17)

A equagao (5.16) ¢ uma consequéncia das equagoes (5.15) e (5.17). De fato, derivando a

equacao (5.15) e multiplicando com 20 temos

—al (o = (1 - O‘) 2070 (5.18)

r2 r

multiplicando a equacgao (5.17) com (1 — %) y derivando,

212y @ (- 2) o] = e

4 (f0)2—2<1—a>:i%50— (1—0‘)_2aw+2(1—0‘>_1ﬁ=0,

_ai
72 r

e substituindo na equagao (5.18)



95

al (g0~ & (1 - O‘>2 (7)% + 2 (1 - O‘>1f=f=0,

r

a partir daqui temos que equagao (5.16) é uma consequéncia de (5.15) e (5.17)

=) -

Entao, agora vamos mostrar que pelas equagoes (5.15), (5.16) e (5.17) podemos
obter a equagao (3) de Mc.GruderIII [11].
Seja 2° = 2%(s) , r = r(s) equagoes paramétricas da linha geodésica. podemos definir as

equagoes da linha geodésica na forma de uma nova parametrizacao: R, onde

r(s) = R(z°(s)) (5.19)
entao, derivando, obtemos:
. dR -
r(s) = wxo (5.20)
‘ R dR
o o .
i(s) = R (0)° + @mo. (5.21)

Por outro lado, derivando (5.15) temos

. o *17‘“ .
0— o122 —a0, 5.22
s a( ) L (5.22)

entdo substituindo (5.22) e (5.20) na equagao (5.21)

@R, dR[ i [ o\
= g o (-5)

(5.23)
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2r2 r dz
d’R Q « 3o o\~ (dR\’
Kl A S I e S T A 5.24
dx0? 2r2 ( 7’) * 2r2 < r) <dx0> (5:24)
Como 7(s) = R(z") = R(ct), entdo
dr  dR dx° dR dR  1ldr
Rl R (cid am _ 2
dt ~ dad dt <de> © w0 T cdt (5.25)
e derivando,
d*r d’R dx° , &*R d’R 1 d?r
dﬁ:%mWﬁ>:Cmﬁ R (5.26)

Substituindo (5.25) e (5.26) em (5.24), nés excluimos o pardmetro s , daqui temos

L& a(Lfg+3a@_a>11W2
2r? r cdt

ed2 -~ 2r? r
d?r a o a\ ! (dr ?
3= 53 [8 (1—T> —3(1—T> (dt) ] : (5.27)

2
4T torna-se

Equagao (5.27) é a equacao (3) obtida em McGruder III [11]. A quantidade de %3
dr % (1 — %), dai o termo

positiva acima da velocidade critica nao-normalizadal, o

"repulsao gravitacional".

Resolvendo a equacdo (5.17) em relacao a 20, usando (5.20), (5.25) e r(s)

temos

1= (-2) (2]

As nogoes de velocidade/aceleragdo nao-renormalizadas e semi-renormalizadas foram ampla-

1
mente discutidas em [7,15-17].



20 =\/c;

= .
e 5 )
Substituindo z0 de (5.28) em (5.15), obtemos

C2

Da equagao (5.29) e de acordo com [2, pag.250, Eq.(88.9)], temos

3 3 a

medcy mc 1—T

R IOl

r dt

FE =

onde F é energia total da particula no campo gravitacional.

m2c?

N N N

C C
Cl = = \/C_l
Ji-2)e— (=27 (%) o — o (%)
C
&1

Se, substituirmos z° de (5.15) em (5.17) e usando % = "=5 , obtemos
2

equivalente para a energia total (5.30):

- 1-2) e (-2)

o7

(5.28)

(5.29)

(5.30)

uma expressao

(5.31)
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Equacao (5.31) é a equagao (5) obtida em McGruder IIT [11].

Considere o laboratorio O, fixado no ponto r > « e outro laboratério O fixado no
ponto 7., na regiao assintética onde podemos aproximar a métrica de Schwarzschild pela
métrica de Minkowsky: ¢, (7o) — = (—1,+1,+1,+1). No laboratério O, temos
uma particula saindo com magnitude de velocidade V', chegando ao laboratério O, com

magnitude V.

De acordo com a lei de conservagao de energia F(r) = E(r), e usando a equacao (5.31),

temos:

N R I (CON RN
- (5)

Ja que no laboratorio O, nés temos a métrica Minkowski,a distancia e o intervalo de

-, (5.32)

Too

tempo coincidem com as diferenciais de coordenadas dr e dt, daqui nés temos
ar\’
dt

De acordo com o Capitulo 3 (equagoes (3.2) e (3.3)), a distancia dl e o intervalo de tempo

=V2. (5.33)

Too

dT estao relacionados aos diferenciais de coordenadas da seguinte forma:

T = /—goudt — (1 - O‘>2 di (5.34)
T

«

(@0 = g = (1= 2) " (@r? (5.35)

r

dr g.

Entao, a relagao entre magnitude de velocidade V' e

dl /G dr a\ " tdr
= = —=(1-=) |=]. .
v dT’ v —900 dt ( 7’) dt (5 36)
O vetor velocidade é:
_dr_dbdr 1 dr:(1_a>_%dr. (5.37)
dT’ dT dt v —300 dt T dt
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Entao, a magnitude da velocidade pode ser escrita como:

V=19,VV = /g, |V]| (5.38)

Usando as equagoes (5.33) e (5.36) na equagao (5.32), obtemos a seguinte relagao entre as

velocidades inicial e final:

(1 - O‘)_l (V2= ) = (Va2 = &, (5.39)

entao

r

V2 = (1 - O‘) o [v2 - CZO‘} . (5.40)

-1
Como r > a entao (1 — %) > 0 e usando a equacao (5.40), temos

«
A>VEix>»E—,
r
isto implica que as particulas de saida com velocidade inicial V? < %02 nao podem chegar

ao laboratorio O.

Comor >r—a«a >0 entdo (1—%) > 1.

De (5.39), V2 —c* <0 e (1 - %)_1 > 1, temos:

V2 —¢? a\ !
=0 =(1-%) >1, (5.41)

entao

Vi< V2, (5.42)

Assim, particulas com velocidade inicial ¢ < V2 < ¢* chegarao ao laboratério O com a
velocidade V2 < V2. Dai a repulsio gravitacional implicita pela equacao (5.27) niao pode
acelerar uma particula de saida, e representa um efeito coordenado puro. Nao pode ser

detectado nem pelo observador local nem pelo distante.

51 MOVIMENTO RADIAL PARA METRICA DE SCHWARZSCHILD EM FORMA
ISOTROPICA E HARMONICA.

Nesta secao, apresentamos alguns calculos feitos para a métrica de Schwarzschild

em forma isotrépica e harmonica que nos servira em trabalhos futuros.
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Vamos calcular as equacoes da geodésica para a métrica de Schwarzschild em forma

isotrépica usando as equagoes de Euler-Lagrange. A métrica de Schwarzschild em forma
2
isotropica (7’ =p (1 + é\gz) ) é

( GM>2

222 MG\*

= _]\/C[g2(dx0)2 + (1 + 202p> (dp? + p?d6? + p*sin0d¢?| . (5.43)
1
< + 202p>

Entao para a fungao de Lagrange L = g, 2"z em (5.43), substituindo na equacao de

Euler-Lagrange (5.6), obtemos as seguintes equagoes da geodésica:

l:o = Co, cy>0. (544)

Para movimento radial (xo, R 0) a equacao é cumprida.

oL d oL\ __
o S (5)=0.

Entao

c?p? MG 2¢%p? 2¢%p
_|_7
2c2p
MG\' MG MG\ (o0 MG\*
+ 2p< 202,0) —4 5o <1 202,0> {(9) + sin” 6(¢) }—2 <1 202,0> p=0

Para movimento radial (xo, P 5 0) temos,

. (=MG (1_2]\52?2) e (MG MG\,
p= ( ) (x)—i—( ><1+ ) (p)” . (5.46)

L, MG ! c?p?
2¢%p
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Entao
2MG MG\® . MG\* 5 5 .
; ket i N2 — 2pp0 — p%0] = 0. (5.4
2 <1+202p> p9+<1+202p) [p sin 6 cos 0() ppo p@} 0. (5.47)

Para movimento radial (xo, = 0) , temos

0=0.

oL _ d (oL _
® 5 ds(agb)*o'

Entao

2MG< MG>3 ,
_ 14

MG\* :
+ (1 + 502 > [Qp sin? 0 + 2p% sin 6 cos B9 + p* sin? 9@} =0. (5.48)
cop
Para movimento radial (xo, R 0) , temos

0=0.

Da métrica Schwarzschild na forma isotrépica e da equacao (5.2), temos:

MaG\° MG\
1+ 5o, 1+ 5
(20) — 1]\402@2 = CllMGQ, c1>0 (5.49)
2¢2p 2¢2p

Entao, das equagoes (5.44), (5.46), (5.49) , obtemos as equagoes (5.50) e (5.51) :

(1 MG
2p MG| L\ 22 MG\ MG\ 7Y (dp\?
il N 1+2(1- -
iz c2p? C ( MG>7 U 2¢2p * 2c2p dt ’
1+
2¢2p
(5.50)
(1 MG>2 (1 MG>4
2 T 92 2.4\ 92
<CCZ£> _ 2 2¢tp)  mc 2c¢?p (5.51)
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onde F é energia total da particula no campo gravitacional.

Agora, para a métrica de Schwarzschild em forma harménica (R =r— Af—f), isto é

(-2 o, (25)

— 2

_dr? = _ic]\;fé(dxoy + %d}# + (R + ]‘ff) |d0? + sin 0d¢?| , (5.52)
(ram) ()

vamos calcular as equagoes de sua geodésica usando as equagoes de Euler-Lagrange (5.6),
isto é:
o 0L _ d (@) —-0.

oz0 ds \ §z0

Entao

MG
(1_ 2R) ;
7]6\461370 = Co, Coy > 0. (553)
1
< * 02R>

s

Para movimento radial (2% R, T a equacao é cumprida.
s+l 9

OL d oL\ __
. @‘%(@)—0'

Entao para movimento radial (xo, R, 3, ) temos,
( MG
MG —CQR> -, MG MGN™! MG\, .,
T (C2R2) MG 3(@") +02R2 (1 B c2R> <1+ czR) ()" (5:54)
1
( + 02R>
Entao para movimento radial (xo, R, %, ) , temos
0=0.

oL d oL\ __
o -2 (%)=0.

Entao para movimento radial (xo, R,z O) , temos

)9

0=0.
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Da métrica Schwarzschild na forma harmonica e da equacao (5.2), g, #"&" = —c1, ¢1 > 0,
temos:
MG\ MG
0)2 <1+C2R> 5\2 (1+02R>
(mo) - W(R) = Cl<1]\46;>, c1 > 0. (555)
(1 a 02R> 2R

Entao, das equagoes (5.53), (5.54), (5.55) , obtemos as equagoes (5.56) e (5.57) :

( ! MG )
*R MG - CQR> MG\™! MGN\™" (dR
= 3(1— 1 — 5.56
dt? R? (1 n MG>3 * ( CZR) < * 02R> dt ’ (5.56)
R
MG\? MG\?
dr 2_ 2<1_02R> _m204<1_02R> (5.57)
at) ~° (1+MG>2 2 (1+MG)3’ '
AR AR
onde F é energia total da particula no campo gravitacional.
5.2 RESULTADOS SOBRE A ACELERACAO TRIDIMENSIONAL
1. No espaco euclidiano com coordenadas curvilineas, o valor diferente de zero 1 130

dt?
tem significado de aceleracao. Por exemplo, considere uma particula em coordenadas

1. . 2.1 -
curvilineares que se move com velocidade constante: ddT“; =0 (a'=0), vamos pegar
as coordenadas z' = r2sin cos p, 22 = r?sin 0 sin p, 2* = 2 cos f. Entdo, derivando

duas vezes obtemos o sistema:

dro_ o L\ r (d0\T o (de)
a2 r \dt 2 \ dt 2™ dt
20 4dodr | do\’

ﬁ = _rdtclt+81necose<dt>

Po _ Adpdr ) dpdd

dt2  rdt dt I at

entdo, para (r(t),0 = Z,p = 0), mas temos

d*r 1 (dr\®
e __ (= 0
dt? r <dt> 7

us
2
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2. Considere a transformacao r = r(r'), substituindo na equacao (5.27), temos
Pro(d\t drdr o 02(1_0‘)_3@_0‘)1 dr\* (dr\®
dr'? \ dt dr’ dt2 22 r r dr’ dt

drdr Cz<1_a>_3(1_a)‘1 ar\* (| & (4 o 2

dr’ dt?2  2r2 r r dr’ dt dr? \ dt ] 2r? «

@' adr 2(1-2)4 27“26127“_3(1_a)‘1 ar\| ('’

a2 dr?dr r a dr'? r dr’ dt

(5.58)

Entao, da equagao (5.58), temos que % dado na equagao (5.27) ndo é covariante.
3. Como a relatividade geral é uma teoria relativista, esperamos que a particula em um
campo gravitacional nao consigam alcancar a velocidade da luz. Como consequéncia,
a dependéncia da aceleragao da velocidade é uma propriedade inevitavel de uma
teoria relativista: a trés-aceleragdo na dire¢do da velocidade é zero quando V' — c.
Novamente, nao é o caso de % dado por (5.27).
Em um campo gravitacional arbitrario, as propriedades mencionadas acima sao satisfeitas
pela trés-aceleragdo que é apresentada na equagao (4.23) do Capitulo (4), lembre-se que

esta equagao é:

A N S | i L1 i
a' = (d:r0> ﬁ+ij(7)Ujvk+§(V3t77 =V +§(V8t77 D (5.59)

Entéao, da equacao (5.59) podemos obter o vetor de aceleragao unidimensional:

dt dV

=DV ="""" 41
a=DrV= o+ (g:)VV

1 d l 1 dr] 1 1 )’
= 1. — |+ [g argrr] T
V=900 dt | \/—goo dt 2 v/ —9oo dt
o\t d*r  « a2 [dr\?
—(1-9) L2y () .
( T) dtz 72 ( 7’) (dt) (5.60)

A magnitude deste vetor é:

a=./graa, (5.61)
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v _ d2l

que coincide com G = 7.

Se substituirmos a equagao (5.27) na equagao de aceleragao (5.60), obtemos a segunda lei

de Newton para particulas que se movem ao longo de uma linha geodésica.

. <1_a)1d2r_a<1_@>2 dr\*
- r dt?  r? r dt

_ M@ [1 _ (Vﬂ | (5.62)

isto implica que a — 0 quando V' — ¢. Entao no limite de Newton , temos o seguinte

resultado: a = —%. Assim, a equagdo (5.62) mostra que o campo de Schwarzschild

produz uma forga atrativa para qualquer velocidade V' < c.

Em conclusao, especificamos estas expressoes para o caso de uma particula que alcanga o

infinito com velocidade zero. Se resolvermos (5.39) em relagao a V (r), temos:

(=0 ()]

e substituindo em (5.62):

a- MG (1—0‘) [1—(Vmﬂ e, o MG (1—O‘> . (5.64)

Entao magnitude da aceleracao é:

a=/gmlal = F [1 _ (V?ﬂ =0 = ]\ff\/: (5.65)

O sinal de aceleracao (5.62) muda para o oposto quando r < «. Mas nossas

definigoes bésicas (5.34) e (5.35) para dl e dT' sdo validas somente na regido r > «, entao

as expressoes (5.62),(5.64), (5.65) ndo podem ser aplicadas dentro do horizonte.
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6 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho nés analisamos as relagoes entre as quantidades quatro e tri-
dimensionais usadas na descricao de campo gravitacional RG. Para intervalos temporais e
espaciais as relagoes sao (3.2), (3.3). Estas férmulas representam, em forma quantitativa,
como os relogios e réguas de Laboratorio sao afetadas pelo campo gravitacional. Em
base dessas formulas, definimos em seguida algumas quantidades compostas: valores de
velocidade (3.7) e aceleragdo (dada como modulo de (4.23)) de uma particula, e vetores

tridimensionais de velocidade (3.5) e de aceleragao (4.23).

Para mostrar a importancia destas relagoes, nés aplicamos no estudo de movimento
geodésico radial no campo de Schwarzschild. Escolhemos este problema entre os outros
possiveis, pois na literatura tem artigos recentes com tratamento inadequado dele. Para ter
certeza de que nossos resultados estao corretos, foram feitos dois calculos independentes.
No primeiro célculo, nés usamos as leis de conservacgao, obtendo como resultado final a
equagao (5.39). No segundo calculo foram usadas as equagdes de movimento, ou seja, a
aceleragao tridimensional, obtendo a equagao (5.62). Os dois calculos deram os mesmos
resultados finais. Em particular, foi mostrado que velocidade de uma particula diminui,
quando ela se afasta do centro do campo. Isto implica, infelizmente, que a existéncia dos
raios cosmicos de alta energia nao pode ser explicada seguindo as ideias sugeridas nos
trabalhos recentes [11,18,19] .

Apesar disto, os célculos feitos confirmaram, que a expressao (4.23) representa uma

definicao razoavel para aceleragao tri-dimensional na teoria de Relatividade Geral.

Um avango para continuacao desta pesquisa foi feito na Seccao 2.8, onde nos
descrevemos propriedades basicas de campo gravitacional de Kerr. Embora a literatura
sobre o movimento geodésico no campo de Kerr é extensa, nds esperamos, que a aplicagao

de nosso formalismo poderia dar varios resultados novos.
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